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1 Einleitung

Eine Hauptaufgabe der angewandten Statistik in der industriellen Praxis kann
mit den Begriffen Qualititskontrolle und -optimierung gut angenéhert werden.

Typische Beispiele sind die Anwendung von Kontrollkarten oder auch die Ver-
suchsplanung. Jeweils besteht das Ziel der angewandten Methode darin, ein vor-
gegebenes ,,Produkt” in seinen Eigenschaften zu kontrollieren bzw. zu verbessern.
Eine schone Darstellung des Qualitdtsproblems findet sich z.B. in [CW99|.

Die klassische Statistik beschéftigt sich hier jedoch fast ausschliefslich mit ein-
dimensionalen Zielgrofen. Bei diesen ist der Begriff der ,Qualitdt® sehr einfach
zu erfassen: Es gibt eine Messgrofe, welche mit der Qualitdt identifiziert wer-
den kann. Der Anwender hat in diesen Féllen bereits vor der Messung eine klare
Vorstellung davon, was fiir sein Produkt ,,gute Qualitit bedeutet.

Die Fokussierung auf die eindimensionale Sichtweise der Produktoptimierung ist
weitgehend durch das Fehlen der geeigneten mathematischen und/oder computer-
intensiven Verfahren in der Zeit bis ca. 1980 zu erkliren, da die Optimierung
héherdimensionaler Zielgrofen oft nur mit erheblichem Rechenaufwand durchzu-
fiihren ist. Erst seit dem Aufkommen schneller, ubiquitdrer Rechenleistung sind
viele multidimensionale Verfahren praktikabel geworden.

Ein Bereich, der fiir diese Entwicklung typisch ist, stellt die Versuchsplanung
dar. Auch dort ist erst durch die heute zur Verfiigung stehende Rechenleistung
die Anwendung bestimmter, komplexer Designs handhabbar geworden.

Durch die jahrzehntelange Forschung sind die eindimensionalen Fragen allerdings
entsprechend gut verstanden. Theorie und Praxis befinden sich in diesem Bereich
auf einem sehr hohen Niveau, wihrend die Probleme hochdimensionaler Daten
weiterhin Gegenstand intensiver Untersuchungen sind.

Verldsst man die eindimensionale Betrachtung, so gelangt man schnell in einen
Bereich, in dem sehr viel weniger methodisches Wissen vorhanden ist. Oftmals
wird deshalb versucht, die Problemdimension zu reduzieren, um die gut unter-
suchten Methoden anwenden zu konnen. Allerdings ist eine solche Dimensionsre-
duktion oft a prior: nicht moglich, so dass eine echt mehrdimensionale Behand-
lung des Problems zwingend geboten ist.

Ein mehrdimensionales Problem, die so genannte Multikriterielle Optimierung,
kurz MCO (multi-criteria-optimisation), ist Gegenstand der vorliegenden Arbeit.



1 Einleitung

Zunéchst wird kurz auf die mathematischen Ansitze einer multivariaten Opti-
mierung eingegangen. Zur Losung empirischer Probleme liegen auf dem Gebiet
des Operations Research (OR) einige Erfahrungen vor, wobei allerdings die sta-
tistischen Eigenschaften der eingesetzten Verfahren keine Rolle spielen. Es lassen
sich jedoch allgemein zu beachtende Prinzipien herleiten, die die Formulierung
von Anforderungen an MCO-Verfahren erlauben.

Ein Verfahren, welches die wichtigsten der hergeleiteten Anforderungen erfiillt,
sind die Wiinschbarkeitsfunktionen und Wiinschbarkeitsindizes, auf denen hier das
Augenmerk liegt.

Die Urspriinge dieser Methodik liegen bereits im Jahre 1965, jedoch ist es erst
durch die Rechenleistung moderner Computer in den letzten Jahren moglich, die
Methode der Wiinschbarkeiten in ihrer Flexibilitét voll auszuschopfen.

Auf rein analytischem Wege ist es in der Regel nicht moglich, zu Aussagen iiber
die Giite einer Optimierung mittels Wiinschbarkeiten zu gelangen, weshalb es
notig ist, auf numerische oder simulationsgestiitzte Verfahren zuriickzugreifen.
Insbesondere gelingt es erst dadurch, auch Fehlerabschitzungen fiir Optimierun-
gen auf Basis von Wiinschbarkeiten anzugeben.

Weiterhin wird aufgezeigt, dass die traditionell angewandte Methode der Arbeit
mit Wiinschbarkeiten Einschrinkungen unterliegt, die in den technischen Gege-
benheiten der sechziger Jahre des 20. Jahrhunderts zu suchen sind. Diese Ein-
schrankungen miissen heute nicht mehr akzeptiert werden. In der Literatur (und
somit in der Praxis) findet sich allerdings noch immer das alte Vorgehen, bei dem
eine Erwartungswertbildung ,zu friith* durchgefiihrt wird (s. Kapitel 7).

In Kapitel 9 wird eine Verbesserung dieses Vorgehens angegeben, die es erstma-
lig ermoglicht, die eigentliche Frage, ndmlich nach der Faktoreinstellung, welche
unter Beriicksichtigung der unvermeidlichen Fehler zu den besten Ergebnissen
fiihrt, zu beantworten.

Mittels dieses verbesserten Verfahrens wird es ebenfalls moglich, fiir Wiinschbar-
keitsfunktionen und -indizes einige Verteilungseigenschaften zu berechnen.

Der Wiinschbarkeitsindex hat auch in der praktischen Arbeit seine feste Bedeu-
tung. In vielen Softwarepaketen wird er als Hilfsmittel der multivariaten Opti-
mierung implementiert.

Eine der friithesten Implementierungen findet sich in STAVEX (Statistisches Ver-
suchsplanungs Experten System), [SW95], [AG03], einem Programmpaket, wel-
ches bei Ciba-Geigy, heute Novartis, zur Qualitdtsoptimierung entwickelt und
eingesetzt wurde. STAVEX wird auch heute noch entwickelt, inzwischen jedoch
von AICOS Technologies AG, Basel. Minitab [Inc03] enthélt ab der Version 13
Wiinschbarkeiten vom Derringer-Suich Typ. Ebenfalls implementiert hat die-
ses Verfahren Design Expert [Inc00]. Dort findet sich zusétzlich auch noch der
Harrington-Typ der Wiinschbarkeit.
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Auch unabhingig von speziellen kommerziellen Anbietern haben Wiinschbar-
keiten inzwischen ihre Bedeutung erlangt: Das National Institute for Standards
(NIST) schlagt Wiinschbarkeiten des Derringer-Suich Typs, also des Typs, der
im Mittelpunkt der vorgelegten Untersuchung steht, als einziges Verfahren seiner
Klasse zur multikriteriellen Optimierung vor [NIS].

Ein Nebenprodukt der vorliegenden Arbeit sind eine ganze Reihe von Funktionen
zur Behandlung von Wiinschbarkeiten, die in R [R D03| implementiert wurden.
Unter anderem entstanden Funktionen fiir den neuen Wiinschbarkeitsplot (s. Ka-
pitel 5.5) zur Erzeugung von Zufallsvariablen entsprechend der Verteilung von
Wiinschbarkeiten und natiirlich fiir die Wiinschbarkeitsfunktionen selbst. Letz-
teres natiirlich auch fiir die allgemeineren Félle, die in Kapitel 5.3 eingefiihrt
werden.

Es ist geplant, diese Sammlung von Funktionen als Paket im CRAN (compre-
hensive R archive network) zu verdffentlichen. Es wird dann unter http://cran.r-
project.org herunter zu laden sein.

Als Randbemerkung bleibt noch, dass ,Desirability Index ebenfalls als termi-
nus technicus im Black Jack Spiel Verwendung findet. Dort bezeichnet er eine
bestimmte Art der Bewertung einer Kartenverteilung. Mit diesem Desirability
Index beschéftigt sich die vorliegende Arbeit nicht.

11
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2 Das Problem der
Multikriteriellen Optimierung

Prototypisch fiir die Problematik der Multikriteriellen Optimierung sei das stark
vereinfachte Beispiel einer Produktoptimierung bei der Herstellung einer Tablette
betrachtet.

Die interessierende Grofie ist in diesem Falle eine abstrakte Qualitdt der Tablette.
Leider ist diese Grofe jedoch nicht direkt messbar, so dass man gezwungen ist,
sich eine formale Definition fiir die Qualitit einer Tablette iiber zu messende
Qualitdtsmerkmale herzuleiten. In einem stark vereinfachten Beispiel seien diese
Gréfen z.B. die Loslichkeit L der Tablette in Wasser, gemessen in Prozent des
gelosten Wirkstoffs nach einer Minute Zeit im Wasser, und die Haltbarkeit H der
Tablette wihrend des Transportes, gemessen z.B. in Milligramm abgebrockelter
Tablette nach 1 min in einer Riittelmaschine. Eine optimale Tablette hitte nun
die Eigenschaften, dass

1. der komplette Wirkstoff nach einer Minute gelost ist,

2. ein Transport zu iiberhaupt keinem Verlust an Wirkstoffmasse fiihrt.

Es ist leicht vorstellbar, dass solche gegenldufigen Anforderungen nicht zugleich
durch ein Design erfiillt werden konnen. Das Auftreten dieser so genannten An-
tagonisten fiihrt deshalb stets in die Notwendigkeit, Kompromisslésungen zu su-
chen.

Formal liefert jedes Design einer Tablette T' eine Messung ([, h) und aus diesen
Elementen des R? soll der beste Kompromiss ausgewihlt werden. Im Allgemeinen
wird es kein eindeutig bestes Design geben, da im R? bekanntlich keine Totalord-
nung existiert. Es wird also notig, einen formalen Rahmen aufzustellen, der eine
Entscheidung unter den mdglichen Designs auf Grund anwendungsorientierter
Kriterien ermdglicht. Dieser formale Rahmen muss in der Regel Grofen verschie-
dener Mafeinheiten vergleichbar machen, um Kompromisslésungen zu konstru-
ieren. Wenn man so will, handelt es sich hierbei um die Aufgabe, ,Apfel und
Birnen“ vergleichbar zu machen.

Die Objekte einer solchen Multikriteriellen Optimierung konnen vielfiltigster Na-
tur sein. Es kann sich, wie im Beispiel, um eine Produktoptimierung handeln, es

13



2 Das Problem der Multikriteriellen Optimierung

kann aber auch die Notwendigkeit bestehen, ein Ranking von Lieferanten zu er-
stellen, oder gar die Notwendigkeit, unter verschiedenen Produktionsverfahren
ein ,bestes* auszuwéhlen.

Im Kapitel 3 wird das Problem der MCO in eher formalem Rahmen noch einmal
eingefiihrt.

Zusammenfassend versucht eine Multikriterielle Optimierung also, in einer Menge
G von moglichen Objekten dasjenige zu identifizieren, welches bei gemeinsamer
Betrachtung aller Merkmale Y; dieses Objektes das ,beste im Sinne der Anwen-
dung ist.

Diesen Vorgang kann man ganz allgemein als Qualitétsoptimierung bezeichnen,
entsprechend die Y; als ,Qualitdtsmerkmale®.

2.1 Problemtypen der MCO

Die Qualitdtsmerkmale Y; selbst konnen ebenfalls von vielfdltiger Gestalt sein.
Es kann sich um qualitative, ordinale oder metrische Gréfen handeln, Messwerte
konnen stetig oder diskret vorhanden sein. Lediglich nominale Merkmale kommen
nicht als Qualitdtsmerkmale in Frage, da jedes einzelne Merkmal anordbar sein
muss.

Betrachtet man die Arten von Anforderungen an die Qualitdtsmerkmale, so kann
man genau zwei wichtige Klassen dieser Merkmale und damit auch zwei Klassen
von Optimierungsaufgaben identifizieren:

1. Merkmale, bei denen die maximale Qualitdt bei einem exakt definierten
Wert, dem Sollwert (7', target value), erreicht ist. Sowohl Unter-, als auch
Uberschreiten dieses Wertes vermindern die Qualitit. Dieser Fall wird im
Folgenden als Sollwertfall (7'V') bezeichnet. Oftmals werden in diesem F&l-
len untere (LSL, lower specification limit) und obere (US L, upper specifica-
tion limit) Spezifikationsgrenzen angegeben. Es kann ebenfalls vorkommen,
dass statt eines Sollwertes ein ganzes Intervall von voll befriedigenden Wer-
ten angegeben wird.

2. Merkmale, bei denen eine Erh6ohung des Messwertes stets auch eine Ver-
besserung in der Qualitit bedeutet. In der Literatur heift dieser Fall ,the-
larger-the-better”. Dieser wird im Folgenden als Maximierungsproblem (LB)
bezeichnet.

Félle, in denen es mehrere Bereiche ,,guter Werte, getrennt durch Bereiche ,schlech-
ter* Werte gibt, sind denkbar, werden aber in dieser Arbeit nicht behandelt. Es
scheinen auch keine Fille der praktischen Anwendung solcher Spezifikationen zu
existieren.

14



2.1 Problemtypen der MCO

Natiirlich gibt es auch Félle, in denen nicht eine Maximierung, sondern eine Mi-
nimierung erforderlich ist. In diesen Fillen werden die Probleme durch Negation
des Qualitdtsmerkmals oBdA in ein Maximierungsproblem iiberfiihrt. Denn da
die Negation die Ordnungsrelation umkehrt, gilt:

Gegeben sei ein Qualititsmerkmal Y;, welches minimiert werden soll. Durch Uber-
gang zu —Y; erhélt man eine dquivalentes Qualitdtsmerkmal, welches maximiert
werden muss.

Im Weiteren sind alle Probleme entweder vom Typ (T'V) oder vom Typ (LB),
eine eventuell notwendige Negation sei bereits durchgefiihrt.

15
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3 Hierarchie der Optimierungen

In diesem Abschnitt wird der formale Rahmen der Arbeit gesteckt. Insbesondere
werden zum einen die Notationen eingefiihrt, zum anderen die Hierarchie der ver-
schiedenen in der MCO auftretenden Optimierungen verdeutlicht. Es bietet sich
an, diese beiden Punkte gemeinsam zu behandeln, da die natiirliche Hierarchie
der verschiedenen Optimierungen einen grofen Teil der Notation bestimmt.

3.1 Situation

Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind ,,Produkte” (aus einer Grundgesamtheit
G), deren Qualitat durch die Messung von m Eigenschaften Y := (Y7,...,Y},)
bestimmt wird. Ein Produkt kann also mit seinen Eigenschaften identifiziert wer-
den. Die einzelnen Komponenten Y;,2 = 1,...,m, heillen Zielgrofen. In dieser
Schreibweise bezeichnen Y und Y, Zufallsvariablen. Realisationen werden mit
Kleinbuchstaben y = (y1, ..., ymn) bezeichnet.

Da Wiinschbarkeiten ein Instrument der Optimierung sind, befindet man sich in
der Regel bei ihrer Anwendung im Optimierungsschritt des dreistufigen Vorge-
hens mit Hilfe der Versuchsplanung ,screening, modelling, optimisation“ [CW99|.

In dieser Situation lassen sich die Eigenschaften der Produkte nicht direkt ein-
stellen. Sie ergeben sich vielmehr aus der Durchfiihrung eines Versuchs mit den
Einstellungen = := (xy,...,x) fiir die k interessierenden Einstellgrofen (Fakto-
ren), einem Fehlervektor ¢ := (e, ..., €,,) mit einer Komponente fiir jede Ziel-
grofe, sowie durch einen unterstellten, funktionalen Zusammenhang f zwischen
Einstellgrofsen und Zielgrofen, der gegebenenfalls geschéitzt werden muss.

Im statistischen Sinne sind die untersuchten Zielgrofen Y; und die Restgrofen
€,1=1,...,m, fir jede Faktoreinstellung x aus der Menge aller méglicher Ein-
stelluingen O C R*, dem so genannten Operationsbereich (region of operability),
Zufallsvariablen, wihrend die Einstellgrofen fest sind. Es sind also

Yi,..., Y, €1,..., €6, firjedes x €O Zufallsvariablen,

x=(x1,...,2,) € QO sind die festen Einstellgrofen.

Der funktionale Zusammenhang f ist komponentenweise fiir jede Zielgréfe zu

17



3 Hierarchie der Optimierungen

betrachten. Es ergibt sich somit:
Y = (Yl, Cey Ym) = (f1<$'7 61), cey fm<.'lf, Em)) = f(SC, 6).

Die eigentliche Aufgabe der MCO besteht nun darin, mittels einer geeigneten
dimensionsreduzierenden Funktion s : R™ — R eine Ordnung der Produkte im
R™ zu ermoglichen. Die Rolle dieser Funktion s konnen beispielsweise die hier
untersuchten Wiinschbarkeitsindizes iibernehmen.

Um die Begrifflichkeiten zunéchst einfach zu halten, sei fiir den Moment ange-
nommen, dass der Zusammenhang zwischen Einstellung x und Produkt y deter-
ministisch ist. Fiir diesen klassischen Fall gilt die

Definition 3.1 (Losung der MCO-Aufgabe) Jede Losung y,,: der MCO-
Aufgabe mit

yopt : S(yopt) = yrenfezdg)%) S(y) = Iilea(é(S(f(l'))

heift ein optimales Produkt. Jedes Urbild x,,: einer Losung y,,r = f(Zopt), heifit
optimale Faktoreinstellung.

Auf die Fille mit nicht vernachléssigbarem Fehler wird an entsprechender Stelle
eingegangen. Die hier eingefiihrten Begriffe werden dann der Situation angemes-
sen iibertragen.

Bemerkung 3.2 Die Fehler ¢; sind im Folgenden durchgéingig als paarweise un-
abhéngig vorausgesetzt.

Wird bei einem MCO-Problem die Riickiibertragung in den Faktorraum versucht,
so handelt es sich inhdrent um ein Kalibrationsproblem, in der Regel mit mehre-
ren Ziel- und Einstellgrofen. Diese Probleme sind sehr schwierig zu behandeln.
Anmerkungen hierzu finden sich in Kapitel 3.3.

3.2 Hierarchie der Optimierungen

Die verschiedenen, auftretenden Optimierungsaufgaben lassen sich auf natiirliche
Weise in Hierarchiestufen einordnen, bei denen die Unsicherheit iiber die zu op-
timierenden Daten immer grofser und die Optimierungsaufgabe deshalb immer
schwieriger wird.

Komplexitit bezieht sich hier nicht nur auf den formalen Rahmen, sondern auch
auf die inhaltliche Aufgabenstellung. Wéahrend es bei deterministischen Optimie-
rungsaufgaben noch recht klar zu formulieren ist, wann ein Objekt besser ist als
ein anderes, wird dieses zunehmend schwerer, wenn man Mess- und Modellfehler
beriicksichtigen will.

18



3.2 Hierarchie der Optimierungen

Unter Beriicksichtigung dieser Kriterien ergibt sich eine Hierarchie von Optimie-
rungen, deren Stufen, nach aufsteigender Komplexitit geordnet, in den folgenden
Abschnitten vorgestellt werden.

3.2.1 Einfache, empirische MCO

Unter einer einfachen MCO versteht man die Anordnung einer endlichen An-
zahl hoherdimensionaler Objekte vy, ..., y, mit dem Ziel, ein optimales Objekt
Yopt ZU identifizieren. Diese 7; werden nicht als Realisierungen eines Zufallspro-
zess verstanden. Diese Art MCO ist in der Praxis sehr hiufig anzutreffen, ja sie
bilden sogar eine eigene Disziplin, das so genannte MCDM (multi criteria deci-
sion making). Anwendungen finden sich z. B. in der Wasserwirtschaft. Meistens
handelt es sich in diesen Situationen nicht um ,Produkte” im engeren Sinne, zwi-
schen denen entschieden wird, sondern um Standorte von Industrieanlagen oder
Zulieferbetriebe, welche multi-kriteriell bewertet werden sollen.

In der Regel spielen in diesen Situationen die statistischen Eigenschaften des
Entscheidungsfindungsprozesses keine Rolle.

3.2.2 Empirische MCO mit funktionalem Zusammenhang

Auf der néchsten Hierarchiestufe befinden sich die Félle, bei denen nicht eine
endliche Anzahl von y; gegeben ist, sondern bei denen die einzelnen Zielgréfien
y; deterministisch iiber einen funktionalen Zusammenhang f von einer Zahl von
Einflussgrofen z1, ..., z; abhingen, wie im Abschnitt 3.1 beschrieben.

Die Optimierung besteht in diesem Falle darin, auf der Antwortfliche der Kurve
f(z) ein globales Maximum zu finden. Diese Art Optimierung ist theoretisch gut
verstanden, es ist deshalb aber auch bekannt, dass das Auffinden des globalen
Optimums einer solchen Antwortfliche durch die iiblichen Optimierungsalgorith-
men nicht garantiert werden kann, wenn iiber diese Fliche nichts weiter bekannt
ist. Ubliche Anforderungen sind natiirlich die Differenzierbarkeit der Funktion f
oder der Zusammenhang der Gebiete, iiber die optimiert werden soll. Natiirlich
muss eine solche Aufgabe nicht eindeutig losbar sein.

3.2.3 Optimierung iiber dem Faktorraum bei funktionalem
Zusammenhang

Die nichste Komplexititsstufe stellt die Hinzunahme des Kalibrationsschrittes

dar. Es wird nicht mehr nach einem Optimum im Produktraum, sondern nach
dem Urbild eines solchen Optimums im Faktorraum gesucht. Auch hier sind noch
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alle Grofien als deterministisch angenommen. Statistische Fragestellungen spielen
bis zu dieser Hierarchiestufe keine Rolle.

3.2.4 MCO mit geschatztem funktionalem Zusammenhang

Auf dieser Stufe befinden sich die Beispiele fiir die Anwendung von Wiinschbar-
keitsindizes in der Literatur.

Der Zusammenhang y = f(x) ist nicht mehr als bekannt angenommen, sondern
es findet eine Schitzung der individuellen Modelle y; = f;(x) statt und es wird
das Problem

maxs(j) = max s(f(2)),§ = f(x)

gelGst.

Genau fiir diese Situation hat Harrington das Konzept der Wiinschbarkeiten
(s. Kapitel 5.2) entwickelt und Derringer-Suich ihre Verbesserung der Wiinsch-
barkeiten (s. Kapitel 5.3) vorgestellt.

Die Schitzungen fl werden in der Literatur behandelt, als ligen ,wahre* Zu-
sammenhénge vor. Die Information, dass lediglich Schétzungen vorliegen, wird
vernachlissigt. Auf die Auswirkungen dieses Vorgehens auf die Giite der gewon-
nenen Losungen wird fiir den Fall der Wiinschbarkeiten in Kapitel 7 eingegangen.

Auch hier ergibt sich die néchste Komplexitétsstufe auf natiirliche Weise durch
die Frage nach den optimalen Faktoreinstellungen bzw. durch den Ubergang zur
Kalibration.

Aus statistischer Sicht ist zu bemerken, dass im Gegensatz zu den ersten Hierar-
chiestufen die Berechnung des Optimums im Faktorraum zu einer Schatzprozedur
wird. Als Ergebnis erhilt man also einen Schétzer 7, fiir eine optimale Faktor-
einstellung z,,; bei bekanntem f!

Bemerkung 3.3 Durch den Kalibrationsschritt induziert die Funktion s auch
eine Ordung auf dem Faktorraum Q. Da die Kalibration in dieser Arbeit im Rah-
men der numerischen Optimierung der Antwortfliche von s iiber dem Faktorraum
geschieht, iibertrdgt sich die Ordnung im Produktraum so auf den Faktorraum
und wird nicht besonders behandelt. Es wird als Ordnungsfunktion auf dem Fak-
torraum stets nur die durch s induzierte Ordnung benutzt.

3.2.5 MCO unter Beriicksichtigung der Fehlerterme

Da die zu optimierenden Grofen eigentlich Zufallsvariablen sind, ist es nahelie-
gend, auch die Verteilungsinformationen iiber die Y; zu nutzen. Entweder kann
eine Ordnung auf den Verteilungsfunktionen der Y; definiert werden oder man
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3.3 Das Kalibrationsproblem

nutzt Kenngrdfen der Verteilung, wie z.B. Erwartungswert oder Ausschussquote.
Dieses Vorgehen ist erstmals in [Ste00| vorgeschlagen worden. Im Zusammenhang
mit dem Harringtonschen Index wurde dieser Ansatz in [WWO03] weiter verfolgt.
Hier wird dieses Vorgehen erstmals im Zusammenhang mit den Wiinschbarkeiten
von Derringer-Suich detailliert vorgestellt.

Erst auf dieser Kompexititsstufe wird es moglich, die ,richtige” Optimierungs-
aufgabe zu behandeln. Was ,richtig” in diesem Zusammenhang bedeutet, sowie
die moglichen Folgerungen werden ausfiihrlich ab Kapitel 8 untersucht.

Die Kalibration ist auch hier der letzte, aber wichtige Schritt und liefert ebenfalls
einen Schétzer T, fiir eine optimale Faktoreinstellung.

3.3 Das Kalibrationsproblem

Wie diese Auflistung der Optimierungsstufen zeigt, ist die letztendliche Kalibrie-
rung zuriick auf den Faktorraum der entscheidende Schritt der MCO. Es wire
deshalb sehr wiinschenswert, statistische Eigenschaften fiir eben diese Schitzung
Top herzuleiten. Leider hat sich diese Aufgabe fiir den Moment als zu schwierig
erwiesen. Bereits durch den Ubergang zu Zufallsvariabeln im Optimierungsschritt
ist aber eine Verbesserung des klassischen Vorgehens gelungen.

Nicht gelungen ist, die Auswirkungen der numerischen Optimierung im Kalibrati-
onsschritt analytisch zu fassen. Allerdings gehoren Probleme im Zusammenhang
mit der Kalibration zu den schwierigen Problemen der aktuellen Forschung. Einen
schénen Einblick in dieses Gebiet findet man z.B. in [BKMO03].

Fiir die Beurteilung der Giite der durch Kalibration gewonnenen Schétzer T,
ist man weiterhin auf Simulationen angewiesen. Zumindest sind sehr viel effizi-
entere Simulationen durch die Herleitung exakter Verteilungsfunktionen fiir die
individuellen Wiinschbarkeiten in Kapitel 8 moglich geworden.
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4 Ansatze zur Multikriteriellen
Optimierung

Bevor die statistische Betrachtungsweise in den Vordergrund tritt, soll kurz dar-
gestellt werden, welche Ansétze in anderen Bereichen der Mathematik fiir die
Losung des MCO-Problems verfolgt werden.

Die hier vorgestellten Anséitze haben gemeinsam, dass sie auf den Einsatz von
Expertenwissen verzichten. Es wird versucht, trotz fehlender Anordnung des R™,
eine ,,objektive”, rein formale Optimierung durchzufiihren und ein bestes Element
zu identifizieren.

Es zeigt sich, dass die prinzipiellen Méangel dieser Verfahren zur Formulierung von
Anforderungen an multikriterielle Optimierungsverfahren fiihren, welche dann
spater als Mafstab auch an die Wiinschbarkeiten angelegt werden miissen.

4.1 Dominanz

Der einfachste und nahe liegende, aber auch sehr optimistische Ansatz ist zu
versuchen, ein eindeutig ,bestes“ Objekt unter allen Kandidaten zu finden. Dieser
Ansatz fithrt zum Begriff der Dominanz.

Definition 4.1 (Dominanz) Gegeben seien zwei Punkte z,y im R™. Man sagt
x dominiert y, in Zeichen z >> y, wenn z; > y;, t = 1,...,m, und z; > y; fiir
ein j € {1,2,...,m}.

Die multikriterielle Optimierungsaufgabe ist nun gelost, wenn man ein z,, €
O c R™ findet, so dass gilt

fir alle = € O\{wopt} : Topt >> .

Zopt heilit dann optimales Element von Q.

Die Menge @ C R™ heifit entweder region of operability, wenn es sich um eine
Versuchsplanungssituation handelt, in der Faktoreinstellungen optimiert werden
sollen, oder region of operations, wenn unter einer gegebenen Menge von Objek-
ten, welche direkt auswahlbar sind, ein optimales Objekt gefunden werden soll.

In der Anwendung lasst sich ,,>“ lesen als ,besser.
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4 Ansitze zur Multikriteriellen Optimierung

Bemerkung 4.2 Eine wichtige Beobachtung ist, dass wegen der fehlenden To-
talordnung des R™ nicht gilt: * >> yoder y >> x fiir beliebige x # y aus
O!

Das Konzept der Dominanz ist formal sehr schén und einfach, hat jedoch in der
Anwendung eine gravierende Schwachstelle: Es muss kein dominierendes Objekt
exisitieren. Tatsédchlich ist es in der Anwendung mit steigender Dimension, bzw.
Kriterienzahl immer unwahrscheinlicher, ein dominierendes Objekt zu finden.

4.2 Pareto-Optimalitat

Da Dominanz sich als zu strenges Kriterium erweist, versucht man es abzuschwé-
chen. Es muss zwar nicht immer ein dominantes Element geben, aber im Um-
kehrschluss existieren dann sicher nicht-dominierte Elemente.

Dies fiihrt zum Begriff der Pareto Optimalitét:

Definition 4.3 (Pareto-Optimalitéit) Sei eine Teilmenge @ C R™ gegeben.
Ein Punkt x € O heifit pareto-optimal, wenn es keinen Punkt y € O gibt, mit
Y>> .

Im Zusammenhang mit der Optimierung bedeutet dies, dass ein Objekt, welches
nicht koordinatenweise im Sinne der Dominanz verbessert werden kann, in gewis-
ser Weise als ,,optimal“ angesehen wird. Die Menge der pareto-optimalen Punkte
ist also die Menge der nicht dominierten Punkte.

Im Umkehrschlufs sollte keine Losung des Optimierungsproblems akzeptiert wer-
den, welche nicht pareto-optimal ist, da in einem solchen Fall eine koordinaten-
weise bessere Losung existiert. Man erhilt so eine erste starke Anforderung fiir
Verfahren zur Lésung von MCO-Problemen:

Jede vorgeschlagene Losung einer MCO muss pareto-optimal unter
allen moglichen Kandidaten sein!

Wie man sehen wird, erfiillen einige der in der Literatur iiblichen Verfahren diese
Bedingung nicht. Fiir den wichtigen Fall der Derringer-Suich Funktionen kann
aber eine einfache Einschrinkung angegeben werden, so dass die vorgeschlagene
Variante die Pareto-Optimalitiat garantiert! (s. Kapitel 9)

Die Menge aller pareto-optimalen Punkte einer Menge heifst die Pareto-Grenze
dieser Menge. Im Prinzip konnte sich die Suche nach einer Losung also auf die
Pareto-Grenze beschrianken. Es ist aber leider in der Praxis sehr schwer, diese
Grenze zu bestimmen. In Abbildung 4.1 sind die Begriffe Dominanz und Pareto-
optimalitdt veranschaulicht.
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4.3 Andere Verfahren der MCQO in OR und Statistik

Abbildung 4.1: Dominanz und Pareto-Optimalitét

dominierendes Element
J Pareto—Grenze

pareto—optimale x

zuldssiger Bereiclf O
zuldssiger Bereich O

besseres 53

\ 4
\ 4

besseres Y besseres y;

In gewisser Weise ist das Problem der pareto-optimalen Lésungen komplementér
zum Problem der Dominanz. Wiahrend es im Falle der Dominanz oft keine Lo-
sung gibt, gibt es im Falle der Pareto-Optimalitit oft viele Losungen, zwischen
denen in der Anwendung entschieden werden muss. Da jedoch in der Anwendung
nach einer besten Losung gesucht wird, muss eine Moglichkeit gefunden werden,
zwischen den moglichen Losungen zu differenzieren. An dieser Stelle kann die
Mathematik ohne anwendungsbezogene Hilfestellung nicht weiterhelfen. Es muss
Expertenwissen in das Optimierungsverfahren einbezogen werden!

Der Anwender wird zwischen verschiedenen Aspekten der vorgeschlagenen Lo-
sungen gewichten miissen, um zu einer Entscheidung zu gelangen. Die endgiiltige
Entscheidung fiir ein Optimum wird stark problemabhingig sein und die relative
Wichtigkeit der verschiedenen Qualitdtsmerkmale beriicksichtigen.

Es ergibt sich daraus eine zweite starke Forderung an ein gutes Verfahren fiir die
MCO:

Es muss moglich sein, die verschiedenen Merkmale unterschiedlich zu
gewichten, um Expertenwissen beriicksichtigen zu k6nnen!

4.3 Andere Verfahren der MCO in OR und
Statistik

Im Bereich des Operations Research ist eine Vielzahl von Heuristiken entwickelt
worden, um Probleme der MCO zu 16sen. In der Regel ist iiber deren statistische
Eigenschaften nichts bekannt. Dies ist allerdings auch nicht iiberraschend, da bei
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4 Ansitze zur Multikriteriellen Optimierung

ihrer Entwicklung diese Aspekte keine Rolle spielten. In der Regel dienen sie
zur Optimierung unter Vernachldssigung eventueller Fehler in der Modellierung,
genau wie urspriinglich die Wiinschbarkeiten. Bei ihrer Entwicklung stand klar
die Anwendung auf konkrete Probleme im Vordergrund.

Mochte man eine Liste von Verfahren erstellen, die jeweils die verschiedenen Klas-
sen von Ansitzen zur Losung von MCO-Problemen reprisentieren, so konnte man
zu folgender, unvollstéindiger Aufstellung gelangen:

e Die Pareto-Optimalitét, die den mathematischen, nicht problemspezifischen
Ansatz reprasentiert.

Grafische Verfahren, z.B. overlay plots.

Rangbasierte Verfahren, ein Beispiel ist Prometee.

Wiinschbarkeiten, die in dieser Arbeit behandelt werden.

(Geld-) Verlustfunktionen, die in die Klasse der Nutzenfunktionen fallen.

Der Pareto-Ansatz ist im vorhergehenden Abschnitt behandelt worden. Wiinsch-
barkeiten sind Gegenstand dieser Arbeit.

Fiir die grafischen Verfahren und die rangbasierten Verfahren seien im Folgen-
den exemplarisch zwei gebrauchliche Klassen von Verfahren angefiihrt. Zu den
anderen Verfahren werden einige Bemerkungen zu Vor- und Nachteilen gemacht.

4.3.1 Grafische Verfahren: Beispiel Overlay Plots

Overlay Plots bemiihen sich auf grafische Art und Weise, eine Kompromisslosung
zu finden. Es wird versucht, durch Uberlagerung von Konturplots einen visuellen
Eindruck zu bekommen, in welchen Bereichen mit besonders guten Kompromiss-
l6sungen zu rechnen ist. Diese Methode funktioniert nicht mit mehr als drei- oder
vierdimensionalen Zielgrofen, da die Plots sehr schnell uniibersichtlich werden.
Als wirklich multikriterielles Verfahren ist es deshalb nur sehr eingeschrinkt zu
empfehlen.

4.3.2 Ordnende Verfahren: Prometee / GAIA

Da beide Verfahren in den Details sehr kompliziert aufgebaut sind, kann hier nur
ein oberflichlicher Abriss gegeben werden. Bei Prometee (bzw. GAIA) werden
alle moglichen paarweisen Vergleiche zwischen den zu untersuchenden Objekten
in Betracht gezogen, um eine partielle Praordnung im R™ herzustellen.
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Hierzu wird zu jeder Zielgrofe Y eine so genannte Priferenzfunktion Py definiert,
welche der Differenz zweier Experimente a und b zu dieser Zielfunktion einen
numerischen Wert Py (a,b) = Py (a—0b) zuordnet. Eine von einem Experten in der
Anwendung festgelegte Priferenzindexfunktion I1(a,b) dient zum Vergleich zweier
Experimente. Die Summe ), II(a,b) iiber alle Priferenzindizes heift ,positive
outranking flow*, die Summe ), I1(b, a) entsprechend ,negative outranking flow*
des Experiments a. Mit Hilfe dieser ,outranking flows” kann eine Pridordnung auf
dem Raum der Experimente (bzw. Faktoreinstellungen) erzeugt werden.

Als Verfahren der MCO sind sowohl Prometee“als auch GAIA sehr flexibel anzu-
wenden, jedoch sehr schwer zu interpretieren. Uber die theoretischen Eigenschaf-
ten dieser Klasse von Verfahren ist sehr wenig bekannt.

Einen schénen Uberblick iiber diese und einige andere Verfahren der MCO in
Operations Research liefert z.B. [HdSD92].

4_.3.3 Andere Verfahren in der Statistik

Andere Verfahren, die ihren Ursprung eher in der Statistik haben, sind Nutzen-
funktionen und monetire Verlustfunktionen.

Der entscheidende Unterschied von Wiinschbarkeiten zu Nutzenfunktionen liegt
in der Unbeschrinktheit der Nutzenfunktionen. In der Regel werden quadrati-
schen Nutzenfunktionen gew#hlt, welche deshalb aber mit wachsender Abwei-
chung von einem Sollwert zu beliebig grofen Nutzen- bzw. Verlustwerten fiihren.
Dieser Ansatz hat auch eher (beweis-)technische Griinde, als dass er eine inhalt-
liche Interpretation ermdoglicht, wie es die Wiinschbarkeiten leisten.

Der Ansatz, die Wiinschbarkeiten als Nutzenfunktionen mit endlichem Wertebe-
reich zu betrachten, wird in der Dissertation von Jessenberger |Jes00| verfolgt.

Zu Nutzenfunktionen gibt es eine umfangreiche Literatur (s. z.B. [Mos94]). Fiir
den Fall multiattributieller Nutzenfunktionen wird in Beweisen jedoch stets die
Konvexitit geeigneter Nutzenfunktionen benutzt, wodurch die Anwendung etwas
eingeschrankt wird.

Bei monetéren Verlusten wird versucht, direkt zu quantifizieren, welchen Nutzen
bzw. welche Kosten bestimmten Merkmalsauspriagungen als Geldwert entspre-
chen. Es ist in der Regel jedoch nicht moglich, mit geniigender Genauigkeit die
monetiren Folgen einer Produktionsabweichung festzulegen. Gerade zu diesem
Ansatz liefern die Wiinschbarkeiten eine angemessene und sehr geeignete Ergén-
zung.

Verlust- und Nutzenfunktionen sind den Wiinschbarkeiten konzeptionell zwar
ghnlich, haben aber in der Anwendung offenbar den Platz gelassen, den ein Ver-
fahren wie die Wiinschbarkeiten bendtigen, um sich zu entwickeln.
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Die alternativen Verfahren werden in dieser Arbeit nicht weiter verfolgt.

4.4 Anforderungen an ein MCO Verfahren

Zusammenfassend ergeben sich aus den Starken und Schwéchen der vorgestellten
Verfahren folgende Anforderungen, an Hand derer sich die Giite eines MCO-
Verfahrens beurteilen lassen muss:

1. Die wichtigste Eigenschaft eines solchen Verfahrens muss die Féahigkeit sein,
Expertenwissen adiquat in die Optimierung mit einzubeziehen. Ohne Ein-
beziehen externen Wissens bleibt das Ergebnis einer solchen Optimierung
ohne Belang. Dies ist in der Praxis gleichbedeutend damit, dass Gewichte
fiir die verschiedenen Zielgréfen festgelegt werden konnen. In diesem Zu-
sammenhang ist darauf zu achten, dass die vorgeschlagenen Gewichtungen
moglichst inhaltlich interpretierbar sind. Gibt es zu den Gewichten eine In-
tuition, wie man z.B. eine bestimmte Zielgrofe ,doppelt so stark® gewichtet
wie eine andere, so ist dies ein weiteres Giitekriterium fiir das Verfahren.

2. Um die verschiedenen Merkmale miteinander vergleichen zu kénnen, muss
das Verfahren einheitenlose Mafzahlen fiir die einzelnen Grofen betrachten
(,Apfel und Birnen vergleichbar machen®).

3. Jede angebotene Losung muss pareto-optimal sein.

4. Das Verfahren muss moglichst mit einer steigenden Problemdimension, sprich
steigender Kriterienzahl, skalieren. Dies bedeutet, dass es unabhingig von
der Problemdimension anwendbar und moglichst auch interpretierbar sein
soll.

Diese Kriterien bilden den Mafstab, mit dem sich der Gegenstand der vorliegen-
den Arbeit, die Wiinschbarkeiten, beurteilen lassen miissen.
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5 Wiinschbarkeiten
(desirabilities)

Ein Verfahren, welches die soeben formulierten Anforderungen gut erfiillt, ist das
zweistufige Wiinschbarkeitsverfahren, aufgeteilt in die individuellen Wiinschbar-
keitsfunktionen je Zielgrofe und zusammenfassendem Wiinschbarkeitsindex fiir
das Gesamtprodukt.

Bevor in spiteren Abschnitten auf einige konkrete Formulierungen von Wiinsch-
barkeiten eingegangen wird, soll zunéchst der formale Rahmen dieses Konzeptes
in moglichst grofer Allgemeinheit angegeben werden.

5.1 Das Konzept der Wiinschbarkeit

Gegeben sei ein Objekt mit Qualitdtsmerkmalen Y7, ..., Y,,. Dann ergibt sich
eine moglichst allgemeine Formulierung fiir eine Wiinschbarkeitsfunktion zu:

Definition 5.1 (Wiinschbarkeitsfunktion) SeiY; ein Qualitdtsmerkmal, wel-
ches reellwertig erfasst wird. Eine Funktion

d:R — [0,1]
yi — d(y)

heift Wiinschbarkeitsfunktion (desirability function) fiir die Komponente Y; oder
auch Finzelwiinschbarkeit der Komponente Y;. Einer Messung y; des Merkmals
Y; wird eine reelle Zahl aus dem Intervall [0, 1] als so genannte Wiinschbarkeit
zugewiesen. Die Funktionen d sind dabei so zu wihlen, dass ,bessere” Werte von
Y; groferen Werten von d(y;) zugeordnet werden. Eine Wert d(y;) = 0 bedeutet,
dass das Produkt im i-ten Merkmal den Anforderungen nicht in akzeptabler Weise
entspricht, ein Wert d(y;) = 1 bedeutet, dass das Produkt beziiglich des i-ten
Merkmals nicht weiter verbesserungsfihig ist.

Unter diese Definition fallen auch qualitative Y;, wenn die qualitativen Messungen
auf geeignete Weise in reelle Zahlen transformiert werden kénnen. Die Struktur
der Funktionen d ist hier offenbar nicht festgelegt, lediglich die Korrespondenz
zwischen Wiinschbarkeitswerten und Messungen.
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Im Allgemeinen kann fiir jede Komponente Y; eine andere Funktion d; gewahlt
werden.

Diese Definition einer Wiinschbarkeitsfunktion sorgt dafiir, dass alle Qualitits-
merkmale in einheitenlose Mafzahlen iibersetzt werden. Um das Konzept zu ver-
vollstdndigen, muss jetzt noch eine entsprechende Festlegung fiir die Zusammen-
fassung zu einer Qualitdtsmafkzahl fiir das Gesamtprodukt Y getroffen werden.

Entsprechend allgemein lautet die Definition fiir den Wiinschbarkeitsindex:

Definition 5.2 ((starker) Wiinschbarkeitsindex) Gegeben sei ein Objekt y €
R™ mit Komponenten y;,i = 1,..., m. Seien weiterhin d;,i = 1,..., m, die den
Komponenten zugeordneten Wiinschbarkeitsfunktionen. Dann heift eine Funkti-
on

q:[0,
(di(y1); - -5 dm(ym)) = a(y)

mit der Monotonieeigenschaft, dass zu zwei gegebenen Objekten y,z mit den
selben zu messenden Eigenschaften und Komponenten v, ...,y bzw. z1,..., 2,
gilt, dass

di(y;) > di(z) fir allei = 1,...,mund d;(y;) > d;(z;) fiir ein j = ¢(y) > ¢(2),

(starker) Wiinschbarkeitsindex (desirability index) fiir y zu den Wiinschbarkeits-
funktionen d;,i =1,...,m.

Die Abkiirzung g wird gewéhlt, um eine Verwechselung des Index mit den einzel-
nen Wiinschbarkeitsfunktionen auszuschliefen und zugleich an die Eignung des
Index als Qualititsmak zu erinnern.

Welche Bedeutung die geforderte Monotonieeigenschaft besitzt, zeigt folgendes
Lemma.

Lemma 5.3 Die geforderte Monotonieeigenschaft sichert die Pareto-Optimalitét
jeder Losung y,,+ des MCO-Problems.

Beweis: Angenommen eine Losung y,,, des MCO-Problems wére nicht pareto-
optimal. Dann existiert ein Objekt z und ein Index 4, so dass d;(z;) > d;(y;) und
fiir die Komponenten j #i,j = 1,...,m, gilt d;(z;) > d;(y,). Daraus wiirde aber
folgen q(2) > q(Yopt) und y,p; wére keine Losung des Problems.

0

In der Praxis trifft man auch auf Indizes, die nicht der obigen Definition geniigen.
Diese nennt man schwache Indizes gemak der folgenden Definition:
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5.2 Wiinschbarkeiten nach Harrington

Definition 5.4 (schwacher Wiinschbarkeitsindex) Gegeben sei ein Objekt
y € R™ mit Komponenten y;,7 = 1,...,m. Seien weiterhin d;,i = 1,...,m,
die den Komponenten zugehorigen Wiinschbarkeitsfunktionen. Dann heift eine
Funktion

q:[0,1]" — [0,1]
(di(yr); - -5 dm(ym)) = a(y)

mit der Monotonieeigenschaft, das zu zwei gegebenen Objekten y, z mit denselben
zu messenden Eigenschaften und Komponenten yq, ..., vy, bzw. 21,..., 2, gilt,
dass

di(y;) > d;(z) fir allei =1,...,mund d;(y;) > d;(z;) fiir ein j = q(y) > ¢(2),

schwacher Wiinschbarkeitsindez fiir y zu den Wiinschbarkeitsfunktionen d;,7 =
L,...,m.

Der Unterschied zwischen starken und schwachen Indizes ist also lediglich, dass,
ceteris paribus, eine Verbesserung in einer Komponente im Falle eines schwachen
Index nicht unbedingt zu einer Verbesserung der Qualitdtsmafzahl fiihrt. Ein
schwacher Index erzwingt folglich nicht die Pareto-Optimalitit der Losungen. Es
wird auf diesen Umstand bei der Diskussion der verschiedenen Indizes noch niher
eingegangen.

Bemerkung 5.5 Es ist zu beachten, dass diese Formulierungen keinerlei Aspek-
te der Modellbildung oder der Modellfehler beriicksichtigen. Der begriffliche Rah-
men wird an den betreffenden Stellen entsprechend erweitert.

In dieser Allgemeinheit formuliert, ist das Konzept natiirlich noch nicht operatio-
nal. Dazu bedarf es konkreter Formulierungen von Funktionen, respektive Funk-
tionenklassen, welche als Wiinschbarkeitsfunktionen und Indizes dienen konnen.

Es gibt zwei wichtige Anséitze zur Umsetzung des Konzepts in der Praxis. Diese
werden in den folgenden Abschnitten vorgestellt.

5.2 Wiinschbarkeiten nach Harrington

Am Anfang des Konzeptes der Wiinschbarkeiten stand natiirlich nicht die allge-
meine Formulierung. Vielmehr wurden die Idee und der Name ,Wiinschbarkeit®
(desirability) 1965 von Edwin C. Harrington Jr. in [Har65| eingefiihrt. Harrington
hatte das Verfahren als praktische Antwort auf ein Anwendungsproblem in der
chemischen Industrie erdacht und erprobt.

Als Wiinschbarkeitsfunktionen fiir Sollwertprobleme schligt er die folgende Fa-
milie von Exponentialfunktionen vor:
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Definition 5.6 (Harringtonsche Wiinschbarkeitsfunktion (7'V')) Eine Funk-
tion d : R — R mit
d?(y) := e 19" wobei jjeine geeignete Transformation von y ist,
heilt Harringtonsche Wiinschbarkeitsfunktion fir den Fall (T'V).
Geeignet im Sinne von Harrington bedeutet, y so zu wihlen, dass
d*(LSL) = d?(USL) = 1/e.
Als mogliche Transformation gibt er

2y — (USL+ LSL)
USL - LSL

Y=
all.

Er betont insbesondere die durch eine solche Transformation erreichte Einheiten-
freiheit der resultierenden Grofen.

So definiert, ist d”(y) symmetrisch um die Mitte zwischen der unteren Spezi-
fikationsgrenze LSL und der oberen Grenze USL. Der Parameter n gibt eine
Moglichkeit der Gewichtung der Abweichung vom Mittelwert. Groke Werte von
n ergeben flache Kurve im Bereich des Sollwertes, kleine Werte bestrafen kleine
Abweichungen vom Sollwert stirker. Zwei typische Beispiele fiir Wiinschbarkeits-
funktionen vom Harrington Typ zeigt das Bild 5.1. Wenn fiir ein weiteres y* im
Spezifikationsintervall die Wiinschbarkeit d (y*) bekannt ist, so kann daraus der
Exponent bestimmt werden.

Aufgrund der Wahl einer symmetrischen Funktionenfamilie fiir den Sollwertfall
war Harrington gezwungen, fiir den Maximierungsfall eine andere Funktionen-
klasse zu nutzen.

Definition 5.7 (Harringtonsche Wiinschbarkeitsfunktion (LB)) Eine Funk-
tion d? : R — R mit

d?(y) = e "), wobei 7 eine geeignete Transformation von  ist.

heift Harringtonsche Wiinschbarkeitsfunktion vom (LB) Typ.

Die Transformation der Werte y nach ¢ soll hier nach einer Messung der Grife
y und der Zuweisung einer geeigneten Wiinschbarkeit und einer entsprechenden
Translation der Spezifikationsachse erfolgen. Da dieser Typ Wiinschbarkeiten hier
nicht weiter beachtet wird, sei zum einen fiir die Details auf den Artikel von Har-
rington [Har65], zum anderen fiir Ergebnisse zu seinen statistischen Eigenschaf-
ten auf die Arbeiten von Weber und Weihs [WWO03] und Trautmann und Weihs
[TWO04] verwiesen.
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5.2 Wiinschbarkeiten nach Harrington

Abbildung 5.1: Wiinschbarkeitsfunktionen vom Harrington Typ fiir verschiedene
Werte von n, Sollwertfall

Wiinschbarkeiten vom Harrington—Typ

Winschbarkeit d

Spezifikation

Zur Kombination der individuellen Wiinschbarkeiten d”, i = 1,2,...,m zu ei-
nem Wiinschbarkeitsindex empfiehlt Harrington das geometrische Mittel.

Definition 5.8 (Harringtonscher Wiinschbarkeitsindex) Die Funktion ¢ :
R™ — R mit

¢(y) = (de(yi)>m

heifst Harringtonscher Wiinschbarkeitsindez.

Harringtons Begriindung fiir die Wahl ist interessanterweise nicht mathemati-
scher Natur. Viel mehr empfindet er das geometrische Mittel als mathematische
Entsprechung des Effekts, dass ein Benutzer ein Produkt bereits dann als minder-
wertig betrachtet, wenn eine der gewiinschten Eigenschaften des Produkts nicht
erfiillt ist.

Fiir die Harringtonsche Auswahl von Funktionenklasse und Index gilt:
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5 Wiinschbarkeiten (desirabilities)

Lemma 5.9 Ein durch den Harringtonschen Ansatz generierter Losungsvorschlag
y°Pt ist pareto-optimal.

Beweis: Angenommen eine Losung 3°”* mit den Wiinschbarkeiten d;(y™") ist
nicht pareto-optimal, d.h. es gibt ein Objekt z mit Wiinschbarkeiten d;(z;) und

di(z) > di(y™") und es existiert ein Index j mit d;(z;) > d;(y?""). Dann gilt

9(2) = di(z) - [ [ di(z) = di (=) - [ [ dalw™) > di5™) - [ [ ™).

i i i

Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme y° ist Losung.
O

Fiir den eigentlichen Optimierungsschritt ist die Anwendung des geometrischen
Mittels anstelle des Produktes der Einzelwerte bedeutungslos, da eine monotone
Transformation die Lage der Maxima nicht dndert, jedoch sichert nur die Mit-
telwertbildung die Vergleichbarkeit des Wiinschbarkeitsindex mit einer einzelnen
Wiinschbarkeitsfunktion. Dies ist ein fiir die Praxis wichtiger Aspekt, da nur so
eine ,Intuition® dafiir entwickelt werden kann, welche Bedeutung die errechneten
Wiinschbarkeiten fiir die Qualitit eines Produktes haben.

Harrington hat die Wiinschbarkeiten mit dem Fokus auf der praktischen An-
wendbarkeit entwickelt. Er geht sogar so weit, eine Skala anzugeben, an Hand
derer ein Anwender die Tauglichkeit seines Gesamtproduktes beurteilen soll. Sein
Vorschlag sieht wie folgt aus:

e Wiinschbarkeit 1 sei ,,ultimate satisfaction“ oder ,improvement beyond this
point has no value®;

Wiinschbarkeit 0.8 — 1 sei ,excellent” oder ,well beyond anything available®;

Wiinschbarkeit 0.63—0.8 sei ,,good“ oder ,slight improvement over industrial
quality*;

Wiinschbarkeit 0.4 — 0.63 sei ,acceptable, but poor*;

e Wiinschbarkeit 0.3 — 0.4 sei ,,borderline’;

e Wiinschbarkeit 0 — 0.3 sei ,unacceptable to completely unacceptable®.

Angesichts der in Kapitel 9.3 erzielten Ergebnisse miissen seine Einteilungen als
etwas zu stark verallgemeinernd angesehen werden. Sie beruhen auf der falschli-
chen Vernachlissigung der Fehlerterme in den Modellen, weshalb Harrington sich
die einseitige Betrachtung des Erwartungswertes leisten kann.

Eine detailliertere Erorterung der Moglichkeit einer solchen Skala findet sich in
Kapitel 9.3.
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5.3 Wiinschbarkeitsfunktion nach Derringer-Suich

Nichtsdestoweniger bieten die von Harrington angegebenen Werte eine gute Richt-
schnur fiir den Anwender zur anfinglichen Festlegung der Einzelwiinschbarkeiten.

Harringtons Funktionen haben einige Nachteile gegeniiber spéiteren Ansétzen.
Insbesondere sind die Funktionen fiir den Sollwertfall durch die Symmetrie nicht
sehr flexibel. Weiterhin ist Harrington gezwungen, fiir Maximierungsprobleme
auf eine andere Klasse von Funktionen iiberzugehen, was die Vergleichbarkeit
verschiedener Wiinschbarkeitswerte weiter erschwert.

Der grofe Vorteil der Harringtonschen Funktionen liegt in der Mdglichkeit, sie
geschlossen anzugeben und in ihrer Differenzierbarkeit fiir die meisten Parame-
terwahlen. Beide Eigenschaften wirken sich giinstig bei der numerischen Optimie-
rung aus.

Es ist interessant zu bemerken, dass in Harringtons Konzept der Modellierung
der Zielgrofen keine Bedeutung geschenkt wird. Zwar nutzt er das Werkzeug
im Kontext der Versuchsplanung, er stellt jedoch keine Uberlegungen an, welche
Bedeutung die mit der Modellierung verbundene Unsicherheit fiir die Anwendung
des Verfahrens hat.

Eine tiefergehende Betrachtung des Harringtonschen Ansatzes findet man in
[WWO03| bzw. [TWO04].

5.3 Wiinschbarkeitsfunktion nach
Derringer-Suich

In [DS80] stellen die Autoren Derringer und Suich einen alternativen Ansatz
zur Definition der Wiinschbarkeitsfunktion vor. Sie nutzen stiickweise definierte
Funktionen, um eine grofere Flexibilitdt in der Gestalt der Kurven zu erreichen.
In Abbildung 5.2 sind Beispiele dieser Funktionen fiir verschiedene Parameter-
kombinationen zu sehen. Folgende Definitionen legen die Derringer-Suich Funk-
tionen fest:

Definition 5.10 (Derringer-Suich Wiinschbarkeitsfunktionen fiir (7'V))
Eine Funktion dTY% : R — R mit den reellen Parametern untere Spezifikations-
grenze [, Sollwert ¢, obere Spezifikationsgrenze u, sowie den Gewichten 3}, 5, € Rt
fiir Abweichungen nach links oder rechts vom Sollwert mit der Form

( 0, fir y<I;
y —1 B .
(ﬁ) , fir <y <t

_ Br
(Z_%{) C fiir t<y<u

dpely) =

0, fir u<y,

\

heilt Wiinschbarkeitsfunktion vom Derringer-Suich Typ fir den Fall (T'V).
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5 Wiinschbarkeiten (desirabilities)

Da im Fall (LB) der rechte Zweig ,fehlt“, geben Derringer-Suich fiir diesen Fall
folgende Definition.

Definition 5.11 (Derringer-Suich Wiinschbarkeitsfunktionen fiir (LB))
Eine Funktion d%2 : R — R mit den Parametern [, ¢, 3 wie zuvor und der Form

0, fir y<l;
LB y—1 .
dDS(ZJ) = (m) s fir | < Yy < Zf,
1, fiir t<uy,

heilt Wiinschbarkeitsfunktion vom Derringer-Suich Typ fir den Fall (LB).

Diese Definitionen scheinen zu implizieren, dass auch im Derringer-Suich Fall die
verschiedenen Typen der Optimierung mit unterschiedlichen Funktionenklassen
behandelt werden miissen. Allerdings erlaubt eine geeignete Umformulierung der
Definitionen die Zusammenfassung beider Typen.

Um im Weiteren eine einheitliche Notation fiir diese Félle zur Hand zu haben,
wird definiert:

Definition 5.12 (Einheitliche Notation fiir Derringer-Suich Funktionen)
Ein Quintupel (I, t, u, 3, 3,) bezeichne eine Wiinschbarkeitsfunktion vom Derringer-
Suich Typ mit folgenden Vereinbarungen:

Wenn gilt

Lt,u € Rl <t<u B, B3 €RT, dann sei definiert (I, t,u, 3, 3,)(y) = dhs(y).

Wenn gilt

u =00, dannmussauch (3. =1 gelten und esist (I,t,00,03;,1)(y) = d5e(y).

Wenn das Argument aus dem Kontext klar ist, kann auch kurz
(l7 ta u, ﬁla ﬁr) = (la t7 u, ﬁla /87")(?/)
geschrieben werden.

Nachdem es nun moglich ist, eine unsymmetrische Gewichtung fiir Abweichungen
vom Sollwert zu spezifizieren, ist folgende Feststellung hilfreich:

Lemma 5.13 OBdA lassen sich (7'V')-Probleme durch Derringer-Suich-Wiinschbarkeiten
so spezifizieren, dass 3; > (3, gilt.
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5.3 Wiinschbarkeitsfunktion nach Derringer-Suich

Abbildung 5.2: Wiinschbarkeitsfunktionen vom Derringer-Suich Typ fiir verschie-
dene Parameterwerte

DS-Wiinschbarkeitsfunktionen

crr - oo
T VY — (LSL, T,USL, 1,1)
L/ - -- (LSL, T,USL, 05,2
© ’ R N (LSL, T, ,4, 1)
S ] :
2 o |
G o
o)
il
(]
e < _
b} o
=
o
o
o 4 V...
o
I I I
LSL T USL
Zielfunktion

Beweis: Sei d; := (I,t,u, 5, 3,) eine Derringer-Suich-Funktion mit 5 < (.
Betrachte die Funktion dy := (—u,—t,—(, 3., ;). Es gilt dann: d;(y) = da(—y)
und d erfiillt die geforderte Voraussetzung.

O

Es lasst sich also jedes (7'V')-Problem so formulieren, dass Abweichungen hin zu
kleineren Werten mindestens so stark gewichtet werden, wie Abweichungen nach
oben.

Als Wiinschbarkeitsindex schlagen auch Derringer-Suich das geometrische Mittel
VOr.

Definition 5.14 (Wiinschbarkeitsindex nach Derringer-Suich) Die Funk-
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5 Wiinschbarkeiten (desirabilities)

tion ¢ : R™ — R mit

¢*(y) = <H(lz’7tz‘aUzﬁﬁlwﬁm)(%))m

1

heikt Wiinschbarkeitsindex nach Derringer und Suich. Da dieser Typ von Wiinsch-
barkeitsindex in dieser Arbeit hauptsichlich untersucht wird, wird auch kurz nur
q geschrieben, sofern dadurch die Eindeutigkeit gegeben bleibt.

Dieser Wiinschbarkeitsindex ist lediglich unter einer zusétzlichen Bedingung ein
starker Wiinschbarkeitsindex. Diese Bedingung bedeutet jedoch keine Einschrin-
kung fiir die Anwendbarkeit des Verfahrens.

Satz 5.15 Gegeben seien Derringer-Suich Wiinschbarkeitsfunktionen d”°,i =
1,...,m, sowie als Index ¢ das geometrische Mittel. Dann liefern die Wiinschbar-
keiten nach Derringer-Suich unter der Voraussetzung, dass fiir den Losungsvor-
schlag yopr gilt ¢(yop:) > 0, einen starken Wiinschbarkeitsindex und die Lésungen
sind pareto-optimal.

Beweis: Die Voraussetzung ¢(y) > 0 bedeutet insbesondere, dass d”°(y;) > 0 fiir
alle 7. Es sind somit die Voraussetzungen des Beweises fiir die Pareto-Optimalitét
des Harringtonschen Index gegeben.

O

Lemma 5.16 Ohne diese Voraussetzung ist der Derringer-Suich-Index lediglich
ein schwacher Wiinschbarkeitsindex.

Beweis: Sei wie oben y eine Losung des MCO-Problems. Angenommen es gelte
q”%(y) = 0, dann muss es mindestens eine Komponente geben mit d;(y;) = 0.
OBdA sei ¢ = 1, dann kann ein zweiter Losungsvorschlag z existieren, fiir den
di(z1) = di(y1) = 0 gilt, mit d;(z;) > d;(y;) fiir alle Koordinaten ¢ # 1, sowie
mindestens fiir einen Index j gilt d;(z;) > d;(y;). In diesem Falle gilt ¢”°(z) =
q”%(y) = 0, aber auch z >> y koordinatenweise.

0

Bemerkung 5.17 Fiir die Praxis ist diese Einschriankung auf Objekte mit posi-
tiver Wiinschbarkeit belanglos. Gibt es nur Objekte mit Wiinschbarkeit Null, so
liegen die wichtigen Probleme des Prozesses nicht im mathematischen Bereich!

Bemerkung 5.18 Wie zu sehen ist, konnen trotz Indexbildung iiber das gleiche
Funktional, z.B. das geometrische Mittel, je nach zugrunde liegender Funktion
Indizes mit unterschiedlichen Eigenschaften entstehen. Sinnvollerweise fasst man
deshalb die Einzelwiinschbarkeiten und die zugehorige Indexbildung unter einem
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5.3 Wiinschbarkeitsfunktion nach Derringer-Suich

Namen zusammen und nennt die Kombination z.B. das Wiinschbarkeitsverfahren
von Derringer-Suich.

Der grofe Vorteil der Derringer-Suich-Funktionen gegeniiber dem Ansatz von
Harrington liegt in der Moglichkeit, Abweichungen vom Sollwert nach rechts oder
links unterschiedlich zu gewichten. Der Wiinschbarkeitsansatz wird dadurch er-
heblich flexibler und kann leichter an eine Vielzahl praktischer Problem angepasst
werden. Nach Meinung des Autors ist es genau diese Flexibilitdt, die Derringer-
Suich zum Erfolg verholfen hat.

Die Flexibilitit wiederum liegt in der stiickweisen Definition der Wiinschbarkeits-
funktionen begriindet. Die Tragfihigkeit dieser Idee zeigt sich insbesondere darin,
wie leicht sich der Ansatz auf n > 3 Stiitzstellen erweitern lésst:

Definition 5.19 (verallgemeinerte (Derringer-Suich) Wiinschbarkeiten)
Gegeben seien eine aufsteigend geordnete Menge von paarweise verschiedenen
Stiitzstellen y; € R, i=0,...,n, eine Menge von Wiinschbarkeitswerten d; €
[0,1],4 = 0,...,n, an den Stiitzstellen y;, sowie eine Menge von Gewichten
G € RTi=1,...,n, jeweils fiir das Intervall [y;_1, y;].

Zusétzlich sei y, = oo in Verbindung mit d, = (3, = 1 zugelassen, um (LB)
Probleme abzudecken. Dann heifst eine Funktion mit

( 0, fiiry < yo;

— e N\
diy + (d; — di—q) (%) , firy € [yi—1,ys)und i : d;—y < d;
Ds(y) == o \Bi
dl' + (dz;l - dl) (H) y fiir Y € [yiflayi] und 7 : dz < difl;

0, firy >y,

\

verallgemeinerte Derringer-Suich Wiinschbarkeitsfunktion. Diese wird als das Tri-
pel ((yo, .-, Yn), (do, - dpn), (B1, ..., [n)) angegeben.

In Abbildung 5.3 ist eine solche verallgemeinerte Derringer-Suich Wiinschbarkeit
zu sehen. Der Spezialfall dieser Funktionen mit §; = 1, fiir alle ¢, erweist sich
spater noch als sehr niitzlich. Es ist zu beachten, dass diese Definition sehr allge-
mein ist und sowohl die Spezifikation mehrerer Maxima in den Wiinschbarkeiten
erlaubt, als auch abschnittsweise konstante Wiinschbarkeitsfunktionen.

Fiir die direkte Anwendung ist eine solch allgemeine Funktion nicht geeignet.
Eine derartige Vielzahl von Parametern liefe sich kaum problemspezifisch und
sinnvoll festlegen.

Dass die iiblichen Derringer-Suich Funktionen von der Verallgemeinerung abge-
deckt werden, zeigt folgendes Korollar:
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5 Wiinschbarkeiten (desirabilities)

Abbildung 5.3: Beispiel einer verallgemeinerten Derringer-Suich Wiinschbarkeits-
funktion

Eine ((-4.8,-3,-1,0,1.25,2.75,4.6),(0,0.2,0.9,1,0.7,0.2,0),(1,0.5,4,0.8,2,1)) Wiinschbarkeit

1.0

Wiinschbarkeit
0.8

0.2

T T T T T
-4 -2 0 2 4

ZielgroBe

Korollar 5.20 Gegeben sei eine ([, ¢, u, 3}, 3,) Wiinschbarkeit. Diese ist darstell-
bar als Spezialfall der verallgemeinerten Derringer-Suich-Wiinschbarkeit.

Beweis: Durch Einsetzen erhélt man: (I,t,u, 5, 5,) = ((I,t,u), (0,1,0), (5, B))-
]

In der Praxis trifft man bisher lediglich auf die Standarddefinition. Anscheinend
reicht die Spezifikation von zwei Geradenabschnitten meist aus, um die Bewer-
tungsabsicht des Anwenders geniigend genau abzubilden.

5.4 Alternative Indexfunktionen

Bei der Wahl der Indexfunktion bestehen formal grofse Freiheiten. Tatséchlich
wird in der Anwendung fast immer das geometrische Mittel gewihlt, da es ei-
ne Eigenschaft hat, die es von anderen Mittelwertbildungen unterscheidet: Ist
eine Eigenschaft eines Produktes inakzeptabel, sprich die Wiinschbarkeit einer
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5.4 Alternative Indexfunktionen

Komponente Null, so ist das Produkt als ganzes inakzeptabel, denn aus

Sicherlich handelt es sich hierbei um eine inhaltlich verniinftige Forderung an ein
Qualitatsmalk.

Ein zweiter wichtiger Aspekt bei der Wahl einer geeigneten Indexfunktion ist die
Moglichkeit, die einzelnen Merkmale in der Mittelwertbildung nochmals unter-
schiedlich zu gewichten. Im Beispiel ist dies fiir den Harringtonschen Index und
einen Gewichtsvektor o ausgefiihrt:

Aus Griinden der Vergleichbarkeit ist eine passende Normierung natiirlich zu
beachten. Allerdings ist diese Art der Gewichtung sehr problematisch, da der Zu-
sammenhang zwischen Gewicht und Gewichtung im Produkt nicht ersichtlich und
schwer interpretierbar ist. Es ist beispielsweise nicht klar, wie etwa ein Merkmal
sdoppelt so stark gewichtet werden soll. Ein Verdoppeln eines Exponenten, wie
es z. B. in STAVEX [SW95], [AG03] umgesetzt war, um eine Zielgréfe mit doppel-
tem Gewicht zu beriicksichtigen, entspricht dem sicherlich nicht. Auf Grund der
Nichtlinearitidt des geometrischen Mittels ist es sehr schwierig, eine Gewichtung
nach inhaltlichen Kriterien korrekt durchzufiihren.

Gliicklicherweise ist es fiir die Derringer-Suich Funktionen von vorn herein aus-
sichtslos, auf diese Art und Weise zu gewichten, da die Exponenten (3, 3, sich mit
diesen zuséatzlichen Gewichten «; verrechnen liefien.

Die Interaktion zwischen der Gewichtung innerhalb der einzelnen Wiinschbar-
keitsfunktion und einer globalen Gewichtung wiirde die Md&glichkeit der zielge-
richteten Parameterwahl in beiden Féllen stark behindern.

Dies sei an einem Beispiel erldutert.

Beispiel Gegeben sei ein MCO Problem mit Zielgrofen Y, ...Y,, und zugeho-
rigen Wiinschbarkeitsfunktionen d;(vy;) = (I;, t;, us, 51, 5;),i = 1,...,m. Das Ge-
wicht der i-ten Zielgrofe y; soll nun in den Wiinschbarkeitsindex ¢ mit Gewicht

41
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a; eingehen, ¢ = 1,--- ,m. Damit gilt
1
a | et O
q(y) = (H di(y:) ) =
i=1

di(y:) 2eimy O

I

N
Il
—

I

N
Il
—

@i, @By
liu ti7 Ui,

ET:1 a;’ E;nzl a;

1
m%ﬂl,i maiﬁr,i "
liu tiv Uy, m ) m
paley Zj:l Q; Zj:l Q

1

- (H dz*(yi)) m

Wenn man also sowohl Gewichte in den Definitionen der individuellen Wiinsch-
barkeiten vergibt, als auch bei der Bildung des Wiinschbarkeitsindex, so sind die
Wirkungen dieser Gewichte nicht identifizierbar. Es folgt direkt, dass die Inter-
pretation der so gegebenen Gewichte nicht eindeutig maglich ist. Die zwei Formu-
lierungen des MCO Problems, zum einen mittels der d; und zusétzlicher Gewichte
«;, zum anderen mittels der daraus hergeleiteten d}, sind nicht unterscheidbar !

Il
s

5.4.1 Der Maximin-Index

Eine wichtige Alternative zum geometrischen Mittel ist die Mazimin-Optimierung.

Definition 5.21 (Maximin-Index) Ein Wiinschbarkeitsindex ¢ : R — R de-
finiert als

q

mazximin (

y) = Aqlinmdi(yi)
heiftt Maximin-Index.

Die Optimierung versucht in diesem Fall das y zu identifizieren, welches die ,,beste
schlechteste” Eigenschaft unter allen méglichen Produkten besitzt.

Die Vergleichbarkeit des Index mit einer Einzelwiinschbarkeit ist bei dieser Defi-
nition natiirlich gegeben, ebenso die Sensitivitét fiir inakzeptable Einzelkompo-
nenten.

Leider gilt jedoch der folgende Satz:
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5.4 Alternative Indexfunktionen

Satz 5.22 Der Maximin-Index garantiert nicht die Pareto-Optimalitét eines Lo-
sungsvorschlages y,,: zu einem gegebenen MCO-Problem.

Beweis: Sei y eine Losung des MCO-Problems zu den Wiinschbarkeiten d;(y;).
OBdA sei ¢™*™"(y) = dy(y;), dann kann ein zweiter Losungsvorschlag z exi-
stieren mit d;(z1) = di(y1) und mit d;(z;) > d;(y;) fiir alle Koordinaten, sowie
mindestens einem Index j mit d;(z;) > d;(y;). In diesem Falle gilt

mazximin ( Z) mazximin ( y)

, aber auch z >> y koordinatenweise.

q =4q

O

Der Maximin-Index hat trotzdem seinen Platz in Anwendung und Theorie ge-
funden, da sich mit Hilfe der umfangreichen Literatur zu Ordnungsstatistiken
theoretische Aussagen zum Maximin-Index treffen lassen. (s. Kap 12.1) Die man-
gelnde Pareto-Optimalitét der mit diesem Index erzeugten Losungen reduziert
seine Akzeptanz in der Anwendung allerdings erheblich.

5.4.2 Das arithmetische Mittel

In der Literatur findet man auch die einfache arithmetische Mittelwertbildung.
Insbesondere die Bedingung, dass ein Produkt in allen Aspekten akzeptabel sein
muss, um insgesamt akzeptabel zu sein, bleibt hierbei jedoch unbeachtet. Obwohl
das arithmetische Mittel einen starken Index definiert, wie das folgende Lemma
zeigt, erscheint dieser Ansatz deshalb nicht der Problemstellung angemessen.

Lemma 5.23 Das arithmetische Mittel definiert immer dann einen starken Index
¢, wenn das geometrische Mittel einen starken Index definiert.

Beweis: Der Beweis lduft genau so, wie im Fall des geometrischen Mittels, nur
mit Summen an Stelle der Produkte.

Angenommen eine Losung y mit den Wiinschbarkeiten d;(y;) ist nicht pareto-
optimal. D.h. es gibt ein Objekt z mit Wiinschbarkeiten d;(z;) und d;(z;) > d;(y;)
und es existiert ein Index j mit d;(2;) > d;(y;). Dann gilt

q(2) = di(z) + Y diz) > dj(z) + Y dilys) > di(y) + > diyi) = q(y).

i#] ] i#]

Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme.
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5.5 Wiinschbarkeitsplot

Zunichst erscheint die funktionale Form der Derringer-Suich Wiinschbarkeiten
sehr einfach, so dass ein Anwender die Funktionen als Hilfsmittel der Optimie-
rung leicht akzeptiert. In einer Versuchsplanungssituation wird diese Einfachheit
jedoch zu einer scheinbaren: Wéahrend die Grafen der Wiinschbarkeiten den Zu-
sammenhang zwischen den Zielgréfsen und ihren jeweiligen Wiinschbarkeit festle-
gen, interessiert eigentlich der Zusammenhang zwischen Faktoreinstellungen und
Wiinschbarkeit.

Durch den Modellbildungsschritt wird die Situation erheblich komplexer. Es hat
sich immer wieder herausgestellt, dass es sehr schwierig ist, den Zusammenhang

zwischen Faktoren x und Wiinschbarkeiten d(f) zu visualisieren.

Um diese Visualisierung zu vereinfachen, wurde der so genannte Wiinschbar-
keitsplot entwickelt, der den Zusammenhang direkt ablesbar macht. Bei der Ar-
beit mit Wiinschbarkeiten hat sich dieser Plot als hilfreich herausgestellt.

In der Abbildung 5.4 sind zwei Beispiele fiir Wiinschbarkeitsplots zu sehen. In der
rechten Halfte eines Wiinschbarkeitsplots ist jeweils der Zusammenhang zwischen
einem Faktor x und einer Zielgrofe y dargestellt.

Der Faktorbereich wird auf der z-Achse abgetragen, die Messgrofe auf der y-
Achse. Zusitzlich wird in der linken Halfte des Plots die Wiinschbarkeitsfunktion
der Messgrofe abgetragen. Dies geschieht, indem im linken Teilplot die x-Achse
mit der Wiinschbarkeit belegt wird und die y-Achse wiederum mit der Messgrofe.
Auf der Wiinschbarkeitsachse wird dabei der Wertebereich zusétzlich invertiert,
so dass grofere Werte weiter links liegen. Eine Wiinschbarkeit von 0 wird somit,
direkt auf der y-Achse abgetragen. Grofere Werte liegen weiter links. Da der Wer-
tebereich der Wiinschbarkeit auf [0, 1] beschrinkt ist, ist es sinnvoll, dem linken
Teilplot etwas weniger Fliche zuzuordnen. Als geeignet hat sich eine Aufteilung
von 1:2 in der Breite fiir beide Teilplots herausgestellt.

Der Nutzen dieses Plots liegt darin, dass direkt die Wiischbarkeiten iiber dem
Faktorraum abgelesen werden kdnnen, indem man zu einem x-Wert im rechten
Plot den zugehorigen y-Wert aufsucht und dann auf dessen Hohe im linken Teil-
plot die Wiinschbarkeit abliest.

Gleichzeitig sind die Informationen iiber den Modellzusammenhang bzw. die
Messwerte im Plot verfiigbar, was die Ubersicht gegeniiber einem Plot, in dem
direkt die Wiinschbarkeit iiber den Faktorraum abgetragen wird, erhoht.

Obwohl dieser Plot sich als sehr hilfreich erwiesen hat, scheint es sich um eine
neue Idee zu handeln. Zumindest tritt ein solcher Plot in der Literatur bisher
nicht auf.
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5.5 Wiinschbarkeitsplot

Abbildung 5.4: Zwei Beispiele fiir Wiinschbarkeitsplots
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5 Wiinschbarkeiten (desirabilities)
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6 Simulationstechnik

Bei den Simulationen wurde insbesondere darauf geachtet, dass die Empfehlun-
gen von Hoaglin und Andrews [HAT75]|, soweit praktisch umsetzbar, befolgt wer-
den. Diese beiden Autoren haben bereits 1975 darauf hingewiesen, dass bei allen
wissenschaftlichen Arbeiten, welche auf computergestiitzten Simulationen beru-
hen, besonderes Augenmerk auf die Reproduzierbarkeit der Ergebnisse gelegt
werden muss. Leider wird diesen Anspriichen auch nach mehr als einem vier-
tel Jahrhundert ldngst nicht jeder Text gerecht, obwohl der Wissenschaftsbegriff
der Naturwissenschaften eigentlich nach einem solchen Vorgehen verlangt. Ohne
die Offenlegung der Simulationssoftware sind die veroffentlichen Ergebnisse nicht
iiberpriifbar!

Besondere Weitsicht bewiesen die beiden Autoren mit ihrer Forderung, nach Még-
lichkeit Open Source Software zu Forschungszwecken einzusetzen, da nur so die
vollstindige Kontrolle sowohl des Wissenschaftlers selbst, als auch aller Rezipien-
ten, iiber die Simulationsumgebung fiir die nicht unmittelbare Zukunft garantiert
werden kann.

6.1 Wahl der Programmiersprache

Alle Simulationen dieser Arbeit wurden in der Programmiersprache R [R DO03|
ausgefiihrt. Diese Programmiersprache erfiillt in hervorragender Weise die An-
forderungen von Hoaglin und Andrews. Die Software ist allgemein verfiigbar, da
als Open Source implementiert. Die Entwicklung wird durch ein internationa-
les Team von Statistikern, Mathematikern und Informatikern weiter getrieben.
Sie unterliegt einer aufergewohnlich guten Qualitdtskontrolle, da die Entwickler
in der Mehrzahl auch die intensivsten Anwender sind. Beispielsweise wird jede
Nacht die neueste Entwicklerversion automatisiert einem intensiven Test unter-
zogen und am folgenden Tag in der statistischen Forschung und Anwendung von
den Entwicklern genutzt. Zu beziehen ist R unter http://cran.r-project.org. Dort
findet man sowohl den Source Code, als auch kompilierte Versionen fiir eine Viel-
zahl von Betriebssystemen.

In dieser Arbeit wird besonderer Wert auf die Reproduzierbarkeit der Ergebnisse
gelegt. Die Quelltexte zu allen Simulationen sind per e-mail erhéaltlich.

Die wichtigen Funktionen zur Arbeit mit Wiinschbarkeiten sollen im CRAN
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6 Simulationstechnik

(http://cran.r-project.org) als R-Paket veroffentlicht werden und zwar ebenfalls
unter einer Open-Source Lizenz.

Durch die Wahl einer in Open Source implementierten Programmiersprache ist
auch, in starkem Gegensatz zur Nutzung kommerzieller Software, die Nachvoll-
ziehbarkeit der Ergebnisse in der Zukunft gesichert. Wahrend es bei kommerzi-
ellen Produkten in der Regel nicht moglich ist, Zugriff auf &ltere Versionen der
Software zu bekommen, so bleiben die alten Versionen von Open Source Program-
men verfiigbar. Es ist deshalb Aufenstehenden auch in der Zukunft moglich, die
Ergebnisse zu iiberpriifen.

6.2 Zufallsgenerator

Eine wichtige Rolle spielt bei Simulationen im Bereich der Statistik oft der ver-
wendete Zufallsgenerator.

Fiir die Simulationen dieser Arbeit wurde der Standardgenerator fiir gleichver-
teilte Zufallsvariablen von R seit der Version 1.7.1 genutzt, ebenfalls mit den
Standardstartwerten. Es handelt sich um den so genannten Mersenne-Twister Ge-
nerator von [MN98|. Von diesem ist bekannt, dass er eine Periode von 21997 — 1
besitzt und in 623 aufeinander folgenden Dimensionen eine Gleichverteilung er-
zeugt.

Die Grenzen dieses Generators liegen damit weit jenseits der Anforderungen der
durchgefiihrten Simulationen. Diese diirfen folglich als vom Mechanismus der Zu-
fallszahlenerzeugung unabhéngig angesehen werden.

Bei jedem Start von R wird der Pseudo-Zufallsgenerator neu initialisiert, wodurch
die Reproduzierbarkeit der Ergebnisse garantiert ist.

Die Erzeugung von normalverteilten Zufallszahlen erfolgt iiber die Inversionsme-
thode.

Die Simulation der Zufallsvariablen fiir Wiinschbarkeitsfunktionen erfolgt fiir die
Fille, in denen die Verteilungsfunktionen F' in der Arbeit analytisch hergelei-
tet werden, iiber die bekannte Beziehung F~!'(U) ~ F, wenn U eine auf [0, 1]
gleichverteilte Zufallsvariable bezeichnet. Sofern dies nicht mdglich ist, wird di-
rekt simuliert und die erreichte Genauigkeit angegeben.

48



7 Anwendung von
Wiinschbarkeiten: Praxis und
Probleme

In diesem Kapitel soll die bisher gingige Praxis der Anwendung von Wiinschbar-
keiten dargestellt werden. Ein besonderes Augenmerk erhalten die Schwichen, die
das Verfahren durch die Vernachlidssigung der Modellbildungsproblematik auf-
weist.

7.1 Empirische Optimierung

In der Literatur zur Anwendung von Wiinschbarkeiten finden sich bisher haupt-
sdchlich drei methodische Ansétze.

Zum ersten werden Wiinschbarkeitsfunktionen rein empirisch eingesetzt, also di-
rekt auf Messungen verschiedener Eigenschaften. Dieses Vorgehen findet sich vor
allem im MCDM (multi-criteria decision making) oder auch in der Qualitétskon-
trolle, z.B. in der Diplomarbeit von Hinzmann |Hin99| zur Bewertung von Lie-
feranten. In diesen Anwendungen werden keine Modellierungen vorgenommen,
sondern die Wiinschbarkeiten werden nur zum Ranking bereits bestehender, di-
rekt auswahlbarer Alternativen eingesetzt.

Wie sich bei der Arbeit von Hinzmann gezeigt hat, ist der Wiinschbarkeitsansatz
in diesem Umfeld gut vermittelbar. Durch die einfache Form der Wiinschbarkeits-
funktionen ist es leicht, in Zusammenarbeit mit dem Anwender die Parameter so
zu wihlen, dass eine zufriedenstellende Ubereinstimmung zwischen den Funkti-
onswerten und dem ,Gefiihl“ des Anwenders hergestellt wird.

Statistische Eigenschaften dieses Vorgehens finden bei dieser Art Anwendungen
allerdings eher keine Beachtung. Diese rein empirische Herangehensweise wird
deshalb in dieser Arbeit nicht weiter verfolgt.

Die zweite Art der Anwendung, in der verbreitet Wiinschbarkeiten genutzt wer-
den, ist die Produktoptimierung. In einer Versuchsplanungssituation werden,
nachdem individuelle Modelle fiir die verschiedenen Zielgrofsen geschitzt wur-
den, unter Vernachldssigung der Fehlerterme multidimensionale Optimierungen
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7 Anwendung von Wiinschbarkeiten: Praxis und Probleme

durchgefiihrt.

Im Zusammenhang mit diesem Vorgehen sind die statistischen Eigenschaften des
gesamten Optimierungsprozesses natiirlich sehr interessant.

In den folgenden Abschnitten werden einige Schwichen der Praxis bei der Nut-
zung von Wiinschbarkeiten aufgezeigt. Diese Schwichen waren die Motivation,
um in dieser Arbeit ein praktisch anwendbares, verbessertes Verfahren herzulei-
ten.

Eine dritte Klasse von Anwendungen fiir Wiinschbarkeiten, ndmlich wiinschbar-
keitsbasierte Kontrollkarten, ist erst in den letzten Jahren aufgekommen und
wird hier nicht weiter verfolgt. Anwendungen in diesem Bereich finden sich in
den Arbeiten von Trautmann |Tra04al, [Tra04b].

7.2 Schwachstellen des gangigen Verfahrens

In diesem Abschnitt werden einige der Schwichen des aktuell gingigen Verfahrens
zur Anwendung von Wiinschbarkeiten beschrieben.

Zunichst wird gezeigt, dass bereits bei dieser einfachsten Anwendung der Wiinsch-
barkeiten erhebliche Probleme im eigentlichen Optimierungschritt auftreten kon-
nen.

7.2.1 Probleme in der Optimierung durch die funktionale
Form

Zwar sind die Funktionen von Derringer-Suich flexibler in der Anwendung als die
von Harrington, was ihre Beliebheit sicherlich zu einem hohen Grade bewirkt,
leider wird dieser Vorteil durch Manahmen erkauft, die fiir die numerische Op-
timierung alles andere als giinstig sind:

e zum einen werden stiickweise zusammengesetzte Funktionen genutzt, die in
der Praxis oft schwierig zu handhaben sind, da sie zu zahlreichen Fallun-
terschiedungen fiihren,

e zum anderen sind diese Funktionen in der Regel in allen Stiitzpunkten nicht
differenzierbar!

Insbesondere der zweite Punkt wird in der Literatur seltsamerweise nicht beach-
tet. Die Nichtdifferenzierbarkeit der Antwortfliche fiihrt implizit dazu, dass kei-
ne gradientenbasierten Optimierungsverfahren genutzt werden diirften. Dies wird
in der Regel ignoriert und die Optimierungen werden mittels Newton-Verfahren
durchgefiihrt. In [dCFS97| wird versucht, dieses Problem dadurch zu beheben,
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7.2 Schwachstellen des giangigen Verfahrens

dass an jeder ,Knick“-Stelle Polynome 4. Grades stetig differenzierbar angepasst
werden. Natiirlich ist so die Differenzierbarkeit gerettet, jedoch werden die zu
berechnenden Funktionen erheblich komplexer.

Tatséchlich ist das Problem fiir die Praxis wohl nicht so schwerwiegend, wie man
auf den ersten Blick annehmen konnte, da die optimalen Einstellungen sich in der
Regel nicht in der Néhe einer der nicht differenzierbaren Stellen befinden. Streng
genommen miisste dies allerdings iiberpriift werden, bevor man ein gradienten-
basiertes Verfahren einsetzt.

Ein anderer Aspekt, welcher ebenfalls nicht beachtet wird, ist, dass es durchaus
moglich ist, nicht-zusammenhingende Gebiete von Null verschiedener Wiinsch-
barkeiten zu erhalten, iiber die optimiert werden muss. In solchen Féllen garan-
tieren gradientenbasierte Verfahren natiirlich nicht das Auffinden eines globalen
Optimums! Auch dieser Punkt wird in der Literatur nicht beachtet, miisste ei-
gentlich jedoch auch gepriift werden.

Beispielhaft ist ein problematischer Fall in Abb 7.1 zu sehen. Das sehr einfache
Modell y = —2? + 1 mit nur je einer Einfluss- und Zielgrofe zusammen mit einer
(—1,0,0.5,1,1) Wiinschbarkeit und O = [—2, 2] fiihrt bereits zu einer Situation
unzusammenhéngender Bereiche positiver Wiinschbarkeiten.

Diese Abbildung zeigt auch bereits, dass weiterhin nicht von einer unimodalen
Antwortflache ausgegangen werden kann!

Dieses eindimensionale Beispiel zeigt also bereits, dass man sich fiir den Op-
timierungsschritt nicht auf die Gutartigkeit der Antwortfliche verlassen kann!
Besonders im hoherdimensionalen Fall muss davon ausgegangen werden, dass
Gradientenverfahren theoretisch nicht funktionieren.

7.2.2 Die Form der Antwortflache

Obwohl die Derringer-Suich Funktionen auf den ersten Blick sehr harmlos aus-
sehen, sind doch, wie bereits gesehen, erhebliche Komplikationen in der Opti-
mierung moglich. Sei z.B. das Modell y = 22 + 22 geschiitzt und dazu fiir die
eindimensionale Zielgrofe die Wiinschbarkeit als (—1,0,4,0.5,0.5) spezifiziert.
Weiterhin sei O = [—2,2]? gegeben. Dann ergibt sich die Antwortfliche wie in
Abb. 7.2 fiir die numerische Optimierung. Man sieht, dass es eine ganze Un-
termannigfaltigkeit mit identischer, optimaler Wiinschbarkeit gibt. Die {iblichen
Optimierungsverfahren wiirden aber immer nur einen der optimalen Punkte als
Losung vorschlagen.

Wertvolle Information fiir den Anwender geht so eventuell verloren.
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7 Anwendung von Wiinschbarkeiten: Praxis und Probleme

Abbildung 7.1: Beispiel fiir nichtzusammenhéngende Gebiete positiver Wiinsch-
barkeit
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7.3 Optimierung nach Modellbildung, kein
Fehlerterm

Bedenklicher als die in den vorhergehenden Abschnitten aufgezeigten Schwéchen,
die man im schlimmsten Fall durch eine erschopfende Gittersuche im Optimie-
rungsschritt bezwingen kann, ist eine methodische Schwachstelle des etablierten
Vorgehens.

Die zweite der beschriebenen Klassen von Anwendungen ist die Optimierung
eines Produktes mittels Modellierung der einzelnen Qualitdtsmerkmale Y;, ¢ =
1,...,m. Oft werden Wiinschbarkeiten im Zusammenhang mit der Versuchspla-
nung benutzt, speziell im Optimierungsschritt, in dem auch quadratische Modelle
fiir die Zielgrofen zum Tragen kommen.

Das Vorgehen bei der MCO im Kontext der Versuchsplanung ist in der Literatur
stets gleich und sei hier am Beispiel der Originaldaten von Derringer-Suich erlau-
tert. Insbesondere wird aufgezeigt, an welchen Stellen dieses Vorgehen zu kurz
greift.
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7.3 Optimierung nach Modellbildung, kein Fehlerterm

Abbildung 7.2: Beispiel fiir iiberabzihlbar viele optimale Punkte im Faktorraum

Winschbarkeit als Funktion des Faktorraumes
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7.3.1 Der Versuch von Derringer-Suich

Derringer-Suich demonstrierten den Nutzen ihrer neuen Funktionenklasse an ei-
nem Beispiel aus der chemischen Industrie, namentlich der Herstellung einer
Gummimischung fiir Reifen. Es gab drei Einflussgrofen und vier Zielgréfien, die
die zu optimierenden Eigenschaften des Gummis quantitativ beschrieben.

Die vier Zielgrofen mit den zugehorigen Wiinschbarkeitsfunktionen sind:

e PICO Abrasion Index Y; mit der Wiinschbarkeitsfunktion
di(Y1) = (120,170, o0, 1,0),
e 200% Modulus Y, mit der Wiinschbarkeitsfunktion
dy(Ys) = (1000, 1300, o0, 1, 0),
e Verlingerung am Bruchpunkt Y3 mit der Wiinschbarkeitsfunktion

ds(Y3) = (400,500, 600, 1, 1),

e Hirte Y, mit der Wiinschbarkeitsfunktion
d4(Yy) = (60,67.5,75,1,1).

Zur Modellbestimmung wurde nun ein zentral zusammengesetzter Versuchsplan
mit 20 Versuchen und sechs Replikationen im Zentrum durchgefiihrt. Die Ergeb-
nisse sind im Originaltext publiziert. Als Modellgleichungen fiir ein vollstéindiges

Modell zweiter Ordnung erhielten sie:
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7 Anwendung von Wiinschbarkeiten: Praxis und Probleme

Gi(r) = 139.1 4 16.52; + 17.925 + 10.923 — 4.027 — 3.525 — 1.63
+5.1x129 + 7. 12123 + 7.92523; &1 = 5.6,

Yo(z) = 1261.14 268.2x1 + 246.525 + 139.525 — 83.627 — 124.823
+199.2m§ 4+ 69.4x125 + 94. 12125 + 104.42923; G5 = 328.7,

ys(z) = 400.4 —99.7z, — 31.41y — 73.925 + 7.927 + 17.323 + 0.473
+8.8x129 + 6.3x123 + 1.32923; 03 = 20.6,

Ys(z) = 68.9 — .42 + 4.375 + 1.623 + 1.627 + 0.125 — 0.323
—1.6x129 + 0.1z123 — 0.32023; 04 = 1.27.

Im Gegensatz zu Harrington wird hier auch Augenmerk auf die Modellierung der
Zielgrofen gelegt. Um dann im letzten Schritt von den modellierten Zielgrofen
zu den modellierten Wiinschbarkeiten zu gelangen, wird der Fehlerterm jedoch
vernachléssigt. Der Operationsbereich O ist fiir die Versuchsplanung auf O =
[—1.633,1.633]* skaliert.

Schliesslich wird die Optimierung fiir das Problem

z€0

4
max§(Y) = [ [ 4
i=1

mittels eines Gradientenverfahrens gel6st.

7.3.2 Simulation von Wiederholungen des Versuchs

In Abbildung 7.3 sind die Folgen dieses Vorgehens zu sehen. In einer Simula-
tionsstudie, ausgehend von den Modellen und den geschitzten Fehlervarianzen
aus [DS80], wurde 1000 Mal der Versuch, wie er in Derringer-Suich durchge-
fiihrt wurde, wiederholt. Zu jeder Wiederholung wurde das geschéitze Optimum
aufgezeichnet. In der Abbildung sind jeweils Schnitte durch den R? gezeigt und
das bekannte Optimum ist durch gestrichelte Linien angedeutet. Zu all diesen
geschatzten x,, ; wurde anschliefend die ,wahre“ Wiinschbarkeit berechnet. Im
Falle der Simulation ist dies ja einfach moglich, in dem man das Ausgangsmodell
an diesen Punkten berechnet.

Das erstaunliche Ergebnis ist, dass in etwa bei 5% der geschétzten Optima eine
wahre Wiinschbarkeit von Null zu beobachten ist! Diese Optima sind in der Gra-
fik durch ,x“ gekennzeichnet. Sie finden sich in den Abbildungen jeweils etwas
vereinzelt rechts von der Hauptmasse der Punkte.

Selbst die Durchfiihrung der Optimierung garantierte in diesem Fall also nicht,
brauchbare Produkte herzustellen! Dadurch, dass der Erwartungswert an der
falschen Stelle berechnet wird, wird das Verfahren erheblich unsicher!
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7.3 Optimierung nach Modellbildung, kein Fehlerterm

In Kapitel 9 wird eine Verbesserung dieser Situation mit Hilfe der hergeleite-
ten Verteilungsfunktionen und den so genannten realistischen Wiinschbarkeiten
angegeben.

Abbildung 7.3: Z,,; fiir 1000 Wiederholungen analog zum Versuchsplan von
Derringer-Suich

Zweidimensionale Projektionen der simulierten Optima
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Bemerkung 7.1 Die entscheidende Beobachtung zu diesen Simulationen ist,
dass nicht das eigentliche MCO-Problem gelost wird! Stattdessen begniigt man
sich mit einer vereinfachten, leider aber auch falschen Losung, da man nach der
Lésung des falschen Problems sucht, némlich:

Topt = maxg(EB(Y]z)).
Eigentlich gesucht ist in der klassischen Fragestellung eine Losung des Problems
Topt = E(q(Yl]z))!
xopt IBEEB{ (Q( |I))
Es wird also die Erwartungswertbildung in den Wiinschbarkeitsindex zu den ein-
zelnen Wiinschbarkeiten gezogen. Neben die Nichtausnutzung des Wissens iiber

den Fehler tritt also auch noch die Nichtbeachtung der Nichtlinearitit des geo-
metrischen Mittels.
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7.3.3 Direkte Modellierung des Index

Die wichtigste Voraussetzung fiir die Anwendung der beschriebenen Optimie-
rungstechniken ist die Schitzung der individuellen Modelle f;. Wenn es moglich
ware, diesen Schritt zu {iberspringen und direkt eine Schitzung ¢ der Indexfunk-
tion zu erhalten, die die individuellen Modelle nicht bené&tigt, so konnte man mit
einer besseren Kontrolle der Fehlerterme rechnen und eventuell auch den Umfang
der im Optimierungsschritt notigen Versuchsreihen reduzieren. Leider zeigen die
folgenden Uberlegungen, dass eine solche Abkiirzung nicht existieren kann.

Fiir den Fall, dass das geometrischen Mittel als Index genutzt wird, bekommt
man Interaktionen zwischen den Faktoren und den Fehlertermen in die Modell-
gleichungen fiir den Index. Am einfachsten sieht man dies an einem Beispiel.

Beispiel: Angenommen es gibt zwei Zielgrofsen Y7, Y5. Die Wiinschbarkeiten seien
so gewdhlt, dass d; = f;(z) + €, = o + Vi121 + V2% + €. Beide Zielgrofen seien
vom Typ (LB). Weiterhin gebe es lediglich zwei Einflussgrofen z;, xo. Dann gilt:

qDS = /di-ds

0.5
= ((Oq + Y1171 + Y1202 + €1) - (@2 + Y2171 + Y2200 + 62))

Durch die Produktbildung werden so Interaktionen zwischen Faktoren und Feh-
lertermen in das Modell fiir den Index ¢ aufgenommen

Weiterhin sieht man direkt, dass selbst unter den obigen, einfachsten mdoglichen
Annahmen ein Modell fiir (¢”%)? von der Ordnung [].(ord(d;)) sein miisste. Hier-
bei bezeichnet ord(d;) den Grad des Polynomes d;.

Verldsst man diese idealisierenden Annahmen und betrachtet z. B. fiir den Derrin-
ger-Suich Fall die Nutzung nicht-ganzzahliger Exponenten, so wiirde dies zu einem
Modell gebrochener Ordnung fiir den Index fiihren.

Fiir das geometrische Mittel scheidet die direkte Modellierung somit aus.

Auch fiir den Fall des Maximin-Index ist die Situation nicht giinstiger. Es tritt
fiir diesen Fall das Problem hinzu, dass eine Schitzung der Ubergangsbereiche,
in denen die Zielgroe, welche das Minimum bestimmt, wechselt, notig wiirde.
Auch dieses Vorgehen erscheint nicht einfacher, als die individuellen Modelle zu
schitzen.

Als Fazit bleibt, dass eine direkte Modellierung der Indexfunktion ¢ keine gangba-
re Alternative zur klassischen, mehrschrittigen Optimierung iiber die f; darstellt.
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8 Verteilung der
Wiinschbarkeiten als Funktion
von I

Die Betrachtungen in den vorhergehenden Kapiteln haben gezeigt, dass es sinnvoll
ist, den Modellierungsfehler nicht zu vernachlissigen. Als Konsequenz bedeutet
dies, die Werte der Wiinschbarkeitsfunktionen und des Wiinschbarkeitsindexes
als Zufallsvariablen zu betrachten. In der Optimierung sind folglich nicht mehr
Funktionen von Messwerten direkt zu untersuchen, sondern vielmehr Kenngréften
von Zufallsvariablen, die eben diese Messwerte reprasentieren.

In diesem Kapitel wird zunéchst das MCO-Problem auf die Optimierung von Zu-
fallsvariablen iibertragen. Im Anschluss werden fiir einige gebrduchliche Wiinsch-
barkeitsfunktionen geschlossene Formen fiir die jeweiligen Verteilungsfunktionen,
Dichten, Erwartungswerte und Varianzen hergeleitet.

Fiir Félle, in denen dies nicht mdéglich ist, werden simulierte Verteilungen gezeigt.

Im Anschluss wird darauf eingegangen, welche Bedeutung dieser Ansatz in der
Praxis fiir die Optimierung hat.

8.1 Ubertragung des MCO-Problems auf
Zufallsvariablen
Durch den Ubergang zur Ordnung von Verteilungsfunktionen muss man einige

Begrifte fiir Zufallsvariablen neu definieren. Zum Beispiel muss man die Dominanz
aus Kap 4.1 durch die stochastische Dominanz (vgl. z.B. [Mo0s94|) ersetzen:

Definition 8.1 (stochastische Dominanz fiir Verteilungsfunktionen) Sei-
en F' und G zwei Verteilungsfunktionen auf R. F ist stochastisch grofier als G, in
Zeichen I >4 G, wenn gilt

F(z) < G(x) fir alle x € R.

Auf den ersten Blick widerspricht diese Definition der Intuition. Der Name sto-
chastisch grofier wird jedoch klar, wenn man bedenkt, dass die Verteilungsfunk-
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8 Verteilung der Wiinschbarkeiten als Funktion von x

tionen Unterschreitenswahrscheinlichkeiten definieren, fiir die Definition jedoch
Uberschreitenswahrscheinlichkeiten bendtigt werden.

Die Relation ,,>“ bildet eine Teilordnung auf der Menge aller Verteilungsfunktio-
nen, genannt die stochastische Ordnung. Manchmal wird sie zur Unterscheidung
von anderen Ordnungsbegriffen der Stochastik auch gewdhnliche stochastische
Ordnung genannt. Eine weitere Bezeichnung ist stochastische Dominanz erster
Ordnung.

Mit Hilfe dieser Definition lasst sich nun auf natiirliche Weise eine Dominanz fiir
Zufallsvariablen definieren:

Definition 8.2 (stochastische Dominanz fiir ZVen) Gegeben seien zwei Ver-
teilungsfunktionen F,G mit F >, G und zwei ZVen X ~ Fund Y ~ G. In
diesem Fall sagt man auch X >, Y, X ist stochastisch grofer als Y bzw. X
dominiert Y.

Eine Zufallsvariable X dominiert eine andere Zufallsvariable Y also genau dann,
wenn die zugehorige Verteilungsfunktion Fx die Verteilungsfunktion Fy domi-
niert.

Inhaltlich bedeutet diese Dominanz, dass die ZV X jede feste Grenze mit groferer
Wahrscheinlichkeit iiberschreitet als die ZV Y':

P(X > g) > P(Y > g) ifiir alle g € R.

Es ergibt sich direkt, dass die Teilordnung, welche durch diesen Dominanzbegriff
erzeugt wird, nicht die Teilordnung, die durch die Ausschussquote induziert wird,
stort. Fiir andere Kenngrofen, z.B. den Erwartungswert, gilt dieser Zusammen-
hang jedoch nicht.

Als Folgerung dieser Definitionen muss man von einem MCO-Verfahren auf Zu-
fallsvariablen nunmehr fordern, dass keine Losung des MCO-Problems vorgeschla-
gen wird, welche stochastisch dominiert wird.

Versteht man nunmehr die Produkte Y als Zufallsvariablen, so sind auch folgende
Definitionen hilfreich:

Definition 8.3 (Produktiquivalenz) Zwei Faktoreinstellungen z1,xs € O hei-
Ren produktiquivalent, in Zeichen x1 ~p x5, wenn die Verteilungen der zugehéri-
gen Zielgrofen iibereinstimmen, d.h.

Tl ~p Ty < Y(LU1) =V Y(.I‘Q)

Bemerkung 8.4 Die Produktéiquivalenz ist natiirlich gegeben, wenn gilt f(x1) =
f(z2). Es kann aber auch produktiquivalente Faktoreinstellungen geben, fiir die
diese Gleichheit nicht gilt.

28



8.2 Herleitung der Verteilungen spezieller Wiinschbarkeiten

Entsprechend ergibt sich bei der Ubertragung dieser Aquivalenz von den Produk-
ten auf ihre Wiinschbarkeiten der Begriff der Wiinschbarkeitsiquivalenz:

Definition 8.5 (Wiinschbarkeitsiquivalenz) Zwei Versuche x1, 25 € O hei-
Ken wiinschbarkeitsiquivalent, in Zeichen x; ~, x2, wenn die Verteilungen der
Wiinschbarkeiten der Zielgrofen iibereinstimmen, d.h.

Ty ~og Ty = q(Y(x1)) =iv. (Y (22)).

In dieser Arbeit wird das Konzept der stochastischen Dominanz nicht im De-
tail weiter untersucht. Stattdessen werden Kenngrofen der jeweiligen Verteilung
zur Anordnung der Zufallsvariablen genutzt. Ubliche Kenngréfen sind z.B. Ei-
wartungswert, Median oder Interquartilsabstand. Eine weitere Grofe, die im
Zusammenhang mit der Produktoptimierung eine wichtige Rolle spielt, ist die
Ausschussquote. Diese ist wie folgt definiert:

Definition 8.6 (Ausschussquote) Gegeben sei ein Wiischbarkeitsindex ¢(Y")
und die zugehorige Verteilungsfunktion . Dann heift

po(q(Y)) := P(q(Y) = 0) = Fyv(0)

Die Ausschussquote von Y unter g.

Inhaltlich gibt die Ausschussquote den Anteil unbrauchbarer Produkte an der
Gesamtproduktion an.

Bemerkung 8.7 Der Ubergang zur Optimierung einer Antwortfliiche, die an
jeder Stelle eine Zufallsvariable représentiert, schafft methodische Probleme im
eigentlichen Optimierungsschritt.

Die iiblichen Verfahren sind nur auf deterministische Antworflichen ausgelegt.
Sie brechen deshalb die Optimierung einer Zufallsvariablen oft zu einem zufil-
ligen Zeitpunkt ab, da das jeweilige Abbruchkriterium zu einem Zeitpunkt im
Optimierungsprozess zuféllig erfiillt wird.

Es sind mit den Verfahren zur deterministischen Optimierung keine zuverlassig
reproduzierbaren Schitzungen 7, fiir die Lage des Optimums xz,,; zu erzielen!

8.2 Herleitung der Verteilungen spezieller
Wiinschbarkeiten

Um die auf Zufallsvariablen iibertragenen Begriffe gewinnbringend einsetzen zu
konnen, ist es zunéichst notig, die Verteilungsfunktionen der interessanten Varia-
blen auch zu kennen.
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8 Verteilung der Wiinschbarkeiten als Funktion von x

In diesem Abschnitt wird die Verteilung der Wiinschbarkeitsfunktion, aufgefasst
als Zufallsvariable der Form

dP5(Y) = dP5(f(@) +¢) mit e~ N(0,0?),

fiir verschiedene Typen der Derringer-Suich-Wiinschbarkeitsfunktion hergeleitet.
Fiir viele Typen dieser Funktion lassen sich Erwartungswert und Varianz in ge-
schlossener Form angeben. Ausgehend von den Ergebnissen zur Wiinschbarkeits-
funktion vom Typ (I, ¢,u, 1,1) lassen sich die Eigenschaften der anderen Formen
leicht als Spezialfille herleiten.

Im Folgenden wird kurz d fiir dP° geschrieben.

8.3 Die gestutzte Normalverteilung

Da die gestutzte Normalverteilung in der Folge in den Beweisen auftritt, seien
die benoétigten Eigenschaften dieser Verteilung hier angefiihrt.

Definition 8.8 (Gestutzte Normalverteilung) Sei X ~ N(u,0?) eine nor-
malverteilte Zufallsvariable. Dann heift die Verteilung einer Zufallsvariablen

Z mit P(Z<q):=PX <q|X €la,b])

bei a und b gestutzte Normalverteilung mit Mittelwert p und Varianz o* . Dabei
sind a,b € RU{—00, +00}. In Zeichen Z ~ N(a,b, j1,0?).

Satz 8.9 (Eigenschaften der gestutzten Normalverteilung) Gegeben sei ei-
ne Zufallsvariable X ~ N(a,b, u,0?). Dann ist die Verteilungsfunktion von X
gegeben durch

t—p\ f(a—p
FX(x)ZEbzﬂgzéa:ug mit a <z <b.

Die Dichtefunktion von X lautet

fx(z)=0""p (‘”;“) [cb (b;“) —q>(“;“>}l mit <z <b.

Fiir den Erwartungswert von X gilt:

60



8.4 Verteilung einer Wiinschbarkeitsfunktion vom Typ (I,t,u,1,1)

Fiir die Varianz von X gilt:

= I = e
Var(X) = |1+ —Z bf,u g 9 __ _ — g
U a

o o o o

Die Aussagen iiber die gestutzte Normalverteilung sind der Literatur entnommen.
(z. B. [Har87] 148 ff., [JKB94] 156 ff.)

Weiterhin wird der folgende Zusammenhang in den Beweisen wiederholt benotigt.

Es gilt:
1 T—
Pu,0? (l‘) = ;90 .

g

Hierbei bezeichnet wie iiblich ¢, .2 die Dichte einer N(u,o?)-Verteilung und ¢
die Dichte der Standardnormalverteilung.

8.4 Verteilung einer Wiinschbarkeitsfunktion
vom Typ (I,t,u,1,1)

Fiir die folgenden Abschnitte sei stets ein Modell der Form
Y = f(x)+e e~ N(0,0%

gegeben, wobei Y reellwertig sei.

Der komplizierteste Fall, fiir den exakte Formulierungen mdoglich sind, liegt vor,
wenn gilt
dY)=(l,t,u,1,1)(Y).

Im allgemeinen Fall, ndmlich wenn fiir den linken und rechten Exponenten auch
Werte ungleich 1 zugelassen werden, ist die folgende Betrachtung nicht moglich,
da die Verteilungen der Wiinschbarkeitsfunktionen nicht mehr einfach aus der
Normalverteilung abgeleitet werden kénnten.

Die Zufallsvariable, deren Verteilung untersucht wird, ist somit

p

0 fiir f () + € < s

d(z, ) = u—tffxl)—e fiirl < f(z) +e<t;
g firt < flo) re<u
[ fiiru < f(z) +e.
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8 Verteilung der Wiinschbarkeiten als Funktion von x

Satz 8.10 (Verteilung der Wiinschbarkeitsfunktion vom Typ (I,¢,u,1,1))
Die Verteilungsfunktion F, () fiir eine Wiinschbarkeitsfunktion vom Typ (/,¢,u,1,1)
ist:

0 fiir d < 0;
q)(l+d~(t;l)—f( )\ 4

Fue.o(d) =

e 1_©<u—d-(u;t)—f(w)) fiir d € [0, 1];
\1 fiir d > 1.

Beweis: Die Skizze 8.1 veranschaulicht die Beweisidee geometrisch.

Abbildung 8.1: Geometrische Situation des Satzes 8.10

Winschbarkeit

T f T f T
I yi=1+d(t-1) t yr=u-d(u-t) u

ZielgroBe

a) Die Fille d < 0 und d > 1 sind klar, da d(z,€) € [0, 1].

b) d(z,¢) < dfiir d € [0, 1]: Aus Skizze 8.1 lassen sich die bendtigten Werte direkt
ablesen. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit des Bereiches links und rechts der
senkrechten Linien. Diese Linien sind bei y; = [+d- (t—1) bzw. y, = u—d-(u—1),
was durch Einsetzen in eine Geradengleichung zu sehen ist. Also:

Fayy(d) = P(d(Y) < d) = P({w € Q] d(Y(w)) < d})
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Nun ist
Y el fird < 0;
YZ[l+d-(t—Du—d-(u—t
) e d s |V EUHLG=Du—d () _.
S Y<l+d- t-)ANY >u—d-(u—t) firde|0,1];
YeR sonst.
Somit erhilt man
(0 fiird < 0;
Fayvy(d) = SF(I+d-(t=1))+1-F(u—d-(u—t)) firde[0,1];
(1 sonst,
(0 fiir d < 0:
= Qo (M) g g (Lo fiird € [0,1);
1 sonst.

\

0

Die Verteilung einer (I,¢,u, 1, 1) Wiinschbarkeit an einer gegebenen Stelle = 1dsst
sich also in geschlossener Form angeben. Es handelt sich um eine Mischung aus
Normalverteilungsfunktionen mit einem Offset in der Null.

In Abbildung 8.2 sind exemplarisch drei typischen Formen der dabei auftretenden
Verteilungsfunktionen gezeigt.

In der obersten Grafik ist ein gerade noch akzeptabler Fall zu sehen. Die Aus-
schussquote ist schon recht hoch und die Verteilungsfunktion hat ihre Masse fast
ausschlieRlich im Bereich der Wiinschbarkeiten unter 0.5. Das 95% Quantil von
d liegt bei 0.53.

Die mittlere Grafik zeigt eine Art Idealzustand. Die Ausschussquote ist praktisch
0, auch wenn natiirlich in strengem Sinne P(d = 0) > 0 immer gilt. Fast die
gesamte Wahrscheinlichkeitsmasse ist im Bereich der Wiinschbarkeiten grofer als
0.7 konzentriert (95% Quantil von d bei 0.99).

Die untere Grafik zeigt die Auswirkungen stark verrauschter Messwerte. Zum
einen steigt natiirlich die Ausschussquote, zum anderen erhilt die Verteilungs-
funktion einen beinahe linearen Verlauf. Die Wiinschbarkeiten folgen also auf
[0,1] in etwa einer Gleichverteilung, sofern sie nicht auf die 0 fallen. Bereits hier
ist schon zu erkennen, dass die Vernachlissigung der durch Experimente gewon-
nenen Erkenntnisse beziiglich der Streuung der Messwerte wichtige Informationen
fahrlassig nicht nutzt. Eine Zielgréfie mit einer derartigen Verteilung der Wiinsch-
barkeiten liefert keine bzw. wenig Informationen iiber die Giite an einer gegebenen
Stelle f(x) in dem Sinne, dass sie alle Punkte im Optimierungsbereich in etwa
gleich bewertet.
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8 Verteilung der Wiinschbarkeiten als Funktion von x

Abbildung 8.2: Beispiele fiir Verteilungsfunktionen von Wiinschbarkeiten vom
Typ (I,t,u,1,1) fiir verschiedene Werte von f(x) und o

Verteilungsfunktion einer (-1,0,1,1,1) Wiinschbarkeit fiir 6 = 0.2, f(x) = 0.8

1.0

0.8
1

Fo(d)

0.4

0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Winschbarkeit d

Verteilungsfunktion einer (-1,0,1,1,1) Winschbarkeit fir 6=0.2, f(x) =0

Fo(d)
0.4 0.8 1.0
!

0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Wiinschbarkeit d

Verteilungsfunktion einer (-1,0,1,1,1) Wiinschbarkeit fiir 6 = 0.8, f(x) = 0.5

1.0

0.8
1

Fo(d)

0.4

0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Winschbarkeit d
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In Abbildung 8.3 sind exakte Verteilungsfunktion (durchgezogene Linie) und
durch Simulation gewonnene Verteilungsfunktion (gestrichelte Linie) fiir eine
(—1,0,3,1,1)-Wiinschbarkeit und ein spezielles = gegeniibergestellt.

Abbildung 8.3: Gegeniiberstellung von Simulation und exakter Verteilungsfunk-
tion; Stichprobenumfang n = 1000

Simulierte und exakte Verteilungsfunktion einer (-1,0,3,1,1) fiir f(x)=0.6, sigma=2

0.6 0.8 1.0
|

Fo(d)

0.4

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Wiinschbarkeit

Zwar sieht es in der Abbildung so aus, als sei ein Stichprobenumfang von 1000
fiir praktische Zwecke ausreichend, um den Einfluss der Fehlerterme zu beriick-
sichtigen, allerdings sind auch die Varianzen der Schitzer fiir die wichtigen Kenn-
grofen Ausschussquote oder Erwartungswert wichtig. Um diese Kenngrofen auf
zumindest 2 Dezimalen genau zu schétzen, ist es ohne exakte Ergebnisse fiir je-
de Funktionsauswertung in einer numerischen Optimierung nétig, in etwa 1000
Zufallszahlen zu erzeugen und mit den geschitzten Kenngrofien weiterzuarbeiten.

Selbst wenn also die Simulation fiir eine spezielle Verteilung zu durchaus zufrie-
denstellenden Ergebnissen fiihren wiirde, so ist die exakte Angabe der Vertei-
lungen doch aus Griinden der Rechengeschwindigkeit sehr wiinschenswert. Jede
Funktionsauswertung zur Konstruktion der Antwortfliche im Optimierungspro-
zess wird ungefdhr um den Faktor n, den Stichprobenumfang zur Schitzung in
jedem Optimierungsschritt, beschleunigt. Um es ganz deutlich zu machen: Die
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8 Verteilung der Wiinschbarkeiten als Funktion von x

analytische Angabe der Verteilung fiir den Exponenten 1 beschleunigt bei akzep-
tabler Genauigkeit die Optimierung ca. um einen Faktor 1000.

Als die Idee der verbesserten Wiinschbarkeiten in [Ste00] erstmals formuliert
wurde, lagen exakte Ergebnisse noch nicht vor, weshalb damals gar mit einem
Stichprobenumfang von 5000 gearbeitet wurde, um méglichst glatte Kurven zu
bekommen, die mit den Optimierungsverfahren fiir deterministische Antwortfla-
chen behandelt werden konnten. Um zu ertriglichen Rechenzeiten zu kommen,
wurde damals sogar erwogen, die Verteilungen mittels einer moglichst flexiblen
Verteilungsklasse, wie zum Beispiel dem f@Q-System von Scheffner [Sch98], in je-
dem Schritt zu schitzen. Dieser Miihen ist man nun durch die analytische Angabe
der Verteilungen enthoben!

Als Folgerung aus der Berechnung der Verteilung ldsst sich auch die Dichte ge-
schlossen angeben. Diese ergibt sich als Mischdichte von Normalverteilungsdich-
ten mit einem Punktgewicht auf der Null.

Satz 8.11 (Dichte der Wiinschbarkeit vom Typ (1, t, u, 1, 1)) Die Dich-
tefunktion fy( ) fiir eine Wiinschbarkeitsfunktion vom Typ (I,¢,r,1,1) ist:

0 fir d ¢ [0,1);
fitwo(d) = { @ (FL2) 41— @ (=L fiir d = 0;

L (Hd-(tj)ff(x)) + =ty (ufd-(u;t)ff(w)> fiird € (0,1).
Beweis: Die Verteilung aus Satz 8.10 besitzt ein Punktgewicht fiir d = 0. Fiir
d € (0,1) ergibt sich der Ausdruck durch Differentiation der Verteilung aus Satz
8.10.

O

In Abbildung 8.4 sind typische Beispiele fiir derartige Dichten gezeigt. Wie zu er-
kennen ist, konnen diese Dichten links- oder rechtsschief sein, einen eindeutigen
Modalwert haben, oder auch nicht, und sie unterschieden sich stark in den Ge-
wichten fiir d = 0. Insbesondere erscheint es angesichts dieser Grafiken schwierig,
eine einzelne Kenngrofe zu identifizieren, die zwischen mehreren Wiinschbarkei-
ten eine Entscheidung erleichtert. In der oberen Kurve ist die Ausschussquote
sehr hoch, dafiir kommen aber auch Messungen mit sehr hoher Wiinschbarkeit
nennenswert vor (95%-Quantil von d bei 0.94). In der mittleren Kurve findet sich
eine geringe Ausschussquote, dafiir kommen Messungen hoher Wiinschbarkeiten
praktisch nicht vor (95%-Quantil von d bei 0.63). Um zwischen diesen Verteilun-
gen eine Rangordnung zu erstellen, ist von Fall zu Fall ein geeignetes Kriterium
in Abhéangigkeit von der Anwendung zu bestimmen.

Bemerkung 8.12 Diese Beispiele fiir Dichten zeigen bereits sehr deutlich auf,
dass eine Normalapproximation der Wiinschbarkeitsverteilungen, etwa zur An-
wendung bei Kontrollkarten, nicht sinnvoll ist. Erstens treten Punktgewichte auf,
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Abbildung 8.4: Beispiele fiir Dichten von Wiinschbarkeiten vom Typ (I,¢,u,1,1)
fiir verschiedene Werte von f(x) und o

Dichte einer (-1,0,3,1,1) Wiinschbarkeit fir y=0.6 und 6 =2

1.0

0.8
1

Dichte

0.4

0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Wiinschbarkeit

Dichte einer (-1,0,3,1,1) Winschbarkeit fir y=—0.7, =0.2

2.0

15

Dichte
1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Wiinschbarkeit

Dichte einer (-1,0,3,1,1) Wiinschbarkeit fir y=1und 6=0.4

3.0
1

25

Dichte
15 2.0

1.0

0.5

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Wiinschbarkeit
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zweitens sind die Verteilungen nicht symmetrisch und drittens ist der Triger end-
lich. Man darf also hoffen, dass eine Anwendung der hier gewonnenen Verteilungs-
aussagen fiir Wiinschbarkeiten auf Kontrollkarten eine deutliche Verbesserung in
der Praxis nach sich zieht.

Zwei wichtige Kenngrofen fiir die Giite einer Faktoreinstellung z sind die Aus-
schussquote und die erwartete Wiinschbarkeit bei gegebenem z. Beide Grofen
lassen sich nun leicht angeben, einmal als das Punktgewicht auf der Null, zum
anderen als der Erwartungswert der Verteilung.

Lemma 8.13 (Ausschussquote bei gegebenem z) Die Ausschussquote py(z)
zu einer Faktoreinstellung x bei einer Wiinschbarkeitsfunktion vom Typ (I, ¢, u, 1,1)
ergibt sich nach Satz 8.11 als

Po(x)sz(M)H—cp(w).

o o

Beweis: Ergibt sich durch Ablesen aus der Dichte.
O

Etwas komplizierter ist die Herleitung des Erwartungswertes bei gegebener Fak-
toreinstellung x.

Satz 8.14 (Erwartungswert der Wiinschbarkeit vom Typ ([,¢,u,1,1)) Fiir
den Erwartungswert von d(z, €) fiir festes x und eine Wiinschbarkeitsfunktion vom
Typ (I,t,7,1,1) gilt:

wobei
G = ® t=f@)) 4 (1=f@) ’
g
G, = @(m)_q)(ﬂ)7

o (L) ()

Beweis: Sei ¢(;)(y) die Dichte einer Zufallsvariablen Y ~ N(f(z),0?), ausge-
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wertet an der Stelle y. Dann gilt:

By - [ " dy) )y

[e.9]

t u
y—1 u—y
= z),0 d x),0 d
TP ) y+/t i@ (Y)dy

= A =: B

wobei f(y) = ¢ f@),02(y) ausgenutzt wurde.
Der Ubersichtlichkeit halber werden A und B getrennt berechnet. Es gilt:

A = —/ySOf(x)a2 y_—/SOf 02

Dsw),02(t) = Py o2(l) / y Ofa)02(Y)
t—1 l z),02 (t) (I)f(x) a2 (l)

E-Wert einer N(l, t, f(x),0%)-Vig.

dy

l
7 [®r@ .02 (8) = @@ 2 ()]
o ~ I I — t
_ w2 () = ) 2 (D) {f(x) 4 210l = P (t)

t—1 q)f(x)70-2 (t) — (I)f(x)702 (l)

z
7 (2502 (1) = )02 (D)

—
= [‘bf(w),ﬂ(t) - ‘Df(x),zﬂ(l)] fo) 1 + [SOf(x),ﬂ(l) — Pf(x),02 (t)] d

t—1 t—1
B = ! / y)d + - /
- w—t \ YL () y Pf(z),o
_ Ymer() - ‘Pf() ()_ / ) Pr().0? (y) a0
u—t t (I)f(x)702( ) @f($)7g2(t) |
E-Wert einer N(t,u, f(z),0%)-Vtg.
u
+—— [Ps).02 (1) = Dyp(a),02(1)]
(I)xgzu—q)mUQt .02 () — 2).02 U
Y2 (W) = O, (){f(xHawf(), (t) = Pr@).02 ()
u—t Df(a).02 (1) = P(a)02(t)
u
+—— [Ps10 () = Py, 02 (1))

u—flz) _ [P1().02 () — P1@),02 (w)] ua_ t
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Insgesamt folgt damit:
EdY)) = A+B

t—1

_ 2

+ [P )02 (u) q)f(x)o?(t)]uuf(f) [P 1)o7 (t) = P02 (u)] ug_
flz) =1 o u— f(x) o
= G e e "u—t

Auch die Varianz lisst sich fiir diesen Fall in geschlossener Form angeben. Aller-
dings wird der Ausdruck unhandlich.

Satz 8.15 (Varianz der Wiinschbarkeit vom Typ (/,¢,u,1,1)) Fiir die Va-
rianz der ZV d(z,e€) fiir festes z und eine Wiinschbarkeitsfunktion vom Typ
(I,t,7r,1,1) gilt:

Var(d(Y)) = [Gl(o——Ql flx)+12) — g - 2o

(t—=1)?
o (12) s (212

[G (v* = 2uf(z) +0) — g, - 2uo

e () e ()]
fw) =1, o u—f(z) a]?

G G,
* [l —1 T T u—1

1
(u—1)?

+

Dabei sind Gy, G,, g; und g, definiert wie in Satz 8.14.

Beweis: Mit der bekannten Zerlegung
2
Var(d(Y)) = E(d(Y)?) - [E(d(Y))]

—_——
bekannt aus Satz 8.14

Bleibt also noch der erste Term zu berechnen:

B(Y)?) = /waw%@my

— 00

t 2 u 2

— y—1 u—y
= [ (7= dy + J
/l (f}— l) QOf(ﬂC),zﬂ(y) Yy /t (u — t) P f(z),02 (y) Y

' '
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8.4 Verteilung einer Wiinschbarkeitsfunktion vom Typ (I,t,u,1,1)

Die Terme A und B kénnen zweckmaissigerweise getrennt berechnet werden. Zu-
néchst erhélt man fiir A:

(t—1)?

2 ot
—) /I (v = 2yl + 1)@ (.02 (y)dy

t—1

. . (G

t t t
/wa(x ()dy 21/ YL ()0 ()dy+l /wf(x),az(y)dy

J

— A — A, As

Wiederum werden die Terme A;, A; und A3z nacheinander berechnet.

Ay

t t 1 (= (@))?
dy = / 2 e 2 d
/ V2P0 (y)dy = YV Yy

[y <_e<y—g<x>>2)}t_/t 1 (_e<y—g<m>>2)d
\/27'(' 1 1 \/27T Y

—t e(z—éu)ﬂ -1 e(l—J;(x))2 i /t (y)d
\ 2T \ 2T Pi) Y

ol 5),02 (1) = 0105102 (1) + 0 [Pf(a).02 (1) = Pp(ay.02(1)]
0 (19 4(2).02 (W) = 1@ 502 (W) (1) + G1)

t
/ YL ()02 (y)dy
l

t
pr(m),ch(y)
) x702(t)—(13 Iﬂz(l) /y dy
P 1 }\z Cr2)02(t) = Psw)02 ()

E-Wert einer N (I, t, f(x), 0?)

2 Spf(aﬂ), ( ) Pf(x),02 (t)
#5100 = y02(0] | fla) + 0" P10
f(x) [cbf(m),zﬂ(t) - q)f(m),a?(l)} + 0’ [@f(x),fﬂ(l) - @f@),ﬁ(tﬂ
f(x)Gi+ og,

(Df(l‘)ﬁ2 (t) - <I>f(a:),a2 (l)
G.
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8 Verteilung der Wiinschbarkeiten als Funktion von x

Also ergibt sich insgesamt;:

A = 2 (Al - 2lA2 + Z2A3)

= o e l) ~ trma®)+ G - % (f(2)Gi + o)

l 2
() @

i ﬁ [Gl(a_%f(x) CE) ol <Z—Uf(x)) i (t—f(sw”

g

Nun kann B entsprechend berechnet werden:

1

“ 2 2
B = m/t (u” = 2uy + y°) @ s(2),02 (y)dy

1 u u u
BCEDE U2/ P ()02 (Y)dy —QU/ YL ()02 (Y )dy+/ Y2002 (y)dy
t t

N J/

:VB3 = BQ = Bl

Da die Rechnungen analog zu denen fiir Teil A verlaufen, seien hier nur die
Ergebnisse angegeben:

Bi = 0 (t¢sa)er(t) = ups)or(w) + [P0z (0) = Py (t)])
= U(qu),a?(t)—uw(x)a?( ) + r),

By = [f(2) (Ps)e2(w) = sa)02(t) + 0 (0502 () = Of(a).02 (1))
= f(x)Gr + o9,

By = Qp)e2(u) = Py 02(t)
= @G,.

Damit ergibt sich insgesamt fiir Teil B:

B = TR (u*Bs — 2uB, + By)

_ ( ¢ )QGT—(Q—”(f(x)Gwagr)

u—1 U — t)Z
g
Tl Prme (1) — us () + Gr)

1 2
= ﬁ[Gr(u —2uf(z)+0) — g, - 2uc

(u
(1) (2121
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8.5 Verteilung einiger anderer Wiinschbarkeitsfunktionen

Insgesamt ergibt sich also:
Var(d(Y)) = A+ B+ [E(d(Y))]?

— ﬁ[(h(d—?lf (z) +1%) — g - 2o

o (182) s (=12)

+ (u_lt)Q[G (u® = 2uf(2) + 0) — g, - 2u0
(tf e ()]
ot gtz ]

0

Nachdem diese Aussagen fiir den Sollwertfall gewonnen sind, lassen sich dhnliche
Aussagen auch fiir andere Typen von Wiinschbarkeiten treffen. Die Ergebnisse
konnen als Spezialfille des (I,¢,u,1,1) Typs angesehen werden. Die Rechnun-
gen werden deshalb nicht weiter ausgefiihrt. Sie verlaufen analog zu den eben
durchgefiihrten.

8.5 Verteilung einiger anderer
Wiinschbarkeitsfunktionen

Satz 8.16 (Verteilung der Wiinschbarkeitsfunktion vom Typ (,, 00,1, 1))
Die Verteilungsfunktion Fy, ) fiir eine Wiinschbarkeitsfunktion vom Typ (I, ¢, 00,1, 1)
ist:

0 fiird < 0;
Fd(x,e)(d) =40 (M) fiir d € [O, 1),
1 fird > 1.

Beweis: Der Beweis erfolgt im Wesentlichen analog zu Satz 8.10. Der linke Zweig
der Wiinschbarkeitsfunktion fiihrt zu den selben Termen wie dort, der rechte

Zweig wird hier durch ein Punktgewicht auf der Eins ersetzt.
O

Satz 8.17 (Dichte der Wiinschbarkeitsfunktion vom Typ (I,¢,00,1,1)) Die
Dichtefunktion fq, ) fiir eine Wiinschbarkeitsfunktion vom Typ (/,¢, 00,1, 1) lau-
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8 Verteilung der Wiinschbarkeiten als Funktion von x

tet: .
0 fird < O und d > 1;
o <H;<w>) fiir d = 0;
Ja.o(d) = =y M) fiir d € (0,1);
- @ (=42) fiird = 1.

Beweis: Die Punktgewichte in der Null und der Eins ergeben sich als Unter-
bzw. Uberschreitenswahrscheinlichkeiten, der Ausdruck fiir d € (0, 1) durch dif-
ferenzieren der Verteilung aus 8.16.

0

Lemma 8.18 (Ausschussquote einer (I,¢,00,1,1) Wiinschbarkeit) Die Aus-
schussquote po(d(x,¢€)) fiir d = (I,t,00,1,0) an einer Stelle f(x) betragt

i) = (L),

g

Beweis: Ablesen aus der Dichtefunktion in Satz 8.17.
O

Bemerkung 8.19 Unter anderem bedeutet dies, dass immer gilt py(l) = 0.5.
Es erscheint daher sinnvoll festzulegen, dass eine Ausschussquote von 0.5 eine
duferste Grenze fiir die Akzeptanz einer Faktoreinstellung « festlegt.

Eine weitere interessante Beobachtung ist, dass fiir die Ausschussquote die Un-
symmetrie der Spezifikation der Wiinschbarkeit keine Rolle spielt. Sie wird le-
diglich durch das Verhéltnis zwischen dem Abstand von f(z) vom Rand des
Spezifikationsintervalls und o bestimmt (s. dazu auch Abbildung 9.3). Fiir eine
Zielgrofe Y legt diese Beobachtung folgende Definition nahe:

Definition 8.20 (signal-to-noise-ratio einer Zielgrofie) Fiir eine Zielgrofe
Y mit spezifizierter Wiinschbarkeitsfunktion ([, ¢, u, 3, 3,) und der Modellglei-
chung Y = f(z) +¢,¢ ~ N(0,0?) nennt man

u—1

SNR(Y) :=

das signal-to-noise-ratio der Zielgrofe Y.

Satz 8.21 (Erwartungswert einer (/,%,00,1,1) Wiinschbarkeit) Der Erwar-
tungswert fiir eine Wiinschbarkeitsfunktion vom Typ ([, ¢, 00, 1, 1) lautet:

flz) =1 4 t—f(x)
= 1 - ——=).
E(d(x,€)) = G, - +glt—l+ >
Hierbei sind G; und g; definiert wie im Satz 8.14.
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8.5 Verteilung einiger anderer Wiinschbarkeitsfunktionen

Beweis: Wie im Beweis zu Satz 8.14 ergibt sich:

By = [ " dly) f)dy

[e.9]

t o)
y—1
= /l TP I@er (y)dy + / Loy().02 (y)dy
t

G J

=A aus Satz 8.14 :1_¢<t—f(w))

f(z) =1 o t— f(x)

= + 1—P(———=
Gt 1 glt Iy + ( o )7

wobei ausgenutzt wird, dass f(y) = ©@).(y)-

Ein weiterer, haufiger Spezialfall ist die Wiinschbarkeit vom Typ
d(x,€) := (I;H%(t —0,t,00,1,1)

mit der funktionalen Form

Az ¢) = 1 f(x)+e>t;
0 f(r)de<t

Hierfiir gilt der

Satz 8.22 (Verteilung einer lim;_o(t — d,t,00,1,1) Wiinschbarkeit) Die Ver-
teilungsfunktion Fy, o fiir eine lims_o(t — 6,¢, 00,1,1) Wiinschbarkeit, gegeben
wie oben, ist:

0 fiir d < 0;
Fd(a:,s) =q® (#) fir 0 <d< 1;
1 fiird > 1.

Beweis: Mit dem Ergebnis aus 8.16 gilt

- (t+d(t—(t+6))—f(x)) s (m)

6—0 g g

O

Satz 8.23 (Dichte einer lim;s .o(t — d,t, 00, 1,1) Wiinschbarkeit) Entsprechend
ergibt sich die Dichte als Z#hldichte mit
o (m) fiir d = 0;

lea

g

0 sonst.
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8 Verteilung der Wiinschbarkeiten als Funktion von x

Beweis: Folgt sofort durch Ablesen der Punktgewichte aus Satz 8.22.
O

Satz 8.24 (Erwartungswert einer lims (¢ — 0,¢, 00, 1,1) Wiinschbarkeit)
Entsprechend ergibt sich der Erwartungswert als die Uberschreitungswahrschein-

lichkeit von t:
t— f(@)
o

Eu@¢»:1_¢<

Beweis: Klar aus Satz 8.23.

Als letzter Spezialfall soll noch das Ergebnis fiir die abschnittsweise optimale
Wiinschbarkeit vom Typ

d(z,€) = (ls%(l +0,t,t+0,0,1)

untersucht werden.

Diese hat die funktionale Form:

A, ) = {1 I < flz)+e<t

0 sonst.

Hierfiir gelten folgende Aussagen:

Satz 8.25 (Verteilung einer lim;_o(l + 0,%,t + 0,0,1) Wiinschbarkeit) Die Ver-
teilungsfunktion Fy . fiir eine Wiinschbarkeit vom Typ lims_o(l,%,t + 6,0, 1)
lautet:

0 fiir d < 0O;
Fie = 4 1= @ (22 4 (L9 fird—o;
1 fiir d > 1.

Beweis: Das Punktgewicht auf der Eins ergibt sich als Intervallwahrscheinlichkeit
des Intervalls [/, t], das Gewicht auf der Null als das Komplement dazu.
O

Satz 8.26 (Dichte einer lims .o(l + 4,¢,t + 6,0,1) Wiinschbarkeit) Entsprechend
ergibt sich die Dichte als Zdhldichte mit

- (L9 4 (HL2) fird = 0;

fiwo(d) = Q@ (&) — o (HE)  fird=1;

0 sonst.
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8.5 Verteilung einiger anderer Wiinschbarkeitsfunktionen

Beweis: Die Punktgewichte ergeben sich als Intervallwahrscheinlichkeiten.
O

Satz 8.27 (Erwartungswert einer lims .o(l 4 0,¢,t + 6,0,1) Wiinschbarkeit)
Der Erwartungswert einer lims .o (I+6, ¢, t+0, 0, 1) Wiinschbarkeitsfunktion ergibt

sich als Pl — & <m) . <M) .

o o

Beweis: Klar nach Satz 8.26.
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O Realistische Wiinschbarkeiten

Im Kapitel 7.3 wurde am Beispiel gezeigt, welche Probleme durch die Vernach-
lassigung des Modellfehlers entstehen.

Durch die Herleitung der Verteilungsfunktionen fiir die Wiinschbarkeiten, wie sie
bei Derringer-Suich auftauchen, ist man jetzt in der Lage, diese Informationen im
Optimierungsprozess zu nutzen. Es werden zunéchst neue realistische Wiinsch-
barkeiten definiert. Anschlieffend wird an Hand einer Simulationen gepriift, ob
durch den Einsatz dieser Funktionen auch tatsdchlich eine Verbesserung erreicht
worden ist.

9.1 Definition der realistischen Wiinschbarkeiten

Der Name realistische Wiinschbarkeit wurde gewahlt, um auszudriicken, dass diese
Wiinschbarkeiten nicht die Vereinfachungen des klassischen Vorgehens bendtigen.
Angesichts der Ergebnisse in Kap. 7.3 scheint fiir die klassischen Wiinschbarkeiten
der Zusatz idealisiert angemessen zu sein, um den Gegensatz zum hier Vorgestell-
ten zu betonen.

Definition 9.1 (realistische Wiinschbarkeit (nach Derringer-Suich)) Ge-
geben sei eine eindimensionale Zielgrofe Y, eine zugehorige Wiinschbarkeitsfunk-
tion d, sowie das Modell Y = f(x) + ¢, € ~ N(u,0?). Dann heifit die Funktion

d"(Y) := E(d(z,€))
die realistische Wiinschbarkeit von Y .

Der Erwartungswert wird zur Definition dieser realistischen Wiinschbarkeit her-
angezogen, da er das Analogon fiir die klassische Betrachtungsweise unter Be-
riicksichtigung der Fehlerterme darstellt. Natiirlich lassen sich auch Indizes iiber
andere Kenngrofsen der Verteilung, insbesondere iiber die Ausschussquote defi-
nieren. Es gibt dort noch grofe Freiheiten fiir die jeweilige Anwendung. Um mit
dem herkomlichen Vorgehen moglichst vergleichbar zu bleiben, beschriankt man
sich hier zunéchst auf den Erwartungswert.

In Abbildung 9.1 ist eine klassische Derringer-Suich-Wiinschbarkeit der entspre-
chenden realistischen Wiinschbarkeit gegeniibergestellt.
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9 Realistische Wiinschbarkeiten

Abbildung 9.1: Gegeniiberstellung einer (—1,0,1,1,1) und der zugehdrigen rea-
listischen Wiinschbarkeit fiir 0 = 0.5

0.8 1.0

0.6
|

Wiinschbarkeit

0.2

ZielgroBe

Ein erster Vorteil fiir die numerische Behandlung der Wiinschbarkeiten ist direkt
in der Grafik erkennbar: Es gibt keine Gebiete der Wiinschbarkeit Null mehr!
Die Probleme, die durch nicht zusammenhéngende Gebiete positiver Wiinschbar-
keiten entstehen konnen, sind somit verschwunden, ebenso natiirlich durch die
Erwartungswertbildung das Problem der fehlenden Differenzierbarkeit.

Mittels dieser realistischen Wiinschbarkeitsfunktionen 148t sich nun ein realisti-
scher Wiinschbarkeitsindex definieren:

Definition 9.2 (realistischer Wiinschbarkeitsindex) Unter den Vorausset-
zungen von Definition 9.1 fiir mehrere unabhéngige Zielgrofen Y;,o = 1,...,m,
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9.2 Nutzen des realistischen Ansatzes

heifst eine Funktion ¢ mit

L
m

= HE(di(x, e)))
= Hd;‘m))

realistischer Wiinschbarkeitsindex

Es ergibt sich direkt, dass ein Index, der auf realistischen Wiinschbarkeiten be-
ruht, pareto-optimale Losungen generiert, da die Argumentation fiir den Harring-
ton Fall greift!

9.2 Nutzen des realistischen Ansatzes

Um die Niitzlichkeit dieses neuen Konzepts zu demonstrieren, wird eine weitere Si-
mulationsstudie durchgefiihrt. Wiederum werden die Experimente von Derringer-
Suich wiederholt, diesmal aber mit den realistischen Wiinschbarkeiten als Grund-
lage fiir die numerische Optimierung. Die beobachteten ,wahren“ Wiinschbarkei-
ten werden mit den entsprechenden ,wahren“ Wiinschbarkeiten aus dem klassi-
schen Vorgehen verglichen. Das Ergebnis ist iiberzeugend:

e Zum einen erhilt man echt unterschiedliche mittlere Schétzer fiir z,,;:

—_—

gideal = (—0.05,0.145, —0.868) (Derringer-Suich),
x/g%l = (0.13,0.50, —1.08) (realistische Wiinschbarkeiten),

welche rdumlich nicht allzu nah beieinander liegen. (Zur Erinnerung: Der
Faktorraum ist fiir die Versuchsplanung fiir jede Einflussgrofe auf das In-
tervall [—1.633,1.633] [DS80] normiert!).

e Zum zweiten, und das ist entscheidend, ist eine substantielle Verbesserung
der Wiinschbarkeit im geschétzten Optimum zu verzeichnen. Die Verbes-
serung liegt in diesem Beispiel in der Grokenordnug von ca. 10%, denn
folgende Werte werden beobachtet:

—_—

Q (x/;l) — 044 und Q (:cg;gial) — 0.40.
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9 Realistische Wiinschbarkeiten

Es darf also konstatiert werden, dass das Konzept der realistischen Wiinschbarkeit
auch in der Anwendung zu substantieller Verbesserung des optimierten Produktes
fiihren kann!

Bemerkung 9.3 Der Stichprobenumfang fiir diese Simulation betrug 5000 Wie-
derholungen! Dieser hohe Stichprobenumfang war nétig, um zwei gesicherte De-
zimalen fiir die Schitzer zu bekommen. Eine Vorstudie hatte ndmlich fiir den
Varianzschétzer des Wiinschbarkeitsindex im Optimum

—_—
ideal

Var <qide“l(x0pt )) ~ 0.23

ergeben.

Uber den Zentralen Grenzwertsatz erhilt man dann leicht, dass ein Stichprobe-
numfang von ca. 4800 noétig ist, um die Standardabweichung im Bereich des ge-
schitzten Optimums auf ca. ﬁ zu driicken. Mit der angegeben Stichprobengrofe
kann man dann zumindest zwei Nachkommastellen mittels des 99%-Konfidenz-

intervalls als gesichert annehmen.

9.3 Die Harrington Skala revisited

In der Einfiihrung zur Geschichte der Wiinschbarkeiten wurde bereits darauf hin-
gewiesen, dass Harrington seine Wiinschbarkeitsskala deshalb so einfach angeben
konnte, da er die Wiinschbarkeiten nicht als Zufallsvariablen verstand. Beriick-
sichtigt man neben dem Erwartungswert auch noch die Streuung von Wiinsch-
barkeiten, so zeigt sich ein komplexeres Bild, als er in seiner Skala in Kapitel 5.2
vermitteln mdchte.

Abbildung 9.2 zeigt einen Konturplot der realistischen Wiinschbarkeit d"(x, €) fiir
eine (—1,0,5,1,1) Funktion, abgetragen gegen verschiedene Werte fiir f(z) auf
der z-Achse und den Modellfehler o auf der y-Achse.

Wie man sehr gut erkennt, héingt die realistische Wiinschbarkeit sowohl von f(x)
als auch von o ab, und es gibt einen trade-off zwischen diesen Grofien.

Interessant an dieser Abbildung ist insbesondere die schéne Veranschaulichung
des Umstandes, dass mit zunehmender Streuung o der Wert fiir f(z), welcher
d"(x, €) maximiert, sich immer weiter vom Sollwert entfernt.

Interpretieren lisst sich das dahingehend, dass ein wachsender Modellfehler schliefs-
lich die eigentliche Faktoreinstellung dominiert. Um den Erwartungswert zu ma-
ximieren, wird es dann sinnvoll, die maximale Verteilungsmasse der Fehlervertei-
lung im Spezifikationsintervall aufzufangen. Da auferdem die Fehlerverteilung als
symmetrisch angenommen ist, verschiebt sich die optimale Einstellung fiir f(z) in
Richtung auf die Mitte des Spezifikationsintervalls. Es wird fiir d"(x, €) wichtiger,
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9.3 Die Harrington Skala revisited

Abbildung 9.2: Konturplot der erwarteten Wiinschbarkeit E(d(Y)) gegen f(x)
und o

Kontourplot der erwarteten Wiinschbarkeit fir eine (-1,0,5,1,1)
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zufillig ein akzeptables Produkt zu erhalten als die eigentliche Faktoreinstellung
zu optimieren.

Bei schrumpfenden signal-to-noise ratio (v —{)/o héngt die optimale Einstellung
immer weniger vom Abstand von f(z) vom Sollwert als vielmehr vom Abstand
von f(x) von den Spezifikationsgrenzen ab.

Schaut man sich die konkreten Werte fiir die erwartete Wiinschbarkeit an, so muss
man Harrington bemerkenswerten Weitblick bescheinigen. Seine Einteilung in
Kapitel 5.2 lasst sich durchaus mittels der erzielbaren Werte fiir die realistischen
Wiinschbarkeiten stiitzen. Sie bieten deshalb fiir die Anwendung einen guten
Anhaltspunkt zur Beurteilung eines Produktes, insbesondere im Zusammenhang
mit den Ergebnissen aus 12.2 iiber das Skalieren des Verfahrens mit der Zahl der
Zielgrofen.

Neben dem Erwartungswert wurde immer wieder die besondere Bedeutung der
Ausschussquote betont.

In Abbildung 9.3 ist ein analoges Bild fiir die Ausschussquote fiir die dhnliche
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9 Realistische Wiinschbarkeiten

Abbildung 9.3: Konturplot der Ausschussquote py(x) gegen f(x) und o

Kontourplot der Ausschussquote fiir eine (-1,0,2,1,1)
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Spezifikationen zu sehen. Hier ist gut zu erkennen, dass die Ausschussquote mit
steigendem o wichst, solange f(z) sich im Spezifikationsbereich befindet. In ex-
tremen Féllen, wenn f(z) gar nicht mehr innerhalb der Spezifikation liegt, sinkt
die Ausschussquote sogar mit steigendem o. Diese Beobachtung ist aber eher ei-

ne Kuriositit, da eine Einstellung aufserhalb der Spezifikation in der Praxis nicht
akzeptiert wird!

Wichtiger ist es zu sehen, dass die Ausschussquote in einem recht grofen Teilbe-
reich des Parameterraumes klein bleibt. Lediglich am Rand des Spezifikationsbe-
reichs und fiir groke Werte von o steigt sie stark an.

Fiir die Ausschussquote erkennt man, dass lediglich der Abstand von f(z) vom
Rand der Spezifikation wichtig ist, nicht jedoch die Nidhe von f(z) zum Soll-
wert. Wahlt man also die Ausschussquote als Entscheidungskriterium, so wird
man stets versuchen, f(x) auf die Mitte des Spezifikationsintervalls einzustellen.
Eventuell vergebene Gewichte spielen keine Rolle.
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10 Verteilung verallgemeinerter
Wiunschbarkeiten als
Funktion von x

Da die verallgemeinerten Wiinschbarkeiten spater noch eine wichtige Rolle zu
spielen haben, sind auch die Verteilungen fiir diese Klasse von Funktionen von
Interesse. Auch in diesem und im néchsten Kapitel sei generell Y = f(x) +¢€, ¢ ~
N(0,0?), vorausgesetzt.

Satz 10.1 (Verteilung verallgemeinerter Wiinschbarkeitsfunktionen) Ge-
geben sei eine verallgemeinerte Wiinschbarkeitsfunktion

d:= ((Yo,---sYn), (doy--.,dpn), (B1,...,0,)) mit [G; =1 fiir alle 1,

gemdf Definition 5.19. Dann gilt fiir die Verteilungsfunktion Fyy):

(

0 fiir d < 0;
o (yoj(x)) 1 (yn;f(m)> I
Z [(I) (yiﬂ—f(ﬂﬁ)) _ P (yi—f(ﬂf))] +
irdy dir <d 7 7
yi+%(yi+1—yi)—f@) vi—f(@)
Fayy(d) = i:d,<%;d.+1 {q) ( o - @ ( o ) +
o (yi+1*f(1')) % yi+1*(iji+:rll(yi+1*yi)*f(x)
’i:di+1<d§di 7 7
fiir0 <d <1,
1 fiird > 1.

\

Beweis: Eine verallgemeinerte Wiinschbarkeitsfunktion besteht aus Geradenab-
schnitten, welche sich in die vier Klassen partitionieren lassen, die sich in den
Summanden wiederfinden. Hilfreich ist es, fiir die Motivation der gegebenen Klas-
sifikation zunéchst Skizze 10.1 zu Hilfe zu nehmen. Die Schnittpunkte einer Ho-
henline d sowie die Geradengleichungen lassen sich direkt ablesen oder durch
elementare Rechnung herleiten.

Die Klassifikation der Geradenabschnitte geschieht wie folgt:
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10 Verteilung verallgemeinerter Wiinschbarkeiten als Funktion von x

e Die Abschnitte ausserhalb der Spezifikation, also Y < yo oder Y > y,.
Diesen Abschnitt konnte man auch der folgenden Gruppe zuschlagen, wegen
seiner herausragenden Bedeutung als Angabe der Ausschussquote soll er

aber gesondert genannt bleiben.

e Abschnitte, die komplett unterhalb von oder genau auf d liegen

e Abschnitte, die von unten nach oben die d-Linie kreuzen und

e Abschnitte, die von oben nach unten die d-Line kreuzen.

Abbildung 10.1: Skizze zum Beweis der Eigenschaften einer verallgemeinerten

Wiinschbarkeit

Verallgemeinerte Wiinschbarkeit

Og == = = = == o

g =TT

Wiinschbarkeiten
o

do=d7 |

In der Abbildung 10.1 gilt

Yig =

und
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wie man durch Ablesen der Geradengleichung direkt aus der Skizze entnehmen
kann. Zwischen y; und y ist die Wiinschbarkeit konstant. Was nach der all-
gemeinen Definition auch moglich wire, ndmlich eine multimodale Festlegung
der Wiinschbarkeit, ist aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht in der Skizze
dargestellt. Im Falle der Multimodalitidt gibt es moglicherweise mehr als zwei
Schnittpunkte mit der Geraden y = d.

Der Wert Fyy)(d) ergibt sich somit als die Summe der Wahrscheinlichkeitsmas-
sen, die auf die Geradenabschnitte unterhalb von d fallen. Geradenabschnitte,
die komplett unterhalb von d liegen, gehen folglich ganz in die Berechnung ein,
Geradenabschnitte, die von der Geraden y = d geschnitten werden, verlaufen fiir
steigende Geradenabschnitte von y; bis zum Schnittpunkt, fallende Geradenab-
schnitte vom Schnittpunkt bis y;,; ein. Die Schnittpunkte ergeben sich durch
elementare Rechnung bzw. lassen sich direkt aus der Skizze 10.1 ablesen.

OJ

Satz 10.2 (Dichte einer verallgemeinerten Wiinschbarkeit) Die Vorausset-
zungen seien wie in Satz 10.1. Dann gilt fiir die Dichte fyy)(d) mit d € [0, 1]:

((I) (yo—f(x) +1—-d <yn—f($)) fiir d = 0;
Yirr—f(@) | _ yi—f(z) s .
> ) ~ ) - fiir jedes Paard; = d;;1 = d;
d) = e e (g1 —yi)— f (@)
fd(Y)( ) - Yit1—Yi 1 Yitdiq—d; Wil Yi fa
> e -
di<dzdyy, T T 7
i:d; <d<djt
d—d; ) )
Z _'_thld,f; %(p (yiﬂmiyzﬂyz)f(x)) sonst.
\’i:di+1<d§di ' '

Die Dichte hat fiir jeden konstanten Geradenabschnitt ein Punktgewicht auf dem
jeweiligen Wiinschbarkeitswert. Auferhalb dieser Punktgewichte ist die Dichte
jeweils eine Summe von verschiedenen Normalverteilungen.

Beweis: Die konstanten Geradenabschnitte fiihren zu den Punktgewichten, die
sich direkt als entsprechende Intervallwahrscheinlichkeiten der jeweiligen Normal-
verteilungen berechnen. Auflerhalb dieser Punkte positiver Wahrscheinlichkeit er-
gibt sich die Dichte durch Differentiation der Verteilungsfunktion.

O

Auch den Erwartungswert einer solchen verallgemeinerten Wiinschbarkeit kann
man noch angeben, wenn man die Erkenntnisse aus dem Spezialfall in Satz 8.14
verwendet. Wieder treten im Wesentlichen gestutzte Normalverteilungen auf.

87



10 Verteilung verallgemeinerter Wiinschbarkeiten als Funktion von x

Satz 10.3 (Erwartungswert einer verallgemeinerten Wiinschbarkeit) Ge-
geben sei wiederum eine verallgemeinerte Wiinschbarkeit, wie in 10.1. Dann gilt:

E(dU(Y)) = Z d; - [q)f(x),UQ (yz) - (I)f(m),ch (yH)]
i:d; _1=d;

d; —d; ()02 (Yj—1) = Pf(a).0> (Y5)
+ {(d»_JrQ{fx + o? ’ ’ — Y,
Z 7 Yj — Yj-1 (=) D)oz () — Ppyoz(yj—1) 7 !

j:dj_1<dj

X @202 (¥5) = Pra).on (Yj-1)] }

+ Z { <dk + w [f(l’) + o2 Pf(x),02 (Yr-1) — Df(z),02 (yk) N yk})
k:dy—1>dp, Ye = Yr-1 P f(2),02 (Yx) — Ds(2),02 (Yr—1)

X @ (202 (Y) — Pf(a)o2 (Yh-1)] }

Beweis: Die stiickweise konstanten Abschnitte, also die Abschnitte ¢ : d;_; = d;,
der Funktionen werden im Beweis gesondert behandelt.

Ed(Y)) = Z di - P(Y € [yi1,ui])

Y5 .

Y—Yj—1

+ Z [dﬂ'l + (dj - djfl) o ]‘ } Pf(z),02 (y)dy
jidj_q<dj 7 Yi-1 Yi —Yj—

J/

+ Z / |:dk + (dg—1 — dk)ﬁ} Pf(z),02 (y)dy
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Betrachte zunichst A:

Y= Y-
Z / [a 1+ (dj —dj 1)%“} pr(m),ch(y)dy

Jidj—1<d; Yi = Yi-1
di—d,_, vj
- Z { (d] - yjl%) / Pf(x),02 (y)dy—+
j:dj,1<d' y] yﬂfl Yj—1
dj d Yi Pf(x),02 (y)
— | x),02 (y ) P x),02 (y‘—l) / Yy - dy }
Yj —Yj—1 [ fe), ’ f) ! } Yj—1 (I)f(ar),a2(yj) - be(az),a2(yj 1)

J/

d; —d;_4
= Z { (dj - yj_14> [(I)f(m),cﬂ (y]) — (I)f(x)ﬁz (yj—l)] +

jidj—1<d; Yi = Y¥i—1
dj — dj_l [ o Pf(x), 2<y] 1) (x),0 (yj)}
|0 z),02\Yj — o z),02\Yj— fSC +o }
R [©4(0).02(47) = P02 (yj-1)] | f(2) B 100 (0y) — B 700102 (95-1)
d; —d;_ 2 x,o‘2<y' 1) Pf(x (y)
-y {(dj+ j ]1[f(x>+02q)f<) j . o)
jidj_1<d Yi —Yji—1 F@),02(Y5) — Ppiay 02 (Yj-1)

X @ ()02 (¥5) = Ppiay.on (Y5-1)] }

Dann folgt mit analoger Rechnung fiir B:

Yk

B 2 / ldk (i = dk)%i_y} P ()02 (Y)dy
kidy_y>dy, ¥ k1 Yk — Yr—1

d__d Yk
= 5 {(arut= ) [T et
Yk—1

kidy_q <dy, Yk = Yk—1

dr—1 — dy, Yk )02 (Y)

_— q) x),02 (yk) - q) x),02 (ykfl) / Y : dy }
Yk = Yr-1 s e } vt Pra)o?(Uk) — Pr).02 (Yr-1)

J/

E-Wert einer N (yi_1, yx, f(z),0?)
dig—1 —d x),02 -1) — 2).02
= Z { <dk T e [f(:c) g Pia)o? (Yb-1) = Pra),o2 (Yk) +yk})

kidy,_1>dy, Ye = Yr—1 (I)f(m)»ff2 (yk) - (I)f(m),ch (ykfl)

X @ ()02 (Y) = P f(a)o2 (Yh—1)] }
[

Bemerkung 10.4 Im Wesentlichen ergibt sich der Erwartungswert also als ge-
wichtete Summe von Erwartungswerten von gestutzten Normalverteilungen, je-
weils gewichtet mit den Wahrscheinlichkeiten der entsprechenden Intervalle. Es
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10 Verteilung verallgemeinerter Wiinschbarkeiten als Funktion von x

ist im Prinzip mdglich, auch die Varianz einer verallgemeinerten Wiinschbarkeit
zu berechnen. Die Ausdriicke werden lediglich unhandlich, jedoch nicht mathe-
matisch schwierig zu behandeln. Da die Varianz in dieser Arbeit im Folgenden
nicht mehr bendtigt wird, wird auch auf ihre Herleitung verzichtet.

Bemerkung 10.5 Durch die Herleitung der Verteilungsfunktion und davon ab-
geleiteter Grofen fiir diesen sehr allgemeinen Fall werden die Ergebnisse in Ka-
pitel 8 zu Spezialfillen der hier gegebenen Formeln. Da sie jedoch ,griffiger” sind
und die gebrduchlichsten Fille abdecken, behalten sie ihre eigenstindige Bedeu-
tung und sind deshalb auch gesondert aufgefiihrt.
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11 Ergebnisse fiir Exponenten

B#1

Erinnert man sich an den Grund, warum Derringer-Suich ihre Variante der Wiinsch-
barkeiten eingefiihrt haben, sowie an eine der Anforderungen an ein gutes MCO-
Verfahren, ndmlich die Fahigkeit, unterschiedliche Gewichte fiir verschiedene Ziel-
grofen und verschiedene Arten der Abweichung zu vergeben, so muss man fest-
halten, dass noch nicht allzu viel gewonnen ist, wenn fiir den Fall 3; = 1 fiir alle ¢
die Verteilungen angegeben werden kénnen.

Leider lassen sich die hier genutzten Berechnungsverfahren nicht auf den Fall
anderer Exponenten iibertragen, da durch das Exponentieren die Fehlerverteilung
der Wiinschbarkeiten nicht mehr einfach anzugeben ist.

Um zu zeigen, wie sich die Vergabe anderer Gewichte auf die Verteilungsfunktion
auswirkt, sei hier noch einmal die bereits in Abbildung 8.3 als Beispiel gegebene
(—1,0,3, 3, B-) Wiinschbarkeit genutzt. In Abbildung 11.1 wird in der oberen
Grafik ein Beispiel fiir §5; > 1 gezeigt, in der unteren fiir §; < 1,7 =1, 2.

Vergleicht man die Kurven in Abbildung 11.1 mit den Kurven in Abbildung 8.4,
so ist leicht vorstellbar, dass mehr oder weniger jede Verteilung auf dem Intervall
[0, 1] als Verteilung der Wiinschbarkeit an einer Stelle f(x) moglich ist.

Fiir die Anwendung bedeutet dies, dass im Optimierungsschritt alle Wiinschbar-
keiten mit Gewichten 3 # 1 mit dem in Bemerkung 8.7 geschilderten Problemen
und dem damit verbundenen, rechentechnischen Aufwand simuliert werden miiss-
ten.

Bemerkung 11.1 Eine interessante Beobachtung ist, dass die Ausschussquote
po(z) von der Wahl der Exponenten unabhéngig ist, da durch die Wahl des Ex-
ponenten nicht die Wahrscheinlichkeit P(d(Y') = 0) verdndert wird!

Es folgt nach Meinung des Autors direkt, dass die Ausschussquote als alleini-
ges Merkmal zur Unterscheidung von Objekten bzw. Faktoreinstellungen nicht
ausreicht. Die Wahl dieses einzelnen Kriteriums bedeutet unter anderem, dass
eben genau der Vorteil der Derringer-Suich-Funktionen, ndmlich die Moglichkeit,
unterschiedliche Gewichte zu vergeben, nicht ausgenutzt wird!

Mit Hilfe spezieller Formen der verallgemeinerten Wiinschbarkeiten aus Defini-
tion 5.19 ist es jedoch moglich, diesen Schritt mittels der im néchsten Kapitel
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11 Ergebnisse fiir Exponenten (3 # 1

Abbildung 11.1: Beispiel fiir die Verteilungsfunktion einer Wiinschbarkeit fiir Ex-
ponenten [3; grofer 1 ((—1,0,3,3,3) Wiinschbarkeit) und Expo-
nenten f3; kleiner 1 ((—1,0,3,0.3,0.3 Wiinschbarkeit)

Simulierte Verteilungsfunktion einer (-1,0,3,3,3) fiir f(x) =0.6 und 6=2
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Wiinschbarkeit

vorgestellten Approximation zu entschérfen.

11.1 Verbesserte Version der Derringer-Suich
Wiinschbarkeitsfunktionen

In den vorstehenden Kapiteln wurde ausgefiihrt, dass fiir Gewichte 3}, 3, # 1 die
Verteilungen der Wiinschbarkeitsfunktionen lediglich durch Simulationen gewon-
nen werden kénnen. Dabei wurde auf die Probleme der Optimierung von durch
Simulationen gewonnenen Schitzungen hingewiesen. Andererseits sind im Kapi-
tel 8 auch die Verteilungsfunktionen fiir einige Grenzfille der Derringer-Suich-
Funktionen hergeleitet worden. Um die M&glichkeiten zu erweitern und auch den
Fall 3 # 1 ohne Simulationen behandeln zu kénnen, werden modifizierte Wiinsch-
barkeitsfunktionen vorgeschlagen, die dazu genutzt werden kénnen, die Félle mit
01, B # 1 geeignet zu approximieren und auf Falle mit linearer Gewichtung zu-
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11.2 Approximationsidee

riickzufiihren. Diese Modifikationen sollen einfach linearisierte (Derringer-Suich)
Wiinschbarkeitsfunktion bzw. zweifach linearisierte (Derringer-Suich) Wiinsch-
barkeitfunktion genannt werden.

11.2 Approximationsidee

Der Approximation liegt die Idee zu Grunde, dass zur Spezifikation der Wiinsch-
barkeiten durch den Anwender weiterhin die Derringer-Suich Funktionen als op-
tisches Hilfsmittel genutzt werden. Fiir alle Rechnungen wird intern jedoch eine
Funktion verwendet, die auf optimale Weise den Verlauf der spezifizierten Funk-
tion approximiert.

11.3 Linearisierte Wiinschbarkeiten

Fiir die einfach linearisierten Funktionen geschieht dies durch eine Verschiebung
der Spezifikationsgrenzen.

Ist ein Gewicht 3 > 1 spezifiziert, so wird die Spezifikationsgrenze auf den Soll-
wert zu bewegt, so dass das Integral iiber den quadrierten Abstand von spezifi-
zierter und interner Funktion minimiert wird. Es sind mit diesem Verfahren gute
Approximationen deshalb moglich, weil die Funktionséste in den Derringer-Suich
Funktionen keine Extrema besitzen und iiber einen weiten Teil ihres Definitions-
bereichs einen linearen Verlauf nehmen. Fiir Gewichte 5 < 1 werden entsprechend
Bereiche von konstanter Wiinschbarkeit 1 im Bereich des Zielwertes hinzugefiigt.
In Abbildung 11.2 ist ein Beispiel fiir die linearisierten Funktionen gezeigt, in der
folgenden Definition 11.2 wird die Idee formalisiert.

Definition 11.2 (einfach linearisierte Wiinschbarkeitsfunktion) Gegeben
sei zundchst eine Wiinschbarkeitsfunktion (I,t, 0o, §;, 1). Definiere nun

<l7t7oo7ﬁl7ﬁ7’) fiir Bl = 17
(I,t, 00,00, Din := < (I + ¢*,t,00,1,1)  fiir ; > 1;
(I,t —c™ 00,1,1) fiir 5, < 1.
Dabei sind ¢* und ¢** so gewahlt, dass jeweils gilt:
t
c*(bzw.c™) 16st min / ((1,t,00, 51, 1) — (I, 1,00, B, 1)1in) ) ?da
c*(bzw.c**)€[0,t—1] J;

Sollwertprobleme vom Typ (I,t,u, 3, 3.) werden zundchst in zwei Teilprobleme
zerlegt:

(I,t, 00,0, 1)(2) fiir v < t;
(—u,—t,00,0,,1)(—x) firt < .

(l7t7u7ﬁl7ﬁr) = {

93



11 Ergebnisse fiir Exponenten (3 # 1

Definiere nun

(l7 t7 o0, ﬁh 1)1211(:6) fir x S t,
(—U, _ta 00, ﬁ?‘u 1)lln<_«r) fir ¢t < x.

<l’ t’ u, ﬁl? ﬁr)lin = {

Abbildung 11.2: Linearisierte Wiinschbarkeitsfunktion (durchgezogene Linie)
und zugehorige sperzifizierte (400,500, 0o, 3, 1)-Funktion (ge-
punktete Linie)

1.0

Wiinschbarkeit

0.4

0.2

0.0
1

T T T T T
400 450 500 550 600

ZielgroBe

Die quadratische Abweichung wird als Optimierungsziel genommen, um qualita-
tiv ,nah®“ an der spezifizierten Kurve zu bleiben. Grofte Abweichungen, welche in
der Tendenz natiirlich auch eher zu Verdnderungen der Verteilungsfunktionen, die
schlussendlich ja angenédhert werden sollen, fithren wiirden, werden so vermieden.

Zwar sind ¢* (bzw. ¢**) fiir beliebige /5 nicht analytisch zu berechnen, aber sie
lassen sich numerisch gut bestimmen.

Ist die Giite der Approximation fiir einen konkreten Fall nicht ausreichend, so
wird im folgenden Kapitel ein einfacher Weg zur weiteren Verbesserung der Ap-
proximation aufgezeigt.
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11.3 Linearisierte Wiinschbarkeiten

Bemerkung 11.3 Die Wahl des quadrierten Abstandes fiihrt zu einer universell
guten Approximation iiber den ganzen Verlauf der Kurve. Es kann aber durch-
aus sinnvoll sein, abhéngig von der Problemstellung andere Optimalitétskriterien
anzulegen. Beispielsweise konnte es fiir die Anwendung der Wiinschbarkeiten im
Bereich der Kontrollkarten sinnvoll sein, 95%-Quantile optimal anzunahern.

Da unabhingig von der Wahl des Kriteriums die Approximation nur einmal je
Wiinschbarkeit durchgefiihrt werden muss, werden der Anwendung der Wiinsch-
barkeiten hier ganz neue Felder erschlossen!

Fiir den (LB)-Fall und im (7'V')-Fall mit verstiarkender Gewichtung, also 3, > 1,
wird durch die Approximation im Wesentlichen der Spezifikationsbereich fiir die
internen Berechnungen angepasst. In diesen Fillen kénnen fiir die Verteilungen,
Dichten etc. die Ergebnisse aus Kap 8 genutzt werden, um die Verteilungen der
approximierenden Wiinschbarkeiten anzugeben.

Im (TV)-Fall bei abschwichender Gewichtung (5; < 1 fiir mindestens ein 1)
bekommen die approximierenden Funktionen eine bisher noch nicht betrachtete
Struktur. Im Bereich des Sollwertes geschieht die Approximation durch ein Pla-
teau mit konstanter Wiinschbarkeit 1. Abbildung 11.3 zeigt einen solchen Fall.

Um die Verteilung einer solchen Wiinschbarkeit mit Plateau zu berechnen, wird
folgende Definition genutzt:

Definition 11.4 (6-parametrige Wiinschbarkeitsfunktion) Die Funktion

(la t17t27u7/817/82)(y) : R - [07 1]
mit
l<t;<ty<wualleausR, 3,3 € RT
sei definiert als
(latluoouﬁlul)(y> fury < tlv

<l7t17t27u751752>(y> = 1 fllI' tl S Y S t2,
(—u, —tg,00, B, 1)(—y) firty <uy.

und heift 6-parametrige Wiinschbarkeitsfunktion.

Die 6-parametrigen Wiinschbarkeitsfunktionen dienen nur als Hilfsmittel fiir die
folgenden Berechnungen zur Vereinfachung der Schreibweise und erlangen anson-
sten keinen eigenstidndige Bedeutung.

Bemerkung 11.5 Diese 6-parametrigen Wiinschbarkeiten sind ebenfalls Spezi-
alfille der in Definition 5.19 definierten Wiinschbarkeiten. Setze namlich dort

Yy = (l7t17t27u)7d = (07 17 1a0) und ﬂ = (ﬁla 1752)'
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11 Ergebnisse fiir Exponenten (3 # 1

Abbildung 11.3: Linearisierte Wiinschbarkeitsfunktion (durchgezogene Linie)
und zugehorige spezifizierte (—1,1,3,0.1,0.5)-Funktion (ge-
punktete Linie)
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Uber die Verteilung einer 6-parametrigen Wiinschbarkeit lassen sich nun folgende
Aussagen treffen:

Satz 11.6 (Verteilung einer ([, t1,ty,u, 1,1) Wiinschbarkeit) Gegeben sei ei-
ne (I,t1,ts,u,1,1) Wiinschbarkeit d. Dann gilt fiir die Verteilung

(

fiir d < 0;
¢(l+d-(t1;l)—f($) "
Faz,e(d) = - (u—d~(u ;_fz)—f(@) fiir d € 0, 1);
1 fiir d > 1.

Beweis: Nach Bemerkung 11.5 handelt es sich um einen Spezialfall der Vertei-
lung verallgemeinerter Wiinschbarkeitsfunktionen aus Satz 10.1. Die Behauptung
ergibt sich durch Einsetzen von y = (I,¢1,t2,u),d = (0,1,1,0) und g = (1,1,1)
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11.3 Linearisierte Wiinschbarkeiten

in das dortige Ergebnis.

Entsprechend gilt fiir die Dichte der folgende

Satz 11.7 Fiir die Dichte einer solchen Wiinschbarkeit d unter den Vorausset-
zungen des Satzes 10.1 gilt:

'@<t%§@)+1—¢(i%ﬁﬁ) fiir d = 0;
tr4¢C+d4h_o—ﬂ@)+u_hw<u_¢@k¢g—ﬂ@)

o o o o

fd(x,e)(d) = .
fir d € (0,1);

\¢<Q%ﬁ@)—¢(ﬂ%ﬁ@) fiir d = 1.

Beweis: Ergibt sich wiederum durch Einsetzen in das Ergebnis fiir verallgemei-
nerte Wiinschbarkeiten in Satz 10.2.

O
Schlieflich sei auch der Erwartungswert noch angegeben:

Satz 11.8 Fiir den Erwartungswert einer solchen Wiinschbarkeit d gilt:

E(d(x,€)) = )02 (1) = Pra).or(th)
x),02 l z),02\l1
_'_ tl ]-—l |:f(x) + 0'2 g;ix; QEt)l) gpé(f Uit(l)):| [(I)f(x) (tl) q)f(x) (l)]
1

_|_

2 4 g2 Pt@), o2(t2) — Q)02 (1) B 2
lf( )+ D f(),02 () — (I)f(x 2<t2)] [s@)02 (1) = D@y 02 (£2)]

u — t2

Beweis: Wiederum durch Einsetzen in den entsprechenden Satz 10.3 fiir verall-
gemeinerte Wiinschbarkeiten.

OJ

Bemerkung 11.9 Durch die Approximation mit einfach linearisierten Wiinsch-
barkeiten wird die Ausschussquote der anzunédhernden Verteilung verindert, wenn
verstirkende Gewichte spezifiziert wurden! Dies ist unmittelbar klar, wenn man
sieht, dass die Ausschussquote lediglich vom Spezifikationsbereich abhéngt, dieser
jedoch im angefiihrten Falle geindert wird.

Um eine bessere Approximation an die spezifizierte Wiinschbarkeitsfunktion zu
erreichen und zugleich auch die Plateaubildung bei der intern genutzten Funktion
zu vermeiden, ist auch ein Ansatz mit einer etwas aufwindigeren Optimierung
moglich:
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11 Ergebnisse fiir Exponenten (3 # 1

Definition 11.10 (Zweifach linearisierte Wiinschbarkeitsfunktion) Gege-
ben sei zunédchst eine Wiinschbarkeitsfunktion (¢, 00, 4, 1) mit 5, # 1. Definiere
nun

(lu t7 o0, 5l7 1)2*lin = ((la y*u t7 OO), (07 d*7 17 1)7 (17 17 1))

Auf der rechten Seite steht dabei eine verallgemeinerte Derringer-Suich Wiinsch-
barkeit wie in Definition 5.19. Dabei sind y* und d* so gewahlt, dass gilt:

t
(y*ad*) 16st min / ((l7t7oo7ﬁl71) - (l7t7oovﬁla 1)2—lin))2d$'
!

(y*,d*)€[l,]x[0,1]

Fiir 5, = 1sei (I,t,00,1,1)9_43, := (I, t,00,1,1).

Sollwertprobleme vom Typ (I,t,u, 3, 3.) werden, wie im einfach linearisierten
Fall, zunéchst in zwei Teilprobleme zerlegt:

(I,t,00, 0, 1)(2) fiir v <t
(—u,—t,00,0,,1)(—x) firt < .

(l7t7u75l7ﬁr) = {

Definiere nun

l,t,OO,ﬁl,l —lin\T fIlI'[L'St,
(latauaﬁlaﬁr)Q—lin = ( )2 ( ) .

(—u, —t,00, B, 1)o_jin(—x) fiirt < z.
Um Fallunterscheidungen in den folgenden Beweisen soweit als moglich zu ver-
meiden, sei nochmal auf Lemma 5.13 verwiesen, welches aussagt, dass fiir ein

gegebenes Sollwertproblem (I, t, u, 3, 3,) oBdA davon ausgegangen werden kann,
dass 3 < 3, gilt.

Intern geht man also fiir ein Sollwertproblem (I, ¢, u, 81, 32) zu einer verallgemei-
nerten Derringer-Suich-Wiinschbarkeit des Typs

((l7 y*7 t? y**7 u)7 (07 d*7 17 d**7 O)? (17 17 17 1))

tiber, wobei (y*, d*) sowie (y**, d**) durch die Losungen der Optimierungen in der
Definition 11.10 fiir das Maximierungsproblem fiir den linken bzw. rechten Zweig
sind.

Auch fiir diesen Spezialfall sollen die Verteilung und einige abgeleitete Grofsen an-
gegeben werden. Die Beweise ergeben sich jeweils, wie in den Sétzen zur einfach
linearisierten Wiinschbarkeit, durch Einsetzen der entsprechenden Parameter in
die allgemeinen Formeln aus Kapitel 8. Sie werden hier nicht nochmal ausgefiihrt.
Ausformuliert werden diese Spezialfille hier lediglich, da sie in Simulationen be-
notigt werden, nicht aber der ganz allgemeine Fall.

Zunichst betrachtet man die Verteilung einer zweifach linearisierten Funktion.

98



11.3 Linearisierte Wiinschbarkeiten

Abbildung 11.4: Zweifach linearisierte Wiinschbarkeitsfunktion und zugehorige
spezifizierte Funktion

(-1,1,0,3,1) Wiinschbarkeit und zugehdérige optimale Approximation

1.0

Wiinschbarkeit

0.4

0.2

ZielgroBe

Satz 11.11 (Verteilung einer zweifach linearisierten Wiinschbarkeit) Ge-
geben sei eine verallgemeinerte Derringer-Suich-Wiinschbarkeit

d:= ((l7y17t7y27u)7 (O7d17 17d270)7 (17 17 17 1>)a

wie sie nach dem Optimierungsschritt in der obigen Definition entsteht mit oBdA
dy < dy. Dann gilt fiir die Verteilungsfunktion

(Y<l+ yl—l))+P(Y>u—%(u—y2)) fir 0 < d < dy;
P(Y<y1+d dl(t—yl))+P(Y>u—%(u—y2)) fir dy < d <dy;
P(Y<y1+ *dl(t—yl))+P(Y>y2—f:jﬁ(yg—t))furd2<d§1,
(

1+ (=D —f(z u—-L (u—y2)—f(z
o +a; W )f())+1_q)<M) fiir 0 < d < dj;

[ [

Fd(a:,s) (d) =

a=d1 4 0V f(x u— 4 (u—yo)—f(x
_ ® y1+1,d1(i y1)—f(x) +1-—@ M) furd1<d§d27
o y1-|—1 d1 (i y1)—f(@) +1— P y2_%(zf_t)_f(x)) fur d2 <d S 1.
\
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11 Ergebnisse fiir Exponenten (3 # 1

Beweis: Erfolgt durch Einsetzen in Satz 10.1.
OJ

Satz 11.12 (Dichte einer zweifach linearisierten Wiinschbarkeitsfunktion)
Gegeben sei eine zweifach linearisierte Wiinschbarkeitsfunktion d wie im vorher-
gehenden Satz 11.11. Dann ergibt sich die Dichte als

(& (H;@)) f1—o (ufi(:c)> fiir d = 0;
=t <y1+§lj;<ty1)f<x>) Ly, (u;;(uyz)ﬂx))
dio o doo o
Fawo(d) = EV <y1+‘f:2 (t—yl)—f(r)) gy <u—%(u—yz)—f(w))
—ap)o o 20 o
fir dy <d< dz,
d—dq d—do
. y+ i <ty1>f<x>> ot [ R =)~ f(2)
(lfdl)ng ( o + (1,d2)090 o
fiir dy < d < 1.

\

Beweis: Durch Einsetzen in die allgemeine Formel aus Satz 10.2.

Bleibt noch fiir den Erwartungswert der folgende

Satz 11.13 (Erwartungswert einer zweifach linearisierten Wiinschbarkeit)
Gegeben sei eine zweifach linearisierte Wiinschbarkeitsfunktion d wie im Satz
11.11. Dann ergibt sich fiir den Erwartungswert:

E(d(z, ) :ZZ: { <dj_1 iz dia lf@) L 2Pt W) = @f(x>,02(yj)) B yHD

Yj — Yj—1 Pt (2,02 (V) — Prayo2 (Y1

J=1

X (@ ()02 (U5) = Ppiay.on (Yj-1)] }

. dyy —d @ 1@)02 (Yh-1) — Pf(a),02 (Un)
+Z{ (dk L Geor = di {f(@ R OrIUS! F(),02 (Y +yk})
k=3

Yk — Yh—1 @t 2).02(Uk) = Pria),o2 (Y1)

X (@ ()02 (Uk) — P f(a)o2 (Y—1)] }

Beweis Wiederum durch Einsetzen in die allgemeine Formel aus Satz 10.3.
O
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11.4 Giite der Approximationen

Auf die Angabe der Verteilungseigenschaften fiir zweifach-linearisierte Wiinsch-
barkeiten vom (LB)-Typ wird hier verzichtet. Durch Einsetzen in die allgemeine
Form sind diese entsprechend leicht herzuleiten.

11.4 Giite der Approximationen

In diesem Abschnitt wird der Fehler untersucht, der durch die Approximation
der spezifizierten Wiinschbarkeiten erzeugt wird. Dazu wird fiir beide Arten der
Approximation fiir einen weiten Wertebereich von Exponenten (3; der optimale
Ergidnzungsknoten berechnet und der integrierte quadratische Abstand zwischen
spezifizierter (—1,1, 00, 3, 1) und approximiender Funktion ermittelt.

Die Approximation erfolgt numerisch mittels der R Standard-Routinen optimise
fiir die einfache Linearisierung und optim im zweifach linearisierten Fall.

Beide Optimerungs-Prozeduren erméglichen die Angabe von Grenzen fiir die zu
optimierenden Parameter.

11.4.1 Einfach linearisierte Wiinschbarkeit

In Abbildung 11.5 sind fiir einen weiten Bereich von mdglichen Gewichten die
integrierten quadratischen Abstinde zwischen bester einfach linearisierter Ap-
proximation und spezifizierter Wiinschbarkeit abgetragen. In der linken Hélfte
der Grafik finden sich die Werte fiir die Exponenten von 1/20,2/20,...,20/20,
und im rechten Teil fiir Exponenten 1.5,2,2.5,...,10.

Die Berechnung des integrierten Abstandes wurde in diesem Falle mittels der
R-Standard-Routine integrate durchgefiihrt.

Man kann in der Grafik gut erkennen, dass es jeweils besonders ungiinstige Be-
reiche der Gewichte fiir die Approximation gibt. Dies entspricht angesichts der
funktionalen Form der Approximation den Erwartungen. Der absolute Betrag der
Abweichung erscheint nicht so grof, dass man von der Verwendung der einfachen
Approximation abraten sollte.

Die numerische Optimierung der Zielfunktion zeigte keine Auffilligkeiten. Der
verwendete Algorithmus konvergierte stets. Auch das entspricht angesichts der
glatten Kurvenverldufe der beiden Funktionen der Erwartung.

11.4.2 Zweifach linearisierte Wiinschbarkeit

In Abbildung 11.6 wird die entsprechende Grafik fiir den doppelt linearisierten
Fall gezeigt. Es ist ein qualitativ dhnlicher Verlauf, wie im Falle der einfachen
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11 Ergebnisse fiir Exponenten (3 # 1

Abbildung 11.5: Optimaler integrierter quadratischer Abstand zwischen einfach
linearer Approximation und spezifizierter Wiinschbarkeit

Integrierter quadratischer Abstand zwischen einfach linearisierter und spezifizierter W (inschbarkeit
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| | | |
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0.05 0.3 0.55 1 35 6 8.5

Exponent

Linearisierung, zu erkennen. Die ungiinstigsten Falle liegen auch hier im Bereich
kleiner bis mittlerer Exponenten, sowohl fiir die Gewichte grofier als auch kleiner
Eins. Insgesamt sind die Fehler der zweifachen Linearisierung kleiner, was aber
auch allein schon dadurch begriindet ist, dass sie eine umfassendere Funktionen-
klasse, aber keine echte Obermenge, der einfachen Linearisierungen darstellt.

Bemerkung 11.14 Fiir den zweifach linearisierten Fall reichte die Verwendung
der R-Funktion integrate nicht mehr aus. Anscheinend, da die Zahl der Stiitz-
stellen eingeschrinkt ist, gelang es fiir extreme Exponenten nicht, ein eindeutiges
Optimum zu identifizieren. Es kam deshalb eine einfache, selbstimplementierte
Integrationsfunktion zum Einsatz, welche diesen Problemen Abhilfe schaffte. Als
Folge sind leider die absoluten Gréfsen der Abweichungen nicht ohne weiteres
vergleichbar.

Was diese Abweichungen fiir die Verteilungen der approximierenden Wiinschbar-
keiten bedeuten, ist im folgenden Abschnitt beschrieben.
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11.4 Giite der Approximationen

Abbildung 11.6: Optimaler integrierter quadrierter Abstand zwischen zweifach
linearer Approximation und spezifizierter Wiinschbarkeit
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11.4.3 Giite der Approximation der gesuchten Verteilung

In Abb. 11.7 sind die simulierte Verteilung einer (—1,0, 0o, 0.3, 1) Wiinschbarkeit
fiir f(z) = 0.6 und 0 = 2 zusammen mit den exakten Verteilungen der einfach
bzw. zweifach linearisierten Wiinschbarkeiten an der selben Stelle eingezeichnet.

Die Parameter sind so gew#hlt, dass sie im in den Abbildungen 11.5 und 11.6
erkennbaren, ungiinstigen Bereich liegen. Es wurde eine (—1,0, 00,0.3, 1) als Aus-
gangspunkt gewéhlt und dann die zugehorigen optimalen Approximationen be-
stimmt.

Wie zu erkennen ist, liegen insbesondere die zweifache Linearisierung und die aus
einer Simulation gewonnene Verteilung der spezifizierten Wiinschbarkeit bereits
sehr dicht beieinander. Es wird eine sehr gute Approximation der Verteilung der
Wiinschbarkeitswerte erreicht.

Insgesamt zeigt dieses Beispiel, wie gut insbesondere die zweifache Linearisie-
rung bereits eine Approximation der wahren Verteilung fiir Exponenten § # 1
ermoglicht.
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11 Ergebnisse fiir Exponenten (3 # 1

Abbildung 11.7: Simulierte Verteilung einer (—1,0, 00, 0.3, 1), dazu die Verteilun-
gen der einfach bzw. zweifach linear approximierten Wiinschbar-
keiten fiir f(z) = —0.6 und o = 2
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11.4.4 Bewertung der verschiedenen Approximationen

Die Simulationen dieses Abschnittes legen nahe, stets die zweifache Linearisierung
zu nutzen. Zwar ist die optimale Anpassung etwas aufwéndiger, da sie jedoch nur
einmal fiir jede spezifizierte Wiinschbarkeit durchgefiihrt werden muss, spielt das
keine entscheidende Rolle. Ein weiterer Aspekt, der die zweifache Linearisierung
angemessener erscheinen lisst, ist das Faktum, dass die Ausschussquoten von
spezifizierter und approximierender Funktion gleich sind, da der Spezifikations-
bereich nicht verédndert wird, was fiir die einfach linearisierte Approximation eben
nicht gilt.

Die einfache Linearisierung kann aber gut genutzt werden, um die Idee der Appro-
ximation in einer Anwendungssituation an einen Nichtstatistiker zu vermitteln.
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11.4 Giite der Approximationen

11.4.5 Mogliche Verbesserung des Verfahrens

Obwohl nach Meinung des Autors die vorgeschlagene Approximation, insbeson-
dere in der zweifach linearen Variante, ausreichend genau ist, kann es natiirlich
Situationen geben, in denen eine noch hohere Genauigkeit gefordert wird. Es
sollen zwei mogliche Auswege fiir diese Situationen aufgezeigt werden:

e Die einfachste Mdglichkeit ist die Erweiterung des Ansatzes auf n-fach linea-
re Approximationen. Dies wiirde bedeuten, analog zum Vorgehen in diesem
Kapitel, die am besten approximierende verallgemeinerte Wiinschbarkeit zu
einer vorgegebenen Anzahl von Ergénzungsknoten zu identifizieren. Dieses
Verfahren ist jedoch problematischer, als es zunéchst aussieht, da mit der
Anzahl der zu findenden Knoten die Dimension des Suchraumes ansteigt,
mit den bekannten Folgen fiir die involvierte numerische Optimierung. Es
sei daran erinnert, dass bereits bei der Schitzung der besten zweifach li-
nearisierten Approximation die in R implementierte Integrationsprozedur
nicht mehr ausreichend genau war.

e Ein anderer Ansatz erscheint aussichtsreicher, um mit vertretbarem Auf-
wand eine weiter verbesserte Approximation zu erreichen: man optimiert
direkt das Kriterium, mit dem spéter die Giite der Approximation gemes-
sen werden soll. Das Optimalitdtskriterum des integrierten, quadratischen
Abstandes konnte ersetzt werden durch den Kolmogorov-Smirnov Abstand
zwischen der durch die Approximation induzierten Verteilung und der si-
mulierten Verteilung der spezifizierten Wiinschbarkeit. Der Rechenaufwand
wire zwar grofer, aber nur fiir jede spezifizierte Wiinschbarkeit einmal
durchzufiihren.

Besonders der letzte Ansatz konnte vielversprechend sein. Die Idee, das Opti-
malitatskriterium zu ersetzen, kann auch fiir die Anwendung der Wiinschbarkei-
ten in der Praxis sehr interessant sein. Wie bereits friiher erwidhnt, konnte man
fiir Anwendungen mit Kontrollkarten beispielsweise genau die wichtigen Quan-
tile optimal approximieren. An dieser Stelle sind viele Spielarten der optimalen
Approximation denkbar, die dem jeweiligen Problem angemessen gew#hlt werden
konnen! Die Méglichkeiten der Anwendung von Wiinschbarkeiten werden dadurch
stark erweitert!
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12 Verteilung des
Wiinschbarkeitsindex

Leider sind die Verteilungen der Wiinschbarkeitsfunktionen nur Einzelaspekte in
der globalen Optimierung. Eigentlich interessant ist die Verteilung des Wiinsch-
barkeitsindex ¢(Y'), aufgefasst als Zufallsvariable. Fiir diesen sind jedoch, beson-
ders fiir den Fall des geometrischen Mittels, keine analytischen Aussagen der Art
moglich, wie sie fiir die Einzelwiinschbarkeiten hergeleitet wurden. Dies wire nur
moglich, wenn die Verteilungen der Einzelwiinschbarkeiten aus einer multiplikati-
onsstabilen Verteilungsklasse stammten, was jedoch nicht der Fall ist. Man bleibt
deshalb im Moment, um Aussagen iiber die Verteilung des Wiinschbarkeitsindex
zu gewinnen, auf Simulationen angewiesen.

Einige interessante Teilaussagen sind aber durchaus moglich. Diese werden in
den folgenden Abschnitten ausgefiihrt. Fiir die Giiltigkeit dieser Aussagen muss

die generelle Voraussetzung, dass die Einzelfehler ¢;,7 = 1,..., m paarweise un-
abhéngig sind, dahingehend verscharft werden, dass die einzelnen Zielgrofen
Y;,i =1,..., m paarweise unabhingig sein miissen.

12.1 Verteilung fiir den Maximin-Index

Bereits in Kapitel 5.4.1 wurde als ein Grund fiir die Beliebtheit des Maximin-
Index genannt, dass man Resultate fiir Ordnungsstatistiken nutzen kann, um
Resultate iiber die Verteilung des Index zu bekommen.

Wenn man die Zielgrofen als unabhéngig annimmt, kann mit Hilfe der Ergebnisse
iber Ordnungsstatistiken (z.B. in [JKB94]) die Verteilungsfunktion des Maximin-
Index an einer Stelle x angegeben werden. Die einzige Besonderheit, die noch
Beachtung erfordert, sind die Punktgewichte auf Null oder Eins.

Gegeben seien Zielgrofen Y; mit zugehorigen Wiinschbarkeiten d;, welche an der
Stelle x jeweils den Verteilungsfunktionen, evtl. approximiert, Fy, v,y = 1,...,m,
gehorcht. Dann gilt der folgende

Satz 12.1 (Verteilung des Maximin-Index in Abhingigkeit von z) Unter
den genannten Voraussetzungen berechnet sich die Wahrscheinlichkeitsfunktion
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12 Verteilung des Wiinschbarkeitsindex

des Maximin-Index ¢ an einer Stelle = zu:

m

P(qy)=0) = 1-]] (1 — P(d;(Y;) = O))),

1

P((Y)=1) = [[P(@)=1),

Pgv)<d) = 1=T] (1-P(a() <d|d() £{0,1})).

1

Beweis: Die Punktwahrscheinlichkeiten ergeben sich einfach durch die Multi-
plikationen entsprechender Punktwahrscheinlichkeiten der Einzelfunktionen. Fiir
die dritte Zeile gilt, dass die entsprechenden bedingten Zufallsvariablen stetig und
paarweise unabhéngig sind, mit einem Wertebereich in (0, 1). Damit erfiillen sie
die Voraussetzung, dass P(d;(Y;) = d;(Y;)) = 0 fiir alle Paare von Indizes i # j
gilt. Es kann also folgendes Ergebnis (z. B. [JKB94|, S.7) genutzt werden:

Satz 12.2 Wenn X, ..., X, stetige, paarweise unabhéngige Zufallsvariablen sind,
dann gilt fiir das Minimum X7:

P[X{gx]zl—ﬁ<1—P[Xi§x]).

1

Der Satz ist dort zwar fiir das Maximum aufgestellt, gilt aber natiirlich entspre-

chend auch fiir das Minimum.
O

12.2 Verteilung fiir das geometrische Mittel

Ein Teilaspekt der Verteilung von ¢(Y'), iiber den eine Aussage méglich ist, ist
die Ausschussquote.
12.2.1 Ausschussquote von ¢(Y)

Satz 12.3 Gegeben sei ein MCO-Problem, welches mit dem Wiinschbarkeitsver-
fahren von Derringer-Suich behandelt wird. Die Komponenten Y; seien paarweise
unabhéngig. Die Ausschussqoute fiir ein Produkt mit Einzelwiinschbarkeiten d;
zu einer gegebenen Faktoreinstellung = betragt

po(q(Y)) =1— ﬁ (1 — Do (dz-(Yi))>.
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12.2 Verteilung fiir das geometrische Mittel

Beweis:
pola) = Pg(¥) =0) = 1= [T (1= P(a:v) =0)) =1 =TT (1= po(@:(3D)).

O

maximin

Bemerkung 12.4 Die Ausschussquoten fiir den Maximin-Index ¢ und

fiir das geometrische Mittel ¢ sind natiirlich gleich. Denn:

qmTmI(Y) = 0 <= es gibt ein i : d;(Y;) = 0 <= ¢(Y) = 0.

12.2.2 Skalierfahigkeit des Wiinschbarkeitsindex

Eine der wichtigen Anforderungen an ein MCO-Verfahren war die Skalierbarkeit
des Verfahrens, also die Frage, wie das Verfahren mit einer steigenden Zahl von
Zielgrofen zurechtkommt.

Dazu wurden zunichst einige Simulationen durchgefiihrt, deren Ergebnisse in
Abbildung 12.1 zu sehen sind. Auf der x-Achse ist die Anzahl der Zielgrofen
abgetragen, auf der y-Achse jeweils der mittlere Wiinschbarkeitsindex aus einer
Stichprobe von 100 Messungen des Index.

Man erkennt, dass der mittlere Wiinschbarkeitsindex fiir den Fall mit geringerem
Rauschen, also kleinem o in etwa konstant zu bleiben scheint, auch fiir bis zu
100 Zielgroken. Fiir die untere Kurve, mit grofsem o, bleibt der mittlere Wiinsch-
barkeitsindex ebenfalls eine ganze Weile, bis ca. n=40 konstant, um dann plotz-
lich auf Null abzufallen. Zur Vereinfachung wurde fiir die Simulation angenom-
men, dass die Wiinschbarkeiten fiir alle Zielgréfsen unabhéngig identisch verteilt
sind und zwar mir der Verteilungsfunktion einer Wiinschbarkeit (—1,0,1,1,1) im
Punkte f(z) = 0 und angenommenen Standardabweichungen ¢ von 0.1 bzw. 0.6.

Die Erklirung fiir dieses Verhalten liefert folgende Uberlegung: Sei Fyyy die Ver-
teilung der Zufallsvariablen d;(Y;),i = 1,...,m, geméf der alle Komponenten
verteilt sind. Wie bei der Herleitung der Verteilungen der Wiinschbarkeiten in
Kapitel 8 gesehen, gilt fiir diese Verteilungen immer p, := P(d(Y) = 0) > 0, also
eine positive Ausschussquote fiir jede ZielgroRe. Definiere nun Z := [[" di(Y).
Dann gilt der

Satz 12.5 (Skalierfihigkeit des Wiinschbarkeitsindex) Unter den beschrie-
benen Voraussetzungen gilt, dass der Erwartungswert des Wiinschbarkeitsindex
nicht von der Anzahl der Zielgréfsen abhéngt!
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12 Verteilung des Wiinschbarkeitsindex

Abbildung 12.1: Simulierte Wiinschbarkeitsindizes in Abhangigkeit von der Zahl

der Zielgrofen

S 7 OOOOOOOODOOOOOOOOOOOOOOOO000OOOOOOOOOOOOOODOOOOOOOOOOOOOOoomooooocOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOODOOO
(o)
o
@ _|
x o
[0
el
£
iZ]
‘©
x
<
8
< < |
§ © x XX X x X
: X XXXxX X
§ x XXy x xX XXX, X XXX (X x X X
— x x X Xy x X X X
k3] X XX X x X
2 X X X
S o« x X
g 3 x
o
Q
Qo
o
<
= o
o
2 - x X XX XXX X XX XXX XXXXXXXXXKXXXXXXXXXXXXKXXXXXXXXX
T T T T T T
0 20 40 60 80 100

Anzahl der ZielgréBen

Beweis: Es gilt namlich

E(Z) = P(d;(Y;) > 0fiir allei) - E (ﬁ d;(Y;) ‘ d;(Y;) > 0 fiir alle z)

= (1=P@M) =0))" E(av) | div) >0)".
Damit gilt aber auch, dass

B2 = [0 P =0)" B(av) | d(v) >0)"]
= (1= P(@(v) =0)) - B(d(v3) | ds(¥1) > 0)

unabhéngig von m ist.

3|

0

Das Verfahren skaliert im Erwartungswert also perfekt, wenn man identische

Verteilungsfunktionen fiir die Komponenten unterstellt!
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12.2 Verteilung fiir das geometrische Mittel

Fiir realisierte Stichproben ergibt sich interessanterweise ein anderes Bild: Bei
der Beobachtung von Stichproben kommt der Term (1 — py)™ zum Tragen. Fiir
jede Stichprobe gilt, dass

PAY)=0)=P (ﬁ di(Y;) = 0) =1—(1=po(dr))” ™1

Dieses Verhalten erinnert stark an die Berechnung von Lauflingen von Kontroll-
karten.

Fiir die Praxis bedeutet dies, dass immer dann, wenn die Ausschussquote pg klein
ist gegeniiber der Anzahl der Zielgrofen, das Verfahren hervorragend skaliert.
Andererseits gibt es aber praktische Schwierigkeiten, wenn die Ausschussquote
so grof wird, dass mit dem Auftreten von Ausschuss gerechnet werden muss.

Diese Beobachtung impliziert, dass fiir den verbesserten Wiinschbarkeitsindex
eine Skala wie die von Harrington in Kapitel 5.2 sinnvoll sein kann.

Es lasst sich sogar eine dhnliche Aussage fiir nicht identisch verteilte Kompo-
nenten treffen, wenn man nur Komponenten betrachtet, fiir die gilt, dass die
Ausschussquote als Null angenommen werden kann, also py ~ 0.

Nutzt man die beiden folgenden Grenzwertsétze, so kann man eine schone Aus-
sage liber den Wiinschbarkeitsindex treffen.

Satz 12.6 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen) Seien Xj, X,,... unabhén-
gige Zufallsvariablen mit endlichen Erwartungswerten. Falls

= Var(X;
$= Var(s)

< o0
72

i=1
erfiillt ist, dann gilt:
]' = a.s
lim — X, — EX;) = 0.
i 5 2 (X~ BX)

Beweis: Siehe z.B. [Sha99] S. 46 .
U

Satz 12.7 Seien X, Xy, ... reellwertige Zufallszahlen und sei g eine stetige Funk-
tion, dann gilt:
X, £% X dann folgt g(X,,) == g(X).

Beweis: Siehe z.B. in allgemeiner Formulierung [Sha99| S. 42.

Dann gilt fiir den Wiinschbarkeitsindex der folgende
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12 Verteilung des Wiinschbarkeitsindex

Satz 12.8 (Wiinschbarkeit skaliert mit n) Seien d;(Y;),7i = 1,2..., Wiinsch-
barkeitsfunktionen als Zufallsvariablen aufgefasst, die die Regularititsbedingun-
gen
po(di(Y;)) =0 und E(logd;(Y;)) < oo fiir alle i und
i Var(log d;(Y;))

Z’Z

< 00

erfiillen. Dann gilt:

E(g.) = E [Hdi(Yi)
£ 3 log (YY)
= Ele 1
13 Blogdi(v)| £ E(logd(v)))
?oo Efe ! =e )

Beweis: Die Variablen logd;(Y;) nehmen die Rolle der X; im Satz 12.6 ein.
Die Einschrankung py(d;(Y;)) = 0 ist notwendig, um die Wohldefiniertheit von
log d;(Y;) zu garantieren. Mit den Regularititsbedingungen folgt dann die Be-
hauptung.

OJ

Bemerkung 12.9 Die Regularititsbedingungen sind fiir die praktische Anwen-
dung gerechtfertigte Annahmen. Die Einschriankung po(d;(Y;)) = 0 widerspricht
zwar zundchst einmal den Erkenntnissen iiber die Verteilungen der Wiinschbar-
keiten, denn unter den Generalvoraussetzungen, insbesondere der Annahme der
Normalverteilung der Fehler, gilt fiir jede Wiinschbarkeit po(d;(Y;)) > 0. Aller-
dings erhofft man sich in der Anwendung in der Ndhe des Optimums z,,, kleine
Ausschussquoten po(d;(Y;)) ~ 0. Ahnliches gilt auch fiir die anderen Regularitiits-
bedingungen. Sofern in der Ndhe der Null keine bzw. kaum Wahrscheinlichkeits-
masse liegt, also ein 6 > 0 mit P(d;(Y;) < 0) =~ 0 existiert, sind die Bedingungen
fiir Erwartungswert und Varianz automatisch erfiillt. Fiir diese Fille kann man
folgern, dass sich die Gesamtwiinschbarkeit in der Grofenordnung einer mittleren
Einzelwiinschbarkeit bewegt.

Fiir die Wiinschbarkeitsverfahren ist dies ein hervorragendes Ergebnis. Unabhén-
gig von der Zahl der Zielgrofen ist bei Anwendung der realistischen Wiinsch-
barkeitsfunktionen die Nutzung dieses Verfahrens moglich! Damit hebt es sich
insbesondere von den grafischen Verfahren positiv ab.

112



13 Fazit und Ausblick

Es wurde gezeigt, dass die klassische Anwendung der Wiinschbarkeiten in der
Praxis einige Probleme mit sich bringt. Insbesondere liefern sie keinen Hinweis
auf die Giite der vorgeschlagenen Losungen, da die Informationen iiber die Gro-
e des Fehlers nach dem Modellierungsschritt nicht weiter genutzt werden. Ein
weiterer Fehler des klassischen Verfahrens ist, dass implizit eine vereinfachte Opti-
mierungsaufgabe gelost wird. Aus dieser Vereinfachung folgt natiirlich auch, dass
die Losungen, die man erhélt, nicht identisch sind mit denen der eigentlichen Op-
timierungsaufgabe. Durch eine Simulationsstudie wurde nachgewiesen, dass die
Auswirkungen dieser Vereinfachung in der Praxis nicht zu vernachléssigen ist.

In der vorliegenden Arbeit ist es dann gelungen, die Notwendigkeit fiir die Losung
eines vereinfachten Problems zu beseitigen. Dazu wurden die Verteilungen fiir
Derringer-Suich Wiinschbarkeitsfunktionen fiir lineare Gewichtung (5, 3, = 1)
analytisch hergeleitet. Mit Hilfe dieser exakten Verteilungen war es nun moglich,
die idealisierten Wiinschbarkeiten durch realistische Wiinschbarkeiten zu erset-
zen, bei denen der Erwartungswert der Wiinschbarkeit zu einer Faktoreinstellung
x als mafgebliche Grofe genutzt wird, nicht mehr nur der aus den geschétzten Mo-
dellen f abgeleitete Wert. Der Erwartungswert wurde hier genutzt, um maglichst
analog zum klassischen Verfahren vorzugehen. Durch das Vorliegen der exakten
Verteilungen sind aber auch Wiinschbarkeiten, welche durch andere Kenngréfen
der Verteilung definiert werden, moglich geworden.

Nachdem in einer Simulationsstudie nachgewiesen wurde, dass durch die reali-
stischen Wiinschbarkeiten auch fiir die Praxis Verbesserungen zu erwarten sind,
wurde das Problem der nicht linear gewichteten Wiinschbarkeiten (5, 5, # 0)
angegangen. Durch die Approximation der nicht-linearen Derringer-Suich Funk-
tionen durch lineare verallgemeinerte Derringer-Suich Funktionen ist es gelungen,
den nichtlinearen Fall auf einen etwas komplizierteren linearen Fall zuriickzufiih-
ren und fiir diesen ebenfalls die exakte Verteilungsfunktion anzugeben.

Einen analytischen Ausdruck fiir den Wiinschbarkeitsindex herzuleiten, ist nicht
gelungen. Allerdings ist es auch nicht zu erwarten, dass dieses unter der An-
nahme normalverteilter Fehler iiberhaupt mdglich ist. In diesem Bereich ist man
folglich weiter auf Simulationen angewiesen. Diese Simulationen sind aber durch
die Herleitung der Verteilungen der Einzelwiinschbarkeiten erheblich schneller
und zuverldssiger moglich als zuvor. Das wichtigste Ergebnis fiir den Index ist,
dass das Wiinschbarkeitsverfahren von Derringer-Suich unter Verwendung der
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13 Fazit und Ausblick

realistischen Wiinschbarkeiten hervorragend mit einer wachsenden Anzahl von
Kriterien skaliert.

Durch den Ubergang zu den realistischen Wiinschbarkeiten wurden somit mehre-
re Probleme der Anwendung der idealisierten Wiinschbarkeiten abgemildert oder
behoben. Wiinschbarkeitsbasierte Verfahren zur Losung von MCO-Problemen
konnten so ihre Position gegeniiber anderen Verfahren in diesem Bereich weiter
verbessern!

Ausblick

Durch den Ubergang zu einer Betrachtungsweise, die den unvermeidlichen Fehler
in Messung und Modellierung beriicksichtigt, kommt man von einem Problem
der Anordnung deterministischer Gréfen zu einem Problem der Anordnung von
Zufallsvariablen bzw. Verteilungsfunktionen.

Dort schliefst sich ein Kreis: Das Ordnen von Zufallsvariablen ist ebenfalls wieder
ein MCO-Problem! Der zentrale Begriff ist die stochastische Dominanz, die jedoch
nicht zu einer vollstindigen Ordnung auf dem Raum der Verteilungsfunktionen
fiihrt. Es lasst sich keine eindeutige Mafzahl angeben, die die stochastische Domi-
nanz der moglichen Verteilungsfunktionen abbildet. Fiir die Praxis bedeutet dies,
dass sich Anwender und Statistiker schon im Vorfeld auf eine zusammenfassende
Grofe einigen miissen.

Oft wird vorgeschlagen, sich konsequent auf die Ausschussquote py zu konzentrie-
ren und diese zu optimieren. Dem muss widersprochen werden, da leicht Anwen-
dungen vorstellbar sind, bei denen eine (relativ) hohe Ausschussquote, gepaart
mit einem hohen Erwartungswert fiir die Qualitdt der gelungenen Produkte den
Zielen des Anwenders niher kommt, als eine niedrige Ausschussquote gepaart mit
einem niedrigen Erwartungswert. In der Regel wird man sich auf einen Kompro-
miss zwischen diesen beiden Grofen einigen und diesen neuen Index optimieren.

Wie erwihnt, ist es fiir den nichtlinearen Fall nétig, sich auf Approximationen
zu stiitzen. Diese Approximationen wurden hier iiber den integrierten, quadra-
tischen Abstand durchgefiihrt. An dieser Stelle bestiinde aber fiir eine konkrete
Anwendung die Moglichkeit, die Optimierung der Approximation genau iiber eine
fiir den Spezialfall wichtige Eigenschaft der Verteilung durchzufiihren. Denkbar
ist etwa die Approximation bestimmter Quantile fiir den Einsatz bei Kontroll-
karten. Da die Verteilungen nun exakt bekannt sind, besteht die Hoffnung, die
Leistungsfahigkeit wiinschbarkeitsbasierter Kontrollkarten stark zu verbessern.

Die wichtigste Aufgabe, die in weiterer Forschung angegangen werden miisste, ist
die Untersuchung der Moglichkeiten, Unsicherheitsbereiche fiir z,,, anzugeben. Es
ist im Moment aber nicht absehbar, wie auf analytischem Wege dort Fortschritte
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erzielt werden konnten. Das grofe Problem liegt darin, dass der nicht vermeid-
bare, numerische Optimierungsschritt nicht in seinen statistischen Eigenschaften
erfasst werden kann. Im Moment bleibt hier nur der Weg iiber Simulationen. Es
ist zu befiirchten, dass fiir Fortschritte in diesem Bereich zunéchst Durchbriiche
in der Kalibrationstheorie nétig sind.
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14 Symbol- und
Abkilirzungsverzeichnis

>> dominiert
(LB) Optimierungsproblem des Typs ,the larger the better”
LSL lower specification limit, untere Spezifikationsgrenze

MCO Multi-Criteria Optimisation
oBdA ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
ord(d)  Grad eines Polynomes

() Dichtefunktion der Standardnormalverteilung
¢,.02(-)  Dichtefunktion der N(u,o?)-Verteilung

() Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
®,,2(-) Verteilungsfunktion der N(u, o?)-Verteilung

P(-) Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses

Q) Wiinschbarkeitsindex

(TV) Optimierungsproblem vom Sollwerttyp

USL upper specification limit, obere Spezifikationsgrenze
X ~ F X ist verteilt gemél F
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