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Einleitung

Die Modellierung und die Simulation von Kontaktproblemen sind von zen-
traler Bedeutung fiir das Verstédndnis vieler Ingenieur-technischer Prozesse
und fiir die Entwicklung neuer Produktionsverfahren.

Im Allgemeinen versteht man unter Kontakt die Beriihrung zweier (oder
mehrerer) elastischer bzw. inelastischer Korper in einem Kontaktbereich.
Aus strukturmechanischer Sicht verursacht der Kontakt in der Regel De-
formationen der beteiligten Korper, die wiederum Reaktionskréfte im Kon-
taktbereich hervorrufen. Ein Kontaktproblem besteht in diesem Fall in der
Erfassung der Kontaktzone, der Deformationen oder der auftretenden Re-
aktionskrifte. Dariiber hinaus konnen weitere kontaktspezifische Aspekte
innerhalb eines Kontaktproblems von Interesse sein.

v
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Abb. 1: Bandschleifmaschine mit zwei Kontaktscheiben, Industrieroboter mit Sanitérar-
matur (oben), vergréflerter Ausschnitt mit Sanitdrarmatur und Kontaktscheibe (unten).

Ein Beispiel aus der Fertigungstechnik

Ingenieur-technische sowie fiir die Industrie relevante Kontaktprobleme sind
insbesondere in der Fertigungstechnik zu finden. Hier ist die Betrachtung
von Kontaktproblemen entscheidend fiir die Gestaltung von Fertigungsver-
fahren. Dies gilt speziell fiir Fertigungsverfahren aus dem Bereich Umformen
(z.B. Schmieden, Walzen oder Tiefziehen), Trennen (z.B. Schleifen, Frisen
oder Hobeln) oder Beschichten, da hier vor allem der Kontakt des Werkzeugs
bzw. des Wirkmediums mit dem Werkstiick die gewiinschte Geometrieande-
rung des Werkstiicks bewirkt.!

Als ein repréasentatives Beispiel sei an dieser Stelle das Schleifen und speziell
das Industrieroboter-gestiitzte Bandschleifen genannt. Schleifen ist ein ab-
tragendes Fertigungsverfahren zur Bearbeitung von Oberflichen. Wichtige
Einsatzbereiche sind das Gléitten und die Feinbearbeitung (z.B. Profilschlei-
fen) von gehiirteten, insbesondere freigeformten Flichen.

Lygl. DIN 8580, [43]
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In vielen Industriebranchen, wie z.B. in der Sanitdrarmaturindustrie oder
im Dampf- und Gasturbinenbau, werden vor allem Bandschleifmaschinen
zur Oberflichenbearbeitung eingesetzt.

Bandschleifen ist ein Fertigungsverfahren mit einem vielschneidigen Werk-
zeug aus Schleifkdrnern, die auf einem Schleifband als Unterlage aufgebracht
sind, das mindestens zwei rotierende Rollen uml&uft und durch eine dieser
Rollen (Kontaktscheibe), ein anderes Stiitzelement oder auch ohne Stiitz-
element an das zu schleifende Werkstiick angepresst wird. Die geometrisch
unbestimmten Schneiden trennen mit hoher Geschwindigkeit den Werkstoff
vom Werkstiick ab.? Durch die Verwendung von Kontaktscheibenbeligen
aus einem Gummi-elastischen Material kénnen auch komplizierte freige-
formte Oberflichengeometrien bearbeitet werden.

In der industriellen Fertigung werden Schleifvorginge an Bandschleifma-
schinen entweder manuell von einem Anlagebediener, der vor allem durch
seine praktischen Erfahrungen geleitet wird, oder, dies betrifft inbesonde-
re Branchen mit grofien Losgréfien, wie etwa die Sanitdrarmaturindustrie,
durch Industrieroboter vollzogen.

Beim Industrieroboter-gestiitzten Bandschleifen fithrt ein Roboterarm ein
Werkstiick gegen das Schleifband. Fiir diese Form der Schleifbearbeitung ist
im Vornherein eine genaue Planung der vom Industrieroboter abzufahrenden
Bahn bzw. Positionen zu erstellen, so dass ein moglichst optimales Bearbei-
tungsergebnis erzielt werden kann. Derartige Bahnplanungen erfordern im
hohen Mafle genaue Kenntnisse iiber die Kontaktverhéltnisse, die aus dem
Kontakt von Werkstiick und Schleifband bzw. Kontaktscheibe resultieren.
Maf3geblich sind hier vor allem die Kontaktkréifte und die Kontaktzone, mit
deren Kenntnis der Abtrag am Werkstiick bestimmt werden kann, um so
den Vorschub sowie die Andruckkraft des Roboterarms entlang der Schleif-
bahn zu regulieren. Die hinreichend genaue Bestimmung der Kontaktkrafte
und der Kontaktzone erfordert im Allgemeinen die Anwendung simulativer,
rechnergestiitzter Verfahren und kann erst mit Hilfe effizienter numerischer
Methoden befriedigend durchgefiithrt werden.

Modellierung
Die Entwicklung von effizienten numerischen Methoden zur Simulation von

Kontaktproblemen, wie dem oben beschriebenen Problem aus der Ferti-
gungstechnik, ist ein wichtiger Forschungsbereich der angewandten Mathe-

2vgl. DIN 8589, [44]
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matik.

Ausgangspunkt ist stets die Beschreibung des Problems in Form eines ma-
thematischen Modells. Je nach Beschaffenheit des realen Problems, das z.B.
durch Materialeigenschaften, Auftreten dynamischer Effekte usw. gekenn-
zeichnet ist, stehen unterschiedliche vor allem mechanisch/physikalisch mo-
tivierte Zugéinge zur Verfiigung.

Im Fall des oben beschriebenen Kontaktproblems des Industrieroboter-ge-
stiitzten Bandschleifens ist die Modellierung iiber einen Energieminimie-
rungsansatz angemessen, dem ein linear-elastisches Materialgesetz zugrun-
de liegt. Hierdurch ist schliefflich ein elliptisches Minimierungsproblem zu
betrachten, dessen Losung zum Beispiel die zu ermittelnde Deformation der
elastischen Korper beschreibt.? Die Einarbeitung von geometrischen Kon-
taktbedingungen, vor allem das Verhindern des gegenseitigen Eindringens
der in Kontakt befindlichen Koérper, wird durch die Angabe einer geeigne-
ten Restriktionsmenge modelliert. Reibungsnebenbedingungen, wie sie bei
vielen Kontaktproblemen und insbesondere beim Industrieroboter-gestiitz-
ten Bandschleifen zu beriicksichtigen sind, werden durch eine entsprechende
Modifizierung des Zielfunktionals formuliert. Die Betrachtung von sowohl
reibungsfreien Kontaktproblemen als auch von Kontaktproblemen mit Rei-
bung macht eine Unterscheidung der zugrunde liegenden elliptischen Mini-
mierungsprobleme in elliptische Minimierungsprobleme erster und zweiter
Art sinnvoll.

Ein zu Minimierungsproblemen dquivalenter Modellierungsansatz besteht in
der Betrachtung von Kriftebilanzen, die in Form von partiellen Differential-
gleichungssystemen dargestellt werden kénnen. Wahrend die Formulierung
von Kriftebilanzen von Ingenieur-technischer Seite im Allgemeinen bevor-
zugt wird, da diese fiir die mechanische Interpretation der darin enthaltenen
Groflen zuginglicher sind, ist der Zugang iiber Minimierungsprobleme vor
allem fiir mathematische Fragestellungen interessant. So konnen recht allge-
mein Fragen nach Existenz und Eindeutigkeit von Losungen mit Hilfe von
Aussagen der Konvexen Analysis gekldrt werden. Zudem erlangt man iiber
die Betrachtung von notwendigen und hinreichenden Bedingungen weitere
Formulierungsansétze in Form von Variationsgleichungen bzw. Variations-
ungleichungen. Schliefllich erhélt man unmittelbar aufgrund des Minimie-
rungszugangs eine vierte Darstellungsform des Kontaktproblems in Form
von variationellen Sattelpunktformulierungen. Hier werden die Kontaktne-
benbedingungen durch Hinzufiigen von Lagrangeschen Multiplikatoren er-
fasst, die wiederum als Kontaktkrifte physikalisch interpretierbar sind.

3vgl. [45], [69]
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H#ufig konnen bestimmte Eigenschaften von komplizierten Problemen oder
von deren Modellierungen bereits an wesentlich einfacheren Problemen stu-
diert werden. Diese Probleme heiflen Modellprobleme und sind ein wichtiger
Bestandteil mathematischer Untersuchungen.

Fehlerkontrollierte adaptive
Finite-Elemente-Methoden

Die variationelle Formulierung erméglicht einen direkten Zugang zu effizien-
ten numerischen Diskretisierungsverfahren zur approximativen Bestimmung
der im Kontaktproblem geforderten Grolen. Das in diesem Zusammenhang
populdrste Diskretisierungsverfahren ist die Finite-Elemente-Methode, die
sich vor allem durch eine hohe Flexibilitéit im Umgang mit unterschiedlichen
geometrischen Bedingungen und durch ein hohes Maf3 an problembezogener
Variabilitéit gegeniiber anderen Verfahren wie z.B. der Differenzenmethode
auszeichnet.

Abb. 2: Finite-Elemente-Gitter von einem Teil des Kontaktscheibenbelags, Gitter mit
lokalen Verfeinerungen.

Die Finite-Elemente-Methode basiert auf einer Gitter-artigen Zerlegung des
Rechengebiets, das im Wesentlichen durch die in Kontakt befindlichen Kor-
per bestimmt wird, in einfache geometrische Objekte (z.B. Vierecke, Drei-
ecke, Hexaeder, ...) und auf der Festlegung eines darauf erklérten Diskretisie-
rungsansatzes in Form stiickweise definierter Funktionen, deren Einschran-
kung auf ein solches geometrisches Objekt in einem endlichdimensionalen
(lokalen) Polynomraum liegt.

Im Fall elliptischer Minimierungsprobleme ohne Kontaktbedingungen fiihrt
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die Finite-Elemente-Methode stets auf lineare Gleichungssysteme, im Kon-
taktfall auf quadratische Minimierungsprobleme mit linearen oder nichtli-
nearen Nebenbedingungen bzw. auf Sattelpunktprobleme im R™. In jedem
Fall sind effiziente Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme bzw. Op-
timierungsverfahren anzuwenden.

Zur Steigerung der Approximationsgenauigkeit kann entweder die Maschen-
weite, definiert als der Durchmesser des gréfiten Gitterelements, verkleinert
oder der Polynomansatz erhoht werden. Im ersten Fall spricht man von
h-Methoden, im zweiten von p-Methoden. Werden sowohl die Maschenwei-
te verkleinert als auch der Polynomansatz erhoht, erhélt man sogenannte
hp-Methoden. Fiir alle drei Zugéinge konnen je nach Problemtyp globale
oder aber auch lokale Modifikationen des Diskretisierungsansatzes zu Ap-
proximationsverbesserungen fithren. Insbesondere sind lokale Anderungen
zweckméfig, wenn hiermit etwa lokale Spitzen des Diskretisierungsfehlers
beseitigt werden kénnen.

Die Maschenweite kann zum Beispiel durch Zerlegen der Gitterelemente
reduziert werden. Werden alle Gitterelemente zerlegt, spricht man von ei-
ner globalen Verfeinerung. Hingegen ist die Verfeinerung nur lokal, wenn
nur Gitterelemente bestimmter Bereiche zerlegt werden (vgl. Abbildung 2,
rechts). In analoger Weise kénnen die Begriffe lokale und globale Polynom-
graderhchungen definiert werden.

Zentral fiir die Beurteilung und somit fiir Einsatzmdoglichkeiten von Néhe-
rungsverfahren wie die Finite-Elemente-Methode sind Untersuchungen be-
ziiglich der Approximationsgiite, die unter dem Begriff Fehlerkontrolle zu-
sammengefasst werden kdnnen.

Die Approximationsgiite der durch die Finite-Elemente-Methode gewonne-
nen N#herungslosungen ist im besonderen Mafle abhiingig von der Regu-
laritdt der Losung des kontinuierlichen Ausgangsproblems. Die Regularitit
wird wiederum wesentlich durch die Beschaffenheit des kontinuierlichen Pro-
blems, wie etwa durch Geometrieverhiltnisse (z.B. einspringende Ecken im
Rechengebiet) oder durch Kontaktbedingungen, beeinflusst.

Sind Informationen iiber die Regularitét der kontinuierlichen Lésung bzw.
iiber weitere Problemeigenschaften bekannt, kann fiir viele Problemklassen
die Approximationsgiite bzw. das Konvergenzverhalten in Form von Kon-
vergenzordnungen qualitativ beschrieben werden. Diese werden in der Regel
abhéingig von der Maschenweite und des verwendeten Polynomgrads ange-
geben. Zudem koénnen hiufig MaBinahmen in Form lokaler Verfeinerungen
oder lokaler Polynomgraderh6hungen aufgezeigt werden, die eine Konver-
genz verbessernde Wirkung haben.
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Eine weitere Form der Fehlerkontrolle, die in der Regel ohne Regularitéts-
informationen tiber die kontinuierliche Losung auskommt, ist die sogenann-
te a-posteriori Fehlerkontrolle. Im Unterschied zur oben beschriebenen a-
priori Fehlerkontrolle wird der Diskretisierungsfehler durch eine im Prinzip
berechenbare obere Schranke, durch einen sogenannten Fehlerschétzer, ab-
geschiitzt. Insbesondere geht in die Berechnung dieser Schranke die Néhe-
rungslosung ein. Ein wesentlicher Vorteil dieses Ansatzes ist, dass der Dis-
kretisierungsfehler tatséichlich quantitativ bestimmt werden kann. Sind zu-
dem noch Riickschliisse auf lokale Fehlerverteilungen moglich, kann die a-
posteriori Fehlerkontrolle fiir Konvergenz-verbessernde Mafinahmen genutzt
werden. Die hierbei angewandte Strategie besteht darin, in Bereichen hoher
lokaler Fehleranteile entweder die Maschenweite durch lokale Verfeinerun-
gen zu verkleinern oder den lokalen Polynomgrad zu erhthen. Auf dem so
gewonnenen neuen Diskretisierungsansatz kann anschlieBend wiederum mit-
tels Fehlerkontrolle die lokale Fehlerverteilung geschétzt werden, und erneut
lokale Verfeinerungen oder Polynomgraderh6hungen vorgenommen werden.
Verfahren, die Adaptierungsstrategien diesen Typs beinhalten, werden iibli-
cherweise h- oder hp-adaptive Verfahren genannt. Diese sind wichtige Be-
standteile moderner Finite-Elemente-Verfahren.

Problemstellung und Ziele

Das Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, Modellierungen von Kon-
taktproblemen anzugeben, diese in den Kontext der Minimierungs- und Va-
riationsprobleme einzuordnen, einen Uberblick beziiglich Finite-Elemente-
Diskretisierungen insbesondere vom Typ der h-, p- und hp-Methode inklusi-
ve der zugehorigen a-priori Fehleranalyse zu geben und schliellich Moglich-
keiten zur a-posteriori Fehlerkontrolle und ihre Anwendbarkeit im Bereich
der h- und hp-Adaptivitéit zu beschreiben. Die Untersuchungen konzentrie-
ren sich hierbei im Wesentlichen auf Probleme fiir reibungsfreien sowie rei-
bungsbehafteten einseitigen Kontakt, deren Modellierungen in Form soge-
nannter Signorini-Probleme mit und ohne Reibungsnebenbedingungen dar-
stellbar sind und auf der linearen Elastizitédtstheorie beruhen. Dieser Pro-
blemtyp entspricht den Anforderungen des oben beschriebenen Kontaktpro-
blems bei der Bahnplanung des Industrieroboter-gestiitzten Bandschleifens.
Dieses spezielle fertigungstechnische Kontaktproblem dient deshalb exem-
plarisch als Anwendungsbereich fiir die gewonnenen Resultate. Viele Phéino-
mene konnen jedoch schon an einfachen Modellproblemen studiert werden.
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Deshalb werden den Betrachtungen beziiglich des linear-elastischen Kontak-
problems Untersuchungen an vereinfachten Signorini-Problemen bzw. ideali-
sierten Reibungsproblemen vorangestellt. Dariiber hinaus wird die Ubertra-
gung der Resultate auch auf andere Modellprobleme wie dem Hindernispro-
blem, dem Torsionsproblem oder dem Bingham-Fluid-Problem diskutiert.
Ein wichtiger Untersuchungsschwerpunkt ist stets die Kontrolle der theore-
tischen Resultate mit Hilfe numerischer Experimente.

Der zentrale Ansatzpunkt ist die Modellierung der hier untersuchten Kon-
taktprobleme als konvexe Minimierungsprobleme und insbesondere als el-
liptische Minimierungsprobleme erster und zweiter Art. Untersuchungen
beziiglich der Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen von Minimierungs-
problemen dieses Typs werden typischerweise der Konvexen Analysis zuge-
ordnet. In Kapitel I werden aus diesem Grund die wesentlichen Verallge-
meinerungen von Kontaktproblemen aus Sicht der Konvexen Analysis for-
muliert und ein kurzer Uberblick iiber die im Zusammenhang von Kontakt-
problemen entscheidenden existenztheoretischen Aussagen gegeben. Hieraus
werden insbesondere die variationellen Formulierungen der Kontaktproble-
me als Variationsgleichungen bzw -ungleichungen und als variationelle Sat-
telpunktprobleme gewonnen. Abschlieflend wird der funktionalanalytische
Zusammenhang dieser Formulierungen zu Modellierungen iiber Kréftebi-
lanzgleichungen mit Hilfe einer verallgemeinerten Greenschen Formel her-
gestellt. Als Ergebnis gewinnt man Systeme von Operatorgleichungen, die
im Wesentlichen Systemen von partiellen Differential(un-)gleichungen ent-
sprechen.

Kapitel II enthilt die in dieser Arbeit zu untersuchenden linear-elastischen
Modellierungen von reibungsfreien sowie reibungsbehafteten Kontaktpro-
blemen, wobei der reibungsbehaftete Fall auf dem Coulombsche Reibungs-
gesetz basiert. Insbesondere wird zwischen reibungsfreien Kontakproblemen,
Kontaktproblemen mit vorgegebener Normalspannung und reibungsbehaf-
teten Kontaktproblemen unterschieden. Im ersten Fall werden nur die geo-
metrisch bedingten Nebenbedingungen beriicksichtigt, das Kontaktproblem
kann als elliptisches Minimierungsproblem erster Art modelliert werden. Im
zweiten Fall werden Reibungsbedingungen, im dritten Fall sowohl geome-
trische Kontaktbedingungen als auch Reibungsbedingungen eingearbeitet.
In diesen Féllen wird die Modellierung iiber ein elliptisches Minimierungs-
problem zweiter Art angegeben.

Zudem werden in diesem Kapitel die dazugehérenden Modellprobleme vom
Signorini-Typ und des idealisierten Reibungsproblems sowie weitere ver-



EINLEITUNG xiii

wandte Modellprobleme aufgefiihrt.

Das Ziel dieses Kapitels besteht vornehmlich in der Anwendung der in Ka-
pitel T erzielten Resultate in Bezug auf Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen und auf die Darstellbarkeit in Form variationeller Formulierun-
gen. Insbesondere kénnen die in Kapitel I formulierten Operatorgleichun-
gen zu den in der ingenieurwissenschaftlichen Literatur bekannten Systemen
von partiellen Differentialgleichungen konkretisiert werden. Sowohl fiir die
linear-elastischen Modellierungen als auch fiir Modellprobleme werden die
so gewonnenen Differentialgleichungssysteme fiir physikalisch/mechanische
Interpretationen genutzt, um die Angemessenheit der verwendeten Modelle
zu priifen.

Ferner wird das einleitend dargestellte Problem zur Erfassung des Kon-
taktbereichs und der Kontaktkrifte beim Industrieroboter-gestiitzten Band-
schleifen als fertigungstechnische Anwendung von Kontaktproblemen be-
schrieben. Dariiber hinaus wird eine dreidimensionale Beispielkonfiguration
hiervon vorgestellt, die in den weiteren Teilen dieser Arbeit exemplarisch
verwendet wird. Ebenso werden auch fiir die angegebenen Modellprobleme
zweidimensionale Beispielkonfigurationen formuliert.

Diskretisierungsverfahren und speziell Finite-Elemente-Methoden vom h-,
p- oder hp-Typ werden in Kapitel III vorgestellt. Ferner werden die we-
sentlichen a-priori Resultate aus der Literatur zusammengestellt. Fiir Kon-
taktprobleme sind a-priori Konvergenzaussagen im Allgemeinen nur fiir
h-Methoden mit Polynomgrad p = 1 oder p = 2 bekannt. Fiir Varia-
tionsgleichungen, die kontaktfreien Problemen zugeordnet sind, bestehen
hingegen auch Aussagen fiir hoherere Polynomgrade, die an dieser Stelle
ebenfalls vorgestellt werden. Zudem existieren a-priori Adaptierungsmaf-
nahmen fiir spezielle Problemklassen, die hauptséchlich durch das Vorhan-
densein von Eckensingularititen charakterisiert sind. Wahrend die Kon-
vergenzordnung bei Problemen mit Eckensingularitdten im Wesentlichen
durch r®-Singularitdten bestimmt wird, erhdlt man bei Anwendung von
a-priori Adaptierungstechniken wieder die volle Konvergenzordnung O(h?)
(h-Methode) bzw. exponentielle Konvergenz (hp-Methode). Inwieweit derar-
tige a-priori Aussagen auch auf Kontaktprobleme iibertragbar sind, ist bis-
lang ungeklédrt. Die experimentell gewonnenen Resultate auf der Grundlage
von a-posteriori Adaptierungsstrategien des nachfolgenden Kapitels lassen
jedoch auf eine gewisse Ubertragbarkeit schliefen.*

4In diesem Fall sind allerdings a-priori Informationen iiber den Kontaktbereich not-
wendig.
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Ein Problem bei Diskretisierungen von Sattelpunktproblemen ist die Ge-
wéhrleistung der Stabilitdt des Verfahrens, womit im Wesentlichen die ein-
deutige Existenz von diskreten Lagrangeschen Multiplikatoren, in einem
gewissen Sinne unabhéingig von der Maschenweite bzw. dem gewahlten Po-
lynomgrad gemeint ist. Moglichkeiten zur Gewinnung stabiler Diskretisie-
rungsverfahren werden in diesem Kapitel ebenfalls diskutiert und anhand
von numerischen Experimenten iiberpriift.

Fiir die Implementierung von Finite-Elemente-Methoden, die Polynoman-
sitze hoherer Ordnung unterstiitzen, ist die Angabe von Basen auf Refe-
renzelementen, sogenannte lokale Basen, entscheidend. Mit Hilfe von geeig-
neten Transformationen auf die Elemente des Finite-Elemente-Gitters wer-
den hiermit die Basisfunktionen des gewéihlten Ansatzraumes konstruiert.
Ublicherweise werden zwei Typen von lokalen Basen eingesetzt: Lagrange-
artige Basen und hierarchische Basen, die sich aus aufintegrierten Legendre-
Polynomen zusammensetzen. Beide Basistypen weisen spezifische Vor- und
Nachteile auf, die bei Finite-Elemente-Implementierungen gegeneinander
abzuwéigen sind. Hierarchische Basen zeichnen sich vor allem durch eine
stabile Gewinnung von Funktions- und Ableitungswerten aus. Auflerdem
konnen diese auf einfache Art fiir Finite-Elemente-Diskretisierungen mit
unterschiedlichen Polynomgraden eingesetzt werden. In der Literatur exi-
stieren zum Teil sehr unterschiedliche Formulierungen von hierarchischen
Basen. In dieser Arbeit wird eine konkrete und fiir den Einsatz in Finite-
Elemente-Programmen verwertbare Darstellung von hierarchischen Basen
beliebiger Ordnung fiir den zwei- und dreidimensionalen Fall mit Hilfe von
Gegenbauerpolynomen beschrieben. Insbesondere werden programmiertech-
nische Probleme in Bezug auf die Basisnummerierung und die Einarbeitung
von Stetigkeitsanforderungen auch iiber sogenannte irregulire Kanten und
Facetten hinweg mit Hilfe von Kopplungsgewichten und speziellen, rekursiv
definierten Datenstrukturen gelost.

Zum Abschluss dieses Kapitels werden Losungsalgorithmen fiir quadrati-
sche Minimierungsprobleme diskutiert. Hierzu wird insbesondere das in der
Finite-Elemente-Literatur weit verbreitete SOR-Verfahren mit Projektion
vorgestellt und auf quadratische Minimierungsprobleme, die von linear-
elastischen Signorini-Problemen herriithren, mit Hilfe einer Variablentrans-
formation erweitert. Zudem werden auch Losungsverfahren fiir Sattelpunkt-
probleme dargestellt. Es handelt sich hierbei um die standardméBig ein-
gesetzten Verfahren vom Uzawa- oder Arrow-Hurwicz-Typ. Dariiber hin-
aus wird ein alternativer Ansatz vorgestellt, der die Einbindung von Opti-
mierungsverfahren aus dem Bereich des Quadratic-Programmings bzw. der
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nichtlinearen Optimierung ermdglicht. Hiermit kénnen auch kommerzielle
Optimierungsprogramme vorteilhaft genutzt werden. Auch in diesem Zu-
sammenhang werden numerische Vergleichsstudien durchgefiihrt.

Kapitel IV beinhaltet einen neuen Ansatz zur a-posteriori Fehlerkontrolle
von Kontaktproblemen. Dieser verallgemeinert eine erst vor kurzem for-
mulierte Idee von Braess [26] zur a-posteriori Fehlerkontrolle von Hinder-
nisproblemen auf allgemeine elliptische Minimierungsprobleme erster und
zweiter Art. Wesentlicher Ausgangspunkt ist die Formulierung des Modells
in Form einer variationellen Sattelpunktformulierung. Der Ansatz beruht
auf der Erkenntnis, dass der diskreten Verschiebungslosung des Sattelpunkt-
problems die kontinuierliche Losung eines Hilfsproblems zugeordnet werden
kann. Das Hilfsproblem ist eine Variationsgleichung, deren Diskretisierung
die gleiche Losung wie das diskretisierte Ausgangsproblem hat, wodurch der
Fehler zwischen diskreter Verschiebungslésung und kontinuierlicher Losung
des Hilfsproblems mit aus der Literatur bekannten Fehlerschéitzern fiir Va-
riationsgleichungen abgeschéitzt werden kann. Dieser Zugang bietet den Vor-
teil, dass Fehlerabschitzungen in einem relativ allgemeinen, funktionalana-
lytischen Zusammenhang durchgefiihrt werden kénnen. Die Fehlerkontrolle
wird erst durch die Verwendung eines bestimmten Fehlerschétzers, z.B. ei-
nes residualen Fehlerschéitzers oder eines ZZ-Fehlerschéitzers, konkretisiert.
Hiermit kénnen Fehlerschétzer fiir reibungsfreie Kontaktprobleme, Kontakt-
probleme mit vorgegebener Normalspannung und reibungsbehaftete Kon-
taktprobleme sowie fiir die zugehoérigen Modellprobleme angegeben wer-
den. Aulerdem koénnen Fehlerschétzer fiir Hindernisprobleme und Bingham-
Fluid-Probleme formuliert werden. Numerische Untersuchungen bestitigen
die richtige Asymptotik der Fehlerschétzungen bei globalen Verfeinerungen.
Im Hinblick auf die Anwendung hoherer Polynomgrade eignen sich vor al-
lem residuale Fehlerschitzer fiir die Konkretisierung der fiir Kontaktpro-
bleme formulierten Methoden zur Fehlerkontrolle. Hier kann insbesondere
auf neuere Ergebnisse von Melenk [80] zuriickgegriffen werden, in denen resi-
duale Fehlerschitzer fiir hp-Methoden zumindest fiir den zweidimensionalen
Fall hergeleitet werden. In den residualen Fehlerschétzern, die urspriinglich
auf Babuska und Rheinboldt [14] zuriickgehen, werden p-Abhéngigkeiten
noch nicht beriicksichtigt.

Die Qualitit des verwendeten residualen Fehlerschétzers wird mit Hilfe von
numerischen Experimenten hinsichtlich des sogenannten Effektivitéitsindex
gepriift und die Verwendbarkeit bestétigt.

Die so gewonnenen Fehlerschéitzer messen den Diskretisierungsfehler in der
H'-Norm bzw. in der dazu dquivalenten Energie-Norm. Es handelt sich hier-
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bei um gemittelte Fehlermafle. Fiir viele Ingenieur-technische Anwendungen
sind jedoch auch lokale Fehlermafle wie der Fehler in einem bestimmten
Punkt oder der gemittelte Fehler entlang einer Linie von Interesse. Bei dem
oben dargestellten fertigungstechnischen Kontaktproblem kann zum Bei-
spiel die Fehlerkontrolle von Integralmittelwerten von Normalspannungen
im Kontaktbereich nutzbringend sein.

Neuere Techniken erlauben, Fehlerschitzer fiir die H'-Norm auch zur Kon-
trolle des Diskretisierungsfehlers, der beziiglich eines beliebigen Fehlermafles
gemessen werden soll, einzusetzen. Fehlerschétzer dieser Form sind vom so-
genannten Goal-Oriented-Typ. Der wesentliche Ansatz besteht in der Dar-
stellung des gewihlten Fehlermafles durch die Losung eines dualen Problems
im Sinne des Rieszschen Darstellungssatzes. In diesem Kapitel werden die
wesentlichen Aspekte von Fehlerkontrolltechniken dieses Typs sowohl fiir
Variationsgleichungen als auch fiir Variationsungleichungen skizziert. Hier-
bei werden insbesondere Vorschlidge von Suttmeier [96] aufgegriffen, den
Diskretisierungsfehler beziiglich eines a-posteriori korrigierten Fehlermafles
Zu messen.

Ein wichtiger Anwendungsbereich von a-posteriori Fehlerschétzern ist die
Erfassung von Fehlerverteilungen im Rechengebiet, mit denen insbesondere
Strategien zur Gitteradaptierung entwickelt werden kénnen. Die Formulie-
rung von h- und hp-Adaptierungsstrategien sowie umfangreiche numerische
Tests bilden den Untersuchungsschwerpunkt des abschlieenden Teils dieses
Kapitels.

Adaptierungsstrategien sind in zahlreichen Varianten in der Literatur zu
finden. Alle Strategien beruhen auf dem mehr oder weniger heuristischen
Ansatz, dass lokale Verfeinerungen, ob vom h- oder p-Typ, in Bereichen
mit grofien Fehleranteilen sinnvoll sind. Wahrend h-Adaptierungsstrategien
relativ leicht zu formulieren sind und in vielen Fillen fast optimale Git-
ter liefern, sind hp-Adaptierungsstrategien wesentlich komplizierter, da hier
zusitzlich iiber die Art der lokalen Verfeinerung (h- oder p-Verfeinerung)
entschieden werden muss. Zentral sind in diesem Zusammenhang vor allem
Schiitzungen iiber die lokale Regularitéit der Losung.

Die hier vorgestellte hp-Adaptierungsstrategie beinhaltet eine im Vergleich
zu bisherigen Strategien relativ vorsichtigen Mechanismus zur Schéitzung
der lokalen Regularitéit. Es handelt sich hierbei um eine Verfeinerung der
von Siili, u.a. [93] vorgeschlagenen Strategie. Numerische Tests anhand des
fiir Variationsgleichungen wohlbekannten L-Gebiet-Problems belegen, dass
die durch h- und hp-Adaptierungsmafinahmen gewonnenen adaptiven Gitter
stets zu optimalen, in Kapitel II bereits beschriebenen Konvergenzresulta-
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ten fithren.

Im Hinblick auf hp-Adaptierungen weifl man, dass symmetrische Teilungen
der Gitterelemente nicht optimal in Bezug auf das Konvergenzverhalten
sind. Stattdessen liefern erst Teilungen mit einem Grading-Factor von etwa
0.15 nahezu optimale Gitter. Die hier vorgestellte hp-Adaptierungsstrategie
erreicht jedoch durch eine spezielle Polynomgradverteilung ebenfalls fast
optimale Gitter, trotz symmetrischer Teilungen.

Die entwickelten h- und hp-Adaptierungsstragien werden auch im Zusam-
menhang mit Fehlerschatzern vom Goal-Oriented-Typ getestet. Hierbei
zeigt sich, dass sowohl fiir getrennt durchgefiihrte Diskretisierungen fiir das
primale und duale Problem als auch fiir gleiche Diskretisierungen nachvoll-
ziehbare Gitter und Polynomgradverteilungen entstehen.

Hauptaugenmerk dieses Kapitelabschnitts gilt jedoch dem Einsatz der vor-
gestellten Fehlerkontrolltechniken und der hiermit verbundenen h- und hp-
Adaptierungsstrategien im Zusammenhang mit Kontaktproblemen. Es zeigt
sich, dass lokale Verfeinerungen vor allem im Bereich der Kontaktzone und
insbesondere im Ubergangsbereich von Kontaktzone und kontaktfreien Ge-
bieten auftreten. Die Polynomgrade sind in der Regel in der Néhe des Kon-
taktbereichs klein und steigen auflerhalb des Kontaktbereichs an. Damit
weisen sowohl h- als auch hp-adaptive Gitterstrukturen, die bei Kontaktpro-
blemen entstehen, grofie Ahnlichkeiten zu den a-priori adaptierten Gittern
fiir Variationsgleichungen auf.

Numerische Konvergenzstudien belegen, dass durch a-posteriori Adaptie-
rungsmafinahmen wesentliche Konvergenzverbesserungen bewirkt werden
konnen. Bei der Anwendung von h-adaptiven Strategien wird in den mei-
sten Féllen eine Konvergenzordnung von O(hP) erreicht. Bei Anwendung
hp-adaptiver Strategien erhélt man exponentielle Konvergenz.

Durch die Tendenz der h- und hp-Adaptierungsstrategien, vor allem den
Kontaktbereich durch lokale Verfeinerungen zu erfassen, erweist sich der
Gebrauch von adaptiven Finite-Elemente-Methoden fiir Anwendungen aus
dem Bereich der Fertigungstechnik und speziell beim Industrieroboter-ge-
stiitzten Bandschleifen als gewinnbringend. Sowohl Kontaktzone als auch
Kontaktkrifte konnen hiermit wesentlich genauer bestimmt werden als mit
herk6mmlichen nicht-adaptiven Verfahren.
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Kapitel 1

Elliptische
Minimierungsprobleme

Physikalisch- bzw. ingenieurtechnische Modellierungen nutzen in der Regel
das sogenannte Minimalprinzip, das voraussetzt, dass physikalische Systeme
oder Vorgénge stets den energetisch giinstigsten Zustand anstreben, und
fithren demnach auf die Bestimmung des Minimums
in B
R Ew)
einer definierten Energiegrofie, die durch ein (eigentliches') Zielfunktional
E : V — R dargestellt wird. Die Eingangsgrofie v ist im Allgemeinen ein Ele-
ment eines Funktionenraums V' und beschreibt Verschiebungs-, Geschwin-
digkeitsfelder oder Ahnliches. Der energetisch giinstigste Zustand wird dann
durch eine Losung u € K mit
E(u) =min E 1.1

() = min B(v) (L1)
dargestellt. Die Menge K C V entspricht entweder V selbst, also K =V,
oder K ist eine nichtleere Teilmenge von V', die durch die Angabe von
Restriktionen definiert ist, die die modellbedingten Begrenzungen der Ein-
gangsgrofe beschreiben. Derartige Begrenzungen sind zum Beispiel maxima-
le Verschiebungen, die durch das Vorhandensein eines Hindernisses bedingt
sind. Je nachdem, ob K :=V oder K C V vorausgesetzt wird, spricht man

1E : V — R heiBt eigentlich, falls E # oo und E(v) > —oo fiir alle v € V ist.

1
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entweder von einem unrestringierten oder restringierten Minimierungspro-
blem. Die Menge K heifit Restriktionsmenge.

Ziel dieses Kapitels ist, die wesentlichen Eigenschaften von Losungen von
Minimierungsproblemen und insbesondere von elliptischen Minimierungs-
problemen erster und zweiter Art zusammenzufassen. Hierzu gehéren not-
wendige wie hinreichende Bedingungen zur Existenz von Loésungen sowie
dquivalente Formulierungen in Form von Variationsgleichungen bzw. -un-
gleichungen und Sattelpunktformulierungen. Hierbei werden im Wesentli-
chen bekannte Resultate der Konvexen Analysis u.a. aus Cea [34] sowie
Ekeland und Temam [49] zusammengetragen.

I.1 Notwendige und hinreichende
Bedingungen, Existenz von Lésungen

Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir eine Losung v des Minimie-
rungsproblems (I.1) erhilt man iiblicherweise iiber den Begriff der Fréchet-
Ableitung. Ist V' ein normierter Raum mit der Norm || - ||, dann heift E in
w € V Fréchet-differenzierbar, falls ein E'(w) € V' existiert, so dass

Yo eV : E(w+v)— E(w) = (E'(w),v) + o(v),

mit einer Abbildung ¢ : V' — R und |o(v)| = o(||v|]) fir ||v|| — 0 gilt.
Die Abbildung E’(w) heifit Fréchet-Ableitung in w. Dabei bezeichnet (-, ) :
V' x V — R das iibliche Inzidenzprodukt (\,v) := A(v) fiir (A\,v) € V' x V.

Fiir die Herleitung von notwendigen und hinreichenden Bedingungen an ei-
ne Losung v werden im Folgenden zwei Fille betrachtet: Minimierungspro-
bleme mit Fréchet-differenzierbarem Zielfunktional und Minimierungspro-
bleme, deren Zielfunktional sich aus einem Fréchet-differenzierbaren Anteil
und einem im Allgemeinen nicht Fréchet-differenzierbaren, aber konvexen
Anteil zusammensetzt.

Die Frage nach der Existenz von Losungen wird anschlieend geklért.

I.1.1 Notwendige und hinreichende Bedingungen

Ist K konvex und F in u Fréchet-differenzierbar, dann folgt aus

0<E(u+e(v—u))—Eu)=eE"(u),v—u)+o(e(v—u))
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fiir jedes € € (0, 1] und jedes v € K, dass 0 < (E'(u),v — u) + o(e(v — u))/e
ist. Fiir € — 0 erhélt man daraus die notwendige Bedingung

Vo e K: (E'(u),v—u)>0 (1.2)

fiir die Minimalitét von E(u). Die Bedingung (I.2) ist im Allgemeinen nicht
hinreichend, es sei denn, man setzt fiir das Zielfunktional E eine zusétzliche
Eigenschaft voraus: Ist E konvex und in w € V Fréchet-differenzierbar,
dann folgt fiir ein beliebiges v € V und ein € € (0, 1] aus

E(w+elv—w))=E(ev+ (1 —ew)<eEw)+ (1—¢)E(w)
die Ungleichung

E(welv—w) ~Bw) g el —w)

€ €

E(v) — E(w) >

und mit € — 0 erhélt man schliefflich
Yo € K: E(v) — E(w) > (E'(w),v — w). (L3)

Demnach ist die Bedingung (1.2) auch hinreichend dafiir, dass u eine Losung
des Minimierungsproblems ist.

Ist E streng konvex, so lidsst sich die Bedingung (I.3) fiir v # w zu E(v) —
E(w) > (E'(w),v—w) fiir alle v € K verschérfen, woraus unmittelbar folgt,
dass F in diesem Fall nur héchstens eine Losung besitzen kann.

Wenn K ein affiner Unterraum von V ist, also K = v* + U mit einem
linearen Unterraum U und v* € V, sind mit der Losung u € K des Mini-
mierungsproblems auch u 4+ v und v — v fiir alle v € U in K, und es folgt
(E'(u),v) > 0 und (E'(u),v) < 0. In diesem Fall ist

Vo e U: (E'(u),v) =0
notwendig, und wenn E konvex ist, auch hinreichend.

Die hergeleiteten notwendigen und hinreichenden Bedingungen fithren zu
dquivalenten Variationsformulierungen des Minimierungsproblems (I.1), die
in dem folgenden Satz zusammengefasst werden:

Satz 1.1 Es sei V' ein normierter Raum und K C 'V konver sowie u € K
und E : V — R ein konvexes Funktional, das in u Fréchet-differenzierbar
ist. Genau dann ist u Losung des Minimierungsproblems (1.1), wenn gilt:

Vo € K : (E'(u),v—u) > 0. (1.4)
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Im Fall, dass K = v* + U mit einem Unterraum U und v* € V ist, ist u
genau dann Lésung von (I.1), wenn gilt:

Yo e U : (E'(u),v) = 0. (1.5)
Ist E strikt konvez, dann existiert hichstens eine Lisung u.

Bemerkung I.1 Variationsformulierungen der Form (I.4) werden Variati-
onsungleichungen genannt, Variationsformulierungen der Form (I.5) heilen
Variationsgleichungen.

Einen Spezialfall bilden Minimierungsprobleme, deren Zielfunktionale die
Form
E(w) = H(v)+j(v) (1.6)

besitzen. Hierbei sind H : V — R und j : V — R konvexe Funktionale,
wobei j im Allgemeinen nicht Fréchet-differenzierbar ist. Zum Beispiel fithrt
die Modellierung von Reibung auf ein Zielfunktional wie in (I.6) mit einem
konvexen, aber nicht Fréchet-differenzierbaren Funktional j.

Ist H in der Losung u des Minimierungsproblems (I.1) mit einem Zielfunk-
tional wie in (I.6) Fréchet-differenzierbar, und ist K konvex, dann ist fiir
jedes € € (0,1] und jedes v € K

E(u+elv—u)—FEu) =Hu+ev—u))—Hu)+j(u+elv—u))—7ju)
< e(H'(u),v —u) + o (e(v —u)) + € (j(v) —j(u)).
Also ist 0 < (H'(u),v — u) + j(v) — j(u) + o(e(v — u))/e. Mit € — 0 folgt
daraus die fiir eine Losung v notwendige Bedingung
Yo e K : (H'(u),v—u)+j) —j(u) >0. (I.7)

Fiir ein konvexes H ist (I.7) auch hinreichend. Denn dann ist E eben-
falls konvex. Analog zu (I.3) gilt fiir jedes w € V, in dem H Fréchet-
differenzierbar ist, und fiir jedes v € V'

E(w+e(v—w))— E(w)

> (H'(w), v —u) +j(v) — j(w) +

E() — E(w) >

o(e(v = w))

Hieraus folgt schlieBlich fiir e — 0
E(v) = E(w) = (H'(w),v —w) +j(v) — j(w). (1.8)
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Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen zusammen fithren damit
auf eine Variationsungleichung der folgenden Form:

Satz 1.2 FEs sei V' ein normierter Raum und K C V konvex, sowie E :
V — R definiert wie in (1.6) mit einem in u € K Fréchet-differenzierbaren,
konvexzen Funktional H : V — R und mit einem konvexen Funktional j :
V — R. Genau dann ist u Losung des Minimierungsproblems (I1.1), wenn
gilt:

Vo€ K : (H'(u),v—u)+j(v) —j(u) > 0.

Ist H strikt konvex, dann existiert hdchstens eine Lisung u.

1.1.2 Existenz von Lésungen

Fiir den Nachweis der Existenz einer Losung u € K des Minimierungspro-
blems (I.1) sind neben der Konvexitéit weitere Eigenschaften von E bzw. K
erforderlich.
Eine wichtige Eigenschaft von Funktionalen ist in diesem Zusammenhang
die Unterhalb-Stetigkeit. Ein Funktional E : V — R heifit unterhalb stetig,
falls

Yo e Vi E(v) <liminf E(9).

v—v

Ist ein Funktional F konvex und unterhalb stetig, dann ist der Epigraph
epi(F) konvex und abgeschlossen und damit nach Satz A.5 des Anhangs
auch schwach abgeschlossen. Also ist E auch schwach unterhalb stetig?. Ist
V reflexiv und K abgeschlossen, folgt aus Satz A.3, dass eine beschrinkte
Folge {ur} C K eine schwach konvergente Teilfolge {uy, } C K mit uy, —
u € K besitzt. Ist {uy} eine Minimalfolge® bzgl. E, folgt schlieSlich E(u) <
lim; 0o F(uk,;) = infyex E(v), und man erhilt:

Lemma 1.1 Es sei V' ein refleviver Raum und K C V abgeschlossen und
konvex. Das Funktional E sei konver und unterhalb stetig. Sind die Mini-
malfolgen des Minimierungsproblems (1.1) beschrinkt, dann existiert min-
destens eine Losung u € K.

Ist K C V konvex, abgeschlossen und beschriankt, dann folgt sofort die Exi-
stenz einer Losung u € K aus Lemma [.1. Im Fall, dass K unbeschrankt ist,

2E : V — R heifit schwach unterhalb stetig, falls Vo € V : E(v) < liminfs_., E(7)
gilt.

3{ur} C K C V heiit Minimalfolge (bzw. Maximalfolge) bzgl. E : V — R, falls
E(ug) — infyex E(v) (bzw. E(ug) — sup,ex E(v)).
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sichert die Koerzivitit eines Funktionals die Beschranktheit einer Minimal-
folge und damit gemafl Lemma 1.1 die Existenz einer Losung. Ein Funktional
E : V — R heit koerziv, falls

o B = 00
ist. Es sei {vy} eine Folge mit limy_,oo E(vg) < 0o. Angenommen {vy} wire
unbeschrénkt, dann folgte direkt aus der Koerzivitit limg_,oo F(vr) = oo.

Also muss {v;} beschrinkt sein. Insbesondere sind damit Minimalfolgen
beschréinkt. Zusammenfassend erhilt man damit:

Satz 1.3 FEs sei V' ein refleviver Raum und K C V' abgeschlossen und kon-
vex. Das Funktional E sei konvex und unterhalb stetig. Ist zudem K be-
schrinkt oder E koerziv, dann existiert mindestens eine Lésung u € K des
Minimierungsproblems (1.1).

Die in Satz 1.3 genannten Voraussetzungen kénnen in der folgenden Form
kombiniert werden:

Satz 1.4 Firi= 0,1 seien V; reflexive Riume sowie K; C V; abgeschlossen
und konvex, wobei K1 beschrinkt ist. Die Funktionale E; : V; — R seien
konvex und unterhalb stetig, wobei Eq koerziv ist. Das Funktional E : V — R
mit V := Vo x V1 sei konvex und unterhalb stetig, und es gelte:

V(Uo,vl) eVox Vi E(’UQ,Ul) > EQ(UO) + El(Ul). (19)

Dann ezistiert mindestens eine Losung u € K := Ky x Ky des Minimie-
rungsproblems (1.1).

Beweis: Da K7 beschriankt ist, existiert nach Satz 1.3 ein u; € K; mit
Eq(u1) = inf,,ev;, E(v1). Es sei {(vok,v1,k)} C Ko x K7 eine Minimalfolge.
Angenommen {(vo x,v1x)} ist unbeschrinkt, dann muss, da K; beschrénkt
ist, {vo x} unbeschrankt sein. Damit folgt aber aus der Koerzivitét von Ey

klim E(vok,v1k) > klim Eoy(vo,x) + E1(v1,5) > klim Ey(vo,i) + E(u1) = oo.
Also ist {(vo,x, v1,x)} beschrénkt, womit aus Lemma I.1 die Existenz einer
Losung v € K des Minimierungsproblems folgt. 0
1.2 Sattelpunktformulierungen

Fiir theoretische Betrachtungen und fiir die Herleitung numerischer Algo-
rithmen zur Lésung des Minimierungsproblems (I.1) ist es hiiufig vorteilhaft,
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statt des Minimierungsproblems ein entsprechendes Sattelpunktproblem zu
untersuchen.
Das Paar (u,\) € V x A heiBt Sattelpunkt des Funtionals £:V x A — R,
falls

YoeV,VueA: Llu,p) < Llu,A) < L(v,N) (I.10)

ist. Fiir A ist im Zusammenhang von Minimierungsproblemen die Bezeich-
nung Lagrangescher Multiplikator gebrauchlich, £ wird Lagrange-Funktio-
nal genannt.

Ziel ist die Herleitung von Sattelpunktformulierungen, die hinreichend fiir
die Losung des Minimierungsproblems (I.1) sind. Diskutiert wird insbeson-
dere, in welcher Weise die Restriktionsmenge K und der in Zielfunktionalen
der Form (I.6) enthaltene Anteil j mit Hilfe Lagrangescher Multiplikatoren
erfasst werden konnen.

Zuvor wird eine zum Sattelpunktproblem (I.10) dquivalente variationelle
Sattelpunktformulierung angegeben und die Existenz von Sattelpunkten ge-
klart.

I1.2.1 Variationelle Formulierung, Existenz von
Sattelpunkten

Zur Herleitung einer zu (I.10) dquivalenten variationellen Sattelpunktfor-
mulierung lassen sich die in Abschnitt 1.1 aufgefiihrten Aussagen direkt
anwenden. Durch Umformulieren von (I.10) in Minimierungsprobleme folgt
aus Satz I.1:

Satz 1.5 Es seien V und U’ normierte Riume und § # A C U’ konvez.
Fiir (u,A) € V x A und das Funktional L:V x A — R gelte:

(i) Ly := L(u,-) sei konkav und in X\ Fréchet-differenzierbar.
(i) Ly := L(-,\) sei konvex und in u Fréchet-differenzierbar.
Genau dann ist (u, \) ein Sattelpunkt von L, wenn gilt:

Vo eV (LA\(u),v) =0
Ve A: (L, (N),p—A) <O0.

Fiir die Existenz von Sattelpunkten werden im Weiteren Voraussetzungen
untersucht, die insbesondere fiir die in Abschnitt .3 diskutierten elliptischen
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Minimierungsprobleme geeignet sind.
Allgemein gilt, dass aus

inf £ — mi c 11
max inf (v, 1) mip sup (v, 1) (L11)

bereits die Existenz eines Sattelpunkts folgt.* Denn fiir (u, \) € V x A mit

inf L(v,\) = inf £
BN = e e £

sup L(u, u) = min sup L(v, p)
HEA veV eA
erhélt man unmittelbar

i < < mi . .
glgfvlggﬁ(v,u) < L(u,A) < 2%132225(”’“) (L12)

Wegen (I.11) besteht Gleichheit in (I1.12), also ist (u, A) ein Sattelpunkt.
Zentral fiir die folgenden Uberlegungen ist die Aussage:

Lemma 1.2 Es seien V und U’ reflevive Raume und A C U' abgeschlossen
und konvez. Fir das Funktional L:V x A — R gelte:

(i) L, = L(v,-) sei konkav und oberhalb stetig® fiir alle v € V.
(11) L, :=L(-,p) sei konvex und unterhalb stetig fiir alle p € A.

(itt) L, sei koerziv fir ein po € A.

Dann gilt
min sup L(v, u) = sup inf L(v, ).
b sup £(v, ) = sup lnf, (v, 1)
Beweis: Prop.V1.2.3 in [49] O

Hieraus erhilt man nun unmittelbar eine Existenzaussage: Wenn A als be-
schriankt oder die Abbildung p — sup,cy (—L(v, 1)) als koerziv vorausge-
setzt wird, so folgt aus Satz 1.3, dass ein A € A mit der Eigenschaft

sup (—L(v,A)) = inf sup (—L(v, 1))
veVv HEA yev

4 Andererseits ist leicht einzusehen, dass (I.11) auch notwendig fiir die Existenz eines
Sattelpunkts ist.
5d.h.7 —L, ist unterhalb stetig.
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existiert. Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.2 folgt daraus

max inf L(v,u) = sup inf L(v, ) = min sup L(v, u).
MEXCUGV (v, 1) HERUEV (v, 1) vevueg (v, 1)

Zusammen mit den Voriiberlegungen ist damit die Existenz eines Sattel-
punkts gezeigt. Insgesamt gilt demnach der Satz:

Satz 1.6 Es gelten die Voraussetzungen von Lemma I.2. Zudem sei A be-
schrdankt oder p — sup,ecy (—L(v, 1)) koerziv. Dann besitzt L mindestens
einen Sattelpunkt.

Analog erhélt man im Spezialfall A := Ay x A; aus Satz 1.4:

Satz 1.7 Es seien V sowie U} und U] reflexive Riume und Ay C Uy und
Ay C Uj abgeschlossen und konvex. Mit A := Ao x Ay gelten die Vorausset-
zungen von Lemma 1.2. Zudem habe (o, 1) — sup,ey (—L(v, o, t1)) die
Eigenschaft (1.9). Dann besitzt L mindestens einen Sattelpunkt.

I1.2.2 Sattelpunktformulierungen fiir
Minimierungsprobleme

Die Umformulierung des Minimierungsproblems (I.1) in ein Sattelpunktpro-
blem wird durch die Angabe eines Multiplikatorfunktionals vollzogen.

Definition 1.1 Es seien V und Uy lineare Riume, Ao C Uy und K C V.
Das Funktional ®g : V x Ag — R heifit Multiplikatorfunktional bzgl. K,
wenn gilt:

sup Po(v, o) =

{0, ve K
no€AMo

oo, v¢ K.
Die Motivation zur Einfiihrung des Multiplikatorfunktionals ergibt sich aus

der folgenden Beobachtung: Fiir ein Multiplikatorfunktional ®( bzgl. K wie
in Definition 1.1 gilt

inf E(v) = inf ( E d — inf E )
nf (v) 52v< (UH;E?XO o(v,uo)> vlgvuileuﬁo( (v) + @o(v, po))

woraus unmittelbar die Formulierung des Minimierungsproblems (I.1) als
Sattelpunktproblem herzuleiten ist:
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Satz 1.8 Es seien V und Uj lineare Riume, Ao C Uy und K C V. Das
Funktional ®g : VxAg — R sei ein Multiplikatorfunktional bzgl. K. Dann ist
u € K Lisung des Minimierungsproblems (1.1), wenn ein \g € Ao existiert,
so dass (u,\g) Sattelpunkt von L : V x Ay — R mit L(v, ) := E(v) +
Do (v, po) ist.

Ein einfaches Kriterium fiir Multiplikatorfunktionale liefert der folgende
Satz:

Satz 1.9 Es seien V und U lineare Riume, Ao C U} ein Kegel’ und K C
V. Fiir das Funktional ®q:V x Ag — R gelte:

Yo >0, V(v, o) €V X Ag 2 Po(v, aig) = a®(v, po) (I.13)
veK & Vug € Ao: Pv, po) <O0. (I.14)

Dann ist ®g ein Multiplikatorfunktional bzgl. K.
Beweis: Da 0 in A enthalten ist, ist wegen (I1.13) ®¢(v,0) = 0 fiir allev € V.
Aus (L.14) folgt dann sup,, cx, Po(v, o) = 0. Ist v ¢ K, dann muss es ein
fio € Ao geben, so dass ®(v, jig) > 0 ist. Folglich ist sup,, cx, Po(v, o) >
SUP,~0 Po(v, afig) = sup,~o aPo(v, fig) = oo. O

Durch Verwenden eines Multiplikatorfunktionals erhélt man nun mit Hilfe
von Satz 1.5 eine variationelle Sattelpunktformulierung, die hinreichend fiir
die Losung des Minimierungsproblems (I.1) ist.

Korollar 1.1 Es seien V und Uj normierte Réiume sowie Ag C Uy und K C
V' konvex. Die Abbildung ®o : V' x Ag — R sei ein Multiplikatorfunktional
bzgl. K. Fiir (u, \g) € V X Ag und das konvexe Funktional E : V — R gelte:

(i) E sei in u Fréchet-differenzierbar.

(ii) Do := Po(u,-) sei konkav und in Ao Fréchet-differenzierbar.
(i11) Do, := Pol-, Ao) sei konvex und in u Fréchet-differenzierbar.
Dann ist u Losung des Minimierungsproblems (1.1), wenn gilt:

Vo eV : (E'(u)+ Dy, (u),v) =0 (L.15)
VILLO S A() : <(I)6,u()\0)’ Mo — )\0> <0. (116)

6Die Menge A heiBt Kegel (mit Spitze in 0), falls 0 € A und Vu € A, Va>0: au € A
ist.
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Der wesentliche Vorteil der variationellen Sattelpunktformulierung (I.15)-
(I.16) gegeniiber der Variationsformulierung (I.4) besteht darin, dass der
lineare Raum V', und nicht die konvexe Menge K, sowohl die Menge der
zuldssigen Funktionen also auch die Menge der Testfunktionen bildet. Er-
kauft wird dies durch Einfiihren Lagrangescher Multiplikatoren aus dem
konvexen Kegel Ay, der aber im Allgemeinen wesentlich einfachere Restrik-
tionsbedingungen aufweist.

In der Situation von (I.6) mit einem in v Fréchet-differenzierbaren Funktio-
nal H und einem konvexen Funktional j erhilt man unter den Vorausset-
zungen von Satz I.1 an das Multiplikatorfunktional ®q gemafl Satz 1.5 statt
einer Variationsgleichung wie in (I.15) nur die Variationsungleichung

Vo eV (H'(u) + 5, (u),v) +j(v) = j(u) = 0.

Abhilfe verschafft hier die Verwendung eines Begriffs dhnlich wie in Defini-
tion I.1.

Definition 1.2 Es seien V und U lineare Riume, Ay C U{ und j : Ay —
R. Das Funktional ®1 : V x Ay — R heifst Multiplikatorfunktional bzgl. j,
wenn gilt:
YoeV: jlv)= sup ®1(v, ). (I.17)
p1EAN
Auch hier ist die Motivation offensichtlich. Wenn ®( ein Multiplikatorfunk-
tional bzgl. K ist, und ®; ein Multiplikatorfunktional bzgl. j, dann ist

inf E(v) = inf sup (E(v)+ $g(v,
inf B() = inf. sup (E(w) + 0w, o)

= inf (SHP (H(v) + @o(v, o)) + sup (I)l(vaﬂl))
veV \ uo€Ao p1€EAL

= inf sup (H(U) + (I)O(Ua ,UO) + (I)l(’U, /Ll)) .
VEV [o€Ao,p1 €EAL
Demnach erhélt man die folgende Formulierung des Minimierungsproblems
(I.1) als Sattelpunktproblem:

Satz 1.10 Es seien V, U} und U] lineare Riume sowie Ag C Uj und Ay C
Ul. Zudem seien K CV und j : V — R. Die Funktionale ®y: V x Ag — R
und ®1 : V x Ay — R seien Multiplikatorfunktionale bzgl. K bzw. j. Ferner
sei E := H + j mit einem Funktional H : V — R. Dann ist u € K Lisung
des Minimierungsproblems (I.1), wenn ein Paar (Ao, A1) € Ao X Ay existiert,
so dass (u, Ao, A1) Sattelpunkt von L : V x Ag x Ay — R mit L(v, po, p1) :=
H(v) + ®o(v, o) + @1 (v, p1) ist.
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Aus Satz 1.10 folgt schlieBlich eine variationelle Sattelpunktformulierung,
die dem System (I.15)-(1.16) entspricht, also insbesondere aus einer Varia-
tionsgleichung und einer Variationsungleichung besteht:

Korollar 1.2 Es seien V, U} und U{ normierte Riume sowie Aoy C Uy,
Ay C Uj und K CV konvez. Zudem sei j : V — R konvex. Die Funktionale
Do :VxAy— R und @1 : V x Ay — R seien Multiplikatorfunktionale bzgl.
K bzw. j. Ferner sei E := H+j mit einem konvezen Funktional H : V — R.
Fir (u, Ao, A1) € V X Ag X Aq gelte:

(i) H seiin u Fréchet-differenzierbar.

(ii) Do = P(u,-) und ®1, = ®1(u,-) seien konkav und in Ao bzw. A\
Fréchet-differenzierbar.

(111) o, = Po(, Ao) und ®1,5, := ®1(A1,-) seien konver und in u Fré-
chet-differenzierbar.

Dann ist u Losung des Minimierungsproblems (1.1), wenn gilt:

Yo eV (H'(u)+ 0y, (u) + P75, (u),v) =0 (1.18)
Y(po, 1) € Ao x Ay : (D, (Xo)s o — Ao) + (P, (A1), 1 — A1) <O0.
(L.19)

Bemerkung 1.2 Nach Satz 1.8 und Satz 1.10 kann die Frage nach der Exi-
stenz einer Losung des Minimierungsproblems (I.1) auch iiber die Frage
nach der Existenz von Sattelpunkten beantwortet werden. Erfiillen die in
den Sétzen (I.8) bzw. (I.10) definierten Lagrange-Funktionale die in Satz
1.6 vorgegebenen Voraussetzungen, dann existiert ein Sattelpunkt (u, \g)
bzw. (u, Ag, A1), wobei u dann gleichzeitig Loésung des Minimierungspro-
blems (I.1) ist.

1.3 Elliptische Minimierungsprobleme

Bei der Modellierung Ingenieur-technischer Anwendungen spielen ellipti-
sche Minimierungsprobleme eine zentrale Rolle. So fiihrt die Betrachtung
des Deformationsverhaltens von Korpern auf der Grundlage der linearen
Elastizitdtstheorie auf eine Modellierung in Form eines elliptischen Mini-
mierungsproblems.
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Elliptische Minimierungsprobleme sind durch die Angabe einer symmetri-
schen, stetigen und elliptischen Bilinearform a : V' x V' — R charakterisiert.
Dabei heifit die Bilinearform a auf einem normierten Raum stetig, wenn
gilt:

vy € R : Yo,w €V :alv,w) < vljvll|jw],

und elliptisch, wenn gilt:
v €Rso: Yo €V 2 a(v,v) > vyv||

In diesem Abschnitt werden zwei Typen von elliptischen Minimierungspro-
blemen vorgestellt: Elliptische Minimierungsprobleme erster und zweiter
Art. Diese werden beziiglich ihrer Zugehorigkeit zu den bisher genannten
Problemklassen und beziiglich ihrer Eigenschaften - notwendige und hin-
reichende Bedingungen sowie Existenz von Losungen, variationelle Sattel-
punktformulierungen - untersucht.

Die Existenz von Sattelpunkten beziiglich elliptischer Minimierungsproble-
me wird abschlieend in einem allgemeinen Zusammenhang geklart.

I.3.1 Elliptische Minimierungsprobleme erster Art

Definition 1.3 FEs sei V ein reflexiver Raum und K C V konvex und abge-
schlossen. Fs sei a:V xV — R eine symmetrische, stetige und elliptische
Bilinearform und ¢ € V'. Das Minimierungsproblem (1.1) heifst elliptisches
Minimierungsproblem erster Art, falls

E(v) := %a(u,v) — {l,v). (1.20)

Das Zielfunktional E eines elliptischen Minimierungsproblems erster Art ist
fiir alle w € V' Fréchet-differenzierbar, denn fiir alle v € V ist

1 1
E(w+v) - Ew) = ga(w +v,w+v) —Lw+v) — ga(w, w) — (£, w)
1
= a(w,v) — (£,v) + 5@(1},1}).
Da die Bilinearform a als stetig vorausgesetzt wird, erhélt man a(v,v)/[|v| <

vollv|, also ist |a(v, v)| = o(||v|]) fiir ||v|| — 0. Fiir die Fréchet-Ableitung von
F in w gilt demnach

(E'(w),v) = a(w,v) — (£, v). (I.21)
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Nach Satz 1.3 folgt die Existenz einer Losung u, wenn das Zielfunktional
FE konvex, koerziv und unterhalb stetig ist und die Restriktionsmenge K
als abgeschlossen und konvex vorausgesetzt wird. Hinreichend fiir die Ein-
deutigkeit der Losung ist nach Satz 1.1 die strikte Konvexitdt von E. Da
sowohl die Bilinearform a als auch die Linearform /¢ als stetig und damit
als unterhalb stetig vorausgesetzt werden, ist E' unterhalb stetig. Auch die
Koerzivitdt von F ist leicht einzusehen, denn es ist aufgrund der Elliptizitét
von a

1 4 0|2
Bw) = Jllel® ~ el = g (ot~ L) AP,

21/1

Die strikte Konvexitét von F folgt direkt aus der Tatsache, dass die Bilinear-
form a elliptisch ist. Denn fiir v,w € V mit v # w ist 0 < a(v —w,v —w) =
a(v,v) — 2a(v,w) + a(w,w), und damit ist 2a(v,w) < a(v,v) + a(w,w).
Demnach ist fiir € € (0,1)

alev + (1 — e)w, ev + (1 — e)w)
e2a(v,v) + 2¢(1 — €)a( (

a(v,v) + (1 =€) (a(v,v) + a(w,w)) + (1 — €)%a(w, w)
ea(v, v) + (1 — €)a(w, w).

v,w) +

Zusammen mit der Linearitéit von £ folgt daraus die strikte Konvexitét von
E. Damit ist insgesamt die eindeutige Existenz einer Losung gezeigt. Aus
Satz I.1 und aus (I.21) erhélt man zudem eine dquivalente Variationsformu-
lierung.

Satz I.11 Das elliptische Minimierungsproblem erster Art besitzt genau ei-
ne Lisung u € K. Genau dann ist u eine Ldisung, wenn gilt:

Yo e K: a(u,v—u) > (l,v—u). (1.22)
Ist K =V, dann ist u genau dann eine Losung, wenn gilt:
Yo eV a(u,v) = ({,v). (I.23)

Zur Formulierung von Sattelpunktproblemen fiir elliptische Minimierungs-
probleme ist es sinnvoll, die Restriktionsmenge K in der Form

K:={veV|g—p(v) € G} (1.24)
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vorauszusetzen. Dabei sei G C Uy ein abgeschlossener und konvexer Kegel,
Uy ein normierter Raum und g € Uy. AuBerdem sei Gy € L(V, Up).
Die Menge K ist konvex, denn fiir v,w € K und € € [0, 1] ist

g = Bolev + (1 = w) = g — fo(v) + (1 — €)Bo(w)
= €9 = bo(v)) + (1 =€) (g = Fo(w)) € G.

Dariiber hinaus ist K abgeschlossen: Fiir eine Folge {v,} C K mit v,, — v
konvergiert {g — Bo(vn)} C G gegen g — Bo(v), weil [y als stetig vorausge-
setzt wird. Da G abgeschlossen ist, folgt g — Go(v) € G.
Fiir die Restriktionsmenge K wie in (I1.24) ldsst sich ein Multiplikatorfunk-
tional angeben. Dazu sei im Folgenden Ag := G’ := {u € Uj | Vw € G :
(u,w) > 0}. Die Menge G’ ist wegen der Linearitét und Stetigkeit von (-, w)
fiir ein w € V ein abgeschlossener Kegel und heifit dualer Kegel von G.

Lemma 1.3 Es sei V ein normierter Raum und K C V wie in (1.24). Dann
1st das Funktional ®q:V x G' — R mit

®o (v, o) = (o, Bo(v) — g) (1.25)

ein Multiplikatorfunktional bzgl. K.
Beweis: Es sei a > 0, dann ist fiir ein v € V und ein pg € Ag

Do (v, o) = (o, Bo(v) = g) = alpo, fo(v) — g) = a®(v, po),

woraus die Eigenschaft (I1.13) folgt. Nach Satz A.6 ist g — fo(v) € G und
damit v € K, genau dann, wenn 0 < {u,g — Bo(v)) = —P@q(v, ) fiir alle
u € G ist. Wegen G’ = Ag gilt damit auch die Eigenschaft (I.14). O

Bemerkung 1.3 Fir die Aussage von Lemma 1.3 ist nicht entscheidend,
dass By € L(V,Up) ist. Lemma 1.3 bleibt giiltig, wenn By so gewiihlt wird,
dass K abgeschlossen und konvex ist.

Fir das Multiplikatorfunktional ®y wie in (I1.25) sind ®¢, = Po(u,-) =
(-, Bo(u) — g) und P@g », := Po (-, Ao) = (Mo, Bo(+) — g) linear bzw. affin linear
und damit konvex und konkav zugleich. Wegen ®¢ ., (Ao + o) — Po,u(No) =

(1o, Bo(u) = g) und @, (u+v) = Pox(u) = (Ao, Fo(v)) folgt (DG ,,(Ao), o) =
(1o, Bo(u) — g) und (@ (u),v) = (Ao, Bo(v)). Nach Korollar I.1 gilt dem-
nach:

Satz 1.12 Es sei K wie in (1.24). Dann ist u € V' Lésung des elliptischen
Minimierungsproblems erster Art, wenn ein A\g € Ag existiert, so dass:

Vo eV a(u,v) = (£,v) — (Ao, Bo(v)) (1.26)
Yo € Ag: <ILL0 — /\0,60(1,6) — g> <0. (127)
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1.3.2 Elliptische Minimierungsprobleme zweiter Art

Definition 1.4 FEs seien V ein reflexiver Raum und K C 'V konvexr und
abgeschlossen. Weiter seien a : V x V — R eine symmetrische, stetige und
elliptische Bilinearform, £ € V' und j : V — R ein konvezes, stetiges Funk-
tional. Das Minimierungsproblem (1.1) heifst elliptisches Minimierungspro-
blem zweiter Art, falls

E(v) = %a(v,v) ) £ j(v). (1.28)

Da das Funktional H : V — R mit H(v) := a(v,v) — £(v) strikt kon-
vex und unterhalb stetig ist, ist ebenfalls E strikt konvex und unterhalb
stetig. Fiir den Nachweis einer eindeutigen Losung des elliptischen Mini-
mierungsproblems zweiter Art bleibt demnach nur noch die Koerzivitit von
E nachzuweisen. Wesentlich hierbei ist, dass ein (unterhalb) stetiges Funk-

tional durch eine stetige, affine Abbildung beschréankt werden kann.

Lemma 1.4 Es seien V' ein normierter Raum und j : V — R (unterhalb)
stetig und konvex. Dann existieren ein pn € V' und ein o € R, so dass:

YoeV: j) > {uv) +a.

Beweis: Der Epigraph epi(j) ist konvex und nach Satz A.2 abgeschlossen.
Es sei (w,c) € epi(j), dann existiert nach dem Trennungssatz von Hahn-
Banach A4 ein ¢ € (V x R)', so dass

¢, (w,c)) < inf (¢, (v,d)) (1.29)

(v,d)€epi(y)

ist. Die Menge U := {(v,d) € VxR | (¢, (v,d)) = ({, (w,¢))} = (w, ¢)+ker
ist ein abgeschlossener affiner Unterraum. Es existieren demnach ein u € V'
und ein a € R mit

{(v,d) €V xR |d={u,v)+a}=U. (1.30)
Angenommen, es existierte ein 0 € V mit j(0) < (u,0) + «, dann wiire

(0, {u, VY +«) € epi(j). Nach (1.29) wiire dann ((, (w, ¢)) < (¢, (7, (1, 0)+a)).
Wegen (1.30) ist aber (9, (1, 0) + ) € U. O
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Aus der Elliptizitdt von a und aus Lemma 1.4 folgt

1
E(v) = gfoll® = [1elllvll + (m,v) + o

1
svalloll® = A1l + llaDlell + o

5Vl(”vn_n || ||u||> (A

V1 2V1

Y

2
+ «

und damit die Koerzivitiat von E. Zusammenfassend erhilt man demnach:

Satz 1.13 Das elliptische Minimierungsproblem zweiter Art besitzt genau
eine Losung u € K. Genau dann ist u eine Lisung, wenn gilt:

Yo e K : a(u,v—u)+j(v) —ju) > lv—u). (1.31)

Fiir die Formulierung von Sattelpunktproblemen elliptischer Minimierungs-
probleme zweiter Art ist es zweckméfBig, nur solche Multiplikatorfunktionale
®, : V x Ay — R bzgl. j zu betrachten, die einer Darstellung der Form

®1(v, 1) = (1, B1(v)) (1.32)

mit einer Abbildung 8; € L(V,U;) geniigen. Hierbei ist U; ein normierter
Raum und A; C Uj. Fiir den unrestringierten Fall erhélt man dann nach
Korollar I.2:

Satz 1.14 FEs existiere ein Multiplikatorfunktional ®1 bzgl. j : V — R mit
der Darstellung wie in (1.32). Dann ist u Losung des elliptischen Minimie-
rungsproblems zweiter Art mit K =V, wenn ein A\ € Ay existiert, so dass:

Yo eV a(u,v) = (L,v) — (A1, B1(v)) (1.33)
V,ul S A1 : <,u1 — )\1,61 (u)> < 0. (134)

Fiir den restringierten Fall erhélt man:

Satz 1.15 Das Multiplikatorfunktional ®g bzgl. K sei wie in (1.25) gewdhlt,
und es ezistiere ein Multiplikatorfunktional ®1 bzgl. j wie in (1.32). Dann
ist u Losung des elliptischen Minimierungsproblems zweiter Art, wenn ein
(Mo, A1) € Mg x Ay existiert, so dass:

Yo eV a(u,v) = (€, v) — (A, Bo(v)) — (A1, 51(v)) (1.35)
V(po, 1) € Ao x Az (po — Ao, Bo(u) — g) + (p1 — Ar, Bi(u)) < 0. (1.36)
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1.3.3 Existenz und Eindeutigkeit von Sattelpunkten

Zur Herleitung von Aussagen beziiglich Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen der Systeme (1.26)-(1.27), (1.33)-(1.34) und (1.35)-(1.36) wird im
Folgenden das allgemeine Lagrange-Funktional £ : V' x A — R mit

L(v.1) = a(0,0) = (6:0) + b{o,0) — {1,)

betrachtet, wobei V und U’ reflexive Rdume sind, A C U’ abgeschlossen und
konvex sowie b : V x U’ — R eine stetige Bilinearform mit b(v, i) < ¢||lv]||| |
(¢>0)und g € U ist.

Offenbar ist £, strikt konvex, (unterhalb) stetig und wegen

1 ~

Lo = Sonlol = el - elellal — {0.5)
1 6l + el \> _ (e +ellel®
= g (o - Py A g )

fiir alle € A koerziv. Die Abbildung £, ist konkav und (oberhalb) stetig.
Ist A beschrinkt, folgt direkt aus Satz 1.6, dass £ einen Sattelpunkt hat. Ist
A unbeschréinkt, dann ist fiir den Nachweis der Existenz eines Sattelpunkts
nach Satz 1.6 die Koerzivitét von p +— sup, ¢y (—L(v, u)) erforderlich. Eine
zentrale Rolle spielt hierbei die Bedingung

Ja€Rso: YueU': a|ul| < sup

, (1.37)
veviop vl

die auch als Babugka-Brezzi Bedingung bekannt ist.”

Lemma 1.5 Ist (1.37) erfillt, dann ist p — sup,cy (—L(v, 1)) koerziv.
Beweis: Da £, (unterhalb) stetig und koerziv fiir ¢ € U’ ist, existiert nach
Satz 1.3 ein vy, so dass £, (v,) = inf,ev £, (v) ist. Aus Satz 1.1 folgt, dass
a(vy,v) = (¢,v) —b(v, u) fiir alle v € V ist. Demnach ist

1 - 1 -
Lo, (1) = 5a(vp,vu) + {1, 9) 2 §V1Hv,u||2 = lellllgll- (1.38)
Andererseits ist
b(v, £,v)y —a(v,,v
ol < sup 2B _ gy 600 —000) gy ) (139)
venvioy vl wev [[v]]

“vgl. Lemma 3.2. in [72]
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Wenn ||p|| — oo, dann folgt aus (1.39), dass auch [|v, | — oo gilt. Aus (I1.38)
und (1.39) folgt dann sup, ¢y (—£L(v, 1)) — oo. O

Bedingungen fiir die Eindeutigkeit einer Losung ergeben sich aus den fol-
genden Aussagen. Aus der Koerzivitat von a und aus Satz 1.1 folgt:

Lemma 1.6 Es sei (u,A\) € V x U’ ein Sattelpunkt von L. Dann ist u
eindeutig. Gilt fiir u € U’

YVoeV: b(u,v)=0 = pu=0, (1.40)

dann ist auch A eindeutig. Ist (u,A*) € V x U’ ein weiterer Sattelpunkt,
dann gilt:
YoeV: b(A—A,v)=0.

Lemma 1.7 Ist (1.37) erfillt, dann gilt (1.40).
Beweis: Es sei p € U’ mit b(u,v) = 0 fiir alle v € V, dann ist [|pu] <
a~tsup,cy b(v, w)/|[v]| = 0. Also ist p = 0. O

Insgesamt gilt damit:

Satz 1.16 Ist A beschrinkt oder gilt (1.37), dann besitzt L einen Sattelpunkt
(u, \), wobei u eindeutig ist. Wenn (1.40) erfillt ist, ist auch X\ eindeutiq.

Aus Satz 1.7 folgt auBBerdem:

Satz I.17 Es seien U} und U reflexive Riume und Ay C Uf und Ay C Uj
abgeschlossen und konvex. Fir A := Ao x A1 sei zudem b(v, po, p1) =
bo(po,v) + b1(p1,v) mit den stetigen Bilinearformen by und by. Ist (1.37)
bzgl. by erfillt, und ist A1 beschrinkt, dann besitzt L einen Sattelpunkt
(u, Ao, A1), wobei u eindeutig ist. Ist (1.40) bzgl. b erfiillt, dann sind auch
Ao und A1 eindeutig.

Im Fall elliptischer Minimierungsprobleme erster Art ist U’ := U/ ker 3,
A = {po +ker By | po € Ao} und b(v, [uo]) = (uo, Bo(v)) zu setzen.® Ist
g €rg(By), dann ist §:=g € U.°

Da A unbeschrinkt ist, ist die Bedingung (I1.37) nachzuweisen. Ein wichti-
ges Kriterium liefert hierfiir der Satz A.11 vom abgeschlossenen Bild:

8Der Operator 8} € L(U}, V') ist der zu By adjungierte Operator. Mit [-] werden hier
die Elemente des Quotientenraums bezeichnet.
9Hierbei ist rg(8o) := Bo(V).



20 KAPITEL I. ELLIPTISCHE MINIMIERUNGSPROBLEME

Lemma 1.8 Ist rg(8y) abgeschlossen in Uy, dann ist die Bedingung (1.37)
erfillt.
Beweis: Da rg(5y) abgeschlossen ist, existiert nach Satz A.10 ein ¢ > 0, so
dass

YVw erg(Bo): v eV : Bov) =w, ||v]| < cl|lw]

ist. Fiir V := {v € V| ||v]| < ¢[|Bo(v)||} gilt demnach Go(V) = rg(6o),
womit fiir po € U} gilt:

sup (1o, Bo(v)) > sup (10, Bo(v)) >l sup (1o, Bo(v))
vevvioy vl vernvgoy ol verngoy  1Bo()]
— <M07w> —
=c! S =c 1||M0\rg(ﬁ0)||-

werg(Bo)\{0} [l

Nach dem Satz A.11 vom abgeschlossenen Bild ist rg(5) = (ker 3j) .10
Demnach ist nach den Sitzen A.7 und A.8 (rg(Bo)) =~ U}/rg(Bo)t =
Ug/ ((ker By) 1)+ = Up/ ker B und damit ||fio] g0 [l = Il [10]I O

Aus Satz 1.16 erhilt man damit unmittelbar:

Satz 1.18 Ist g € rg(fBo) und rg(Bo) abgeschlossen in Uy, dann besitzt das
System (1.26)-(1.27) eine Lisung (u, Ao), wobei w eindeutig ist. Ist By sur-
jektiv, dann ist auch Ao eindeutig.

Im Fall elliptischer Minimierungsprobleme zweiter Art mit K = V setzt
man U’ :=Uj, A := Ay und b(v, u1) := {1, f1(v)) und g = 0. Aus Satz 1.16
folgt:

Satz 1.19 Ist Ay beschrinkt, dann besitzt das System (1.33)-(1.34) eine
Lésung (u, A1), wobei u eindeutig ist. Ist B1 surjektiv, dann ist auch A\
eindeutig.

Im Fall elliptischer Minimierungsprobleme zweiter Art mit K C V setzt
man: U' = Uj/ker 3y x Ui, A := {uo +ker 3 | po € Ao} x Ay und
b(v, [1o], p1) := (po, Bo(v)) + (1, S1(v)) und g = (g,0). Aus Satz L.17 erhélt

man:

Satz 1.20 Ist g € rg(Bo) und rg(Bo) in Uy abgeschlossen sowie Ay be-
schrdnkt, dann besitzt das System (1.35)-(1.36) einen Sattelpunkt (u, Ao, A1),
wobei u eindeutig ist. Gilt zudem By(ker 51) = Uy und By (ker By) = Uy, dann
sind auch Aoy und \1 eindeutig.

10Fiir einen normierten Raum V', Unterrdume M C V und N C V' heiBen die Mengen
Mt ={peV' |VvEM: ($,v) =0} und N :={v €V |Vh € N: {(¢,v) = 0} die
Annihilatoren von M bzw. N.
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1.4 Variationsungleichungen auf
Hilbertrdumen

Im Folgenden seien U, V und W Hilbertrdume und 8 € L(V,U) sowie
a: V xV — R eine stetige Bilinearform. Zudem sei W mit seinem Dualraum
identifiziert, 8 surjektiv, V mit einer stédrkeren Topologie in W enthalten
und ker 8 dicht in W.

Fiir ein u € V sei A(u) € (ker ) definiert als (A(u),-) = (A(u), ) := a(u, ).
Offenbar ist A € L(V, (ker 8)'). Es sei dom(A) := {v € V | A(v) € W},
dann ist A : V D dom(A) — W abgeschlossen. Nach Satz A.12 ist dom(A),
versehen mit der Norm HuH(Qiom(A) = |lull?, + ||A(u)||?,, ein Hilbertraum
sowie A € L(dom(A), W).

Satz 1.21 Es existiert ein eindeutiger Operator o € L(dom(A),U") mit
Vw € dom(A), Yv € Vi a(w,v) = (A(w),v) + {a(w), B(v)).
Beweis: Ch.6, Th.2.1 in [5]. O

Der Operator A heifit der zu a assoziierte Operator. Mit seiner Hilfe kénnen
elliptische Minimierungsprobleme auch iiber Kriftebilanzen gedeutet wer-
den, die hdufig aus Ingenieur-technischer Sicht vorteilhafter erscheinen, da
die darin beschriebenen Gréfien einer physikalischen Interpretation leichter
zugiinglich sind!!. Dabei repriisentiert A(u) fiir eine Losung v im Allgemei-
nen die in einem System auftretenden inneren Krifte, die mit auf das Sy-
stem wirkenden dufleren Kriften f € W und ¢ € U’ im Gleichgewicht stehen
miissen. Das aus physikalischer Sicht zu erwartende Gleichgewicht zwischen
inneren und &ufleren Kriften wird bei elliptischen Minimierungsproblemen
ohne Restriktionen durch die folgenden Aussagen wiedergegeben:

Lemma 1.9 Gilt fir u € dom(A)
Vv € kerB: a(u,v) = (f,v),
dann ist A(u) = f.
Beweis: Fiir alle v € ker 8 ist (A(u) — f,v) = a(u,v) — (f,v) = 0, also ist
A(u) — f L ker 5. Da ker 8 C W dicht ist, folgt A(u) — f L W. O

Mit (¢,v) := (f,v) + (g, B(v)) gilt dann:

1ygl. Abschnitt 1.3
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Satz 1.22 Es sei u € dom(A). Genau dann ist v Lisung von (1.23) mit
K =V, wenn gilt:

Alu) = f (I.41)
a(u) = q. (1.42)

Beweis: Es gelte (1.23), dann folgt aus Lemma 1.9 die Gleichung (I1.41).
Auflerdem ist fir v € V

(¢, 8(v)) = alu,v) = (f,v) = (a(u), B(v)) + (A(u),v) = (f,v) = (a(u), B(v)).

Da (3 surjektiv ist, folgt (I1.42). Andererseits, wenn u (1.41)-(1.42) erfiillt,
dann ist

(f,0) + (¢, B(v)) = (A(u),v) + {a(u), B(v)) = a(u, v)

fiir alle v € V, also erfiillt u auch (1.23). O

Ziel dieses Abschnitts ist, Kriftebilanz-Systeme herzuleiten, die allgemeinen
elliptischen Minimierungsproblemen erster und zweiter Art bzw. den da-
zu dquivalenten Variationsungleichungen (I1.22) und (I.31) zugeordnet sind.
Im Folgenden wird (1.22) als (elliptische) Variationsungleichung erster Art
und (I.31) als (elliptische) Variationsungleichung zweiter Art bezeichnet.
Die Tatsache, dass elliptische Minimierungsprobleme elliptische und sym-
metrische Bilinearformen implizieren, wird bei den folgenden Betrachtungen
nicht weiter beriicksichtigt. Dementsprechend bleiben die Aussagen auch fiir
Variationsungleichungen mit nicht symmetrischen und nicht elliptischen Bi-
linearformen giiltig.

1.4.1 Variationsungleichungen erster Art

Im Folgenden sei U = Uy x U; mit den Hilbertrdumen Uy und U; und
B = (6o, f1) mit By € L(V,Up) und 1 € L(V,Uy). Fiir p € U’ seien pg € U}
und p; € U definiert fiir vg € Up und v € Uy als {ug,vo) := (i, (vo,0))
und (p1,v1) == (i, (0,v1)). Fiir v := (vg,v1) ist dann offenbar (u,v) =
(o, vo) + (p1,v1). Fir ¢ = 0,1 sel ay(u) := (a(u));. Wenn nicht anders
angegeben, seien auflerdem K wie (1.24) und Ay := G'.
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Satz 1.23 Es sei uw € K Ndom(A) und By (ker Bo) = Uy. Genau dann ist u
Lésung der Variationsungleichung erster Art (1.22), wenn gilt:

A(w) = f (1.43)

go — ap(u) € Ao (1.44)

(g0 — ao(u), Bo(u) — g) = (1.45)
a1 (u) =@ (1.46)

Beweis: Es sei w € ker 8, dann ist v := v+ w € K. Also ist a(u,+w) >
(f,£w) und damit ist a(u,w) = (f,w). Aus Lemma 1.9 folgt dann (1.43).
Aus (I1.22) erhélt man fiir v € K

(g0 — a0 (u), Bo(v = w)) + (@1 — e (u), Bi(v —u))

= (g —a(u), (v —u))

= (g, B(v —u)) —a(u,v —u) + (A(u),v —u)
:< ( U)>—CL(U,’U—U) (f?v_u)

<0. (1.47)

Es sei v € ker fy, dann ist u £ v € K. Einsetzen in (1.47) liefert (1.46), da
Bi(ker By) = U; ist. Es sei w € V mit fy(w) = g, dann sind w und 2u — w
in K,da0€ Gund g — Fo(2u —w) = 2(9g — fo(u)) € G. Einsetzen fiir v in

(1.47) liefert (1.45). Ist Bo(v) € G, so ist w —v € K. Aus (1.47) und (1.45)
folgt

(qo—ao(u), Bo(v)) = —({go—ao(u), Bo(w—v—u))+(g0—a0(u), Bo(u)—g)) >0

Da fy surjektiv ist, folgt schliefflich (I.44).
Es erfiille v die Bedingungen (1.43)-(1.46). Ist v € K, dann ist w — v € G,
und damit gilt

(f;0—u) + (g, (v —u))
= (A(u),v —u) + (¢ — a(u), Bv — u)) + (a(u), B(v — u))
a(u,v —u) — (g0 — ao(u), fo(w — v)) + (g0 — a0 (u), 9 — Bo(w))
< a(u,v —u)
Also erfiillt v die Bedingung (1.22). O

Satz 1.24 Es sei u € dom(A) und fB1(ker By) = Uy. Genau dann ist (u, Ao)
Lésung von (1.26)-(1.27), wenn u € K ist, u (1.22) oder (1.43)-(1.46) erfiillt,
und wenn gilt:

Ao = qo — ao(u). (1.48)
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Beweis: Es sei (u, Ag) Losung von (1.26)-(1.27). Dann liefert Einsetzen von
0 und 2)\g

(Ao, Bo(u) —g) = 0. (L49)
Daraus folgt, dass {ug,g — Bo(u)) > 0 fiir alle ug € Ag ist. Wegen Ay = G’
folgt damit aus Satz A.6 g — Bo(u) € G, also u € K. Es sei v € K, dann
liefern Subtrahieren von (1.26) und Anwenden von (1.49)

a(u,v —u) = (f,v —u) + (g, B —u)) — (Ao, Bo(v —u))
= (fiv —u) + (g, B(v —u)) + (Ao, g — Bo(v))
Z (f?v_u)+ <q,ﬁ(U —’U/)>7

da Ao € G’ und g — a(v) € G ist. Demnach gilt (1.22). Nach Satz 1.23 ist
dann auch das System (I1.43)-(1.46) erfiillt. Fiir v € V folgt dann
(v)) =

(g0 — ao(u), Bo(v)) = (¢ — a(u), B(v))
= (g, B(v)) — a(u,v) + (A(u),v)
= (¢, B(v)) — a(u,v) + (f,v)
= (Ao, Bo(v)).
Da Gy surjektiv ist, ist damit auch (1.48) erfiillt.
Wenn andererseits v € K ist, und (u, A\g) das System (1.43)-(1.46) und (1.48)
erfiillt, dann folgt fiir v € V

(f;0) + (g, B(v)) = (Ao, Bo(v)) = (A(u), ) + (a1, B1(v)) + (ao(u), Bo(v))
= (A(u),v) + (a(u), B(v))
= a(u,v)

Demnach gilt (I1.26). Wegen (1.45) ist (Ao, Bo(u) — g) = 0. Damit ist fiir alle
to € Ag
(o — Ao, Bo(u) — g) = —(po, g — Po(u)) <0,

da g — Bo(u) € G ist. Also gilt auch (1.27). O

1.4.2 Variationsungleichungen zweiter Art

Im Folgenden habe das Funktional j : V' — Rx>( die Eigenschaften:
Yo € ker 81 : j(v) =0,, (1.50)
Yo eV j(—v) =), (151)
Yo,weV: jlv+w) <jv)+ jlw), (1.52)
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und es sei

Avi={pm €U [V eV [(p1, Bu(v))] < ji(v)}- (L.53)

Satz 1.25 Es sei u € dom(A) und fo(ker 51) = Up. Genau dann ist u
Lésung der Variationsungleichung zweiter Art (1.31) mit K =V, wenn gilt:

Alu) = f (1.54)

a1 —o(u) € Ay (1.55)

(@1 — a1 (u), Bi(u)) = j(u) (1.56)
ao(u) = qo- (1.57)

Beweis: Einsetzen von +w € ker 8 liefert a(u, w) = (f,w). Aus Lemma 1.9
folgt dann (1.54). Aus (I1.31) folgt fir v € V

— ao(u), fo(v —w)) + (g1 — au(u), Bi(v —u))

—a(u), f(v —u))

(qo0

=

= (¢, B(v —u)) —a(u,v —u) + (A(u),v — u)
= (¢,

<JW

q

q
Blv—u)) —a(u,v —u) + (f,v —u)

(v) = j(u). (1.58)

Es sei v € ker 81, dann liefert Einsetzen von u £ v in (I.58) unter Ausnutzen
von (I.51), (I.52) und So(ker 81) = Uy die Bedingung (I1.57). Wird 0 und
2u in (I.58) eingesetzt, erhdlt man wegen (I.51) und (I.52) die Bedingung
(I.56). Fiir £v € V folgt aus (1.58)
1 — o (u), f1(v) = (@ — ea(u), B(Ev — u)) + (@1 — a1(u), Bi(w))
< J(£v) = j(u) +j(u)
=j(v),
und damit gilt (I.55).
Wenn andererseits ein v € V' das System (1.54)-(1.57) erfiillt, dann ist fiir
veV
(f;v —u) + (g, B(v —u))
= (A(w), v —u) + (g, B(v = u))
a(u,v —u) — {e(u), B(v —u)) + (g, B(v — w))
a(u,v —u) + (g — a1 (u), B1(v)) — (a1 — a1 (u), Bi(u))
< alu,v —u) +5(v) = j(w).
Also erfiillt u auch (1.31). O
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Ein Kriterium fiir die Eigenschaften (I1.50)-(I1.52) erhélt man aus der folgen-
den Aussage:'?

Lemma 1.10 Gilt firj: V — Rxg
j(v) = sup (u1, f1(v)), (1.59)

p1EAL

dann sind die Eigenschaften (1.50)-(1.52) erfillt.
Beweis: Fiir v € ker 3; ist offenbar j(v) = 0, und es gilt fiir v,w € V

Jw+w) = sup (u1,B1(v+w))

p1€EAN
< sup (u1, B1(v)) + sup (u1, fi(w))
pn1€EA p1EAL
=7J(v) +j(w).
Mit p1 € Ay ist auch —py € Aq, woraus j(—v) = sup, cp, (—p1, 51(v)) =
j(v) folgt. O

Satz 1.26 Es seien u € dom(A) und Bo(ker 81) = Uy sowie j wie in (1.59)
Genau dann ist (u, A1) Losung von (1.33)-(1.34), wenn u (1.31) oder (1.54)
(L.B7) erfillt und wenn gilt:

/\1 =dq1 — al(u). (160)

Beweis: Es sei (u, A1) Losung von (1.33)-(1.34) sowie v € V, dann ist nach
Subtrahieren von (1.33) und Anwenden von (1.34) fiir u; € Ay

a(u,v _u) = (f,U _u) + <q,ﬂ(v _u)> - </\1761(U)> + <)‘17ﬁ1(u)>
= (fiv—u)+ (¢ Bv —u)) —j(v) + (p1, Br(u)).

Also gilt

a(u,v—u) = (f,v—u) + (g, B(v —u)) — j(v) + sup (p1, Br(u))

= (f,v—u) + (g, B(v —w)) —j(v) +j(u).

Demnach folgt (I.31). Nach Satz 1.25 ist dann auch das System (1.54)-(1.57)
erfiillt. Fir alle v € V folgt dann

(@1 — a1 (u), Bi(v)) = (¢ — au), B(v))
= (¢, B(v)) — a(u,v) + (A(u), v)
= (¢, 8(v)) — a(u,v) + (f,v)
= (A1, B1(v)).

12ygl. (1.32)
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Da ; surjektiv ist, ist demnach auch (1.60) erfiillt.
Wenn andererseits (u, A1) (I.54)-(1.57) und (1.60) erfiillt, dann folgt fiir v €
v

(f;0) + (g, B(v)) = (A1, B1(v)) = (A(u), v) + (g0, Fo(v)) + (a1 (u), B1(v))

Demnach gilt (I.33). Wegen (1.56) ist (A1, 81(u)) = j(u). Damit ist fiir alle
w1 € Ay
(n1 = A1, Br(w)) = (pa, Br(u)) — j(u) < 0.

Also gilt auch (1.34). O

Satz 1.27 Es seien u € K Ndom(A), B1(ker By) = Uy und SBo(ker 1)

Uy. Genau dann ist u Lisung der Variationsungleichung zweiter Art (1.31
wenn gilt:
Alw) = f (1.61)
(go — ao(u),q1 —ar(u)) € Ag x Ay (1.62)
{90 — ao(u ) o(u) —g) =0 (1.63)
(@1 — a1 (u), fr(w)) = j(u). (L64)

Beweis: Einsetzen von +w € ker § liefert a(u, w) = (f, w). Aus Lemma 1.9
folgt dann (I.61). Analog zu (I1.58) folgt aus (1.31) fir v € K

{90 — a0 (w), Bo(v = w)) +{q1 — a1 (w), fi(v —w)) <j(v) = j(u). (1.65)

Wegen (y(ker 31) = Uy und (i (ker By) = U; existieren ug € ker 3; und
up € ker By mit Bo(ug) = Bo(w) und B1(u1) = B1(u). Fir v € K Nker f; ist
v+u—ug € K, damit folgt aus (1.65)

(90 — ao(u), Bo(v — ug)) < j(v+u—muo) — j(u) — (g1 — ar(u), B1(v — uo))
< j(v—up)
=0. (1.66)

Es sei w € ker 1 mit Gp(w) = g, dann sind w und 2up —w in K Nker f1, da
0 € G und g — Fo(2up — w) = 2(g — fo(u)) € G. Einsetzen in (1.66) liefert

0 = (g0 — ao(u), Bo(w — uo)) = (g0 — o (u),g — Bo(w)),
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also (1.63). Fiir v € ker fy ist v+u—uy € K, und man erhélt durch Einsetzen
in (1.65)

(@ — a1(u), (v —u1)) <j(v+u—u1) —j(u) = (g — ao(u), Bo(v — u1)

<jJ
< j(v—wuq). (1.67)
Einsetzen von 0 und 2wy in (1.67) liefert zusammen mit (1.51)
J(w) = (@1 — ar(u), fr(v —w)) = (@1 — a1 (u), Bi(v — w)).
Aus (1.52) folgt wegen u — uy € ker 51
Jur) = j(u) = j(ur —uu) = j(u) < jlu—ur) =0.

Also gilt j(u1) = j(u) und damit schlieBlich (1.64). Es sei fp(v) € G mit
v € ker 81, dann ist w — v € K Nker f1, und es folgt aus (I1.66)

(g0 — ao(u), Bo(v))
= —({g0 — a0 (u), Bo(w — v — up)) + (g0 — 0 (u), Bo(u) — g)) = 0.

Da So(ker 1) = Uy ist, folgt daraus go — ap(u) € Ag. Es sei v € ker By, dann
folgt aus (1.64) und (1.67)

g — o (w), f1(v)) = (@1 — a1 (u), i (Fv — u1)) + (g1 — a1 (u), Bi(u))
<j(:v+u—u)

J(Fv) +j(u —uy)

J(v)-

Wegen i (ker 8y) = Uy gilt g1 — a1(u) € Ay. Demnach gilt insgesamt (1.62).

Es erfiille v die Bedingungen (1.43)-(1.46). Ist v € K, dann ist w —v € G,
und damit gilt

(f,v—u)+ (g, B(v —u))

= (A(u),v —u) + (g — a(u), B(v — u)) + (a(u), B(v — u))

= a(u,v —u) — (go — ao(u), Bo(w — v)) + (g0 — o (u), g — Bo(u))
a1 — ai(u), f1(v)) — (@1 — aa(u), B1(w))

<a(u,v —u)+j(v) — j(u).

IN

Also erfiillt v die Bedingung (1.31). O
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Satz 1.28 Es seien u € dom(A), Bolker 51) = Uy und fi(ker fy) = Uy
sowie j wie in (1.59). Genau dann ist (u, Ao, A1) Ldsung von (1.35)-(1.36),
wenn u € K ist, u (1.31) oder (1.61)-(1.64) erfillt, und wenn gilt:

)\0 =4qo — g (u) (168)
)\1 =q1 — al(u). (169)

Beweis: Es sei (u, Ag, A1) Losung von (1.35)-(I1.36). Dann liefert Einsetzen
von (0, A1) und (2Xo, A1) in (I1.36)

(Ao, Bo(u) —g) = 0. (1.70)

Daraus folgt, dass (uo,g — Bo(u)) > 0 fiir alle pg € Ag ist. Wegen Ag = G’
folgt damit aus Satz A.6 g — Go(u) € G, also u € K. Es sei v € K und
Bo(w) = g, dann ist nach Subtrahieren von (I.35) und Anwenden von (1.36)
fiir n1 € Ay

a(u,v —u) = (f,v —u) + (g, B(v —u)) — (Ao, Bo(v —u)) — (A1, B (v — u))

)+ )

= (fvv_u)+ <Qaﬂ(v_u’ >+<A0,60(UJ—'U)>+<A0,60(U,)—g>
(
)

 —

—(A1, B1(v)) + (A1, B (u))
> (fiv—u) + (g Bv —u)) = j(v) + (u1, bi(u)).

Also gilt

alu,v—u) = (f,v—u)+ (g, B(v —u)) — j(v) + sup (u1, Br(u))

= (f,v —u) + (g, B(v —w)) — j(v) +j(u)-

Demnach gilt (I.31). Nach Satz 1.27 ist dann auch das System (1.61)-(1.64)
erfiillt. Fiir v € ker 5 folgt dann

(90 — ao(u), Bo(v)) = (¢ — a(u), B(v))
= (¢, B(v)) — a(u,v) + (A(u),v)
= (¢, a(v)) — a(u,v) + (f,v)
= (Ao, Bo(v))

Analog zeigt man, dass fiir alle v € ker Gy gilt:

(@1 = e (u), B1(v)) = (A1, Bi(v)-
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Wegen Gy(ker 81) = Uy und B (ker 8y) = U; sind damit (1.68) und (I1.69)
erfiillt.

Wenn andererseits w € K ist und (u, Ao, A1) (I.61)-(1.64) sowie (I1.68) und
(1.69) erfiillt, dann folgt fiir v € V

(f,0) + (g, B(v)) = (Ao, Bo(v)) = (A1, Bu(v)) = (A(u),v) + {e(u), B(v))

= a(u,v).
Demnach gilt (I.26). Wegen (1.63) ist (Ao, Bo(u) — g) = 0, und wegen (1.64)
ist (A1, 01(u)) = j(u). Damit gilt fiir (1o, 1) € Ao X Aq
(o — Ao, Bo(u) — g) + (1 — A1, Bi(u))
= —(no,9 = Po(w)) + (u1, Br(u)) — j(u) <0,
da g — Bo(u) € G ist. Also gilt auch (1.36). O

Eine Vereinfachung der Menge A; ist in der folgenden Weise moglich:

Satz 1.29 FEs sei Uy dicht in Ul enthalten sowie p : Ul — R>¢ sublinear
mat

Vw e Uy : p(w) = p(—w) (1.71)
Je>0:Ywe U : pw) < c|wl (1.72)
YweV: j(v) =p(fi(v) (L73)

Zudem sei Ay = {jiy € U] | Yw € Uy : |{ji,w)| < p(w)}. Dann ist
Ay = Ay

Beweis: Die Relation A; C A; ist klar. Nach dem Fortsetzungssatz von
Hahn-Banach A.13 und wegen der Surjektivitdt von 81 sowie (1.73) existiert
zu jedem pq € Ay eine lineare Fortsetzung fi; : U; — R mit i1 (w) < p(w)
fiir alle w € U;. Aus (1.71) folgt —fi1(w) = jin(—w) < p(—w) = p(w) und
damit |1 (w)| < p(w). Wegen (1.72) ist ji € U}. Da U, dicht in U; enthalten
ist, ist nach Satz A.14 ji; eindeutig, also gilt auch die Relation A; € A;. O



Kapitel 11

Modellierungen von
Kontaktproblemen

Ziel dieses Kapitels ist die Formulierung von Kontaktproblemen als ellipti-
sche Minimierungsprobleme erster und zweiter Art.

Im Mittelpunkt stehen statische Kontaktprobleme vom Signorini-Typ und
modellhafte Vereinfachungen hiervon, die das Deformationsverhalten ela-
stischer Korper bei Starrkorperkontakt beschreiben. Hierzu werden sowohl
reibungsfreie als auch reibungsbehaftete Formulierungen betrachtet und mit
Hilfe der in Kapitel I dargestellten Resultate hinsichtlich der Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen und hinsichtlich variationeller Sattelpunktfor-
mulierungen untersucht. Dariiber hinaus werden auf der Grundlage von
Abschnitt 1.4 die zugehorigen Kréftebilanzgleichungen und entsprechende
physikalische Interpretationen angegeben.

Exemplarisch wird in Abschnitt I1.4 der fertigungstechnische Prozess des
Roboter-gestiitzten Bandschleifens als reibungsbehaftetes Kontaktproblem
studiert.

Neben den elastischen Kontaktproblemen vom Signorini-Typ werden Mo-
dellprobleme weiterer Problemklassen untersucht, die sich ebenfalls als Mini-
mierungsprobleme erster und zweiter Art formulieren lassen. Hierzu gehoren
Hindernis-Probleme, Torsionsprobleme und Bingham-Fluid-Probleme. Die
Ergebnisse aus Kapitel I lassen sich allerdings nur eingeschriankt auf diese
Probleme anwenden.

Fiir weitere Details und eine entsprechende Ausweitung auch auf dynami-
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sche Kontaktprobleme sei zum Beispiel auf [47], [55], [56], [68] und [72]
verwiesen.

Den folgenden Untersuchungen ist eine kurze Darstellung der fiir die For-
mulierungen erforderlichen Funktionenrdume vorangestellt.

II.1 Sobolevraume

Die in Kapitel I beschriebenen Zielfunktionale, die zur Minimierung von
Energiegroflen eingesetzt werden, sind im Allgemeinen Integralmittelwerte
bestimmter Differentialoperatoren. Adiquate Funktionenriume, die in die-
sem Zusammenhang Verwendung finden und den in Kapitel I aufgefithrten
Voraussetzungen fiir Existenz und Eindeutigkeit von Losungen geniigen,
sind sogenannte Sobolevraume.

Im Folgenden werden die wesentlichen Notationen und Eigenschaften dieser
Funktionenrdume angegeben. Fiir weitere Details in diesem Kontext wird
auf [1] verwiesen.

Ausgangspunkt ist der Raum L2(Q2) := L£%(Q)/N(Q), wobei Q C R* be-
schréinkt, offen und zusammenhéngend und N'(Q) := {f € £L2(Q) | [, [* dz
= 0} ist. Im Weiteren wird in der Notation fiir [f] € L?(Q2) nicht mehr
zwischen [f] und f unterschieden. Der Raum L?((2) ist vermoge des Ska-
larprodukts (u,v)o = (u,v)o,0 = [uvdzr mit der zugehdrigen Norm
ull§ == [lull§ o = (u,u)o, ein Hilbertraum.

Fiir den Rand I' := 99 ist der Hilbertraum L?(T") entsprechend mit einem
auf I' erweiterten Integral-Begriff unter geeigneten Glétte-Voraussetzungen
zu definieren.! Das zugehérige Skalarprodukt wird mit (-, -)o,r und die Norm
mit || - |jo,r bezeichnet.

Der klassische Differenzierbarkeitsbegriff wird in der Regel punktweise defi-
niert und ist deshalb fiir L2-Funktionen zu restriktiv. Der fiir L2-Funktionen
angemessene Differenzierbarkeitsbegriff basiert auf einer distributiven Uber-
tragung der klassischen Differenzierbarkeit und fithrt auf den Begriff der
schwachen Ableitung. Fiir einen Multiindex o = (a1,...,a,) € Nj mit
la| := 31 a; und fiir eine Funktion ¢ € Cl*1(Q) bezeichnet 9%¢ :=
glel /0%y -+ - 0% x, ¢ die partielle Ableitung nach « im klassischen Sinn.
Die Funktion u € L?(Q) hat die schwache partielle Ableitung 9%u € L?(2),
falls
Vo e CE(Q) 1 (6, 0™u)o = (~1)/° (9%, u)o

Lvel. S.114 in [1]
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gilt. Die schwache partielle Ableitung ist wohl definiert und stimmt mit der
klassischen partiellen Ableitung iiberein, falls v € C1*/(Q) ist.

Die Menge aller Funktionen aus L?(2), die alle Ableitungen bis zu einem
bestimmten Grad m € Ny besitzen, werden in dem Raum H™(Q) := {u €
L2(Q) | Vo € NB, |a] < m : 0% € L*(Q)} zusammengefasst, fiir den der Be-
griff Sobolevraum gebriuchlich ist.? Vermoge des Skalarprodukts (u, v),, :=
(U, V)m,2 = 3 41<m (07U, 0%)o,0 ist der Raum H™ () ein Hilbertraum.

2

Die zugehorige Norm ist definiert durch ||ull?, := [[ull?, o := (4, u)m a.

Unter Verwendung geeigneter Koordinatensysteme von I' wird der Hilber-
traum H™(T) iiber den Raum H™(R*~!) definiert. Zur genauen Angabe
der Definition sei auf [76] verwiesen. Das dazugehorige Skalarprodukt sei
mit (u,v)m,r bezeichnet, die Norm mit ||w||m, r.

Bedingungen, die auf dem Rand von {2 vorgeschrieben werden, erfordern
den Begriff der Einschrinkung auf Teilmengen des Randes von 2. Da die
Gleichheit von L2-Funktionen punktweise nur fast iiberall erfiillt sein muss,
ist die punktweise Einschrinkung einer L2-Funktion auf den Rand I' := 99
nicht sinnvoll. Es existiert jedoch stets genau eine stetige, lineare Abbildung
v : HY(Q) — L*(T), die mit der punktweisen Einschrinkung fiir Funktionen
aus C°(Q) N H1(Q) iibereinstimmt:3

Yue C'(Q)NHY Q) : up = y(u).

Die Abbildung v wird auch Spuroperator genannt. Dieser ist nicht surjektiv,
jedoch ist der Hilbertraum H'/2(T) := y(H'(Q)) versehen mit der Norm

w2 = UelHnlf(Q) [vll1,
v (v)=w

dicht in L?(T"). Der Dualraum von H'/2(I") wird mit H~'/?(T") bezeichnet,
die dazugehorige Norm mit || - ||y 5.

Eine besondere Bedeutung haben Sobolevriume, die auf Teilmengen des
Randes verschwinden. Man definiert mit Hilfe des Spuroperators « fiir eine
abgeschlossene Teilmenge 'y C I' mit fFo ds > 0 die Rdume H!(Q,T) :=
{fv e H(Q) | yv(v)r, = 0} und Hg(Q) := H'(Q,T). Offenbar ist kery =

2Fiir diese Menge ist ebenfalls die Bezeichnung W™ (Q) verbreitet, vgl. Bemerkungen
auf S.162 in [106].
3vgl. Th.5.22 in [1]. Vorausgesetzt wird, dass Q die sogenannte Kegelbedingung erfiillt.
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H}(2). Wenn der Rand T hinreichend glatt ist, ist H{ () die Vervollstindi-
gung von C§°(Q) in L2(Q2) bzgl. der || - |[1-Norm?, also ist insbesondere
HY(Q) dicht in L?(2) enthalten. Der zu H{(f2) gehérige Dualraum wird
mit H~(Q) bezeichnet.

Dariiber hinaus definiert man fiir eine zu I'y disjunkte, offene Teilmenge
Iy € T mit ToUT; =T den Raum HY?(Ty) := v(H'(,Tp)), der als abge-
schlossener Unterraum von H'/2(T") mit der Norm [|-||1 2., ein Hilbertraum
ist. Der Dualraum wird mit H~/2(T;) bezeichnet, die zugehérige Norm ist
|II=1/2,r,- Der Raum L?(T'y) := {v € L*(T') | v, = 0} ist als abgeschlosse-
ner Unterraum mit dem von L?(I") induzierten Skalarprodukt ebenfalls ein
Hilbertraum. Das dazugehorige Skalarprodukt wird mit (-, -)o,r, bezeichnet.
Der Raum H'/2(T';) ist eine dichte Teilmenge von L?(T).

Werden die Rdume L?(Q) und L?(I';) mit ihren Dualrdumen identifiziert,
erhélt man die jeweils dichten Inklusionen
Hy(Q) € L*(Q) = L*(Q)' ¢ H™H(),
HY2(Iy) € L*(Ty) = L*(T1)’ € H™Y2(Ty).
Ein wesentlicher Zusammenhang zwischen Funktionen aus H'(f2) und
H'/2(T) wird durch die Greensche Formel hergestellt. Hierzu ist der Gradi-

ent V: H'(Q) — L2(Q)F fiir ein v € H'(Q) definiert als (Vv); := ov/dz;.
Ferner ist der Divergenz-Operator div : H(div, Q) — L?(f2) definiert {iber

Vo € C2(Q) : (divw, ¢)o = —(w, Voo (IL.1)

mit H (div, ) = {w € L2(Q)* | divw € L?(Q)} sowie (w,v)g := (wi,vi)o
fir w,v € L2(Q)*. Fir w € HY(Q)* ist divw = Ow;/0x;.° Es gilt fiir
w E H(Q)’C und v € H}(Q):6

(w, Vo)g = (—divw,v)o + (y(w)n,v(v))o,r. (I1.2)

Hierbei bezeichnet n € L?(I')* den #uBleren Normalenvektor mit Linge 1
bzgl. T

Der Gradient fiir mehrkomponentige Funktionen V : H(Q)F — L2(Q)F*k
ist fiir ein v € HY(Q)* definiert als (Vov);; := dv;/0x;, sowie der entspre-
chende Divergenz-Operator div : H(div,Q) — L?(Q)* analog zu (II.1) mit

4vgl. Satz 6.2.42 in [61]
5im Sinne der Einsteinschen Summenkonvention
6vgl. z.B. Th.A.29 in [89)
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H(div,Q) := {r € L3(Q)"** | divr € L2(Q)*} und (7,v)q := (745, vij)o filr
v € L2(Q)**F. Ferner ist (div7); = 07;;/0z; fiir 7 € H1(Q)>*3. Zudem
erhilt man fiir v € H'(Q)¥ eine analoge Greensche Formel:

(1, Vv)o = (=divT,v)o + (v(T)n, 7(v))o.r- (IL.3)

Ist T" hinreichend glatt, konnen Normal- und Tangentialrdume bzgl. I'; de-
finiert werden. Hierzu beinhalte ¢t € L?(I')**(+~1) die Tangentialvektoren
bzgl. T', so dass k(z) := (n(x),t(x)) fir z € T ein orthonormales Sy-
stem ist. Die Abbildungen 6, : H1(Q,To)F — HY*(Ty) 1= 6, (H(Q,To)*)
und &, : HY(Q,To)* — H}*(T1) = 6,(HY(Q,To)*) seien definiert durch
8n(v) :=nT~(v) und 6;(v) := t Ty (v), und es sei § := (6,,d;) ". Vermoge der
Abbildung & : HY2(T1)* — HMY*(Ty) mit §(w) = rTw gilt H/*(Ty) =
Hy*(D1)x H}?(Ty) = HY?(Ty)*, wobei durch [[w]1 jo,ne = |6~ (w) |1 /2.1,
die zugehorige Norm definiert ist. Die Raume Hi{z(Fl), Héﬂ(Fl) und
Htl/Q(I‘l) sind Hilbertrdume, wobei die Normen von H,ll/Q(I‘l) und Htl/2 (T'1)
durch || - [[1/2,n = [I(-,0)[l1/2,ne und [ - [l1/2,¢ == [[(0,)[|1/2,n¢ gegeben sind,
und die Normen ihrer Dualrdume H{l/Q(Fl) und Ht_l/Q(Fl) mit || || _1/2,n

bzw. || ||=1/2,+ bezeichnet seien. Der Dualraum von Hiﬁ(Fl) sei H;tlﬂ (T1)

mit der Norm || - [[_1/2,¢. Die Raume H,%/Q(I‘l), S/Q(I‘l) und Hi{Q(I‘l)
sind dicht in L2(T'y), L2(T'1)*~! bzw. L?(T'1)* enthalten.”

II.2 Modellprobleme

Ziel dieses Abschnitts ist die Einfithrung von einfachen Modellproblemen,
die jedoch reprisentativ fiir eine Vielzahl von elliptischen Minimierungspro-
blemen, inbesondere fiir die in Abschnitt 11.3 aufgefithrten Probleme sind.
Hierzu sei Q0 C R? beschrinkt, offen und zusammenhingend. Fiir den Rand
I' := 09 gelte I' = Ty UT; und fFo ds > 0, wobei I'g,I'; C T disjunkte,
offene Teilmengen seien. Ferner sei f € L*(Q) und ¢ € L*(I'y).

Ein typisches Modellproblem fiir unrestringierte Minimierungsprobleme ist

i FE 11.4
ve T p,) E) (IL4)
mit dem Zielfunktional
1
E(v) := 5(Vo, Vo)o = (f,v)o = (4, 7(v))or, - (IL5)

Tvgl. [64]
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Die hier verwendete Bilinearform a : H'(2) x H(2) — R mit a(v,w) :=
(Vu, Vw)g ist offensichtlich symmetrisch und wegen der Cauchy-Schwarz-
schen Ungleichung auch stetig. Aus der Poincaré-Friederichsschen Unglei-
chung® folgt, dass a elliptisch ist. Damit ist durch (II.4) ein unrestringiertes
elliptisches Minimierungsproblem erster Art gegeben. Nach Satz 1.11 be-
sitzt das Minimierungsproblem (II.4) genau eine Losung w. Fiir diese ist
notwendig und hinreichend:

Yo e HY(,To) : (Vu, Vo) = (f,v)o0 + (¢,7(0))or, - (11.6)

Das Zielfunktional in (II.5) beschreibt in vereinfachter Form die potientielle
Energie bei Durchbiegung einer Membran unter der Belastung f. Dement-
sprechend ist die Losung u die Verschiebung im vom System angestrebten,
kleinsten energetischen Zustand.

Der zu a assoziierte Operator ist —A, wobei der Operator A := divV
Laplace-Operator heifit.” Im Folgenden sei o wie in Satz 1.21.10 Falls Vu €
H(div, Q) ist, folgt damit aus Satz 1.22: Genau dann ist u Lésung von (I1.6),
wenn gilt:
—Au=f (I1.7)
ao(u) =q (I1.8)

Ist u € H?(Q), folgt aus der Eindeutigkeit von o und der Greenschen Formel
I1.2, dass ag(u) = Opu = y(Vu)n ist. Damit erhélt man aus (I1.7)-(I1.8):

Satz I1.1 Es sei u € HY(Q,To) N H*(Q). Genau dann ist u Lésung von
(I1.6), wenn gilt:

—Au=f

Opu = q.

I1.2.1 Vereinfachte Signorini-Probleme

Das in diesem Abschnitt behandelte Modellproblem ist ein restringiertes
elliptisches Minimierungsproblem erster Art. Das Zielfunktional E ist wie

8vgl. z.B. Th.1.5 in [25]

9vgl. z.B. Ch.6. Lemma 1.1 in [5]

10Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 1.4 ist V := HY(Q,T¢), W := L3(Q), U :=
HY2(T1) x {0} baw. U := {0} x H/2(T'1) und 3 := (v,0) bzw. 8 := (0, 7).
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in (II.5) definiert. Im Unterschied zu (II.4) kommen nun Restriktionen auf
dem Rand I' der Form

K= {ve HY(Q.To) | 1(v) > g} (IL9)
mit g € H'/2 (T'1) hinzu, wobei die Halbordnungen < bzw. > als fast iiberall

auf I' zu verstehen sind. Untersucht wird demnach die Bestimmung von

min E(v). (I1.10)

veK
Da K konvex und abgeschlossen ist, existiert nach Satz [.11 genau eine
Losung u € K von (I1.10). Fiir diese ist notwendig und hinreichend:
Voe K: (Vu,V(v—u))o > (f,v—u)o+ (¢,v(v—u))or,- (IL.11)

Das Minimierungsproblem (I1.10) ist ein vereinfachtes Modellproblem vom
sogenannten Signorini-Typ.!! Es beschreibt die Durchbiegung einer Mem-
bran bei Vorhandensein eines Hindernisses auf dem Rand.

Gilt v € K mit Vu € H(div,Q), dann ist u nach Satz 1.23 genau dann
Losung von (I1.11), wenn

—Au=f (I1.12)
q— ap(u) € Ag (I1.13)
(¢ —ao(u),y(u) —g) =0 (IL.14)

erfiillt ist. Hierbei ist Ag := G’ der duale Kegel von G := {v € HY?(T';) |
v < 0}.

Im Fall, dass u € H%(Q) ist, kénnen die Bedingungen (I1.12)-(11.14) kon-
kretisiert werden. Hierzu sei v € L?(I';) mit v < 0. Da H'Y/?(I';) dicht in
L?(T'y) enthalten ist, existiert eine Folge {vy,} C G mit v, — v. Damit
ist 0 < limy—oo(q — Oty vm)or, = (¢ — Onu,v)or,, woraus ¢ — Opu <
0 folgt. Aus (II.14) erhdlt man 0 = (¢ — Opu,y(u) — g)o,r, und damit
(¢ = Onu)(v(u) —g) = 0.

Satz I1.2 Es sei u € K N H?(Q). Genau dann ist u Lisung von (IL.11),
wenn gilt:

—Au=f (I1.15)
q—0Opu <0 (I1.16)
(¢ — Onu)(v(u) —g) = 0. (IL.17)

1ygl. Abschnitt 1.3
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Da K = {v e HY(Q,Ty) | g — v(v) € G} und G konvex und abgeschlossen
ist, ist das Funktional ®¢ : H(Q,T9) x G’ — R mit

Do (v, po) == {po,7(v) — 9) (IL.18)

nach Satz 1.3 ein Multiplikatorfunktional bzgl. K. Damit erhdlt man mit
Hilfe von Satz I.12 eine variationelle Sattelpunktformulierung fiir die Lésung
von (IL.10): u € H(£2,Ty) ist Losung von (I1.10), wenn ein A\ € A existiert,
so dass

Vv € H* (ero) : (vua VU)O = (fv U)O + (Qa'Y(U))O,Fl - </\077(U)> (ng)
Yo € Aot {po — Ao, y(u) —g) <0 (I1.20)

gilt. Da 1g(vm (o,r)) = H'/?(I'1) abgeschlossen in H/?(T'y) ist, besitzt
das System (I1.19)-(I1.20) nach Satz .18 eine eindeutige Losung.

Mit Hilfe von Satz 1.24 kann der Lagrangesche Multiplikator Ay explizit
angegeben werden: Ist u € HY(Q,To) N H%(2), dann ist (u, \) genau dann
Losung von (I1.19)-(I1.20), wenn w (I1.11) oder (II.15)-(I1.17) erfiillt und
wenn A\g = q — Opu ist.

Zur Veranschaulichung der in Satz II.2 formulierten Eigenschaften einer
Losung u sei = (—=1,1)% und Ty = (=1,1) x {=1} U {-1} x (=1,1).
Auflerdem sei f := —1 sowie g(xg,x1) := —%x{’. Die Durchbiegung u einer
Membran ist in Abbildung II.1 dargestellt. Links ist die Membran ohne
Restriktionen zu sehen, rechts die Membran mit dem Hindernis g(xg, z1) :=

—x3 auf dem Rand (untere Linie).

Abb. IL.1: Durchbiegung einer Membran ohne Randrestriktionen, mit Hindernis.

Zuséatzlich ist fiir den Hindernisfall der Lagrangesche Multiplikator Ao =
q — Onpu (obere Linie) eingetragen. Man erkennt deutlich am rechten Bild,
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dass die Membran auf dem Hindernis aufliegt, und dass A innerhalb dieser
Kontaktzone negativ ist und aulerhalb verschwindet.

I1.2.2 Idealisierte Reibungsprobleme

Ein unrestringiertes elliptisches Minimierungsproblem zweiter Art ist das
Modellproblem
i H j(v). I1.21

periin L H©)+j(v) (IL.21)
Hierbei setzt man H(v) := £(Vv, Vu)o — (f,v)0 — (¢,7(v))o,r, und j(v) :=
(s, |7(v)])o.r, mit s € L*(T'1) und s > 0.12
Da j offenbar ein konvexes und stetiges Funktional ist, hat das Minimie-
rungsproblem (I1.21) nach Satz 1.13 genau eine Losung u € H'(Q,Ty).
Hierfiir ist notwendig und hinreichend:

Ve H'(Q,To) : (Vu, V(v —u))o+ (s, [7(v))or, = (s, v(w))or,
> (fiv—u)o+(¢,v(v—u))or,. (11.22)

Das Minimierungsproblem (I1.21) ist ein stark idealisiertes Reibungspro-
blem.'?

Ist Vu € H(div,), folgt aus Satz 1.25, dass u genau dann Lésung von
(I1.22) ist, wenn gilt:

—Au=f (I1.23)
qg—oaq(u) € Ay (I1.24)
(g — o (w),y(w) = (s, [7(w)])o,ry, (I1.25)

wobei Ay := {p; € HY2(Ty) | Yw € HY2(T1) : [{p1,w)| < (s, |w|)or,}
ist.

Da H'Y?(T';) dicht in L?(T;) enthalten ist, ist nach Satz 1.29 A; = {u; €
L2(Ty) | Vw € L3(Ty) : |(u1,w)o| < (s, |w|)o}. Fiir uy € Ay und w € L?(Ty)
mit w > 0 folgt damit (£u; —s,w) < 0. Also ist |u1] < s. Andererseits folgt
aus |p1| < s unmittelbar |(u1, w)| < (s,|w|) fiir w € L?(T'y). Demnach ist

Av={p € L2(T) | |m] < s} (11.26)

I2Fiir eine (mehrkomponentige) L2-Funktion sind die L2-Funktionen |v| und sign(v)
definiert als |v| ;= Vv T v und sign(v) := |v| 1w fiir v(x) # 0 und sign(v) := 0 sonst.
13ygl. Abschnitt 1.3
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Ist u € H%(Q), folgt aus (I1.25), dass (s —sign(y(u))(g—0u), |y(w)|)or, =0

0
ist. Da wegen (I1.24) ¢—0,u € A4 ist, folgt aus (11.26) 0 = (s—sign(vy(u))(¢—
Onu))y(uw)] = sly(u)] = v(u)(¢ — Jnu) und damit

(¢ = Opu)y(u) = s|y(u)]. (IL.27)

Lemma II.1 Ist |¢ — Opu| < s und s > 0, dann ist die Bedingung (I1.27)
dquivalent zu

lg — Opul < s = ~v(u) =0
(¢ = Opu) =5 =7(u) =0
—(¢—0hu)=s=v(u) <0
Beweis: trivial. O

Zusammen mit Lemma II.1 erhédlt man schliefflich aus (I1.23)-(I1.25):

Satz I1.3 Es sei u € H(Q,To) N H3(Q) und s > 0. Genau dann ist u
Lésung von (11.22), wenn gilt:

—Au=f (I1.28)

lg—Onu| < s (11.29)

lg — Opul < s = ~v(u) =0 (I1.30)
(g—0Opu) =s=7v(u) >0 (I1.31)
—(qg—0Opu) =s=7v(u) <0. (I1.32)

Bemerkung II.1 Wird in Satz 1.3 s = 0 auf I'y gy C I'; sowie s > 0
auf I'y ; C I’y vorausgesetzt, so muss das System (I1.28)-(11.32) modifiziert
werden: Zu ergénzen ist die Bedingung 0,u = ¢ auf I'y ¢, zudem sind die
Bedingungen (I1.29)-(I1.32) auf I'1 ; zu beschrénken.

Zur Gewinnung einer variationellen Sattelpunktformulierung ist ein Multi-
plikatorfunktional bzgl. j herzuleiten: Fiir u; € A; ist offenbar auch —pu; €
Ay, woraus fiir v € H(, Tp) unmittelbar folgt, dass j(v) = (s, |[y(v)|)or, >
sup,,, e, (111, 7(v))o,r, ist. Weil |sign(y(v))s| = s ist, gilt andererseits j(v) =
(s, [y (W)[)o,r, = (sign(y(v))s,y(v))o,r, < sup,, e, (11,7(v))o,r,. Demnach
erfiillt j das Kriterium (1.59), ferner ist ®; : H'(Q,Tg) x A; — R mit
Q4 (v, 1) := (p1,7())o,r, ein Multiplikatorfunktional bzgl. j.

Nach Satz .14 ist u € H*(Q,Tg) Losung des Minimierungsproblems (11.21),
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wenn ein A\; € A existiert, so dass

Yo e H'(Q,To) :
(VU, VU)O = (f7 U)O + (LL 7(“))0,F1 - ()‘h ’Y(U))O,FI (1133)
Vlffl e A (/1,1 — )\1,’}/(u))07p1 <0 (1134)

erfiillt ist. Da A; beschrinkt ist und v surjektiv auf H/?(I';) abbildet,
existiert nach Satz 1.19 eine eindeutige Losung (u, A1) € HY(Q,To) x Ay
von System (I1.33)-(I1.34).

Ist w € HY(Q,To) N H*(Q), dann ist (u,\1) nach Satz 1.26 genau dann
Losung von (I1.33)-(11.34), wenn u (I1.22) oder (I1.28)-(IL1.32) erfiillt und
A1 = q — Onu ist.

In Abbildung II.2 ist die Durchbiegung u des idealisierten Reibungsproblems
mit s(zo,z1) := 1 — 23 und mit wie in Abschnitt I1.2.1 gewiihlten Grofien zu
sehen. Abgebildet sind die Funktion s (obere Linie) und der Lagrangesche
Multiplikator A\ = ¢ — O,u (untere Linie). Erkennbar ist die in Satz I1.3
(bzw. Bemerkung I1.1) geforderte Eigenschaft der Losung, dass in den Be-
reichen, in denen |q— Opul echt kleiner als s ist, die Spur von u verschwinden
muss.

Abb. II.2: Membran beim idealisierten Reibungsproblem.

II.3 Linear-elastische Kontaktprobleme

Fiir viele Ingenieur-technische Probleme ist die Modellierung iiber die linea-
re Elastizitdtstheorie eine angemessene Form der Modellbildung. Die lineare
Elastizitdtstheorie beschreibt das Deformationsverhalten von Festkorper-
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kontinua mit Hilfe einer linearisierten Spannungs-Dehnungsbeziehung, die
in Abh#ngigkeit von Verschiebungsgréfien ausgedriickt wird.

Das Ziel dieses Abschnitts besteht darin, Modelle von Festkorperkontakt mit
(trockener) Reibung auf der Grundlage der linearen Elastizitdtstheorie zu
formulieren und in den von Kapitel I geschaffenen Zusammenhang zu stel-
len.'* Insbesondere sollen die in Abschnitt 1.4 beschriebenen dquivalenten
Darstellungsformen genutzt werden, um geeignete physikalische Interpreta-
tionen hinsichtlich der im System auftretenden Kréftebilanzen anzugeben.
Eine konkrete Anwendung der in diesem Abschnitt dargestellten Modellie-
rungsformen wird in Abschnitt II.4 beschrieben.

Betrachtet wird ein Korper als materielles Kontinuum mit der rdumlichen
Einbettung Q C R3, der an einem Randsegment I'y C I' eingespannt ist
und auf den volumen- und oberflichenbezogene Kriifte f € L?*(Q)3 bzw.
q¢=(qn,q)" € L*(T1) x L?*(T;)? wirken, wobei ¢, und ¢; die Kraftanteile
in normaler und tangentialer Richtung bezeichnen.'® Die auf den Kérper
einwirkenden Krifte verursachen eine Deformation des Koérpers, so dass
jeder Massepunkt x € Q auf eine neue Position ¢(z) € R? verschoben
wird. Die Funktion v mit v(z) := ¢(x) — = heifit in diesem Zusammenhang
Verschiebungsfunktion.

Die Abweichung von V¢ ' V¢ gegeniiber der Einheitsmatrix kann als Maf
fiir die Verzerrung oder Dehnung und damit als Maf fiir die Deformation
des Korpers betrachtet werden.

Werden kleine Verschiebungen vorausgesetzt, so konnen Terme hoherer Ord-
nung vernachléssigt werden, so dass die Dehnungen fiir eine Verschiebung
v € H'(Q,To) durch den Operator ¢ : H'(Q)? — L*(Q)3%3 = {r €
L2(Q)%3 | 7i; = 75} mit e(v) == 2(Vv + Vo) wiedergegeben werden.
Der Operator ¢ wird linearisierter Greenscher Dehnungs- oder Verzerrungs-
tensor genannt.

Die potentielle Energie E(v) eines Kérpers nach Erleiden einer Deformation
um die Verschiebung v berechnet sich aus

1

E(v) := 5(o(v),e(v))o = (f,v)o — (@ 6(v))o,ry,

wobei § der in Abschnitt II.1 beschriebene Operator ist. Das hierdurch de-
finierte Funktional E : H'(Q,Ty) — R heiit Energiefunktional. Der darin

1 Darstellung und Notation orientieren sich an den in Abschnitt V1.3 aus [25] beschrie-
benen Ausfithrungen beziiglich der linearen Elastizititstheorie.
15Die Eigenschaften der Mengen Q, I'o und I'; sind wie in Abschnitt II.1 gew&hlt.
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auftretende Operator o : HY(Q)? — L2(2)3*3 ist der sogenannte Span-
nungstensor. Das wesentliche Merkmal der linearen Elastizitéitstheorie be-
steht in der Annahme, dass die Spannungen in linearer Weise von den Deh-
nungen abhéngen. Dieser Sachverhalt wird durch die Vorgabe

o(v)ij = Cijre (V)i (11.35)

ausgedriickt, wobei Cijr; € L®°(Q) mit Cijrr = Cjiti = Crisj gelten soll.
Zudem existiere ein £ > 0, so dass gilt:

2/()\3%3 2
Vr el (Q)Syxm D CijkiTijTh > KT

(11.36)

Die Beziehung (I1.35) heifit lineares Materialgesetz. Ein wichtiges lineares
Materialgesetz ist das sogenannte Hookesche Gesetz, bei dem

l—v, i=j=k=1I

E v, i=j, k=1, k#i
Cijpg i = —————— - 11.37
M e —2w) Y 1-20, i=k, j=1 (IL37)
0, sonst

gesetzt wird. Die Materialkenngrofien £ € Ry und v € (0,0.5) werden
Elastizitdtsmodul und Querkontraktions- oder Poissonzahl genannt. Mit den
in (IL.37) angegebenen Koeffizienten C;ji; ldsst sich der Spannungstensor

schreiben als 5
v
o(v) == T <5(v) + T 5, trg(U)I> .

Fiir weitere Details zur physikalischen Motivation der hier eingefiihrten
Grofien sei zum Beispiel auf [25] oder [78] verwiesen.

Setzt man nun die Giiltigkeit des Minimalprinzips voraus, so wird die Defor-
mation des Korpers unter der Wirkung der gegebenen volumen- und ober-
flichenbezogenen Kréfte durch diejenige Verschiebungsfunktion u beschrie-
ben, die den energetisch giinstigsten Zustand sichert. Mit anderen Worten:
Die Betrachtung der Deformation eines Korpers unter Wirkung gegebener
Krifte fithrt auf das Minimierungsproblem: Gesucht ist eine Verschiebungs-
funktion v € H*(Q, ), so dass gilt:

E(u) = vEHnll(lSI%,Fg) E(v). (I1.38)
Offenbar ist a : H'(Q,T0)? x H(Q,T0)?> — R mit a(v,w) := (o(v),e(w))o
eine symmetrische und stetige Bilinearform. Die Elliptizitéit von a folgt aus
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(I1.36) und aus dem 2. Kornschen Lemma'®. Demnach besitzt das Mini-
mierungsproblem (I1.38) nach Satz I.11 genau eine Losung w. Fiir diese ist
notwendig und hinreichend:

Yo e HY(Q,To)? 1 (o(u),e(v))o = (f,v)o + (g,0(v))or, - (I1.39)

Der zu a assoziierte Operator ist —dive. Im Folgenden sei o wie in Satz
.21 definiert.!” Ist o(u) € H(div, ), folgt aus Satz 1.22: Genau dann ist u
Losung von (I1.39), wenn gilt:

—divo(u) = f (I1.40)
q (IL.41)

Fiir o(u) € HY(Q)3*3 sei 0, (u) := y(o(u))n. Da fir v € HY(Q)

(o (w),7(v))o,r, = (on(w), n0n(v) + 3¢ (v))o,r,
= (nTa'n(u), n(v))o,ry + (tTUn(U)a 6¢(v))o,r,
ist, folgt aus der Eindeutigkeit von « und der Greenschen Formel (IL.3),
dass opn(u) := ap(u) = n' o, (u) und o (u) := ay(u) = t' o, (u) ist. Die
Ausdriicke o, (u) und o,:(u) reprisentieren die im System auftretenden
Normal- bzw. Tangentialspannungen. Aus (II1.40)-(I1.41) erhélt man damit:

Satz I1.4 Es sei u € HY(Q,To) mit o(u) € H(Q)3*3. Genau dann ist u
Lésung von (I1.6), wenn gilt:

—divo(u) = f (I1.42)
ont(u) = qi- (I1.44)

Im Wesentlichen besagt Satz 11.4, dass die Reaktionskréfte im Korper mit
den auf den Korper einwirkenden Kriften im Gleichgewicht sind. Die Glei-
chungen (11.42)-(11.44) heilen deshalb auch Gleichgewichtsbedingungen.
Im Gegensatz zu der in diesem Abschnitt dargestellten Vorgehensweise be-
ginnt der Ingenieur-technische Zugang zur Modellierung in der Regel mit
der Forderung, dass die Gleichgewichtsbedingungen beziiglich der einwir-
kenden Kriifte und der Reaktionskréfte erfiillt sind. Anschlieflend wird iiber
die kinematische Beziehung fiir € und iiber die Materialgesetzbeziehung fiir
o das Differentialgleichungssystem (I1.42)-(I1.44) formuliert.

16yvgl. Th 3.3 in [25]
17Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 1.4 ist V := H(Q,To)3, W := L?(Q)3, U :=

HY?(T1) x HY?(T1) und B :=6.
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11.3.1 Reibungsfreie Kontaktprobleme

Ist die Deformation des Korpers durch das Vorhandensein eines starren
Hindernisses eingeschrénkt, so kann dies durch Restriktionen an die Ver-
schiebungsfunktion ausgedriickt werden. Hierzu sei der Einfachheit halber
das Oberflichensegment des Hindernisses, das moglicherweise in Kontakt
mit dem Korper in I'; geraten kénnte, mit T C R3 bezeichnet. Ferner seien
T und T'; durch hinreichend glatte Funktionen v, ¢ : R? — R parametri-
sierbar:

T = {(z1, 22, P(21,22)) | (1, 22) € R*}
Pl = {(xl,xg,gp(xl,xg)) | (xl,xg) S RQ}

Die Hindernisbedingung, die den Kérper als stets unterhalb des Hindernisses
befindlich verlangt, kann damit fiir eine Verschiebungsfunktion v in der
folgenden Form angegeben werden:

o(w1,22) + v3(71, T2, P(71, T2))
< YP(x1 +vi(xr, x2, 01(21, 22)), x2 + v2(21, T2, (21, 22)))  (I1.45)

Soll sich der Korper oberhalb des Hindernisses befinden, ist in (I1.45) > zu
verwenden. 8

Die Bedingung (II.45) ist im Allgemeinen nicht linear. Zur Formulierung
einer einfachen Restriktionsmenge K, die insbesondere mit einem Multipli-
katorfunktional wie in Abschnitt 1.3 erfasst werden kann, ist eine geeignete
Linearisierung von (11.45) notwendig. In Ch. 2, [72] wird eine entsprechende
Herleitung angegeben, die auf eine ndherungsweise Formulierung von (I1.45)

in der Gestalt g — 0, (v) > 0 fithrt. Hierbei ist g mit

Y(z1,72) — (21, 22)

\/1 + <3_<p(x1 x2)>2 + (%(xl @))2

833‘1 ’ 8x2 ’
die sogenannte Gap-Funktion von T und I';. Die Menge der zuldssigen Ver-
schiebungen ist demnach K := {v € H'(Q,T¢)% | g — §,(v) > 0}. Sind
@ und ¢ hinreichend glatt, kann im Folgenden vorausgesetzt werden, dass
g€ HY*(Ty) ist.

g(xlva)m:i) =

8Fiir andere Hinderniskonstellationen sind die Variablen entsprechend zu vertauschen.
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Das zu betrachtende Minimierungsproblem lautet: Finde ein u € K, so dass
gilt:

E(u) = il(lél% E(v). (I1.46)

Da K konvex und abgeschlossen ist, besitzt (I[.46) nach Satz I.11 genau
eine Losung u € K. Fiir diese ist notwendig und hinreichend:
Yo e K: (o(u),e(v—u))o > (f,v—u)o~+ (¢,d(v—u)or,. (I1.47)

Gilt v € K mit o(u) € H(div,), folgt wegen d;(kerd,) = H3/2(F1) aus
Satz 1.23: Genau dann ist v Losung von (I1.47), wenn gilt:

—divo(u) = f (I1.48)

an — ap(u) € Ay (I1.49)

(g — 0(u), (1) — g) = 0 (11.50)
aq(u) = ¢. (I1.51)

Hierbei ist A, := G’ der duale Kegel von G := {v € H,ll/z(I‘l) | v > 0}.
Analog zur Herleitung von Satz I1.2 erhdlt man damit aus (I1.48)-(I1.51):

Satz I1.5 Es seiu € K und o(u) € HY(Q)3*3. Genau dann ist u Lisung
von (I11.47), wenn gilt:

—divo(u) = f (I1.52)

qn — Onn(u) >0 (I1.53)

(0 — T (1)) (5 () — g) = 0 (11.54)
ont(u) = gt (I1.55)

Die Gleichungen (I1.52)-(IL.55) aus Satz IL.5 sind in der folgenden Wei-
se zu interpretieren: Die Gleichungen (I1.52) und (I1.55) besagen, dass die
Volumenkrifte und die tangentialen Oberflichenkrifte mit den inneren Re-
aktionskréften bzw. mit den Tangentialspannungen im Gleichgewicht sind.
Die Bedingung (I1.54) bedeutet, dass Kontakt vorhanden ist, oder Gleichge-
wicht zwischen den normalen Oberflichenkriften und den Normalspannun-
gen besteht. Die Vorzeichenbedingung (11.53) bedeutet, dass die normalen
Kontaktkréfte, die hier definiert sind als oy,, (4) — ¢, hochstens Druckkrifte,
aber keine Zugkrifte sind.

Durch die Verwendung des Multiplikatorfunktionals'® ®,, : H(Q,T)? x
G — R, ¢,(v,pn) = {itn,0n(v) — ¢g) erhiilt man aus Satz 1.12: u €

9ygl. (I1.18)
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H(,T)? ist Losung von (I1.46), wenn ein A, € A,, existiert, so dass
Yo e HY(Q,To)? :

(o(u),e())o = (f,v)o + (¢,0(v))or, — (A, dn(v))  (IL56)
Vin € A (i — Any 0n(u) —g) <0 (IL.57)

gilt. Da rg(d,,) = Hi/z(I‘l) abgeschlossen in H}L/?(l"l) ist, besitzt das Sy-
stem (I1.56)-(I1.57) nach Satz 1.18 genau eine Losung.

Ist u € HY(Q,Tg) mit o(u) € HY(Q)3*3, folgt aus Satz 1.24, dass (u, \,)
genau dann Losung von (I1.56)-(I1.57) ist, wenn u € K ist, u (I1.47) oder
(I1.52)-(I1.55) erfillt und wenn A, = ¢, — opp(w) ist. Damit erhélt der
Lagrangesche Multiplikator auch eine physikalisch interpretierbare Eigen-
schaft: Er reprisentiert die negativen normalen Kontaktkréfte.

I1.3.2 Reibungsprobleme mit vorgegebener
Normalspannung

Das Minimierungsproblem (I1.46) ist ein Modell fiir reibungsfreien Kontakt,
da keinerlei Reibungsnebenbedingungen beriicksichtigt werden.

Reibung liegt vor, wenn durch einen Reibungswiderstand ein Randpunkt
daran gehindert wird, eine andere Position in tangentialer Richtung einzu-
nehmen. Die tangentiale Verschiebung soll erst dann von null verschieden
sein, wenn die tangentialen Kontaktkriifte, hier definiert als o, (1) — ¢, vom
Betrage her dem Reibungswiderstand entsprechen. Dieser Sachverhalt kann
durch das folgende System ausgedriickt werden:

gt — ont(u)| < s (I1.58)
gt — ope(u)| < s = 6¢(u) =0 (I1.59)
lgt — ont(u)] = s = 3C € Rxp ¢ de(u) = ((gt — one(u)).  (I1.60)

Die Bedingung (I1.58) besagt, dass die tangentialen Kontaktkrifte in einem
Randpunkt betragsmiflig durch einen Reibungswiderstand s beschrinkt
sind. Dass in tangentialer Richtung keine Verschiebung vorhanden ist, wenn
die tangentialen Kontaktkrifte vom Betrage her nicht grofl genug sind, um
den Reibungswiderstand zu iiberwinden, wird durch die Bedingung (I1.59)
ausgedriickt. In diesem Fall spricht man von Haftung bzw. von einer Haftzo-
ne. Dass eine Randpunkt in tangentialer Richtung ¢(¢: — d:(u)) verschoben
wird, wenn die tangentialen Kontaktkrifte genau so grofl wie der Reibungs-
widerstand sind, wird durch die Bedingung (I1.60) dargestellt. Hier spricht
man von Gleiten bzw. von Gleitzonen.
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Reibungsnebenbedingungen, wie sie in (I1.58)-(I1.60) dargestellt sind, lassen
sich nicht in geeigneter Form mit Hilfe einer Restriktionsmenge wie fiir
Hindernisnebenbedingungen formulieren. Stattdessen werden sie in Gestalt
eines nicht differenzierbaren Funktionals j in die Modellierung eingearbeitet.
Betrachtet wird das Minimierungsproblem: Finde ein u € H(£2,T), so dass
gilt:

H(u)+j(u) = UeHrlr%g,lrg)g H(v) + j(v). (I1.61)
Dabei setzt man H(v) := %(a(v),e(v))o — (f,v)o
(s,16¢(v)|)o.r, mit einer Funktion s € L?(I'1), s
Reibungswiderstand repréisentiert.

—(¢,6(v))o,r, und j(v) :=
> 0, die im Folgenden den

Das Funktional j ist konvex und unterhalb stetig, demnach hat das Mini-
mierungsproblem (I1.61) nach Satz I.13 genau eine Losung u € H*(,T)3.
Fiir diese ist notwendig und hinreichend:

Vo€ HY(Q,T0)* : (o(u),e(v —u))o + (s, [0:(v)])o,ry — (s, 18:(w)])o,r,
> (fa v —= U’)O + (Qa 5(1} - u’))O,Fl' (1162)

Ist o(u) € H(div,Q), dann ist « nach Satz 1.25 Losung von (I1.62) genau
dann, wenn gilt:

—divo(u) = f (I1.63)

@ —a1(u) € Ay (I1.64)

(g — o1 (u), 6(w)) = j(u) (11.65)

ao(u) = Gn- (I1.66)

Dabei ist Aq := {u; € H, (D) | Vw € H?(T1) : [{ue, w)| < (s, [w])or, }-

Da H,/*(T;) dicht in L2(T';)? enthalten ist, folgt mit Hilfe von Lemma 1.29

und analog zu Abschnitt 11.2.2, dass Ay = {p; € L3(T'1)? | || < s} ist.
Wenn o(u) € HY(Q)3*3 ist, erhilt man entsprechend zur Herleitung von
(I1.27) daraus insbesondere

(@ — one(u)) "0 (u) = s[8(u)]. (IL67)

Lemma I1.2 Ist |¢; — opi(u)| < s und s > 0, dann sind die Bedingungen
(I1.67) und (I1.59)-(I1.60) dquivalent.

Beweis: Es gelte die Bedingung (I1.67). Dann folgt aus der Cauchy-Schwarz-
schen Ungleichung: |q: — oyt (w)][0:(u)] > (g0 — one(w)) T8 (u) = s|6¢(u)| >
|gr — one(w)]|6e(uw)|. Also ist

lgr — one(W)||0:(w)| = (g0 — ot (1)) T 00 (u) = |6 (w)]. (11.68)
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Es sei g — oni(u)| < s. Angenommen, ¢ — opi(u) # 0 und §;(u) # 0,
dann wire |0 (u)| > |qt — ont(w)]]0¢ (w)| im Widerspruch zu (I1.68). Also ist
entweder ¢ — ot (u) = 0 oder §;(u) = 0. Im Fall ¢; — o, (u) = 0 folgt direkt
aus (IL.67), dass s|d;(u)| = 0 ist und damit auch d;(u) = 0.

Es sei nun |g; — o (u)| = s. Nach (IL.68) existiert ein (o, (1) € R?\{0}, so
dass (o(qt — ont(u)) + (16:(u) = 0 ist. Ist (o = 0 und damit ¢; # 0, folgt
0t(u) = 0, und man setzt ¢ := 0. Angenommen, ¢; = 0 und damit {, # 0,
dann wiire g — oyt (u) = 0 im Widerspruch zu |¢; — oyt (u)| = s > 0. Demnach
bleibt nur o # 0 und ¢; # 0, und man setzt ¢ := —(o/¢;. Angenommen,
¢ <0, dann wiire (q; — ot (1)) T 6¢(u) = ¢6¢(uw) T 0¢(u) < 0 im Widerspruch
zu (I1.68).

Es seien die Bedingungen (I1.58)-(I1.60) erfiillt. Dann sind d;(u) und ¢; —
ont(u) linear abhéngig. Also gilt (g — ope(w)) T8¢ (u) = g — ot (w)]|6 (w)].
Die Bedingung (I1.67) ist fiir §;(u) = 0 erfiillt. Ist ¢; — ope(u) = 0, dann
folgt aus (IL.59), dass auch d;(u) = 0 ist, also ist ebenfalls (II.67) erfiillt.
Bleibt noch 6 (u) # 0 und ¢; — ope(u) # 0. Angenommen, g — opt(u)| < s,
dann wére §;(u) = 0. Demnach ist |¢: — ot (u)| = s, woraus (I1.67) folgt. O

Aus (I1.63)-(I1.66) sowie Lemma II.2 folgt insgesamt:

Satz I1.6 Es sei u € HY(Q,Tg) mit o(u) € HY(Q)3*3 und s > 0. Genau
dann ist u Lésung von (11.62), wenn

—divo(u) = f (11.69)

gt — ont(u)| < s (I1.70)

gt — ope(u)| < s = d¢(u) =0 (IL.71)
lgt — one(uw)] = s =3¢ € Rxp 1 §(u) = ((g¢ — ont(u)) (I1.72)
Tnn (1) = qn- (11.73)

Wird in Satz I1.6 s > 0 vorausgesetzt, so sind die Bedingungen (IL.70)-
(I1.72) zu modifizieren. Hierzu sei auf Bemerkung II.1 verwiesen.

Die Gleichungen (I1.69) und (I1.73) in Satz I1.6 beschreiben das Kréfte-
gleichgewicht zwischen den inneren Reaktionskriften bzw. Normalspannun-
gen und den Volumen- bzw. normalen Oberflichenkréften. Die Bedingungen
(I1.70)-(11.72) implizieren die geforderten Reibungsnebenbedingungen an die
tangentialen Kontaktkréfte und an die Verschiebungen in tangentialer Rich-
tung.

Das Funktional j erfiillt die Bedingung (1.59), insbesondere ist das Funk-
tional ®; : H'(2,T9)% x Ay — R mit ®¢(v, pt) := (e, 6¢(v))o,r, ein Multi-
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plikatorfunktional bzgl. j.2° Man erhilt aus Satz 1.14: u € H1(2,T)? ist
Losung von (I1.61), wenn ein A\; € A; existiert, so dass

Yo e HY(Q,To)? :

(o(u),e(v))o = (f,v)o + (g,0(v))or, — (M, 0¢(v))or, (IL.74)
V/Lt c At : (Mt — )\t, 5t(u))07p1 <0 (1175)

gilt. Da A, beschriinkt ist und &, surjektiv auf H, / %(T';) abbildet, existiert
nach Satz 1.19 genau eine Losung (u,\;) € HY(Q,Ty) x Ay von System
(I1.74)-(IL.75).

Wenn u € H'(,Tg) und o(u) € H(Q)3*3 gilt, ist (u, A\;) nach Satz 1.26
genau dann Losung von (I1.74)-(I1.75), wenn v (I1.62) oder (11.69)-(I1.73)
erfiillt und wenn \; = q; — ope(u) ist. Der Lagrangesche Multiplikator A
entspricht demnach den negativen tangentialen Kontaktkréften.

11.3.3 Kontaktprobleme mit Reibung

Sollen sowohl Hindernisnebenbedingungen als auch Reibungsnebenbedin-
gungen in die Modellierung eingehen, dann ist das Minimierungsproblem

Um€i£ Hv)+ j(v) (I1.76)

zu untersuchen. Nach Satz 1.13 besitzt das Minimierungsproblem (I1.76) ge-
nau eine Losung u € H(2,T9)?, fiir die die folgende Bedingung notwendig
und hinreichend ist:

Vo e K (o(u),e(v—u))o+ (s,[0:(v)])o,r, — (s, de(u)])o,r,
> (f,v—u)+{(g,0(v—w)). (IL77)

Aus Satz 1.27 folgt fiir v € K mit o(u) € H(div,Q): u ist genau dann
Losung von (I1.77), wenn

—divo(u) = f (IL.78)

(gn —ao(u),qt — a1 (u)) € Ag X Ay (I1.79)
{gn — ao(u),0n(u) —g) =0 (I.80)
(gt — 1 (), () = (5, 16 () Jorrs (11.81)

gilt. Wie in den Sitzen IL.5 und II.6 erhilt man aus (I1.78)-(I1.81) und
Lemma II.2:

20ygl. Abschnitt 11.2.2
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Satz I1.7 Es seiu € K mit o(u) € H'(Q)%3 und s > 0. Genau dann ist
u Losung von (IL.77), wenn gilt:

—divo(u) = f (I1.82)

qn — Onn(u) >0 (11.83)

(gn — onn(w))(n(u) — g) = (11.84)
lgr — one(u)] < s (I1.85)

lgt — ont(u)] < s = d:(u) =0 (11.86)

lgt — ont(u)] = s = 3C € R>o: de(u) = ((gt — one). (I1.87)

Fiir den Fall s > 0 sei auf Bemerkung II.1 verwiesen.

Wie zuvor in den physikalischen Interpretationen von Satz I1.5 und Satz I1.6
bedeutet die Gleichung (I1.82), dass die inneren Reaktionskrifte mit den
Volumenkriften im Gleichgewicht sind. Die Gleichung (I1.84) besagt, dass
die Normalspannungen im Gleichgewicht mit den normalen Oberflichen-
kréiften sind oder Kontakt besteht. Die Bedingung (I1.83) ist in der Weise
zu interpretieren, dass hochstens Druckkrifte vorhanden sein kénnen. Die
Reibungsnebenbedingungen sind in den Bedingungen (I1.85)-(11.87) wieder-
zufinden.

Man erhélt aus Satz .15, dass u € H(2,T)? Losung von (IL.76) ist, wenn
ein (A, \t) € A, x A; existiert, so dass gilt:
Yo e HY(Q,Tp)?:
(O’(U,), 6(“))0 = (fa U)O + (Q7 5(“))0,F1 - <An; 5n(v)> - </\t7 5t(v)> (1188)

V(tn, ttt) € Ay X Ap 0 (ln — Any 6 (V) — g) + (e — o, 0¢(w))o,r, < 0.
(I1.89)

Da rg(d,) abgeschlossen in Y *(I'y) und A; beschréinkt ist und zudem
On(kerdy) = H%/Q(I‘l) und d¢(kerd,) = Htl/z(l"l) gilt, besitzt das System
(I1.88)-(I1.89) nach Satz 1.20 genau eine Losung (u, An, At).
Ist u € HY(Q,Tg) mit o(u) € H()3*3, dann ist (u, A, \¢) nach Satz 1.28
genau dann Losung von (I1.88)-(I1.89), wenn u (I1.77) oder (11.82)-(IL.87)
erfillt und wenn A, = g, — opp(v) und Ay = ¢ — o (u) ist.

11.3.4 Das Coulombsche Reibungsgesetz

Bei den bisher vorgestellten Minimierungsproblemen (I1.61) und (I1.76) wur-
den Reibungsnebenbedingungen iiber eine noch nicht spezifizierte Reibungs-
widerstandsfunktion s eingefiihrt. Die Frage ist nun, in welcher Weise diese
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Funktion anzugeben ist.

Das Coulombsche Reibungsgesetz besagt, dass der Reibungswiderstand pro-
portional zum Betrag der normalen Kontaktkrifte ist. Der zugehorige Pro-
portionalitdtsfaktor F > 0 heifit Reibungskoeffizient und ist im Wesentli-
chen abhingig von der Oberflichenbeschaffenheit des elastischen Koérpers
und des starren Hindernisses.

Fiir das Minimierungsproblem (II.61) ist nach dem Coulombschen Gesetz
demnach s := F|gy| zu setzen. Da die normalen Oberflichenkrifte ¢, a-
priori bekannt sind, ist diese Wahl in Bezug auf die in Abschnitt I1.3.2
verwendeten Eindeutigkeits- und Existenzaussagen unproblematisch.
Anders ist die Situation fiir das Minimierungsproblem (I1.76). Hier ist s :=
Flgn — onn(u)] zu setzen, womit das Funktional j die Gestalt

3(©) := (Flgn — onn ()], [6:(v)])o.r, (I1.90)

erhélt. In diesem Fall ergeben sich zwei wesentliche Probleme: Zum einen
ist der Ausdruck (s, |0:(v)|)o,r, nicht sinnvoll definiert, wenn oy, (u) nicht
existiert bzw. ag(u) ¢ L?(T'1) ist, was bei einer zu geringen Regularitit von
u der Fall ist. Zum anderen geht mit o, (u) eine Information in das Funk-
tional j ein, die a-priori nicht bekannt ist. Die Konsequenz aus letzterem ist,
dass die Existenz einer Losung nicht direkt mit Hilfe von Satz .13 geklért
werden kann.
Stattdessen kann die Frage nach der Existenz einer Losung im Sinne ei-
ner Fixpunktbetrachtung weiter untersucht werden: Bei vorgegebenem s €
L2(T';) mit s > 0 sei u(s) die nach Satz 1.13 eindeutige, hinreichend re-
guliire Losung von (I1.77). Der Operator H : L?(T'y) — L?(T'1) sei definiert
als H(s) := Flgn — onn(u(s))|. Besitzt nun H einen Fixpunkt 5 € L?(T';),
gilt also H(s) = 5, dann ist u(3) Losung des Minimierungsproblem (II1.76)
mit dem in (I1.90) angegebenen Funktional j.
In [68] und [82] wird mit Hilfe einer schwachen Version des Fixpunktsatzes
von Schauder gezeigt, dass H einen Fixpunkt besitzt, sofern der Reibungs-
koeflizient der Beschriankung

max F(z) < v/ (2p) (A + 3p) 7
geniigt. Aulerdem wird in den genannten Arbeiten vorausgesetzt, dass 2
ein unendlich langer Streifen ist und dass ¢, = 0 ist. Verallgemeinerungen
auf beliebige Korper  C R? sind in [71] enthalten. Abschliefiend ist jedoch
anzumerken, dass durch das Fehlen einer allgemeinen Existenztheorie das
Coulombsche Reibungsgesetz nicht unumstritten ist.?!

2lygl. 8.271 in [72]
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II.4 Eine Anwendung in der
Fertigungstechnik

Ein spezielles fertigungstechnisches Problem, das auf reibungsbehafte-
te Kontaktprobleme fithrt und das in dieser Arbeit exemplarisch als An-
wendungsbereich dargestellt wird, ist das Industrieroboter-gestiitzte Band-
schleifen.

Beim Industrieroboter-gestiitzten Bandschleifen fithrt ein Roboterarm ein
Werkstiick gegen eine schnell rotierende Kontaktscheibe, auf der ein Schleif-
band gespannt ist. Durch die besondere Oberflichenbeschaffenheit des
Schleifbandes kommt es im Kontaktbereich von Kontaktscheibe und Werk-
stiick zu Reibungseffekten mit Materialabtrag am Werkstiick.

ey %

Abb. IL.3: Roboterarm mit Werkstiick (Sanitdrarmatur), Bandschleifgerit.

In den Abbildungen I1.3 und I1.4 ist eine typische Konfiguration von Band-
schleifapparatur und Werkstiick zu sehen.

Durch die flexible Zufiithrung des Werkstiicks mit Hilfe eines mehrgelenkigen
Roboterarms und durch Verwenden eines Gummi-elastischen Kontaktschei-
benbelags ist man in der Lage, auch komplexe Oberflichengeometrien von
Werkstiicken zu bearbeiten.

Wichtig fiir die Zufithrung, die einen vordefinierten Abtrag sicherstellen soll,
und damit fiir die Steuerung des Roboterarms ist die genaue Kenntnis der
in der Kontaktzone auftretenden Krifteverhiltnisse. Entscheidend dabei ist,
dass die normalen Kontaktkriifte und die Lage der Kontaktzone in der Re-
gel mit dem Abtragsergebnis am Werkstiick in Beziehung gesetzt werden
konnen. Fiir einen Uberblick zum Industrieroboter-gestiitzten Bandschlei-
fen sei auf [30], [88] und [108] verwiesen.
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Schleifband

|

Werkstlick

Roboterarm

Stahlkern Kontaktscheibenbelag
Abb. II.4: Schematische Darstellung des Bandschleifprozesses.

Ziel dieses Abschnitts ist, aufgrund der in Abschnitt I1.3 betrachteten Mo-
dellformulierungen den reibungsbehafteten Kontaktanteil des Industrierobo-
ter-gestiitzten Bandschleifens an einer Beispielkonfiguration zu untersuchen.
Insbesondere werden die Aussagen und die daraus resultierenden physikali-
schen Interpretationen der Sétze I1.5, I1.6 und II1.7 veranschaulicht. Hierbei
wird im Wesentlichen ausgenutzt, dass man mit Hilfe variationeller Sattel-
punktformulierungen die normalen und tangentialen Kontaktkréifte in Ge-
stalt der Lagrangeschen Multiplikatoren erhélt.

Mit den zur Verfiigung stehenden Modellformulierungen kénnen nur Teila-
spekte des gesamten Bandschleifprozesses untersucht werden.

So werden etwa Schwingungseffekte bei der Roboterarmzufiihrung, die im
Allgemeinen zu ungenauen Zustellergebnissen fiithren, nicht berticksichtigt.
Auch Beschleunigungseffekte der elastischen Kontaktscheibe, die durch ihre
Rotation entstehen, werden nicht beriicksichtigt. Insgesamt wird der Band-
schleifprozess als statischer Vorgang modelliert, betrachtet wird die Kon-
taktsituation nur zu einem bestimmten Zeitpunkt.

Die mikroskopische Oberflichenbeschaffenheit des Schleifbandes, d.h. die
Verteilung und Eigenschaften der Schleifkérner auf dem Schleifband, wird
als homogen vorausgesetzt, so dass die Reibungseigenschaften der Schleif-
bandoberfliche allein durch einen konstanten Reibungskoeffizienten F be-
schrieben werden. Dariiber hinaus wird das Schleifband in der Modellierung
nicht weiter beriicksichtigt.

Die Modellformulierungen aus Abschnitt I1.3 setzen das Hindernis als starr
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voraus. Dem entsprechend wird das Werkstiick als Starrkérper betrachtet.
Fiir eine Modellierung, die die Deformation zweier elastischer Korper ein-
bezieht, sei zum Beispiel auf [38] und [72] verwiesen. Fiir die Einbeziehung
dynamischer Effekte siehe etwa [35], [37], [38] oder [72].

Im Folgenden wird eine konkrete Beispielkonfiguration des Bandschleifpro-
zesses vorgestellt, die mit Hilfe der in Abschnitt I1.3 vorgestellten drei
Kontaktformulierungen (reibungsfreier Kontakt, reibungsbehafteter Kon-
takt mit vorgegebener Normalspannung und reibungsbehafteter Kontakt)
untersucht werden kann.

Veranschaulicht werden die zugehorigen physikalischen Zusammenhénge an-
hand von Finite-Elemente-Berechnungen, die hier als Naherungen an die
kontinuierlichen Losungen dienen. Fiir weitere Ausfithrungen, die Finite-
Elemente-Methode betreffend, sei auf Kapitel III verwiesen. Die bei den
Beispielrechnungen verwendete Auflésung der Finite-Elemente-Gitter ist re-
lativ grob gewéhlt, da sich hiermit unter den eingesetzten Darstellungsmog-
lichkeiten die Kontaktverhéltnisse geeignet demonstrieren lassen. Verfeiner-
te Techniken zur adaptiven Wahl der Gitterauflésung werden in Abschnitt
IV.7 vorgestellt.

Betrachtet wird eine handelsiibliche Kontaktscheibe, bestehend aus einem
Kontaktscheibenbelag und einem harten Stahlkern, wie sie etwa in den Ab-
bildungen II.5 und II.6 zu sehen ist. Als Beispiel wird eine Kontaktscheibe
gewéhlt, die einen Radius von 1.625dm und eine Breite von 1.15dm hat.
Der Durchmesser des Kontaktscheibenbelags betragt 0.33 dm, der Radius
des Stahlkerns ist 1.295 dm.

Der Kontaktscheibenbelag wird als profillos vorausgesetzt< und besteht aus
einem Elastomer. Bekanntermaflen setzen sich Elastomere aus dicht verfilzt
aneinandergereiht liegenden Fadenmolekiilen zusammen, die durch Atom-
bindungen nachtréglich weitmaschig vernetzt werden. Sie verhalten sich bis
zur Zersetzungstemperatur Gummi-elastisch und kénnen (u.U. um mehrere
hundert Prozent) reversibel gedehnt werden. Durch die chemische Netzbin-
dung wird ein FlieBen ganz verhindert.?? Das Gummi-elastische Material-
verhalten des Kontaktscheibenbelags kann deshalb angemessen mit dem in
Abschnitt I1.3 dargestellten Hookeschen Materialgesetz ndherungsweise ab-
gebildet werden, da nur kleine Deformationen zu erwarten sind. Der fiir
Elastomere bzw. Gummi-elastische Materialien spezifische Elastizitdtsmo-

t22

22Tatsschlich werden die Kontaktscheibenbelége hiufig mit Nutungen oder Einfrésun-
gen versehen, um die Haltbarkeit zu erhohen oder die Gerduschentwicklung zu senken
(vgl. Abbildung IL.6).

23vgl. [45], S. 269
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dul E betréagt 0.1rnN/dm2 bis 2mN/dm2 bei einer Querkontraktionszahl
von ca. v = 0.42.2* Fiir einen Vergleich mit experimentell gewonnenen Da-
ten sei diesbeziiglich auf [31] verwiesen. Bei grofien Deformationen ist das
Materialverhalten von Elastomeren jedoch im Allgemeinen nichtlinear.?®
Da der Stahlkern im Vergleich zum Kontaktscheibenbelag weitaus weniger
elastisch ist (F = 2100mN/ dm2), kann angenommen werden, dass die elasti-
schen Verformungen im Stahlkern vernachlissigbar sind und dass somit der
Stahlkern als starr vorausgesetzt werden kann. Es reicht also, das Deforma-
tionsverhalten des Kontaktscheibenbelags mit Nullrandverschiebungen im
Verbindungsbereich von Kontaktscheibenbelag und Stahlkern zu modellie-
ren.

Abb. I1.6: Kontaktscheibe mit Nutungen im Kontaktscheibenbelag, Kontaktscheibe mit
profillosem Kontaktscheibenbelag.

24ygl. [69], S. 105-107
25vgl. [20], Abschnitt 6.4
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Der mogliche Kontaktbereich auf der Auflenseite des Kontaktscheibenbelags
ist relativ klein und l&sst sich insbesondere iiber die Kenntnis der Werkstiick-
zufithrung recht gut im Vornherein eingrenzen. Da Deformationen nur durch
die Kontaktsituation hervorgerufen werden, kénnen Deformationen aufer-
halb des moéglichen Kontaktbereichs vernachléssigt werden. Es ist demnach
ausreichend, zum Beispiel nur ein Viertel des gesamten Kontaktscheibenbe-
lags zu betrachten und fiir die Ubergangsstellen zum Restkérper entweder
Neumannranddaten oder Nullrandverschiebungen zu fordern. Mit den Po-
larkoordinaten (r, ¢) mit dem Ursprung in (—1.625,0) ist

r(z,z) € (1.295,1.625),
Q= (2,9,2) €R® | p(z,2) € [0,7/4) U (Tr/4,0],
y € (—0.575,0.575)

und Ty = {(2,9,2) € Q| r(z,2) = 1.295} sowie I'; := IQ\T.

Bei dem vorliegenen Bandschleifprozess wird vorausgesetzt, dass die Kon-
taktscheibe iiber das Schleifband angetrieben wird.2® Die hierdurch auf
einen Teil der Oberfliche des Kontaktscheibenbelags Ty := {(z,y, 2) € T |
r(z, z) = 1.625} induzierten Krifte gehen als tangentiale Oberflichenkrifte
¢: in die Modellierung ein. Volumen-bezogene Krifte werden, sofern vor-
handen, vernachléssigt.

11.4.1 Reibungsfreier Kontakt

Sollen beim Bandschleifprozess nur die geometrischen Kontaktverhéltnisse
bei einer vordefinierten Zustellung beschrieben und noch keine Reibungs-
nebenbedingungen beriicksichtigt werden, wird die Kontaktsituation durch
das Minimierungsproblem (I11.46) bzw. durch die variationelle Sattelpunkt-
formulierung (I1.56)-(I1.57) aus Abschnitt I1.3.1 als reibungsfreies Kontakt-
problem geeignet modelliert.

Es werden keine auf den Oberflichenbereich 'y wirkenden Normal- oder
Tangentialkréfte einbezogen, da diese fiir das reibungsfreie Kontaktproblem
irrelevant sind. Fiir die Oberflichenkréfte wird demnach g := 0 gesetzt.

26 Alternativ kann auch die Kontaktscheibe direkt von einem Motor angetrieben werden.
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Abb. II.7: Turbinenschaufel, Sanitdrarmatur in Kontakt mit Schleifband und Kontakt-

scheibe.

Abb. IL.8: Kontaktscheibenbelag, Werkstiickoberfliche.

Als Musterwerkstiick wird ein Metallwerkstiick mit einer gebogenen Ober-
fliiche (z.B. eine Turbinenschaufel oder eine Sanitirarmatur, vgl. Abbildung
I1.7) betrachtet. Die Oberfliiche wird hier durch die Funktion 1 : R? — R
mit

d+1—+/1—(2+0.5y)2, |2+05y/<r
by 2) = { VI=GH05P, |2+ 05y

d+1, |z 4+ 0.5y] > r

bzgl. der yz-Koordinatenebene exemplarisch beschrieben. Die Zustellung
des Werkstiicks entlang der x-Achse wird iiber den Parameter d € R reali-
siert.
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Abb. II.9: Kontaktscheibenbelag in Kontakt mit dem Werkstiick bei einer Zustellung
von d := —0.05dm.

-----

0500

Abb. I1.10: Deformierter Kontaktscheibenbelag, normale Kontaktkréfte opnn (u) = —An.

Die Abbildungen II.9 und II.10 (links) stellen die Deformation des Kontakt-
scheibenbelags dar, die sich durch die Verschiebung u als Lésung von (I1.46)
bzw. (I11.56)-(I1.57) ergibt.

Dass u tatséichlich die Hindernisnebenbedingung 6, (u) — g < 0 erfiillt, wird
in den Abbildungen II.9 und I1.10 durch das Anpressprofil deutlich: Der
Kontaktscheibenbelag wird durch die Zufithrung des Werkstiicks in einer
solchen Weise deformiert, dass ein Eindringen des Werkstiicks in den Kon-
taktscheibenbelag verhindert wird.

Die Forderungen op,(u) < 0 und opp(uw)(dn(u) —¢g) = 0 aus Satz IL.5
werden in Abbildung I1.10 (rechts) veranschaulicht. Die normalen Kontakt-
krifte opp(u) = —\, sind auflerhalb der Kontaktzone null und innerhalb
negativ, also Druckkrifte.
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11.4.2 Reibungsbehafteter Kontakt mit vorgegebenen
Normalspannungen

Sind die Normalspannungen und die Kontaktzone a-priori bekannt, kann die
reibungsbehaftete Kontaktsituation beim Bandschleifprozess mit Hilfe des
Minimierungsproblems (II.61) bzw. (I1.74)-(I1.75) modelliert werden. Zum
Beispiel sind die Normalspannungen bekannt, wenn sie, wie in Abbildung
II.11 zu sehen, mit Hilfe eines speziellen Versuchsaufbaus ermittelt werden?”
oder iiber die Schleifmaschine selbst vorgegeben werden kénnen.?® Die Kon-
taktzone kann fiir einfache Werkstiickgeometrien, wie zum Beispiel fiir einen
Quader, leicht im Voraus bestimmt werden.

Abb. II.11: Versuchsaufbau zur Messung der Normalspannungen.

Im Gegensatz zum reibungsfreien Kontakt sind die durch das Schleifband in-
duzierten tangentialen Oberflichenkréifte von entscheidender Bedeutung fiir
die Ausbildung von Gleit- bzw. Haftzonen. Die tangentialen Oberflichen-
krifte werden hier exemplarisch ¢; := (0, —0.05)" gesetzt. In der nachfol-
genden Kontaktsituation ist zu beachten, dass der zweite Tangentialvektor
stets in Richtung der positiven z-Achse zeigt, dass also die Verschiebungen
auf dem Randsegment I’y durch die durch ¢; induzierten Kriifte tendenziell
in Richtung der negativen z-Achse zeigen.

In dem folgenden Beispiel-Problem sind die Normalspannungen durch Set-
zen der normalen Oberflichenkréfte mit

_ [=02, |z+05y/<r
=0, 05y >

27ygl. [88], S. 73-74
28vgl. [58] oder [59]
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vorgegeben. Dementsprechend ist der Bereich [240.5y| < r die Kontaktzone.

Die Reibungswiderstandsfunktion ist, wie in Abschnitt 11.3.4 beschrieben,
durch s := F|g,| mit F := 0.5 definiert. Insgesamt erhiilt man die folgende
Kontaktsituation:

Abb. II.12: Deformierter Kontaktscheibenbelag in Kontakt mit dem Werkstiick. Nor-
malspanungen und Kontaktzone sind a-priori bekannt.
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Abb. IL.13: Tangentialverschiebungen auf I, Absolutbetrag der Tangentialkrifte |A¢|.

In Abbildung I1.12 ist der durch die vorgegebenen Normalspannungen de-
formierte Kontaktscheibenbelag zu sehen. Deutlich erkennbar ist die Kon-
taktzone.

Abbildung I1.13 (links) zeigt die Tangentialverschiebungen in I';. Erkennbar
ist, dass die Verschiebungen auflerhalb der Kontaktzone im Wesentlichen in
Richtung der vorgegebenen Tangentialkrifte verlaufen. Im Innern der Kon-
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taktzone bilden sich Gleit- und Haftzonen?® aus, wobei die Haftzonen als
weifle Gebiete zu erkennen sind, in denen keine Verschiebungsvektoren ab-
gebildet werden. Die Gleit- und Haftzonen korrespondieren iiber die in Satz
I1.6 beschriebenen Bedingungen (I1.70)-(I1.72) mit dem in Abbildung II1.13
dargestellten Absolutbetrag von Ay = q; — ope. Ist | M| < 0.1 = s, kommt es
zum Haftkontakt, also d:(u) = 0. Ist dagegen |A\¢| = 0.1, wird eine Gleitzone
ausgebildet.

I1.4.3 Reibungsbehafteter Kontakt

In der Regel sind beim Bandschleifprozess weder die Normalspannungen
noch die Kontaktzone bekannt. Diese allgemeine reibungsbehaftete Kon-
taktsituation kann iiber das Minimierungsproblem (II.76) oder iiber die
variationelle Sattelpunktformulierung (I1.88)-(I1.89) angemessen modelliert
werden. Auch hier sind tangentiale Oberflachenkréfte zu beriicksichtigen.
Wie oben werden diese mit ¢; := (0, —0.05) " angesetzt. Fiir die reibungsbe-
haftete Kontaktsituation ist die Reibungswiderstandsfunktion, wie in Ab-
schnitt I1.3.4 angegeben, als s := F|qn — onn(u)| = F|A,| zu wéhlen. Der
Reibungskoeffizient wird ebenfalls mit F := 0.5 festgesetzt.

00592
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Abb. II.14: Normale Kontaktkriifte onn(u) = —An, Absolutbetrag der tangentialen
Kontaktkrifte |ont(u) — qi| = |A¢]-

29Djie in Abbildung I1.13 (links) abgebildeten Vektoren sind logarithmisch skaliert. Die
Lénge der Vektoren in der Kontaktzone ist tatséchlich wesentlich kleiner.
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In Abbildung II.14 sind die normalen Kontaktkrifte o,,,(u) = —A,, (links)
und der Absolutbetrag der tangentialen Kontaktkrifte o,¢(u) — ¢ = — A\
(rechts) zu sehen. In Abbildung I1.15 (links) ist der Quotient F|A,|/|A¢|
abgebildet. Dabei sind Bereiche der Kontaktzone mit F|A,|/| ] = 1 als
Gleitzonen zu erkennen. Diese befinden sich insbesondere am linken und
rechten Rand der Kontaktzone. Gilt | M|/ (F|\,|) > 1, liegt Haften vor. Der
Quotient ist auflerhalb der Kontaktzone null.

Die Verteilung der Gleit- und Haftzonen stimmen mit den in Abbildung
I1.15 (rechts) dargestellten Tangentialverschiebungen auf dem Rand iibe-
rein. Haftzonen sind dort, wo keine Verschiebungsvektoren abgebildet wer-
den.

I1I.5 Weitere Modellprobleme

Weitere Beispiele fiir Probleme mit modellhaftem Charakter, die von dhn-
licher Gestalt wie die in Abschnitt 1.2 aufgefiihrten Modellprobleme sind,
aber nicht dem Kontext reibungsbehafteter Kontaktprobleme zugeordnet
werden, sind modellhafte Vereinfachungen von Hindernisproblemen, elasto-
plastischen Torsionsproblemen und Typen viskoplastischer Bingham-Fluide.
In diesem Abschnitt werden die zugehorigen Modellformulierungen in Form
von Variationsungleichungen und variationellen Sattelformulierungen kurz
dargestellt. Fiir weitere Details, insbesondere in Bezug auf Aussagen, die
denen aus den Sdtzen II.2 und II.3 entsprechen, sei z.B. auf [47], [55] und
[56] verwiesen.
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11.5.1 Hindernisprobleme

Betrachtet man statt der in (I1.9) angegebenen Restriktionsmenge die Men-
ge
K :={ve H(Q,Ty) |v>g} (I11.91)

mit g € H*(£2), so erhélt man ein #hnlich gelagertes Problem wie das oben
dargestellte Signorini-Problem.? Der Unterschied besteht darin, dass nun
Restriktionen auf dem ganzen Gebiet €2, also nicht allein auf dem Randseg-
ment I'; gefordert werden. Das dazugehoérige Minimierungsproblem wie in
(I1.10) beschreibt die Durchbiegung einer Membran bei Vorhandensein eines
Hindernisses g beziiglich der gesamten Membranoberfléche. Dieses Minimie-
rungsproblem wird in der Regel Hindernis- oder Obstacle-Problem genannt.
Da K konvex und abgeschlossen ist, existiert, sofern K = () ist, nach Satz
I.11 genau eine Lésung, die wie in (II.11) variationell charakterisiert ist.
Das Funktional ® : H1(,T¢) x G’ — R mit ®(v, u) := {u,v — g) ist analog
zu (I1.18) ein Multiplikatorfunktional bzgl. K, wobei hier der abgeschlosse-
ne und konvexe Kegel G := {v € H}(Q,Ty) | v < 0} zu wihlen ist. Nach
Satz 1.12 ist u eine Losung des Hindernisproblems, wenn ein Ag € Ag := G’
existiert, so dass

Vo € H'(Q,To) : (Vu, Vv)o = (f,v)o + (¢,0)o,r; — (Ao, ) (I1.92)
VMQ € Ao : </1,0 — Ao, U — g> <0 (1193)

gilt. Nach Satz 1.18 ist die eindeutige Existenz einer Losung von (11.92)-
(I1.93) gesichert.

wwwww

- a1

Abb. I1.16: Membran auf einem Hindernis, Lagrangescher Multiplikator.

30Hierbei ist < bzw. > wieder als fast iiberall giiltig zu verstehen.
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In Abbildung II.16 (links) ist eine Membran zu sehen, die auf einem Hin-
dernis aufliegt. Das zugrunde liegende Gebiet ist hier  := (—1,1)2, das
Hindernis wird durch die Funktion g(zo,=1) := —4(23 + 2%) beschrieben.
Der zugehorige Lagrangesche Multiplikator Ag ist erwartungsgeméf in der
Kontaktzone negativ und auflerhalb null.

I1.5.2 Elastoplastische Torsionsprobleme

Ein weiteres Beispiel fiir elliptische Minimierungsprobleme erster Art mit
Restriktionen, die auf ganz € definiert sind, erhélt man durch Suchen von

1
min §(V07 Vv)o = (f,v)o (11.94)
mit K :={ve H}(Q) | Vv Vv <1}. (11.95)

Die Minimierungsaufgabe (I1.94)-(I1.95) ist ein Modellbeispiel fiir elasto-
plastische Torsion, das etwa in [47], Ch. 5.6 geeignet physikalisch motiviert
wird. Auch hier ist K konvex und abgeschlossen!, womit nach Satz I.11
genau eine Losung u existiert, die durch

Yoe K: (Vu,V(v—u))o > (f,v—1u)o

dquivalent gekennzeichnet ist. Zur Herleitung einer variationellen Sattel-
punktformulierung ist als Restriktionsmenge in (I1.95) die Menge K =
{v e HY Q) | 1 — Vv'Vv € G} mit dem abgeschlossenen und konve-
xen Kegel G := {v € L*(Q) | v > 0} zu betrachten. Zusammen mit
Bemerkung 1.3 folgt aus Lemma 1.3, dass ® : H'(Q,Ty) x G’ — R mit
(v, 1) := (, Vo Vo — 1) = (u, Vo Vv — 1) ein Multiplikatorfunktional
bzgl. K ist. Wegen @y (u +v) — @ (u) = (X, 2Vu' Vo)o + (A, Vo' Vo), gilt
(@ (u),v) = 2(\, Vu " Vo). Damit folgt nach Satz 1.12, dass u eine Losung
des Torsionsproblems ist, wenn ein A\g € Ag := G’ existiert, so dass

Yo € HY Q) : (Vu, Vo) + 2(Xo, Vu ' Vo) = (f,v)o (I1.96)
Vo € Aot (o — Ao, V' Vu — 1)g < 0 (I1.97)

erfiillt ist. Unter Beachtung, dass der Faktor 2 in (I1.96) durch Variation
iiber den Kegel Ay absorbiert werden kann, kann statt (I1.96)-(I1.97) auch

Vv € Hé(Q) : ((1 + S\O)VU’a VU)O = (fvv)()
VMQ S AO : (/1,0 — 5\0, VUTV’U, — 1)0 <0

3lygl. Th.3.1 in [56]
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betrachtet werden, wobei Xo = 2)\o ist. Da der Operator [y : H& Q) —
L?(Q) mit By(v) := Vo Vo nicht in L(Hg(Q), L?(2)) enthalten ist, kénnen
die Aussagen zur Sicherung der Existenz eines Sattelpunktes aus Abschnitt
1.2 nicht angewandt werden. Tatséchlich ist der Nachweis eines Sattelpunk-
tes in HJ(Q2) unter den hier aufgefiihrten Voraussetzungen ein offenes Pro-
blem.32

11.5.3 Bingham-Fluid-Probleme

Neben dem in Abschnitt 11.2.2 dargestellten idealisierten Reibungsproblem
sind vereinfachte Modelle fiir Bingham-Fluide ebenfalls Beispiele fiir unre-
stringierte elliptische Minimierungsprobleme zweiter Art. Fiir die physika-
lischen Hintergriinde sei auf [47], Ch. 6 verwiesen. Der wesentliche Unter-
schied zum Reibungsproblem (I1.21) besteht in der Angabe des Funktionals
j: H3(2) — R, das hier fiir ein s € L?(2) mit s > 0 als j(v) := (s, |Vo|)o
definiert ist. Offenbar ist j konvex, womit nach Satz 1.13 das zugehorige
Minimierungsproblem, das in der Suche von

1
in - — j II.
o 5(Vo, V) = (f,v)o +(v) (11.98)
besteht, genau eine Losung u € H}(Q) besitzt. Fiir diese ist die folgende
Bedingung hinreichend und notwendig:

Yo € HY(Q) : (Vu, V(v —u))o + (s, |Vv])o — (s,|Vu|)o > (f,v — u)o.

(p1, Vo) fiir pg € Ay. Also gilt j(v) > sup,, eq, (11, Vo)o. Andererseits ist
P10 € A mit pq,, 1= sVo/|Vol|, [Vu] # 0, und damit j(v) = (p1,4, Vo)o <
SUp,, e, (1, Vv)o. Also folgt insgesamt j(v) = sup, ea, (1, Vo). Damit
erhéilt man durch den Gebrauch des Multiplikatorfunktionals ®; : Hg(Q) x
A1 — R mit @1(v, 1) := (1, Vu)o eine variationelle Sattelpunktformu-
lierung: Nach Satz .14 ist u € H}(Q) Losung des Minimierungsproblems
(I1.98), wenn ein A; € A; existiert, so dass

Yo € Hy () : (Vu, Vo)o = (f,v)o — (A1, Vo)o (I1.99)
Yy € Ay (Ml — A1, VU)O <0 (H.lOO)

Es sei Ay := {1 € L2(Q)F | |m| < s}, dann ist j(v) > (Juil,|Vv])o >

erfiillt ist. Da A; beschriankt ist, existiert nach Satz 1.19 mindestens eine
Losung (u, A1) von (I1.99)-(I1.100), wobei u eindeutig ist.

32vgl. Remark 9.2 in [55]



Kapitel 111

Diskretisierungen
elliptischer
Minimierungsprobleme

Im Allgemeinen kann die analytische Losung von elliptischen Minimierungs-
problemen erster bzw. zweiter Art nicht direkt bestimmt werden. In der
Praxis versucht man, die Losung u als Grenzwert einer Folge von Appro-
ximationslosungen darzustellen. Diese erhélt man durch Modifikation des
Problems, indem man die Restriktionsmenge K durch konvexe und ab-
geschlossene Restriktionsmengen Kj; C V mit A > 0 austauscht und die
Losungen des modifizierten Minimierungsproblems bestimmt. Im Fall, dass
die Restriktionsmengen K} Teilmengen endlichdimensionaler Rdume sind,
heiflt dieses Vorgehen im Sinne eines Ritz-Galerkin-Ansatzes auch Diskreti-
sierung des Problems.

Wie fiir das Minimierungsproblem mit der Restriktionsmenge K sichert Satz
I.11 (bzw. Satz 1.13) die Existenz einer eindeutigen Folge {uy,} mit uj, € Kj,
so dass up Losung des elliptischen Minimierungsproblems erster Art (bzw.
zweiter Art) mit K, als Restriktionsmenge ist. Zudem ist hinreichend und
notwendig fiir die Ndherungslésungen uy, dass

Yoy, € Ky, : a(uh,vh — uh) > <A€,’Uh — uh> (IH.l)
Yo € K a(up,vp —up) + j(vn) — j(up) > (€, v — up) (I11.2)

67
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gilt. Gilt im Fall von elliptischen Minimierungsproblemen erster Art fiir die
Restriktionsmenge K = V} mit einem linearen Unterraum V;, C V), ist die
Variationsgleichung

Yo, € Ky, : a(uh,vh) = <A€,’Uh> (IH.?))

hinreichend und notwendig. Dass fiir die so gewonnene Folge von Nihe-
rungslosungen tatsichlich limy,_,oup = u gilt, hingt im Wesentlichen von
weiteren Approximationseigenschaften der Mengen K}, ab.!

Satz II1.1 Es sei V ein refleviver Raum, u € V Ldsung eines Minimie-
rungsproblems erster Art (bzw. zweiter Art). Die Mengen K, CV mith >0
seien abgeschlossen und konvex, und es gelte:

(i) Yve K: Yh>0: Ju, € Kj, : limp,_gvp, = v.
(i) opthso CV, vp € Kp: vp v, h—0 = wveEK.

Weiter sei {up} C V, so dass uy, die Bedingung (II1.1) (bzw. (I11.2)) fir
alle h > 0 erfillt. Dann gilt:

lim up, = u.
h—0

Beweis: Es sei v € K und {v,} geméf (i). Aus (IIL.1) (bzw. (II1.2)) sowie
aus der Stetigkeit von a folgt

a(up, un) < a(un,vn) = (€00 = un) < villunll[[onll + €] ([[onll + [[unl])

bzw.

a(un, un) < alup,vp) + jlop) — jlun) — (€, v — up)
< villunlll|vnll + j(vn) + pllllwnll +a + [ Nonll + [Junll),

wobei ¢ € V' und @ € R wie in Lemma 1.4 gewihlt werden. Da {v,}
beschriankt ist, ist wegen der Elliptizitdt von a auch die Folge {up} be-
schrinkt. Nach Satz A.3 existiert ein w € V, so dass nach Ubergang zu
einer Teilfolge up, — w fir h — 0 gilt. Aus (ii) erhélt man w € K.
Aus a(w,w) < liminfp_oa(up,up) < a(w,v) — (f,v — w) bzw. a(w,w) <

lvgl. Ch.1, Th.4.2 in [55]
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liminfy, o a(up, un) < alw,v) — (f,v — w) + j(v) — j(w) und wegen der
Eindeutigkeit der Losung folgt schlielich w = u. Da

0 <limsupa(u — up,u — up)
h—0

< limsup a(un,vn) — (f,vn — un) — alun, u) — a(up, up — u)
h—0

< a(u,v) = (f,v —u) — alu,u)

ist, folgt mit v = u, dass sogar uj, — u insbesondere ohne Ubergang zu einer
Teilfolge gilt. O

Betrachtet man die zu elliptischen Minimierungsproblemen erster und zwei-
ter Art gehorenden Sattelpunktformulierungen, so kann ebenfalls mittels
Austausch von V und A durch Vj, bzw. Ay die Losung (u,\) € V x A als
Grenzwert einer Folge von Approximationslésungen (up, Ag) € Vi, X Ag
mit A, H > 0 dargestellt werden. Hierbei ist mit den Bezeichnungen aus den
Abschnitten 1.3.1 und 1.3.2 V}, ein reflexiver Raum und Ay je nach Typ
des Minimierungsproblems entweder ein abgeschlossener und konvexer Ke-
gel Ao C Uy, eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge Ay g C U{ oder
das Produkt von beidem.

Notwendig und hinreichend fiir die Approximationslosungen (up, Xo,mr),
(uh, A1,m) bzw. (up, Ao i, A1,m) ist im Fall von elliptischen Minimierungs-
problemen erster Art?

Vop € Vi, + alun,vn) = (Lon) — (Ao, a1, Bolvn)) (I11.4)
Vo, € Mo+ (po,m — Ao, Bolun) —g) <0 (I11.5)

und im Fall elliptischer Minimierungsprobleme zweiter Art mit K =V},

Yo, € Vj - a(uh,vh) = <€, ’Uh> — </\1,H761 (Uh)> (HI.G)
Vg € AMom s (p,e — ME, Bi(up)) <0 (TI1.7)

bzw. mit K, C V},

Vo € Vit a(un,vn) = (€on) — (No,mr, Bo(vn)) — (Ar,m, Bi(vn))  (1IL8)
V(po,m, 1) € Mo X A1 g
(to,rr — Ao, Bo(un) — g) + (p1, — Av,m, fi(un)) < 0. (IIL9)

2vgl. Satz 1.12, Satz 1.14 bzw. Satz 1.15
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Analog zu den Ausgangssystemen kann die Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen der Systeme (I111.4)-(I11.5), (IIL.6)-(IIL.7) und (IIL.8)-(I11.9) mit
Hilfe der in Abschnitt 1.3.3 hergeleiteten Aussagen nachgewiesen werden: Im
Fall von System (I11.4)-(IIL.5) gewéhrleistet Satz 1.18 die Existenz einer Ap-
proximationsfolge {(un, Arr)}, sofern rg(fy|y, ) abgeschlossen in Uy ist.? Ist
V3, endlichdimensional, ist dies der Fall, da §y(V},) als endlichdimensionaler
Unterraum abgeschlossen ist. Die erste Komponente wuy, ist stets eindeutig.?
Nach Satz 1.9 ist (I)O,hH : Vh X AO,H — R mit (1307}1}[ = <,U0,H,6O(Uh) — g>
ein Multiplikatorfunktional bzgl. Kng = {vn, € Vi, | Yuow € Aom :
(o1, Bo(vn)) < 0}. Demnach stimmt wup, mit der Losung von (IIL.1) iibe-
rein, wenn fiir K, := Ky gewihlt wird. Ist U] g it Ao, C U| < U}
ein reflexiver Raum, dann ist Ao i nach Satz I. 16 und Lemma 1.7 e1ndeut1g7
wenn die Bedingung (1.40) oder (1.37) bzgl. bonm : Vi x Uy p — R mit
bo.ner (Vn, po,m) = {po. i, Bolvn)) gilt.”

Fiir das System (II1.6)-(II1.7) existiert nach Satz I.19 eine Losung (up, A1,m#),
wenn A; p als beschriankt vorausgesetzt wird. Hier ist die erste Komponente
uy, ebenfalls eindeutig und stimmt mit der Losung von (IIL.2) iiberein, falls
Kp == Vyund j = jg : V. — R mit jy(v) == sup,, ,en, , (11,1, (v))
gewihlt wird. Gilt (1.40) oder (1.37) bazgl. bipr @ Vi x U] y — R mit
b1 ner (Vn, ta,m) = (1,1, B1(vn)), so ist auch A eindeutig.

SchlieBlich besitzt das System (II1.8)-(II1.9) nach Satz 1.17 eine Losung
(un, No,m, A1,1), wenn 1g(fo|v;, ) abgeschlossen in Uy ist, was fiir endlich-
dimensionale Réume V}, der Fall ist, und wenn A; y beschrankt ist. Die
Komponente uy, ist eindeutig und stimmt mit der Lésung von (III1.2) mit
Ky := Kpg und j := jy iberein. Ist (1.40) oder (1.37) bzgl. bpm : Vi X
Ug,ir ¥ Ul g — Romit b (vn, pro, 1, p1,11) = (po,ar, Bo(vn)) + (pa,m, Br(vn))
erfiillt, dann sind auch Ao g und Ay g eindeutig.

Die Konvergenz der Niherungsfolge {(un, A\rr)} gegen eine Losung (u, \)
hingt einerseits von Approximationseigenschaften der zugrunde liegenden
Mengen V;, und Ay ab, die von dhnlicher Gestalt wie in Satz II1.1 sind, und
andererseits von weiteren Bedingungen, wie zum Beispiel von der Giiltigkeit
der Bedingung (1.37) bzgl. by fiir ein von h und H unabhiingiges . Fiir
weitere Details sei hier auf [62], [64], [67] und [68] verwiesen.

Die in Satz III.1 angegebenen Voraussetzungen sind Forderungen an die
Raume V und Vj, bzw. an die Restriktionsmengen K und K} und beinhal-

3Zu beachten ist, dass Bojv,, im Allgemeinen nicht surjektiv ist.
4vgl. Satz 1.18, Satz 1.19 bzw. Satz 1.20
5Die Bedingung (1.37) heifit in diesem Fall diskrete Babuska-Brezzi-Bedingung.
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ten keine weiteren Regularitdtsannahmen an die Losung u. Der Nachteil von
Konvergenzaussagen dieses Typs ist jedoch, dass in der Regel keine qualita-
tive Bewertung der Konvergenzgiite z.B. in Form von Konvergenzordnungen
moglich ist.

Ist dagegen die Beschaffenheit bzw. die Regularitit der Losung a-priori be-
kannt, konnen hiufig qualitative Konvergenzaussagen in Form von oberen
Fehlerschranken entwickelt werden. Fiir elliptische Minimierungsprobleme
erhélt man diese in der Regel iiber Verallgemeinerungen des sogenannten
Céa-Lemmas. Das Céa-Lemma ist in der Literatur® im Wesentlichen fiir
Variationsgleichungen bekannt: Aus der Subtraktion von (1.23) und (III.3)
erhilt man die sogenannte Galerkin-Orthogonalitéit

Yoy, € Vi, a(u — up,vp) =0, (I11.10)
aus der unmittelbar zusammen mit der Elliptizitéit von a folgt:
villu—un|)® < alu—up, u—up) = alu—un,u—vp) < vollu —up||||un — vnl|
Demnach gilt:

Lemma III.1 Es sei u € V' Lisung von (1.23) und up € Vi, Ldsung von
(II1.3). Dann existiert ein C' > 0, so dass gilt:"

[lu —up|| < C" inf ||u— vg.
v €V

Um in dhnlicher Weise Fehlerabschétzungen fiir restringierte elliptische Mi-
nimierungsprobleme erster und zweiter Art zu gewinnen, ist eine Verallge-
meinerung des Céa-Lemmas erforderlich. Mit den Bezeichnungen aus Ab-
schnitt 1.4 folgt, sofern u € dom(A) ist, aus (I.22) und (III.1) sowie aus der
Youngschen Ungleichung® fiir v, € K,

a(u — up,u — up)
= a(u — up,u —vp) + alu — up, vy — up)

(u —up,u—wvp) + alu, vy, —up) — (f,on —un) — {q, B(vn, — un))

6vgl. Lemma 4.2 in [25]

"Es sei bemerkt, dass derartige (generische) Konstanten unabhéngig von dem gewéhl-
ten FE-Gitter bzw. von den nachfolgenden Ausdriicken sind.

8Fiir a,b > 0 und € > 0 gilt:

ab < (e/2)a® + (2¢) b2 (1I1.11)
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=a(u—up,u—ovp)+ (f — Aw),up —vp) + (g — a(u), ur, — vp)

2
V,
< llu—unl? + Q—ZHU —wpl? + (f = A(u), un — vn) + (g — a(u), un — va).

[N )

Aus der Elliptizitdt von a erhilt man hieraus fiir 0 < € < 214

2

€ 1%
(1= )llu—un]* < 2—Z|\U—vh|\2+(f—z4(u)auh—vh)+<q—a(u)a U —Vh)
und damit fiir restringierte elliptische Minimierungsprobleme erster Art:

Lemma II1.2 Es sei u € dom(A) Lisung von (1.22) und up € Vi, Ldsung
von (IIL.1). Dann existieren C' > 0 und C"" > 0, so dass gilt:

llu— up||* < inf (C”Hu—vhH2
v €K,

+C"((f = A(u), un — vn) + (¢ — a(u), B(un — vp)))).

In analoger Weise zeigt man fiir (un-)restringierte elliptische Minimierungs-
probleme zweiter Art:

Lemma II1.3 Es sei u € dom(A) Lisung von (1.31) und up € Vi, Ldsung
von (II1.2). Dann existieren C' > 0 und C"" > 0, so dass gilt:

2 . / 2
U—u < inf (C'flu—v
lu—wnl? < inf (Clu= v

+C"((f = A(w), un — vn) + (g — a(u), Blun, — vp)) + j(vn) — j(un))).

Ein addquates Verfahren zur Gewinnung von Approximationslésungen {uy, }
bzw. {(un, Am)} in Bezug auf Variationsprobleme, deren Ansatzriume den
in Abschnitt II.1 beschriebenen Sobolevridumen entsprechen, ist die Finite-
Elemente-Methode, kurz FEM. Thre Vorziige bestehen in einer hohen Flexi-
bilitdt beziiglich Geometrieanpassungen und in einer effizienten Implemen-
tierbarkeit. Eine Vielzahl von Varianten gewihrleistet im hohen Mafe einen
problemangepassten Einsatz der FEM.

In den Abschnitten III.1 und II1.2 wird eine Variante der FEM vorgestellt,
die insbesondere fiir die in Kapitel II beschriebenen Problemklassen geeig-
net ist. Zudem werden einige teilweise in der Literatur bekannte und im
Wesentlichen auf den Lemmata II1.1-II1.3 beruhende qualitative Konver-
genzaussagen aufgefiihrt.

Der Einsatz von FEM-Diskretisierungen fiithrt in der Regel auf quadratische
Minimierungsprobleme im R™. In Abschnitt I11.3 wird auf Moglichkeiten zur
Losung von Problemen dieses Typs eingegangen.
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II1.1 Finite-Elemente-Methoden

Der zentrale Ansatz der FEM besteht in der Konstruktion von endlichdi-
mensionalen Teilriumen mit Hilfe von lokal definierten Polynomradumen,
mit denen, wie oben beschrieben, eine Diskretisierung des Variationspro-
blems realisiert wird.
Ausgangspunkt hiervon ist stets die Wahl eines geeigneten Gitters 7 :=
{Ty,..., T} fiir ein Gebiet Q C R¥ mit k € N und einer darauf definierten
Polynomgradverteilung p : 7 — N. Fiir 7 gelte stets UTGTT = Q. Die
Elemente des Gitters sind offen, und es gilt, dass T; N T; = 0 fiir ¢ # j ist.
Fiir £ = 2 sind die Elemente in der Regel Dreiecke oder Vierecke und fiir
k = 3 Tetraeder, Hexaeder, Pyramiden oder Prismen. Im Folgenden wer-
den Gitter von Polyedern beliebiger Dimension betrachtet, die anhand des
k-dimensionalen Hyperwiirfels [—1,1]* konstruiert werden. Praxisrelevant
sind diesbeziiglich Gitter aus Vierecken und Hexaedern.
Das Gitter 7 (bzw. eine Gitterfolge) heifit regulér, falls 7; N T; entweder
leer ist oder genau einen Eckpunkt, eine Kante, eine Facette usw. von T;
enthélt. Die Paarung (7, p) wird im Folgenden FE-Gitter genannt.
Wichtige Eigenschaften von Gittern bzw. von Folgen von Gittern ergeben
sich aus dem Verhéltnis von Maschenweite und Durchmesser der Gitterele-
mente. Die Maschenweite eines Gitters 7 ist definiert als h := maxre7 A,
wobei hr :=sup, ,er ||7 — yl|2 der maximale Durchmesser des Elements T
ist. Eine Folge von Dreiecks-, Tetraeder oder Parallelogramm- bzw. Parallel-
epiped-Gittern {7} heifit nicht-degeneriert?, falls ein pg > 0 existiert, so
dass

Vh>0: VT €Ty rp > pohr

gilt, wobei 77 := sup{r € Rsq | B.(z) C T, z € T} ist.1° Die Folge {7}
heilt quasi-uniform, falls es ein p; > 0 gibt, so dass gilt:

Vh > 0: min{ry | T € Ty} > p1h.

Im Folgenden werden Gitter stets als 7;, mit der Maschenweite h als Index
notiert, und es wird zwischen {73} und 75, bzw. {(75,p)} und (75, p) nicht
mehr unterschieden.

Lokale Polynomriume, basierend auf einem FE-Gitter (7j,p) vom oben
beschriebenen Typ, werden durch Transformation des Tensorproduktraums

9vgl. Def.4.4.13 in [27]. Fiir eine entsprechende Erweiterung auf Vierecke bzw. Hexa-
eder, die keine Parallelepipede sind, vgl. [79]
1By (z) == {y €R* | [lx —yll2 < r}
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ST:=®%_, S mit

SUi=Q0: 1L =R|0(&) = > c& ¢ e€R

0<i<gq

konstruiert.!! Einen endlichdimensionalen Teilraum von H'(£,T) erhélt
man mit Hilfe bijektiver und hinreichend glatter, fiir jedes Gitterelement
T € 7y, definierter Abbildungen W : [~1,1]¥ — T in der folgenden Form:'2

SP(Tp) = {v e H'(Q,To) |[VT € Ty, : vjpoVyp € ST}, (I11.12)

Fiir eine Diskretisierung bzgl. der Lagrangeschen Multiplikatoren benétigt
man einen endlichdimensionalen Teilraum von L?(I';). Hierzu sei 7; ein
Gitter von I'y und p1 : 71,5 — N eine Polynomgradverteilung. Fir T' € 71 g
sei Uy 1 : [—1,1]*~1 — T bijektiv und hinreichend glatt. Man definiert dann:

Mpl(']i’H) = {1] S LQ(Fl) | VT € ,Tl,H : 'U|TO\IJl,T S S]Z;l_f .

Offenbar hingt die Giite der Approximation des Raums H'(Q,Ty) durch
den Raum SP(7},) von der Feinheit der Maschenweite h und von der gewéhl-
ten Polynomgradverteilung p ab. Wird nur die Maschenweite h verringert,
um die Approximationseigenschaft des Diskretisierungsansatzes zu verbes-
sern, spricht man von sogenannten h-Methoden. Diskretisierungsansétze
heiflen p-Methoden, wenn nur der Polynomgrad erhéht wird. Wird sowohl
die Maschenweite verkleinert als auch der Polynomgrad erhéht, spricht man
von hp-Methoden.

I11.1.1 Modellprobleme

Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt I1.2 sei (75, p) ein FE-Gitter bzgl. des
polygonal berandeten Gebiets  C R2. Ferner sei u;, € SP(7,) die eindeutig
bestimmte Losung von

Yoy, € SP(T1,) : (Vup, Vop) = (f,vn)o + (g, 7(vr))o- (II1.13)

1Das Tensorprodukt zweier Rdume V und W, deren Elemente Funktionen f: A — R
bzw. g : B — R sind, ist definiert als V@ W :={fg: AXB—-R| feV, ge W}

2Insbesondere sind auch krummlinig begrenzte Gitterelemente etwa mit Hilfe isopa-
rametrischer Transformationen oder Blending-Techniken méglich, vgl. S.111 in [25] bzw.
S.107 in [99].
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Im Folgenden sei fiir m € N und 0 < # < 1 der Interpolationsraum!?

H™*9(Q) definiert als H™0(Q) := [H™(1), Hm+1(Q)]9’2. Im Fall m > 1
sei H™H0(I'y) := [H™(T'1), H"TY(T'1)]p,2.
Fiir quasi-uniforme Parallelogramm-Gitter kann dann gezeigt werden:

Lemma I11.4 FEs sei 7;, eine regqulire, quasi-uniforme Gitterfolge aus Pa-
rallelogrammen und p konstant sowie m + 6 > 3/2. Dann existieren ein
Operator I : HY(Q,To) N H™%(Q) — SP(73,) und ein Cr > 0, so dass gilt:
Vo € HY(Q,To) N H™0(Q) :
lo = I(v)[ly < Cpp™™PHLmHO =L /pmt =Lyl

Gilt zudem y(u)r, € H™T0=F(Ty) mit k < 1/2, dann existiert ein Cr >0,
so dass fir alle 0 <t <1 gilt:
Yo € HY(Q,To) N H™9(Q) :

Iy (0) = YL (@))lle,r, < Crp™mPHLmAO=I =t pmt 0=kt |y (o) |y g,
Beweis: Th.4.6, Lemma 4.3 in [16]. O

Zusammen mit dem Céa-Lemma (III.1) erhdlt man daraus unmittelbar:

Satz II1.2 Es gelten die Voraussetzungen von Lemma III.4, wobei u Lo-
sung von (I1.6) sei. Zudem sei up, Losung von (II1.13). Dann existiert ein
C >0, so dass gilt:

lu = uplly < CRURPFLTAOL pm O |y,

Im Fall einer einspringenden Ecke kann die in Satz I11.2 dargestellte Ab-
schitzung verfeinert werden. In diesem Fall besitzt die Losung v die Dar-
stellung

n o m t
w(@,r) =) YD ciistijs (9)r T log’ v+ u(e, 7) (I11.14)

i=1 j=0 s=0

beziiglich der einspringenden Ecke z € 9. Hierbei sind (r, ¢) die Polarko-
ordinaten mit Ursprung z, die Funktionen 1);;, sind stiickweise analytisch
und @ ist von hoherer Regularitit als der restliche Ausdruck. Fiir weitere
Details sei auf [17] verwiesen.

13ygl. Satz A.9
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Satz IIL.3 FEs seiu Liosung von (I11.6) mit der Darstellung (111.14) und uy,
Lésung von (II1.13). Zudem sei Ty, eine regulire, quasi-uniforme Gitterfolge
aus Parallelogrammen und p konstant. Dann ezistiert ein C' > 0, so dass
mit o == min oy gilt:

=yl < Cma (| log Al [log pl*) mim (e, inten=a) )
Beweis: Th.5.4 in [16], Th.3.3 in [17]. O

Aus den Sétzen I11.2 und II1.3 geht hervor, dass die Konvergenzordnung bei
Verwendung quasi-uniformer Gitterfolgen abhéngig von der Regularitéit der
Losung ist. Ohne weitere Mafinahmen kann die Konvergenzordnung O(hP)
bei h-Methoden nicht erwartet werden, wenn die Losung u ¢ HPT1(Q) ist.
Speziell bei Losungen der Form (II1.14) kénnen jedoch durch gezielte loka-
le Verfeinerungen im Bereich der Ecke z Konvergenzverbesserungen erzielt
werden, so dass die Konvergenzordnung O(h?) trotz mangelnder Regula-
ritét erreicht wird.

Fiir 79,71 > 0,4 = 1,...,[70/h) und Z > 1 sei R;} := mi%h?, dij =
Rivin — Rip, und 7p; = {T e 7y | T : ||CC — Z||2 < Ri,h}~ Die
Mengen 7, ; beschreiben, wie etwa in Abbildung III.1 zu sehen, eine von
der Maschenweite abhéngige Anzahl von konzentrischen Kreisen um z mit
den Radien R; .

Abb. IIL.1: Gitter aus einer radialen Gitterfolge mit Z = 2,79 = 0.07, 71 = 100.

Eine Gitterfolge 7}, heifit radial, wenn ein xk > 1 existiert, so dass gilt:

Vi € {1, ey LTg/hJ} : VT € ﬂ,i\’];z,i—l : H_ldi,h < hy < Kdj p.
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Satz IIL.4 FEs seiw Losung von (I11.6) mit der Darstellung (111.14) und uy,
Lésung von (II1.13). Zudem sei Ty, eine radiale Gitterfolge mit min o Z > p
und p konstant. Dann existiert ein C > 0, so dass gilt:

l[u—unlr < CRP
Beweis: Th.4.1 in [23]. O

Da die Anzahl der Gitterelemente asymptotisch der GroBenordnung O(h~2)
entspricht, erhélt man durch die Verwendung von radialen Gitterfolgen
tatséchlich die gewiinschte Konvergenzverbesserung.

Nach Satz II1.2 konvergiert die p-Methode fiir eine analytische Losung u
exponentiell, da das Wachstum von ||u||, maximal O(p!) fiir p — oo betrégt.
Dagegen konvergiert die p-Methode nur noch algebraisch, wenn dies nicht
der Fall ist.

Gilt fiir die Losung u mit « > 1und 0 < B < 1

—1
D] < C (r‘aHﬁ*l) dlola) (IIL.15)

beziiglich der Ecke z, kann durch lokale Verfeinerungen im Bereich der Ecke
z und durch eine spezielle Wahl der Polynomgradverteilung exponentielle
Konvergenz erzielt werden.'* Hierzu sei 0 < ¢ < 1 und i € N, sowie fiir
2<j<i

j:lz;r — (0701'—1)27 flz;r — ((Tz'—1‘+1701'—g‘)27

f;;’ = (UifjJrl,Ui*j) X (O,UifjJrl), f;;’ = (O,Ji7j+1) X (UifjJrl,Ui*j).
Es sei T ein Gitter aus Vierecken bzgl. Qund fir T € 7, :={T € T | z € T}
sei Wp : [0,1)2 — T eine bijektive Abbildung mit U (0,0) = 2. Zudem sei
7,7 = {Vp(Ty]) | T € T.} und 7}1"7 = {\IJT(Tle”) | T eT, 1<r<3}
fir 2 < j < 4. Dann heifit die FE-Gitterfolge (7;,p) mit 7, := 7\7. U
Ui<j<i 7,77 und £ > 0 sowie

1, T ¢ ,]~1’L,U
p(T) = max{2, [rj|}, Te€T 7, 2<;j<i
1, TeT\T.

fir i =1,2,... geometrisch.

14 Eine solche Darstellung gilt z.B. fiir Losungen der Form (II1.14), vgl. [17].
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Abb. III.2: ff'f mit 1 <r <3, 1<j<4und o = %, Gitter aus geometrischer
Gitterfolge mit ¢ = 0.5 und x =1 (hp3 - vgl. Abb. IIL5).

Satz II1.5 Es sei u Lisung von (11.6) mit der Darstellung (I11.15) und uy,
Lésung von (111.13). Zudem sei (7p,,p) eine geometrische FE-Gitterfolge.
Dann existieren Cy > 0 und C1 > 0, so dass gilt:

[ — up |1 < Coexp (—01 : dim(SP(Th)))
Beweis: Ch.4.4 in [89], Th.3.2 in [17]. 0

Die Aussagen der Sétze I11.3, I11.4 und III.5 kénnen fiir eine beliebige An-
zahl Ecken verallgemeinert werden. Zudem koénnen Losungen mit den Eigen-
schaften (IT1.14) und (II1.15) als Funktionen in gewichteten Sobolevriumen
betrachtet werden. Diesbeziiglich erhélt man entsprechende Verallgemeine-
rungen der genannten Sitze. Hierzu sei auf [10], [11], [13], [16] und [89]
verwiesen. In [12] werden schliefllich Aussagen des obigen Typs auch fiir
nicht polygonal berandete Gebiete angegeben.

In den Abbildungen II1.3 und III.4 sind Gitter aus geometrischen Gitter-
folgen mit o = 0.15 und o = 0.5 sowie kK = 1 abgebildet. Zur Vermeidung
irregulérer Knoten und Kanten sind zusétzliche Gitterelemente eingefiigt.
Die Verwendung derartiger Abfangelemente ist fiir den Fall o # 0.5 notwen-
dig, da im Allgemeinen irregulire Knoten nur fiir symmetrische Teilungen
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behandelt werden.!®

| 3 =

Abb. III.3: Gitter aus geometrischer Gitterfolge mit o = 0.15 und x = 1 (hp1, hp2 -
vgl. Abb. IIL5).
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7 7
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Abb. II1.4: Gitter aus geometrischer Gitterfolge mit o = 0.5 und x = 1 (hp4, hp5 - vgl.
Abb. IIL.5).

In Abbildung IIL5 (links) ist das Konvergenzverhalten bzgl. der in den
Abbildungen II1.2 (rechts), II1I.3 und II1.4 geometrischen FE-Gitterfolgen
abgebildet. Die analytische Losung des Modellproblems ist

u(r,¢) = r?/3 sin((2¢ — 7)/3) (I11.16)

auf Q := (—0.5,0.5)%\[0,0.5]% mit Ty := {0} x [0,0.5] U [0,0.5] x {0}. Er-
kennbar sind vor allem die Auswirkungen beziiglich der Wahl des Grading-

15ygl. Abschnitt II1.2.2
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Factors o bei der Verwendung von geometrischen Gitterfolgen. Die Wahl
o = 0.15 ist hiufig aus praktischer Sicht giinstig, was durch Abbildung II1.5
bestéatigt wird. Tatsédchlich kann zumindest fiir den eindimensionalen Fall
nachgewiesen werden, dass o = (v/2 — 1)? ~ 0.17 optimal ist.'®

Abbildung II1.5 (rechts) zeigt das Konvergenzverhalten bei Verwendung ei-
ner quasi-uniformen Gitterfolge mit p = 1 (h), eines konstanten Gitters mit
p=1,2,3,...(p), einer geometrischer FE-Gitterfolge wie in Abbildung III.3
(hpl) und zweier radialer Gitterfolgen mit p = 1 und p = 2 (rd1, rd2). Deut-
lich erkennbar ist die hohe Konvergenzrate bei Verwendung geometrischer
FE-Gitterfolgen gegeniiber den anderen Vorgehensweisen. Die Aussagen der
Satze I11.3 und I11.4 werden bestétigt.

1 1
0.1 ¢ 01}
0.01 0.01
5 5
5 0001 5 o001 -
> > :
8 2 h —
E 0.0001 ¢ E 0.0001 +
hpl
le-05 | 1le-05 ¢ rdl
rd2 ------
h™(2/3) e
1e-06 F 1e-06 + hAl
hn2
\(-413 !
1e-07 : : : : 1e07 L2249 : : :
1 10 100 1000 10000 100000 1 10 100 1000 100001000001e+06
#DOF #DOF

Abb. IIL.5: H!-Fehler bei Verwendung von geometrischen FE-Gitterfolgen, H'-Fehler
bzgl. h-, p- und hp-Methoden (vgl. Abbildungen III1.2, I11.3 und III1.4).

Im Folgenden wird eine Diskretisierung des vereinfachten Signorini-Pro-
blems aus Abschnitt I1.2.1 betrachtet. Hierzu seien Kj, C SP(7},) abgeschlos-
sen und konvex. Auerdem sei u;, € K}, die eindeutig bestimmte Losung von

Yop, € Kp, : (Vup, V(vp—un))o > (f,vn—un)o+(q, y(vn—un))or,. (IIL.17)

Zur Sicherung der Konvergenz der Folge {u} gegen die Losung u von (I1.11)
sind die Voraussetzungen von Satz II1.1 zu priifen. Diese sind etwa im Fall
p=1und

Ky :={v, € SP(Tp,) |Vx € VN Ty :op(x) > g(x)} (II1.18)

16ygl. 9]
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und im Fall p = 2 und K}, := {v, € SP(T3,) | Vo € Vi, N Ty : vp(x) > g(x)}
erﬁﬂlt.li Hierbei bezeichnet V die Menge aller Knoten in 73 ohne I'y. Die
Menge V beinhaltet alle Knoten und alle Kantenmittelpunkte.

Mit Hilfe von Lemma III.2 zeigt man fiir p = 1:

Satz II1.6 Esseiu € H'(Q,To)NH?(Q) Lisung von (IL.11) und up, Losung
von (II1.17) mit K}, wie in (I11.18) sowie y(u),g € WH(['1).*® Zudem sei
Ty eine reguldre und quasi-uniforme Gitterfolge aus Parallelogrammen und
p = 1. Die Menge der Punkte von I'y, an denen die Bedingung v > g zu
u =g (und umgekehrt) wechselt, sei endlich. Dann existiert ein C > 0, so
dass gilt:

||lu—upl1 < Ch.

Beweis: Th.6.2 in [28]. O

Die zu (II1.17) gehorende variationelle Sattelpunktformulierung lautet: Ge-
sucht ist ein (up, Ao, i) € SP(7p) x Ao N MP(7; 1), so dass gilt:

Yo, € SP(Th) :
(Vun, Von)o = (f,vn)o + (¢;7(vn))o,rs — (Ao, v(vn))or,  (HL19)
Vo, € Ao N MP(Th, i) = (o, — Xo,r, Y(un) — glor, <0, (I11.20)

wobei 77 g eine Gitterfolge von I'y ist.

Ein wesentlicher Grund fiir die Einfithrung von variationellen Sattelpunkt-
formulierungen besteht einerseits darin, dass die Verwendung von Kj, in der
obigen Form als Approximation von K in der Regel algorithmisch nach-
teilig ist.!® Dies gilt insbesondere fiir hoherere Polynomgrade. Anderer-
seits entsprechen die in der Sattelpunktformulierung vorkommenden La-
grangeschen Multiplikatoren physikalisch interpretierbare Grofien, an de-
nen man ebenfalls interessiert ist. Zwar ist die Existenz von Diskretisie-
rungslésungen von Sattelpunktformulierungen geméfl den oben stehenden
Ausfithrungen stets gesichert, jedoch geht im Allgemeinen die Interpretier-
barkeit der Lagrangeschen Multiplikatoren als physikalische Gréfien verlo-
ren, wenn deren Eindeutigkeit nicht gewihrleistet ist. Die Diskretisierung ei-
ner variationellen Sattelpunktformulierung heifft in diesem Zusammenhang
stabil, wenn die eindeutige Losbarkeit der Diskretisierungslosung gesichert

17vgl. Ch.4 Th.3.2 in [55]
8zur Def. von WP (T'q) s. [1]
19vgl. Abschnitt I11.3
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ist. Dartiber hinaus kann der Stabilitdtsbegriff in dem Sinne erweitert wer-
den, dass gleichmiflig stetige Abhingigkeit der Losungen von den Daten
unabhéngig vom Diskretisierungsniveau bestehen muss.

Hinreichend fiir die Eindeutigkeit der Losung (un,Ao,r) gemé Lemma
1.6 ist die Bedingung (1.40) mit bpy : SP(7p) x MP(71,x) — R und
bnrr(Vn, Xorr) = (Xo,mr,7(vn))o,r, oder laut Lemma 1.7 die schérfere dis-
krete Babuska-Brezzi-Bedingung

da € R>0 : VM07H S Mpl(’TLH) :

allpo,mll—12 < sup ot YOy 1yy g1
v, €57 (T1)\{0} [[onlly

In jedem Fall wird deutlich, dass die Eindeutigkeit der Diskretisierungslo-
sung nicht gesichert werden kann, wenn die Rédume S?(7;,) und MP' (71 )
zueinander nicht richtig ausbalanciert sind. Die Balance der Riaume S?(73,)
und MP*(7; gr) kann iiber die Maschenweiten h und H sowie iber die Po-
lynomgradverteilungen p und p; reguliert werden?®, wobei darauf zu achten
ist, dass die Approximationseigenschaften der Ridume hinreichend gut sind.
Kann « in (I11.21) unabhéngig von h, H, p und p; gewihlt werden, ist die
Diskretisierung im oben genannten Sinn stabil.

Fiir den Nachweis von (III.21) kann das in [65] (Lemma 3.1) aufgefiihr-
te Dualititsargument verallgemeinert werden: Fiir ein po € H~1/? (T'1) sei
v € HY(Q,To) Losung von

Yo € Hl(Q, To) : (Vuu,, VV)o,0 + (Ve )00 = (o, 7 (v)). (II1.22)

Das Problem (II1.22) heiflt regulér, falls ein 0 < § < 1 existiert, so dass v, €
HY(Q,To)NH"™(Q) fiir alle ug € H=Y/?H0(Iy) := [H~Y2(T'y), H/?(T'1)]6.2
ist und zusétzlich [|v,,[live < Cllpoll=1/24¢ gilt. Zudem ist eine inverse
Abschitzung erforderlich: Fiir r > 1 gelte:?!

Vio,r € MP (Tyn) : |lpo,ul| -1 /240 < Cmax{1,p1}""/H ||po.11|| -1 /2-
(I1L.23)

20Weitere Moglichkeiten zur Stabilisierung ergeben sich z.B. durch Hinzufiigen oder
Entfernen von Funktionen aus SP(73) bzw. MP1(7; g ). Stabilisierungstechniken sind vor
allem im Bereich der Navier-Stokes Gleichungen und bei Gleichungen zur Beschreibung
inkompressibler Materialien bekannt. Diesbeziiglich sei z.B. auf Ch.6 in [25] verwiesen.

21Mit Blick auf bekannte, approximationstheoretische Resultate bzgl. H!- und LZ2-
Normen (vgl. z.B. [75] oder Th.4.76 in [89]) kann von r = 2 ausgegangen werden.
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Satz II1.7 Es seien T, und T g reguldre, quasi-uniforme Gitterfolgen so-
wie p und py konstant. Das Problem (II1.22) sei requlir, und es gelte die
inverse Abschitzung (111.23). Ist max{1,p1}"/p - h/H konstant und hinrei-
chend klein, dann ist (II1.21) mit einem von h, H, p und p; unabhingigen
a erfillt.

Beweis: Es sei po, g € MP* (71 ). Dann ist

(ko1 v(vr))ory (10,1, Y(Vpg 11,1) )01

sup = = [jv alh
on€SP(TH)\ {0} [vnlla [Vp0, 1,11 Hon
> ||UNO,HH1 - HUMD,H - UHD,H7hH1 = HMO,H”—l/Q - HUMD,H - UNO,H7h||1'
(I11.24)

Aus Satz I11.2, der Regularitéit von (II1.22) und der inversen Abschitzung
(II1.23) folgt

V0,11 = Vo s mllt < CHO JD% [0 s llio < OB J1° 0]l -1 7240
< C(max{L,p1}"/p- (h/H))’|lnoll -1 /2.
Zusammen mit (II1.24) folgt dann die Behauptung. O

Die Aussage aus Satz II1.7 ist aus praktischer Sicht unbefriedigend, da im
Voraus nicht klar ist, wie klein max{1, p;}"/p-h/H tatséchlich zu wéhlen ist.
Auflerdem ist im Allgemeinen das Erfiilltsein der weiteren Voraussetzungen
von Satz III.7 ungeklirt.??
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Abb. IIL.6: Ao g mit p=1, p1 =0 und h/H =1 baw. h/H = 0.5.

22ygl. Diskussion der Aussage von Satz II1.7 im Ausblick
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In Abbildung II1.6 ist Aoz bei den Polynomgradverteilungen p = 1 und
p1 = 0 zu sehen, wobei , f, ¢ und g wie im Beispiel aus Abschnitt I1.2
gewiihlt wird. Bei h/H =1 ist ein fiir instabile Diskretisierungen typisches
Muster zu erkennen, das unter dem Namen Schachbrett-Instabilitiit?3 be-
kannt und insbesondere hinsichtlich Lemma 1.6 zu deuten ist. Die Losung
Ao, g ist in diesem Fall fiir physikalische Interpretationen im Allgemeinen
nicht verwertbar. Zur Stabilisierung kann das Verhéltnis h/H gemiB Satz
II1.7 verkleinert werden. Fiir h/H = 0.5 sind die Instabilitdtsmuster nicht
mehr zu sehen.

0.2

-0.2

04}

lambda

06 F

-0.8 -

-1.2
X

Abb. IIL.7: Ao g mit p=2,p1 =1 und h/H = 1.

In Abbildung ITL.7 ist Ao, g fiir die Kombination p=2,p; =1lund h/H =1
zu sehen. Im Unterschied zur obigen Konfiguration ist der Lagrangesche
Multiplikator Ao, g sinnvoll interpretierbar.

Die Kombination p = 3, py = 2 und h/H = 1 fiihrt laut Abbildung IIL.8
(links) zu einer Losung Ao,z mit dem typischen Instabilitdtsmuster. Dage-
gen hat die Losung Ao, g bei der Wahl h/H = 0.5 einen sinnvollen Verlauf
(rechts), womit die Diskretisierung als wahrscheinlich stabil anzunehmen ist.
Weitere Experimente ergeben, dass die Kombination h/H =1, p;1 =p — 1
fiir gerade Polynomgrade p zu sinnvoll interpretierbaren Losungen fiihrt,
wihrend dies bei ungeraden Polynomgraden erst durch die Wahl h/H = 0.5
gelingt.

23vgl. Abschnitt I11.1.2
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Abb. IIL.8: Ao g mit p=3, p1 =2 und h/H =1 baw. h/H = 0.5.
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Abb. IIL.9: Ao g mit p=3,p1 =1 und h/H = 1.

Dass eine Reduktion des Quotienten max{1, p1}"/p ebenfalls zu einer Sta-
bilisierung fithren kann, wird in Abbildung III1.9 deutlich. Hier fiihrt die
Kombination h/H = 1, p = 3 und p; = 1 anscheinend zu einer stabilen
Diskretisierung.

Abschlieflend ist jedoch festzuhalten, dass das Vorhandensein oder das Feh-
len von Schachbrett-Instabilitditen hochstens als ein Indiz fiir Instabilitét
bzw. Stabilitéit zu werten ist.

Fiir die Kombination p = 1 und p; = 0 kann eine qualitative Konvergenz-
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aussage gezeigt werden:

Satz IIL.8 FEs sei (u, Ao) Lisung von (11.19)-(I1.20) und (up, Ao,mr) Losung
von (I11.19)-(I11.20). Es sei v(u) € HY°(T) fir alle Ty € Th g, und die
Anzahl der Ubergangspunkte zwischen y(u) und g sei endlich.?* Zudem seien
Th, Tu regulir und quasi-uniform und h/H konstant und hinreichend klein
sowie p =1 und p1 = 0. Dann existiert ein C > 0, so dass gilt:

lu—unlls 4+ Ao = Ao, ]l -1/2 < Ch.
Beweis: Th.4.1 in [65]. O
Betrachtet wird nun das idealisierte Reibungsproblem aus Abschnitt 11.2.2.
Hierzu sei up, € SP(7;) Losung von

Vo € SP(Tn) + (Vun, V(vn —un))o + (s, [v(vn))o,r, — (s; [v(ur)|)o,r,
> (fyvn —un)o + (¢, v(vn —un))or,. (I11.25)

Auch hier sind zur Sicherung der Konvergenz der Folge {un} gegen die
Losung u von (I1.22) die Voraussetzungen von Satz I11.1 zu priifen.??

Eine qualitative Konvergenzaussage fiir konstantes p erhilt man unter ge-
wissen Interpolationsvoraussetzungen:2% Es existiere ein Interpolationsope-
rator I : H'(Q,T¢) NH™(Q) — SP(T;,) sowie C; > 0 und C; > 0, so dass
mit ¢, k € R gilt:

Vo € HY(Q,To) N H™H(Q) :

[o = T(0)[l1 < O™ttt =1 0=ty 4 (II1.26)
y(v) = YT (@) le,r, < CrhmmpFLmH0=Id =t pmt 05t () | gy
(IT1.27)

Satz II1.9 Esseiu € H'(Q,To)NH™%(Q) Lisung von (11.22) mit m-+6 >
2 und uy, Lésung von (IIL.25). Ferner sei y(u)r, € H™T0*(Ty) sowie
S0y, (¢ — Onw)ip, € H7H(T'1), und es gelte (111.26) und (II1.27). Zudem sei
Ty eine regulire und quasi-uniforme Gitterfolge aus Parallelogrammen und
p konstant. Dann existiert ein C > 0, so dass gilt:

lu —upll1 < Cmax{hmi“{p+17m+9}71/pm+971’

h0.5(min{p+1,m+9—k}—t)/p0.5(m+0—k—t)}.

24zur Definition von H*° s. [1]
25ygl. Ch.4, Th.3.2 in [55]
26vgl. Th.10.5 in [72]



II1.1. FINITE-ELEMENTE-METHODEN 87

Beweis: Aus (I1.25), (I1.29) und (II1.27) sowie der Holderschen Ungleichung
folgt

(¢ = Onu,y(up — I(uw)))o,r, + (s, [y(I(w))o,r, — (5, [v(un))ory
< (s, Iy ())o,ry — (¢ — Fpu, y(I(w)))o,ry + (lg — Onul — s, [v(un)])o,r,
< (s, v (@))o,ry — (¢ = Onu, (I (u)))o,r,
= (s, [v(I(w)] = [y (u)Do,r, = (¢ = Onu, ¥(I(u) — u))o,r,
< (Isll=e,ry + llg = Ol —¢, 0 )1y (w) = (I (w))]le,r,
< (IIsll-t.r, + llg = Onul -.r,)

é[hmin{erl,m+97k}7t/pm+97k7t H’}/(U) ||m+97k,l—‘1

Aus Lemma II1.3, (I1.28) und (II1.26) erhélt man damit

Ju —un||?
< Cfu— I+ C" ((q — Opri, ¥ (un — I(w)))o,r,
+(s, [y (I(w))o,r, = (5, [v(un)o.r,)

< 2max {C'Cr|lull3, C"Cr(llsll-t,ry + llg = Ontull—.00) 17 (@) 01,1, }
InaX{hQ(min{p+1’m+0}_1)/pQ(m+0_1), hmin{p+1,m+0—k}—t/pm+9—k—t}.

O

Korollar II1.1 Es gelten die Voraussetzungen von Satz I11.9 mit k = 1/2
und t := —(m + 0) 4+ 3/2 sowie h <1 und p > m+ 0 — 3/2. Dann existiert
ein C >0, so dass gilt:

[ — up | < CRmRPHLMAO} =1 mt0-1

Der Nachweis der in Korollar ITI.1 geforderten Interpolationsvoraussetzun-
gen ist nicht ohne weiteres gegeben, da Interpolationsabschétzungen insbe-
sondere fiir negative Normen zu erbringen sind.

Dagegen erhélt man mit Hilfe von Lemma III.4 ein u.U. nicht optimales
Resultat:

Korollar IT1.2 Es gelten die Voraussetzungen von Satz I11.9 mit k := 0
und t == 0 sowie hO-S(Win{p+Lm+0H)—1/,0.5(m+0)—=1 < 1 Dann existiert ein
C >0, so dass gilt:

||’LL _ uhHl < ChO.S min{p+17m+9}/p0.5(m+9)'
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Eine zu (II1.25) gehorende variationelle Sattelpunktformulierung lautet: Ge-
sucht ist (up, A1, m) € SP(7r) x Ay N MP(T1 m), so dass gilt:

Vo, € SP(Th)
(Vun, Von)o = (f,vn)o + (¢, 7(vr))o,rs — (A1,m,7(va))o,ry
Vi g € Ai N MPY (T ) 0 (p, e — Masy(un) — g)or, < 0.

(IT1.28)
(IT1.29)

Wie oben ist die Eindeutigkeit der Losung (up, A1 m) gesichert, wenn die
dazu gehorige diskrete Babuska-Brezzi-Bedingung erfiillt ist, die in diesem
Fall mit (II1.21) iibereinstimmt. Demnach ist die Lésung nach Satz II1.7
eindeutig, wenn max{1,p;}" - h/H konstant und hinreichend klein ist.

In Abbildung ITI.10 ist jeweils Az bei verschiedenen Quotienten h/H
und Polynomgradverteilungen p und p; zu sehen. Das hierzu verwendete
Beispiel entspricht der Konfiguration aus Abschnitt I1.2.2. Da die diskre-
te Babuska-Brezzi-Bedingung (II1.21) fir die Systeme (II1.19)-(III.20) und
(III.28)-(I11.29) identisch ist, sind diese Abbildungen in gleicher Weise zu
interpretieren.

Auch eine zu Satz II1.8 entsprechende Aussage beziiglich des Systems
(II1.28)-(I11.29) kann gewonnen werden. Hierzu sei auf [62] verwiesen.
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Abb. IIL.10: A\;, g mit p =1, p1 =0 und h/H =1 bzw. h/H = 0.5 sowie mit p = 2,
p1 =1und h/H =1 (oben), A\ g mit p=3, p1 =2und h/H =1 bzw. h/H = 0.5 sowie
mit p=3, p1 =1 und h/H =1 (unten).



I11.1. FINITE-ELEMENTE-METHODEN 89

I11.1.2 Linear-elastische Probleme

Fiir Variationsgleichungen, die unrestringierten Problemen der linearen Ela-
stizitédt zugeordnet sind, lautet die Diskretisierung: Gesucht ist ein up €
SP(71,)3, so dass

Yo, € SP(Th)* + (o(un),e(vn))o = (f,vn)o + (¢,7(vn))or,  (II1.30)

erfiillt ist. Konvergenzresultate, die den fiir das Modellproblem (I11.13) ge-
nannten Aussagen entsprechen, kénnen auf analoge Weise gewonnen wer-
den. Fiir einen Uberblick sei hierzu auf [17], [18], [99] und [101] sowie auf
darin enthaltene Referenzen verwiesen. Unterschiede ergeben sich inbeson-
dere durch eine wesentlich kompliziertere Klassifikation der Regularitéit von
Losungen?7, da das zugrunde liegende Gebiet €2 als dreidimensional voraus-
gesetzt wird. Werden in der Modellierung Ansétze zur Dimensionsreduktion
eingearbeitet, sind in der Regel sogenannte Lockingeffekte zu beriicksichti-
gen. Lockingeffekte konnen ebenfalls durch die eingehenden Modellparame-
ter bedingt sein.?®

Fiir reibungsfreie Kontaktprobleme aus Abschnitt 11.3.1 erhélt man eine
Diskretisierung in der folgenden Form: Gesucht ist ein u;, € K}, so dass
gilt:

Yop, € Ky, @ (o(un),e(vn—un))o > (f, vn—un)o+(¢, §(vn—un))o,r,, (II1.31)

wobei K} C SP(7,)? eine abgeschlossene und konvexe Menge ist. Wie bei
dem entsprechenden Modellproblem (II1.11) kann fiir eine geeignet definierte
Menge K}, gezeigt werden, dass die Bedingungen aus Satz III.1 erfiillt sind,
so dass limp, o up, = wist.?? In [72] (Th.6.4) wird analog zu Satz I11.6 zudem
gezeigt, dass [lu — up|| < Ch fir p =1 gilt.

Die zu (II1.31) gehorende variationelle Sattelpunktformulierung lautet: Ge-
sucht ist (up, A, ;) € SP(7)3 x Ay N MP(Tq 1), so dass gilt:
Yoy, € SP(T)? :

(o(un),e(vn))o = (f,vn)o + (q,8(vn))o,r, — (A, 0n(vn))or, (IIL32)
Vlfme eA, N MPr (,Tl,H) : (/1*717H — )‘n7H7 5n(uh) — g)07p1 <0. (11133)

27ygl. z.B. [39]
28vygl. [17],[25]
29vgl. S. 127 in [72]
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Wie zuvor ist die Diskretisierung stabil, wenn eine entsprechende diskrete
Babuska-Brezzi-Bedingung mit einer von der Maschenweite und der Poly-
nomgradverteilung unabhéngigen Konstanten erfiillt ist. Eine zu Satz II1.7
analoge Aussage kann unter Verwendung eines addquaten Dualititsargu-
ments®® erzielt werden.

Abb. II1.12: Adaptives Gitter, sonst wie in Abb. III.11.

Die Abbildungen III.11 und III.12 zeigen —A,, x im Fall p =1 und p; = 0.
Deutlich erkennbar sind die fiir Instabilitdten typischen Schachbrettmuster,
falls h/H = 1 ist. Im Fall h/H = 0.5 sind diese Muster nicht mehr zu
sehen. Den in Abbildung I11.12 dargestellten Losungen ist ein adaptives

30vgl. Def.4.1 und Lemma 4.3 in [64]
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Gitter zugrunde gelegt, um eine hohere Auflésung im Bereich A, g > 0
zu erreichen. Fiir weitere Details bzgl. Adaptivitéit sei auf Abschnitt IV.7
verwiesen. Im Fall p = 2 und p; = 1 sind im Gegensatz zum entsprechenden
Modellproblem fiir h/H = 1 Muster zu erkennen, die auf eine Instabilitéit
schliefen lassen. Bei der Wahl h/H = 0.5 sind diese nicht auszumachen
(vgl. Abbildung III.13).
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Abb. III.13: Adaptives Gitter, —\, g mit p=2, p1 =1 und h/H =1 bzw. h/H = 0.5.

Eine Diskretisierung von reibungsbehafteten Kontaktproblemen mit vorge-
gebenen Normalspannungen ist durch folgende Formulierung gegeben: Ge-
sucht ist ein uy, € SP(7)3, so dass

Vo, € SP(T)° : (o(un), (v —un))o + (5, 8¢ (vn)o.r, — (s, |8 (un)]o,r,
> (f;on —un)o + (¢, 0(vh —un))or, (11.34)
erfiillt ist. Eine qualitative Konvergenzaussage zu (II1.34) ist in [72] (Th.
10.5) enthalten, sie entspricht im Wesentlichen der Aussage von Satz I11.9
fiir das idealisierte Reibungsproblem.
Die Diskretisierung der zugehorigen variationellen Sattelpunktformulierung
lautet: Gesucht ist ein (up, A1 ) € SP(75)? x Ay N MP(T; )2, so dass gilt:
Vo € SP(T;,)?
(a(un),e(vn))o = (f,vn)o + (q,0(vn))o,r, — (Ae,m,0¢(vn))or, (II1.35)
Ve € Ao O MPY(Tyg)? (e, — Meyar, 6e(un))o,r, < 0. (I11.36)
Die Frage nach der Stabilitdt der Diskretisierung kann in &hnlicher Weise

wie oben diskutiert werden. Letztlich ist auch hier das Verhéltnis von p; zu
p bzw. h zu H entscheidend.
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Fiir Kontaktprobleme mit Reibung erhilt man die folgende Diskretisierung;:
Fiir eine konvexe und abgeschlossene Menge Kj, sei uj, € Kj Losung von

Yop € Ky o (o(un),e(vn —un))o + (8, [0t (vn))or, — (8, ]0¢(un)l)or,
> (f,vn —un)o + (q,0(vn —un))or,. (II1.37)

Die zugehorige diskretisierte variationelle Sattelpunktformulierung lautet:
Gesucht ist (up, Ao, i, M,1) € SP(71)% x Ay "MP*(T1 ) x AeN MP(Tq gr)?,
so dass gilt:

Vup € SP(Th)* : (o(un),e(vn))o = (f,vn)o + (¢,6(vn))o,r,
— (M, #1500 (vR))o,ry — (A1, 6¢(vn))o,ry (II1.38)
Y (ttn 11, pt.pr) € A N MPY(Ty 51) x Ay O MPY(T1 )
(un,H — )\n,H; 5n(vh) — Q)O,I‘l + (u,g,H — Ae.H, 5t(uh))0,1‘1 <0. (111.39)

Fiir die Stabilitdt des Verfahrens ist die Giiltigkeit der diskreten Babuska-
Brezzi-Bedingung hinreichend, die in diesem Fall die Gestalt hat:

Ja € Roo: Yo,y pi1,m) € MP(Th, i) x MP(Typ)?
a”(//meaMt,H)H—l/Q

< sup (ttn, 1,00 (v0))o,ry + (e 1, 0¢(vr))ory .
onESP(Th\{0} llvn 1

(IT1.40)

Fiir eine Satz II1.7 entsprechende Aussage sei fiir den Fall p =1 und p; =0
auf [64] und [66] verwiesen. Fiir den hier betrachteten dreidimensionalen
Fall wird in [66] gezeigt:

Satz I11.10 Es sei (u, \n, \t) Ldsung von (I1.88)-(11.89), und es sei (up,
An,iH, At 1) Losung von (II1.38)-(II1.39). Zudem seien Ty, T regulire und
quasi-uniforme Gitterfolgen und h/H konstant. Es sei p = 1 und p; = 0,
und es gelte (I11.40) mit einem von h und H unabhingigen o. Dann existiert
ein C >0, so dass gilt:

Ju = unlls + (A Ae) = Qs Aesr) | =1 j2,m0 < CRY2.

Beweis: Th.5.1 in [66]. O
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1I1.1.3 Weitere Modellprobleme

Eine Diskretisierung des Hindernisproblems (I1.91) aus Abschnitt I1.5.1
erhélt man folgendermaflen: Fiir einen abgeschlossenen und konvexen Kegel
Ky, C SP(7,) sei up, € K, die eindeutig bestimmte Losung von

Vup € Kp @ (Vup, V(von—un))o > (f, vn—un)o+(q, y(vh—un))o,r,. (111.41)
Werden Dreiecks- statt Vierecksgitter 7;, vorausgesetzt3! sind Konvergenz-
aussagen in der Literatur bekannt: Resultate, die die Konvergenz der Folge
{un} gegen die Losung u von (I11.91) gemif Satz ITL.1 sicherstellen, sind z.B.
in [56] (Th.2.3) enthalten. Im Fall p =1 und

K = {vy, € SP(Tp,) | Vx €V :up(x) > g(2)} (I11.42)
und im Fall p = 2 und
Ky = {v, € SP(T},) | Yz € V : vp(x) > g(x)} (111.43)

sind die Voraussetzungen von Satz III.1 erfiillt. Eine qualitative Konver-
genzaussage besteht in der folgenden Form:

Satz II1.11 Es sei u € H*(Q,To) N H?(Q) Lésung von (11.91) und up,
Losung von (II1.41) mit K, wie in (111.42) sowie g € H2(Y). Zudem sei
Ty eine regulire und quasi-uniforme Dreiecksgitterfolge und p = 1. Dann
ezistiert ein C > 0, so dass gilt:

|u—unl1 < Ch
Beweis: Th.4.1 in [28]. O

Fiir p = 2 und K}, wie in (II1.43) erhilt man unter geeigneten Vorausset-
zangen an f und g, dass [|[u— usll1 = O(h3/27¢) fiir ein beliebiges € > 0 ist.
Hierzu sei auf Th.4.4 in [28] verwiesen.

Die zu (II1.41) gehorende diskrete variationelle Sattelpunktformulierung
lautet: Gesucht ist ein (up, Ayr) € SP(75) x Ao N MP(Ty), so dass gilt:

Von € SP(Th) :
(Vun, Vor)o = (f,vn)o + (¢, v(vn))o,ry — (Ao,m,vm)o  (I111.44)
VILLQJ{ eAoN Mﬁ(iH) : (,MO,H — Xo,H,Un — g)o <0, (HI.45)

31Fiir Dreiecksgitter ist in der Konstruktion von SP(7) in (II1.12) der Polynomraum
Sy i={0:T —R|5(,&1) = 2 0<ii<p, iti<p c;j€5€], cij € R} fiir ein Referenzdreieck

T zu verwenden.
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wobei Ty eine weitere Gitterfolge von  und p : Ty — N eine Polynom-
gradverteilung ist. Der Raum MP(7y) ist definiert als

MP(Ty) == {v € L*(Q) |VT € T : vjpoWr € ST}

Zu kldren bleibt, ob dhnlich wie in Satz I11.7 mit Hilfe eines geeigneten Dua-
litdtsarguments und unter der Voraussetzung einer inversen Abschéitzung
die Giiltigkeit der diskreten Babuska-Brezzi-Bedingung fiir die hier vorge-
stellte Diskretisierung gezeigt werden kann.

uuuuu

Abb. TIL.14: Aoy mit p=1, p= 0 und h/H = 1 bzw. h/H = 0.5.

uuuuu
Cells lambda
=%

Abb. IIL.15: \g g mit p=2,p=1und h/H =1 bzw. h/H =0.5.

Abbildung IIT.14 (links) zeigt Ao.m bei h/H = 1, p = 1 und p = 0 mit
typischem Instabilititsmuster. Bei Verwendung von h/H = 0.5 sind diese
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Muster nicht mehr zu erkennen (Abbildung II1.14 (rechts)). Die gleichen
Beobachtungen ergeben sich ebenfalls fiir p = 2 und p = 1 sowie h/H =1
und h/H = 0.5 (Abbildung III.15).

Abschlielend wird eine Diskretisierung von vereinfachten Bingham-Fluid-
Problemen aus Abschnitt I1.5.3 betrachtet. Gesucht ist ein uy, € SP(7}), so
dass

Yy, € Sp('fh) : (Vuh,V(vh—uh))o+(s, |VUh|)0—(S, |Vuh|)0 > (f, Uh—uh)o

erfiillt ist. Dass limp_gup, = u gemif Satz III.1 gilt, ist etwa aus [55]
(Th.5.1) zu entnehmen. Eine Diskretisierung der zugehorigen variationellen
Sattelpunktformulierung kann in der folgenden Weise angegeben werden:
Gesucht ist ein (up, A,m7) € SP(Tp) X A1 N Mf’(j‘H)k als Losung von

Yo € SP(Ty) : (Vun, Vop)o = (f,vn)o — (M,m, Vop)o (111.46)
V/Ll eAin Mﬁ(TH)k : (MI,H — )\17H, Vuh)o <0. (11147)

II1.2 h- und hp-Finite-Elemente-Methoden

Zentral bei der Realisierung von Diskretisierungsverfahren ist die Verwen-
dung von geeigneten Basen beziiglich der gewéahlten Diskretisierungsriaume.
Ist {p;} C V}, eine Basis und m := dim V},, dann heifit die positiv definite
und symmetrische Matrix A € R™*™ mit A;; = a(p;, ;) Steifigkeits-
matrix, und L € R™ mit L; := (¢, ¢;) Lastvektor. Dariiber hinaus sei im
Folgenden {1} fiir r = 0, 1 eine Basis von U;  mit m, := dim U, ;; sowie
B, € R™*™r mit By;j 1= (¥rj, Br(@i)) und Ay := {f, € R™ | iy i0r; €
A, m}, wobei A, g die entsprechende Diskretisierung von Ay oder A; (bzw.
A, oder A;) ist.

Hiermit erhiilt man: u, = u;¢; ist genau dann Losung von (II1.3), wenn
gilt:
Au= L.

Ferner ist u;, genau dann Lésung von (I11.1), wenn @ den Ausdruck

1
min —7' AT — 7' L (I11.48)
veER 2

minimiert, oder wenn die Variationsungleichung

VieK: (a—7) Au> (a—70) L
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erfiillt ist, wobei K := {v € R™ | 0;0; € K} } ist. B
Es sei g € R™0 mit g; := <¢0’¢,g>, dann ist (up, /\O,H) mit Ao, = Ao,i%o,i
genau dann Losung von (II1.4)-(IIL.5), wenn gilt:
At = L — Byo)o (I11.49)
Vio € Ao : (fio — Xo) ' (B @ —g) <O0. (IT1.50)
Fiir elliptische Minimierungsprobleme zweiter Art werden an dieser Stelle
nur die entsprechenden Aussagen fiir Sattelpunktformulierungen angege-
ben:*2 (up, A1 ) mit A\j, g = A1, ist genau dann Lésung von (I11.6)-
(II1.7), wenn
At =L — B1 )\ (II1.51)
Vip €Ay : (i —A) Bia <0 (I11.52)

erfiillt ist. Zudem ist (un, Ao, i, A1, ) genau dann Losung von (I11.8)-(II1.9),
wenn gilt:

At =L — Bohg — Bi) (IIL53)
V(fio, 1) € Ao x A1 ¢ (fio — Xo) " (Bg @ — g) + (7 — A1) " By < 0.
(IIL54)

Ein wesentlicher Vorteil der Finite-Elemente-Methode ist, dass die Matrizen
A und B, mit Hilfe von Elementmatrizen assembliert werden kénnen, da
fiir vy, w, € SP(73)" und trH € MP (TLH)“‘ typischerweise a(vp,wp) =
Yorar(vn,wn) und (ur w, Br(vn)) = (e, Br(vn)) = D0 (b, Br(vn))T
ist. Hierzu sei {¢j'} eine Basis von (S})", dann existieren Matrizen 77 €

mximPT m><lrmp1_’T : q ._ q; q 4.
R # und T € R k=1 mit m} = dim S}, so dass gilt:

VT € Th ¢ piyr o Vg = 714,67 (I11.55)

VI €Tig: YryroVir = Wr,T,ijgzi:f77;T~ (I11.56)

Die Matrix Ay € R X" mit Ap;; = ar (67" o Ut 07! 0 W) fir
T € T}, heifit Elementmatrix oder lokale Steifigkeitsmatrix. Offenbar gilt:

A= > mpArmy. (I1L.57)

TeT),

32F{ir weitere Details insbesondere zu Penalisierungsmdaglichkeiten von elliptischen Mi-
nimierungsproblemen zweiter Art sei auf [55] und [72] verwiesen.
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Entsprechende Elementmatrizen erhélt man ebenfalls fiir die Matrizen B;.
Hierzu sei Ty == {T' N1 | T € T}, und fir T € Ty p, sei w(T) € Tp, so
dass w(T)NT'; = T ist. Ferner gelte

VI €Tip: 3e(T)eTim: T Cc(T)?

T) P1,c(T)

Pw(
Dann definiert man die Elementmatrix B,r € R XEemy mit

c A — w N — .. -
Brrij = (G135 0T sop)irs Br(&s " 00 iy i)z fiie T € Ty . Auch
hier ist

Br= Y wumBrrm - (IT1.58)
Teﬁ,h

In analoger Weise kénnen auch Matrizen BT sowie BnT und 7, 7 beziiglich
der Riume MP(Tg) bzw. MP(Ty)* konstruiert werden. Zudem konnen der
Lastvektor L und der Vektor g ebenfalls {iber Elementvektoren assembliert
werden.

Mit Blick auf (II1.57) und (III1.58) ist die Konstruktion einer geeigneten
Basis von (S7)* und die Angabe der zugehérigen Matrizen mr bzw. w1
entscheidend fiir die Assemblierung von A und B,.. 3*

Unproblematisch ist die Situation hinsichtlich MP! (77 g)!*, da in diesem
Fall keinerlei Stetigkeitsanforderungen oder Bedingungen an Randwerte ge-
stellt werden. Hier kann eine beliebige Basis von S} gewiihlt werden, und
im Fall [, = 1 setzt man einfach 7, 7., (714, := 1 fiir i = 0,...,mp"] — 1.3
Die Abbildung ¢; : 71,7 — N mit (1(Ts) = Zf;& mil_f stellt hier den
Zusammenhang von lokaler und globaler Nummerierung her. Fiir [, = 2
setzt man T, T, (T) 44,0 *= T Tyomy. /241 (T)+iyi 2= 1 fiir ¢ = 0, ‘e ,miif -1
Gemif (II1.56) besteht der Tréger der zugehdrigen globalen Basis {#,;}
demnach nur aus jeweils einem Element T € 7q 5.3

Komplizierter ist dagegen die Angabe von 77 beziiglich SP(7},)! bei Verwen-
dung einer Basis von (Sg)l, weil nun Stetigkeitsanforderungen iiber Kanten

bzw. Facetten hinweg sowie Randwerte zu beriicksichtigen sind.3” Einen

33D h. 7T,y ist ein groberes Gitter von ’Z~'17h.

34Die effiziente Umsetzung von 7 und 7,7 in Form von sogenannten DoF-Managern
(DoF=Degree of Freedom) ist ein wesentlicher Bestandteil moderner Finite-Elemente-
Implementierungen. Hierzu sei auf die Finite-Elemente-Software SOFAR [87] verwiesen,
mit der auch sdmtliche Testrechnungen durchgefiihrt wurden.

35Hier wie im Folgenden seien die nicht definierten Matrixkomponenten stets 0.

36Die Finite-Elemente-Basisfunktionen werden typischerweise so gewihlt, dass ihre
Trager moglichst klein sind. Eine wichtige Folge hiervon ist, dass die Matrizen A und
B, diinn besetzt sind, so dass relativ grole Systeme behandelt werden kénnen.

37zur Stetigkeit von Funktionen aus SP(7},) vgl. z.B. Satz 5.2 in [25]
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wesentlichen Ansatzpunkt liefert der Gebrauch von hierarchischen Basen.
Im Folgenden Abschnitt werden hierarchische Basen fiir die Rdume S5 und
S7 mit Hilfe rekursiv definierter Gegenbauerpolynome konstruiert und die
zugehérigen Matrizen 7 bzgl. SP(7,) gewonnen. Entsprechende Erweite-
rungen auf den Raum S?(7;,)! sind dann offensichtlich.

I11.2.1 Hierarchische Basen in 2D und 3D

Es sei p € R, sowie G¢(z) := 1 und G} (x) := 2px. Dann heifit die Folge der
Polynome {G2},.en,, die der Rekursionsgleichung

(n+1)G2,,(z) = 2(n + 0)aG2(x) — (n+ 20— DNGE_,(x)  (IIL59)

geniigt, Folge von Gegenbauerpolynomen beziiglich o. Aussagen iiber Fi-
genschaften von Gegenbauerpolynomen sind z.B. in [102] enthalten. In dem
hier betrachteten Zusammenhang sind vor allem Symmetrie-Eigenschaften
und Moglichkeiten zur Berechnung von Ableitungswerten interessant. Fiir
n,v € Ny und (o), := 1" (0 + i) gilt:

Gh(—x) = (-1)"GJ (@), 9'Ge = 2V(Q)1/G7QZJ£1;. (I11.60)
Eine Basis von S§ erhélt man folgendermafien:
€3 (w0, 21) = 0.25(1 — @) (1 — 1),
52 1(zo, 1) := 0.25(1 4 20)(1 — x1),
52 5(@o, 1) = 0.25(1 + z0) (1 + z1),
9 5(wo, 1) 1= 0.25(1 — @) (1 + z1).

Diese Basisfunktionen werden auch Knotenmoden genannt. Ist ¢ > 1, defi-

niert man die sogenannten Kantenmoden fiir i =0,...,q¢ — 2:
€ a14(x0,21) 1= 0.5(1 = 21) G 4% (wo),
& arq11il@o, 1) = 0.5(1 4 20)G g (an)
& aratgopni (@0,21) 1= 05(1 + 21)GL 3" (w0)
& 443(g—1)+i (@0, 1) := 0.5(1 — xO)G;rl2/2(x1)'

Schliefflich definiert man fiir ¢ > 3—7 mit 7 € {0,2},i=0,...,¢—4+7 und
j=0,...,isowie a(i,j) :=i(i + 1)/2 + j die sogenannten inneren Moden:

—1/2 1
€ sgratin @0 21) == G2 (20) G (@),
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Knotenmoden haben die Eigenschaft, in genau einem Eckpunkt von [—1,1]?
den Wert 1 und in den iibrigen den Wert 0 zu haben. Kantenmoden sind
auf genau einer Kante von [—1,1]? von Null verschieden und verschwinden
auf den iibrigen Kanten. Innere Moden verschwinden auf allen Kanten von
[~1,1]? und sind nur im Innern von null verschieden.

Abb. II1.16: 5370, 5374, 53’5 und 53’22 bei 7 = 0.

Fiir 7 = 2 ist {£3,;} eine Basis von S3. Jedoch kinnen dieser Basis inne-
re Moden entnommen werden, ohne dass die Approximationseigenschaften
verloren gehen.?® Die fiir 7 = 0 gewonnene, ausgediinnte Basis heifit auch
Basis der Serendipity-Klasse.

Die Basis {£3;} entspricht (bis auf Normierungsfaktoren) den in [89] und
[99] angegebenen Basisfunktionen vom (aufintegrieten) Legendre-Typ. Je-
doch ist die obige Darstellung auf der Grundlage von Gegenbauerpolyno-
men giinstiger fiir Implementierungen und fiir die Einbeziehung von irre-
gulidren Knoten bzw. Kanten.?® Gegeniiber Standardbasen vom Lagrange-
Typ hat diese Basis mehrere Vorteile : Zum einen kénnen Ableitungen be-
liebiger Ordnung leicht mit Hilfe der in (II1.60) dargestellten Formel aus-
gedriickt werden. Als Ergebnis erhélt man wiederum Gegenbauerpolynome.
Zum anderen kénnen Funktions- und Ableitungswerte {iber die Rekursions-
gleichung (I11.59) numerisch stabil und mit geringem Aufwand berechnet
werden.*? Ein weiterer Vorteil ist, dass diese Basis hierarchisch ist, d.h.,
es gilt {3 ,} C {55;1}. Diese Eigenschaft fithrt dazu, dass Eintrige in 7,
die Kantenmoden mit einem hoheren Polynomgrad als bei dem jeweiligen
Nachbarelement zugeordnet sind, lediglich auf 0 zu setzen sind, damit die
Stetigkeitsanforderung erfiillt ist.

Analysen bzgl. der Performance, insbesondere bzgl. der Konditionszahl der

38ygl. S. 175 in [89]

39vgl. Abschnitt I11.2.2

40Tatsichlich wird in der Literatur hiufig die Implementierung von Basisfunktionen
dieses Typs iiber Monomdarstellungen empfohlen, womit die oben genannten Vorteile
verloren gehen. Hierzu sei z.B. auf S.23 in [92] verwiesen.
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aufgrund dieser Basis assemblierten Matrizen und bzgl. des Einsatzes von
Prikonditionierern sind in [6], [8] und [77] enthalten.

Ein Nachteil der hier angegebenen Basis gegeniiber Lagrange-artigen Basen
ist jedoch, dass die Verschiebungswerte nur in den zu den Knotenmoden
gehorenden Komponenten von @ abgelesen werden kénnen.

Im zweidimensionalen Fall wird die Verbindung zu der zugehorigen glo-
balen Basis iiber die Matrix 7y := 72 erzeugt. In diesem Fall stellt die
Abbildung ¢ : VUEUT, — Ny den Zusammenhang von lokaler und globaler
Nummerierung her. Dabei ist V = {Vp, V1, ...} die Menge aller Ecken und
& = {Ey, E1, ...} die Menge aller Kanten von 7;, = {7, T4, ...}, die nicht
auf I'y liegen. Es sei pp := min{pr | TNE # 0, T € Tp,} fiir eine Kante E,

my = |V| und mg = Zlio_oo(pE — 1) sowie

s—1
((Va)i=s, C(Bs)=mv+Y (pp —1),
i=0
s—1
((To) :==my +me + Y _(pr, =3+ 7)(pr, —2+7)/2.
i=0
Im Folgenden sei 7}, ein reguléres Gitter und 7' € 7j,, zudem seien Vp, ..., V3

die Ecken von T und Ey,...,FE3 die Kanten. Wenn V,, € V bzw. E, €
€ ist, setzt man unter Ausnutzung, dass {£J;} hierarchisch ist und unter
Einbeziehung der Symmetrie-Eigenschaft aus (II1.60) mit 7 ,; € {—1,1}:

2 -
ey =
2 R i ;o
T C(Ey)+i,44v(pr, —1)+i *— (9T7V)17 t=0,...,pp — 2,

2 . . s .
T[-T,{(T)-i-oz(i,j)ApT+Oz(i,j) = ].7 1= 0, ey PT — 4+ T, ] = 0, eyl

Fiir 67, = 1 ist bei ungeradem ¢ nicht notwendigerweise die Stetigkeitsfor-
derung iiber Kanten hinweg erfiillt. Ein Beispiel: Die Kante £ = Ty N T,
mit Ty, 71 € 7p, habe die Eckpunkte P und @, und es gelte ¥, (1,—1) =
P=Vp(-1,-1) und ¥7,(1,1) = Q = ¥, (—1,1), dann ist die zugehorige
globale Basisfunktion ¢, (g)+1 nicht stetig.

Abbildung III.17 zeigt die im obigen Beispiel beschriebene Unstetigkeit.
Durch Setzen von 071 := —1 wird diese Unstetigkeit behoben. Besser ist je-
doch, dieser Problematik mit Hilfe von angepassten Transformationen {¥}
und einer angemessenen Wahl von Kantenorientierungen zu begegnen.
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Abb. TIL17: & 40 Wy und & 17 0 Wy mit 671 =1 und 07,3 = —1.

Definition II1.1 FEs sei G(7;,) die Kantenmenge eines gerichteten Graphen
bestehend aus den Kanten von Tp,. Ferner sei QF die Kantenmenge eines
gerichteten Graphen bestehend aus den Kanten von [—1,1]%. Dann heifien
die Transformationen {Ur} gerichtet, wenn gilt:

VT €Ty, Y(Qo, Q1) € QF 1 (T7(Qo), Ur(Q1)) € G(Th).

Fiir gerichtete Transformationen stimmt demnach die durch G(7;,) festge-
legte Orientierung der Kanten der Gitterelemente mit der vorgegebenen
Orientierung Q" des Referenzelements iiberein.

Vo,3

Vo,0

To

Vo,2

Vo1

V1,3

V1,0

T

Vi2

Vi

Qo

Q2

Q1

Abb. IIL.18: Beispiele fiir G({To,T1}) und Q2.

In Abbildung II1.18 ist ein Beispiel fiir die gerichtete Graphen G({7v,71})
und Q2 mit Qg := (—1,-1), Q1 := (1,—1), Q2 := (1,1) und Q3 := (1,—1)
dargestellt. Gilt z.B. U7, (Q;) =V ; fir i =0,1 und j =0,...,3, dann sind
offenbar die Transformationen {Ur,, Ur, } gerichtet. Insgesamt erhélt man:

Satz II1.12 Es sei Ty, ein requlires Gitter von Q C R?, und die Transfor-
mationen {¥r} seien bzgl. O aus Abb. II1.18 gerichtet. Dann ezistieren
Funktionen {¢;} C SP(7p), so dass ;0¥ = W%’ijfg:fj mit Op, =1 ist. Im
Fall 7 = 2 ist {y;} eine Basis von SP(Ty,).
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Im zweidimensionalen Fall ist die Angabe von 67 auch fiir ungerichtete
Transformationen leicht durchfithrbar. Hier setzt man 6r; = —1, wenn
fiir die Kante von 7' mit dem Index ¢ und den Endpunkten ¥r(Q; o) und
r(Qi,1) mit (Qi0,Qinn) € Q% gilt, dass (Pr(Qi0), Ur(Qi1)) & G(Tn) ist.
Wesentlich komplizierter ist dagegen die Situation fiir drei Dimensionen, da
hier nicht nur die Orientierung der Kanten, sondern auch die Orientierung
der Facetten zu beachten ist. Im Finite-Element Paket SOFAR [87] sind hierzu
spezielle Datenstrukturen verfiighar, die die Verwendung von hierarchischen
Basen von SP(7}) auch fiir ungerichtete Transformationen ermoglichen.*!

Im Folgenden wird eine Basis fiir S angegeben, der im Fall von gerichteten
Transformationen eine Basis von S?(7},) zugeordnet werden kann.
Die Knotenmoden sind hier:

&4 oo, @1,2) = 0.125(1 — 20)(1 — 21)(1 - 2),
€31 (20, w1, w2) == 0.125(1 + o) (1 — 1)(1 — 22),
53,2(9607961,962) = 0.125(1 4 20) (1 + 21)(1 — 22),
55,3(%%1%2) =0.125(1 — 20)(1 + 1) (1 — x2),
5??,4(%7%1%2) =0.125(1 — 20)(1 — 1) (1 + x2),
€350, 21, 22) 1= 0.125(1 + o) (1 — 1) (1 + z2),
53,6(9607961,962) = 0.125(1 4+ 20) (1 + 21)(1 + 22),
&4 7(x0, @1,2) = 0.125(1 — 20) (1 + 1) (1 + 2).

53 gi(T0, 21, w2) 1= 0.25(1 — 21)(1 — 22)G; 57 (o),

€8 srqm144(@0, 71, 02) 1= 0.25(1 + @) (1 — 22) G4 (1),
€8 sratgo1)es (%0, 71, m2) 1= 0.25(1+ 21)(1 — 22)G14” (wo0),
€8 s ratg1yes (%0, 71, T2) 1= 0.25(1 = 30)(1 — )G 14 (1),
€8 srata1yes (%0, 71, m2) 1= 0.25(1 — 30)(1 — 21)Gi 74 (w2),

41Zu bedenken ist, dass sich die Transformationen {¥7} in der Regel aus einer zuflli-
gen Reihenfolge der Eckpunkte der Gitterelemente T' ergeben. Das ist z.B. der Fall, wenn
Gitter aus CAD-Daten konstruiert werden. Die resultierenden Transformationen sind im
Allgemeinen ungerichtet. Transformationen kénnen z.B. folgendermaflen angegeben wer-
den: Sind etwa V1 q,..., V1 3 die Eckpunkte des Gitterelements 7" im Uhrzeigersinn oder
entgegengesetzt, erhilt man mit ¥r(xo,z1) := 5%’1-(500,:01)VT,¢ eine Transformation von
[-1,1]% auf T.
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€ s yatgo1y4s(0: 21, 02) = 0.25(1 + 20) (1 — 21) G, (r2),
€8 ot 1) s (@0, 71, 32) 1= 0.25(1 + 20) (1 + 21)G; 4" (32),
€ s irtgoty+i(@0, T1,w2) 1= 0.25(1 — 30) (1 + 21)G; 4% (w2),
€ s ystgony4s(0 1, w2) 1= 0.25(1 — 21) (1 + 22) G714 (o),
€8 s yotg- 1440 1, 02) 1= 0.25(1 + 20) (1 + 22) G, (1),
€8 s 10(go1) 41 (T0, 1, m2) 1= 0.25(1 + 21) (1 + 22) G (wo),
§§78+11(q71)+1(9€0, x1,x2) 1= 0.25(1 — z0)(1 + 22)G Z_irlg/z(acl)
Fir g >3 — 1 sowie i =0,...,q —4+ 7179 und j = 0,...,¢ erhédlt man mit

ro:=8+4+12(¢—1)und r1 := ((p—3+70)(p— 2+ 70))/2 die Facettenmoden

—1/2 1
€8 vaiy @0 w1, 72) = 0.5(1 — 22)G [ (20) G2 (1),

—1/2 1/2
fg,rg+rl+a(¢,j)($ov$17$2) = 0. 5(1 + xO)Gj+2/ (xl)Gz j/+2( )

€8 o vomvai (T0, 71, 32) 1= 0.5(1 + 21) G54 ()G F5 (o),
€8 o varra(ig (@071, 22) = 0.5(1+ 22) G 1% (20) G2, (a0),
&3 rotdr +a(ij) (T0, T1,22) 1= 0.5(1 — 20)G 42 (1) G 25 (22),
€8 o vsmrai (@0, 71, 72) = 0.5(1 — 21)G 47 (22) G2 (o).

Die inneren Moden sind fiir ¢ > 5 — 7 und ¢ = 0,...,¢ — 6 + 7 und
j=0,...;5undl=0,...,jsowiery := 8+12(p—1)+3(p—3+70)(p—2+70)
und 8(4,4,0) :=i(i + 1)(2 + 4) /12 + a(j,1) definiert als

-1/2 -1/2 -1/2
5g,r2+5(i,j7l)(x0axlax2) = Gl+2/ (xO)Gj—l/—i-Q(xl)Gi—j/+2(x2)'

Fiir 9 = 71 = 0 erhélt man eine Basis der Serendipity-Klasse. Fiir 75 = 2
und 7y = 4 spannt {£5 ;} den Raum Sy auf.

Zur Definition der Matrix 77 := 7. ist die Index-Abbildung ¢ : VUEUF U
T, — Ny erforderlich, wobei F := {Fp, F} ...} die Menge aller Facetten von
Ty, ist, die nicht auf I'y liegen. Beziiglich Elementen aus V und £ ist ¢ wie
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im zweidimensionalen Fall definiert. Dariiber hinaus setzt man:

s—1
C(Fs) :==my +me + Z(pm —3+70)(pr —2+70)/2,
1=0
C(Ts) =my +mg +mgr
s—1
+ Z((pTi -3+ TO)(pTi —4+ Tl)(pTi -5+ 7—1))/67
1=0

wobel mg := Zg,‘;l(ppi -3+ 70)(pr, — 2+ 70)/2 und pp := min{pr |
TNF#0, T €T} fiir eine Facette I definiert sind.

Fir T € 7Ty, seien Vj, ..., V7 die Ecken, Ey, ..., E1; die Kanten und Fy, ...,
F5 die Facetten von T'. Sofern V,, € V, E, € £ bzw. F,, € F ist, setzt man

mit 04,02, € {~1,1}:
7Tg}r,g(vu),u =
ﬂ%7<(Eu)+j,8+v(p%u—l)+i = (G%F,y)iv t=0,...,pp, —2
W%;C(Fu)Jra(i,j),ro+ur1+a(i,j) =07, 1=0,....p5 —4+70,j=0,...i

3 — -
L) +AEG ) rat8G ) = 1 1= 0, ¢ = 647,
17=0,...,2,1=0,...,7
Fiir den dreidimensionalen Fall ist eine geeignete Kantenorientierung des

Referenzelements anhand des folgenden Beispiels mit den Kantenmengen
G({To, T1}) und Q* gegeben; hier kann 67, , = 67 = 1 gesetzt werden:

T,v,ij
Vo,7 Vo Vi7 Vi Q7 Q
Vo,4 Vo,5 T V1,4 Vi,s Q4 Qs
Vo,3 Vo,2 | V1,3 Vi,2 Q3 Q2
To Ty
0,0 Vo,1 | M0 Vi 0 Q1

Abb. IIL.19: Beispiele fiir G({To,T1}) und Q3.

In Abbildung ITIT.19ist Qo := (—1,-1,-1),..., Q3 :=(—1,1,—1) und Q4 :=
(—-1,-1,1), ..., Q7 := (—1,1,1). Analog zum zweidimensionalen Fall folgt
aus U, (Q;) =V, fuiri=0,1und j =0,...,7, dass die Transformationen
{Ur,, ¥, } gerichtet sind.
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Satz II1.13 Es sei T;, ein requlires Gitter von Q C R3, und die Transfor-
mationen {Wr} seien bzgl. Q3 aus Abb. II1.19 gerichtet. Dann existieren
Funktionen {@;} C SP(Tp,), so dass p;oUp = w%’ijfgfj mit 0% = G%M’V =1
ist. Im Fall 1o = 2 und 11 = 4 ist {y;} eine Basis von SP(Ty).

I11.2.2 Irregulire Knoten, Kanten, Facetten

Lokale Verfeinerungsprozesse, so wie sie z.B. bei Gitteradaptierungsmafinah-
men*? zur Reduktion der lokalen Maschenweiten eingesetzt werden, fithren
in der Regel auf irregulédre Gitter mit sogenannten irreguléren Knoten, Kan-
ten bzw. Facetten. So sind zum Beispiel die in Abbildung III.1 und I11.2 dar-
gestellten Gitter ebenso wie die Gitter aus dem Abschnitt IV.7.3 und dem
Anhang A.1 durch lokale Verfeinerungen entstanden und irreguldr. Wer-
den keine weitere Zerlegungsmafinahmen ergriffen, um die Irregularitit des
Gitters (wie z.B. in den Abbildungen III.3 und IIT.4 geschehen) aufzuldsen,
kann die im vorherigen Abschnitt definierte Matrix 7 nicht verwendet wer-
den. Im Folgenden wird eine Modifikation dieser Matrix vorgestellt, so dass
auch irregulidre Gitter genutzt werden konnen. Zentral hierbei ist die Ein-
teilung der Knoten, Kanten und Facetten des zugrunde liegenden Gitters in
regulére und irregulére Elemente.

—_—
P

// P
— S

Abb. II1.20: 1- und 2-irregulire Gitter.

Vorzugsweise werden Viereckselemente symmetrisch in 4 Vierecke, sowie He-
xaederelemente in 8 Hexaeder unterteilt.*> Dabei werden die Kanten geteilt

42ygl. Abschnitt 111.1.1 und 1V.7.3
43Denkbar sind auch andere Zerlegungsformen. Diesbeziiglich kénnen in dem FEM-
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und die Facetten geviertelt. Die Orientierung der neuen Kanten wird dabei
von den geteilten Kanten {ibernommen.

In einem so lokal verfeinerten Gitter 7 heifit eine Kante E regulir oder
0O-irregulér, wenn sie keine echte Teilmenge einer anderen Kante von 7},
ist. Analog heifit eine Facette reguldr oder 0-irregulér, wenn sie keine echte
Teilmenge einer anderen Facette von 7}, ist. Eine Kante E heifit k-Kanten-
irreguldr mit dem Index r € {0, 1} bzw. k-Facetten-irregulér mit dem Index
r € {0,...,3}, wenn sie die r-te Teilungskante einer (k—1)-irreguldren Kante
T'(E) bzw. die r-te Teilungsfacette einer (k — 1)-irreguliiren Facette Z2(F)
ist. Ebenso heifit eine Facette F' k-irregulér mit dem Index r € {0,...,3},
wenn sie die r-te Teilungsfacette einer (k — 1)-irreguléren Facette Z2(F) ist.
Schliellich heifit ein Knoten V' k-Kanten-irreguldr bzw. k-Facetten-irregular,
wenn er eine (k — 1)-irreguliire Kante Z' (V') bzw. Facette Z%(V) teilt bzw.
viertelt. Nicht alle irreguldren Kanten oder Facetten miissen dabei Kanten
von Gitterelementen von 7;, sein.

Das Problem bei der Verwendung von irregulidren Gittern ist die Gewéhr-
leistung der Stetigkeitsanforderung iiber irregulire Kanten oder Facetten
hinweg. Die Losung besteht darin, die lokalen Basisfunktionen, die auf Git-
terelementen mit k-irreguliren Kanten oder Facetten definiert sind und auf
diesen nicht verschwinden, iiber Kopplungsgewichte mit lokalen Basisfunk-
tionen zu verkniipfen. Diese sind den entsprechenden (k — 1)-irreguliren
Kanten bzw. Facetten zugeordnet, so dass insgesamt stetige Basisfunktio-
nen erzeugt werden. Dieser Kopplungsprozess wird im Folgenden mit Hilfe
rekursiv definierter Mengen beschrieben, die die Kopplungen und die dazu-
gehorigen Kopplungsgewichte enthalten. Entscheidend bei dem hier gewahl-
ten Ansatz ist, dass beliebige Konstellationen k-irregulirer Knoten, Kanten
oder Facetten dabei beriicksichtigt werden.*

Fiir einen reguldren Knoten V', eine reguldre Kante E und eine reguldre
Facette F' definiert man fiir i =0,...,pg —2und K = 0,...,7,F — 1 mit
r,r = (pr — 3+ 70)(pr — 2+ 10)/2:

B(V,0):={(V,0,1)}, B(E,i):={(E,i,1)}, B(F,k):={(Fk1)}.

Ein Tripel (B, b, ) der Mengen B(-, -) besteht aus einem Freiheitsgradtriger

Paket SOFAR [87] beliebige Zerlegungsmuster definiert werden. So sind auch Zerlegungen,
wie sie in Abbildung II1.3 und II1.4 dargestellt werden, méglich.

44Tn der Literatur wird in der Regel ein entsprechendes Vorgehen lediglich fiir 1-
irreguldre Gitter beschrieben. Hierzu sei z.B. auf Abschnitt 3.6 in [41] oder [92] verwiesen.
In den benannten Arbeiten fiithrt man im Fall k-irreguldrer Gitter mit k& > 1 zusétzliche
lokale Verfeinerungen durch, um 1-irreguldre Gitter zu erzeugen.
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B (Ecke, Kante oder Facette), einem lokalen Freiheitsgradindex b und einem
Kopplungsgewicht (.

Es seien E eine Kante und F' eine Facette, dann bezeichnen Vg, bzw. Vg,
die v-te Ecke von E bzw. von F' sowie g, die v-te Kante von F'. Fiir einen
k-Kanten-irreguldren bzw. k-Facetten-irreguliren Knoten V' sei:

B(V,0) = {(Vz1(v)0, s 7]
UL (V). ¢ 3;
B(V,0) := {(Vz2(v)0 v, 750
U{(Ezz(v),l,,z ’yglogl )i =0, v PEgagy, 2}
U{(Z2(V), @, 5"), 7§§8a @) 17 =0,...pragyy — 4+ 705
j=0,...,i}

O|V:071}

0
,0 i
O,z/) |Z —0 ...,pzl(v)—2},

)

0,
0,
0
1

o) [v=0,...,3}

Fiir eine k-Kanten-irreguldre bzw. k-Facetten-irreguldre Kante £ mit dem
Index r setzt man fiir i =0,...,pp — 2:

B(E,i) := {(T"(E),, ﬁ’;gl)u’:o e P1i(R) — 2}
B(E,Z) = {(EI2( V’Z 7211/1’ |Z _0 "’pEI2(E)’V_2}
U{(T2(B), a6, ): 150,005y | T = 0 s Pra() = 4+ To;
-/ -/
j=0,...,i"}

Fiir eine k-irregulére Facette F sei fiir £ =0,...,r p — 1:

B(F7 ’%) = {(Ig(F)va(iaj)al\/;:;:g,a(y’j/)) | i’ = 0,... yPT2(F) — 4 + 705
J=0,...,i"

Hiermit definiert man rekursiv fiir einen Freiheitsgradtriger C' und einem
lokalen Freiheitsgradindex «:

C(C,K) :=
{(B,b,8) | (B,b,8) € B(C, k), B ist regulir, B¢ To} |4 BC(B,b)

(B,b,8)€B(C,kK),
B ist irreguldr, B ¢ I'g
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mit B{(Bo, bo, Bo), (B1,b1,51), ...} := {(Bo, bo, 80), (B1,b1, 831), ...} und

CowCi:={(B,b,B) | (B,b,B) € Co, BB : (B,b,3') € C1}
U{(Babaﬁ) | (Babaﬁ) € ClJ /Hﬁl : (Babaﬁ/) S CO}
U{(B,b,3+ )| (B,b,3) € Co,38 : (B,b,") €1}

Die Indizierung der Kopplungsgewichte ’yfilocgrf ., € R ist folgendermafen

zu interpretieren: Die Indizes hg und ¢y bezeichnen die Dimension des ir-
reguldren Elements B bzw. des zugehdrigen Kopplungselements Vza(g),,,
Eza(p), oder I%(B). Die Indizes hy und ¢; bezeichnen den Index der lo-
kalen Basisfunktionen, die bzgl. des irreguléren Elements bzw. des Kopp-
lungselements definiert sind. Die Kopplungsgewichte koénnen fiir die hier
aufgefiihrten Basen {£5,} und {£3;} rekursiv ermittelt werden. Hierzu sei
auf Anhang A.2 verwiesen.

Anhand des folgenden Beispiels wird die Bedeutung der Mengen B(-, -) und
C(-,-) deutlich:

V7 V6
Va V3

Vo
Vs \%1 Va

Abb. III.21: Kopplungen des 2-Facetten-irreguldren Knotens Vp (vgl. Abbildung II1.20).

Abbildung II1.21 zeigt die Kopplungen des 2-Facetten-irreguldren Knotens

Vo bei p = 1. Laut Anhang A.2 erhilt man die knotenbezogenen Kopplungs-

gewichte 7?:8:270 = 0.5 und 78:8:270 = 0.25. Hiermit gewinnt man:

B(Vo,0) = {(V4,0,0.25), (Va,0,0.25), (Va,0,0.25), (V4,0,0.25)}
B(Vlv 0) = {(‘/5a 0, 05)7 (V27 0, 05)}a
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B(V2,0) = {(V2,0,1)},

B(V3,0) = {(V2,0,0.5), (V5,0,0.5)},

B(Vy,0) = {(V5,0,0.25), (V2,0,0.25), (Vs,0,0.25), (V7,0,0.25) }
B(V5,0) = {(V5,0,1)}

B(Vs,0) = {(V6,0,1)}

B(Vz,0) = {(V7,0,1)}

Daraus folgt die Kopplungsmenge:

C(V,0) = {(V%,0,0.25)} &
= {(V5,0,0.25)} W

(0.25C(V3,0) W 0.25C(V3,0)) & 0.25C(Vy, 0))
({(V5,0,0.125), (V5,0,0.125)}
w{(V,0,0.125), (Vs,0,0.125)}) & 0.25C(V4, 0))
= {(V,0,0.25)} & ({(V5,0,0.125), (V2,0,0.25), (Vs,0,0.125)}
w{(V5,0,0.0625), (V2,0,0.0625), (Vs, 0,0.0625), (V7,0,0.0625)})
= {(V5,0,0.25)}
w{(V5,0,0.1875), (Va,0,0.3125), (Vg, 0,0.1875), (V4, 0,0.0625) }
= {(V5,0,0.1875), (V2,0,0.5625), (V5,0,0.1875), (V7,0,0.0625) }

—~ o~~~

Die Abbildungen ¢ : VUEU T, — Ng bzw. ¢ : VUEUFUT, — Ny fiir
die globale Nummerierung seien wie in Abschnitt I11.2.1 bzgl. der Mengen
VCV,EcC&und F C F definiert, wobei diese Mengen nur die reguliiren
Knoten, Kanten bzw. Facetten von 7; enthalten.

Fiir den zweidimensionalen Fall kann hiermit 72, folgendermafien definiert
werden: Es seien T' € 7}, sowie Vj, ..., V3 die Ecken von T und Ey,..., E3
die Kanten. Wenn V,, € V bzw. E, € £ ist, setzt man:

T e(Bybw =B v =0,...,3; (B,b,5) € C(V,,0)
W%,C(B)+b74+V(PE,,*1)+i = (HT,V)lﬂv 1= 07 ---»PE, — 27 (Bv ba ﬂ) € C(EV7 Z)
2 R L R ;
T, C(T)+aling) dpr+alig) = 1, 1=0,...,p0p—4471;7=0,...,1.

Im dreidimensionalen Fall erhélt man fiir 75.: Es seien T' € 7, sowie V, .. .,
V7 die Ecken, Ey,...,FE1; die Kanten und Fy, ..., Fs die Facetten von T.
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Falls V, € V, E, € £ bzw. F,, € F ist, setzt man:

ﬂ-’:},((B)+b,V = /87 V:07"'73; (B7b7ﬁ) GC(VYMO)
W;,C(B)+b,8+v(P%u*1)+i = (01,)'8, i=0,...,pp, — 2 (B,b,3) € C(E,,i)

W%,C(B)+b,r0+url+a(i,j) = 9%,V,ijﬂ7 1= 07 <oy PR, — 4 + 703 j = 07 cee 77'a
(Babwg) € C(FV7O[(7'7]))
T () Bl a8l =1 i=0,...,q— 6471, j=0,...,4, l=0,...,]

Satz I11.14 Es sei Tj, ein regulires oder irrequlires Gitter von Q C RF,
k € {2,3}, und die Transformationen {¥r} seien bzgl. QF aus Abb. III.18
bzw. II1.19 gerichtet. Dann existieren Funktionen {¢;} C SP(73,), so dass
pioWp = w§7ijfzz mit 0}, = G%M,V = 1ist. Im Fall T =2 bzw. 19 = 2 und
71 =4 ist {¢;} eine Basis von SP(T,).

Auf einen Beweis wird an dieser Stelle verzichtet, da er sich im Wesentlichen
aus den zuvor definierten (Daten-)Strukturen ergibt.

I11.3 Losungsverfahren fiir quadratische
Minimierungsprobleme

Die in Abschnitt III.2 aufgefithrten Probleme (I11.48), (111.49)-(I11.50),
(II1.51)-(I11.52) und (II1.53)-(I11.54) sind bzw. fithren auf quadratische Mi-
nimierungsprobleme mit linearen oder nichtlinearen Nebenbedingungen. In
der Literatur existiert hierzu eine Fiille von Losungsalgorithmen, die unter
dem Begriff der nichtlinearen Optimierung und insbesondere des Quadratic-
Programmings zusammengefasst werden. Fiir einen Uberblick sei auf [50],
[54], [70] oder [83] verwiesen. Speziell fiir das Problem (II1.48) wird in
der Finite-Elemente-Literatur hiufig ein projektives SOR-Verfahren vor-
geschlagen®®, das in Abschnitt I11.3.1 auch fiir Minimierungsprobleme for-
muliert wird, die den diskretisierten reibungsfreien Kontaktproblemen aus
Abschnitt III.1.2 zugeordnet sind.

Verfahren zur Losung der Sattelpunktprobleme (I11.49)-(II1.50), (III.51)-
(IT1.52) und (II1.53)-(I11.54) werden in Abschnitt II1.3.2 skizziert. Insbeson-
dere wird mit Hilfe einer Umformulierung der Sattelpunktprobleme in qua-
dratische Minimierungsprobleme der Zugang zu Standard-Optimierungsver-
fahren ermoglicht.

45ygl. S.67 in [55], S.40 in [56], S.20 in [68], S.128 in [72]
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I11.3.1 Das SOR-Verfahren mit Projektion

Ein einfaches, leicht implementierbares Verfahren zum Lésen von Mini-
mierungsproblemen vom Typ (I11.48) ist das SOR-Verfahren mit Projek-
tion. Es handelt sich dabei um eine Modifikation des bekannten Successive-
Overrelaxation-Verfahrens mit einer zuséitzlichen Projektion der Iterierten
auf die Restriktionsmenge K in jedem Iterationsschritt.

Betrachtet wird zunéchst das Minimierungsproblem (I11.48) beziiglich des
diskretisierten vereinfachten Signorini-Problems (III1.17) mit K, wie in
(II1.18) sowie beziiglich des diskretisierten Hindernisproblems (IT1.41) mit
K, wie in (ITL42).

Fiir V}, := SP(7;,) mit p = 1 und {¢;} wie in Abschnitt IT1.2.1 gewinnt man:

K={veR™|VWeV: vevy > 9(V)}

Im Fall (II1.18) ist V' := VYV NT'1, und im Fall (II1.42) ist V' := V. Damit
ist die Abbildung P : R™ — R™ mit P(v) := (Py(v0), .., Pm—1(Um-1)) fir
0 <7< mund

Py(5;) = {Q(V), WV eV :i=(V), v <gV)

Vi, sonst
eine Projektion auf K.

Ein Iterationsschritt des SOR-Verfahrens mit Projektion kann fiir einen
Relaxationsparameter 0 < w < 2 durch die folgende Vorschrift formuliert
werden: Fiir ¢ =0,...,m — 1 sei

4—u", u; <0 (I11.61)
altt — Py(al + w((L; — Ay 1) /Ay — al)), (I11.62)
wobei A; . den i-ten Zeilenvektor von A bezeichnet.

Satz IIL.15 Es sei w Lisung von (II1.48) mit V3, := SP(7},) und p = 1. Die
Folge {a"} sei gegeben durch (111.61)-(I11.62). Dann gilt:

va® e K : lim @" = a.

n—oo

Beweis: Prop.I1.2.3 in [56], Ch.2, Th.1.3 in [55]. O
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Die Konvergenzgeschwindigkeit des SOR-Verfahrens mit Projektion ist er-
wartungsgeméfl nicht besser als die des reinen SOR-Verfahrens. Mit Hil-
fe eines Zusatzschrittes kann das Verfahren jedoch wesentlich beschleunigt
werden, wobei das Verfahren zu einem SSOR-Verfahren erweitert wird. Der
Ansatz besteht darin, eine verbesserte Losung in dem durch die Suchrich-
tungen r := 4" —u" ! und s := 4" — 4" aufgespannten affinen Unterraum
u" ! 4span{r, s} zu suchen, wobei 7 und s zusétzlich beziiglich der Restrik-
tion geeignet angepasst werden. Hierzu ist lediglich das zweidimensionale
Problem

1
( I}al)inRz 5(71”“ +ar+6s)TA@" T +ar+ Bs) — (@ +ar + 6s) "L
a,f)e

zu 16sen. Ein Iterationsschritt der beschleunigten Variante lautet:

re— g — ﬂnflj

—n+1 iZO,...,m—l ~
gt {Z_:m_ 1,...,0} (I11.61)-(I11.62),

+1 _an7

s—a"
JvV eV ﬂ?:;t) + rew) < g(V) V ﬁ?(Jer) + Sevy < g(V) :

rev) < s¢v) < 0,
dy —r"(L—Aa"™Y), dy —r"As, dy—1r'Ar,
B ((s" (L — Aa""))dy — dody)/((s" As)dy — df), a «— (do — Ber)/da,
a"tt — @™t 4 ar + Bs.
Fiir weitere Details sei auf [24] verwiesen. In dieser Arbeit wird insbesondere

die Einbettung des Algorithmus in ein kaskadisches Mehrgitterverfahren
diskutiert.

SOR mit Projektion

m ZFW |Ref-ZFW| Tol. n
16 || -0.26241 0.02329 1.0E-1 5
64 (| -0.24365 0.00452 1.0E-2 8
256 || -0.24050 0.00138 1.0E-3 36

1024 || -0.23946 3.35E-4 1.0E-4 179
4096 || -0.23920 7.84E-5 1.0E-4 649
16384 || -0.23914 1.55E-5 1.0E-5 3163
65536 || -0.23912 3.16E-8 1.0E-5 | 11627

Tab. IIL.1: Iterationsverhalten des SOR-Verfahrens mit Projektion.
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SSOR mit Projektion (beschleunigt)
m ZFW |Ref-ZFW| Tol. n
16 || -0.26262 0.02349 1.0E-1 3
64 || -0.24366 0.00453 1.0E-2 6
256 || -0.24050 0.00138 1.0E-2 10
1024 -0.23946 3.35E-4 1.0E-3 22
4096 || -0.23920 7.85E-5 1.0E-3 50
16384 || -0.23914 1.55E-5 1.0E-4 | 133
65536 || -0.23912 2.35E-12 1.0E-5 | 335

Tab. ITI.2: Iterationsverhalten des beschleunigten SSOR-Verfahrens mit Projektion.

Die Tabellen III.1 und III.2 zeigen das Iterationsverhalten des SOR-Verfah-
rens mit Projektion und des beschleunigten SSOR-Verfahrens. Als Beispiel-
konfiguration wurde das Hindernisproblem aus Abschnitt 11.5.1 gewihlt.
Fiir die Diskretisierungen wurde p = 1 gesetzt, und ein regulédres Rechtecks-
gitter global verfeinert. Fiir jede Verfeinerungsstufe wurden n Iterationen
benétigt, bis die vorgegebene Toleranz (Tol.) den Wert von ||a™ — 4™ 1||2
unterschritten hat. Die Toleranz ist als die grofite Zehnerpotenz gewéhlt, so
dass sich die Differenz von dem Zielfunktionswert ZFW und dem Referenz-
zielfunktionswert Ref= —0.2391286 . .. (gerechnet mit m = 65536 und einer
Toleranz von 10~7) bei Erreichen der Toleranz stabilisiert. Der durch das
Verfahren bedingte Fehler liegt damit unterhalb des Diskretisierungsfehlers.
Erkennbar ist, dass das beschleunigte SSOR~Verfahren mit Projektion deut-
lich weniger Iterationen als das SOR~Verfahren benétigt, auch wenn beriick-
sichtigt wird, dass die beschleunigte Variante doppelt soviele SOR-Schritte
durchfiihrt. Zudem reicht fiir das beschleunigte Verfahren die Vorgabe einer
geringeren Toleranz aus, um den Diskretisierungsfehler zu erreichen.

SQOPT
m || ZFW | |Ref-ZFW| | MOT | Fkt.
16 || -0.26266 | 0.02353 | 1.0E-1 39
64 || -0.24366 | 0.00453 | 1.0E-2 | 138
256 || -0.24051 | 0.00138 | 1.0E-2 | 559
1024 || -0.23946 | 3.35E-4 | 1.0E-2 | 2206
4096 || -0.23920 | 7.86E-5 | 1.0E-3 | 8812

Tab. II1.3: Iterationsverhalten von SQOPT.

Tabelle I11.3 zeigt das Iterationsverhalten des kommerziellen Optimierungs-
pakets SQOPT [51], das speziell fiir grofdimensionierte konvexe, quadratische
Minimierungsprobleme mit Gleichheits- und Ungleichheitsnebenbedingun-
gen entwickelt wurde.
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Die angegebene Toleranz (MOT) entspricht dem Programmparameter
MINOR OPTIMALITY TOLERANCE von SQOPT.*® Zu sehen ist insbesondere, dass
die Anzahl der Funktionsauswertungen (Fkt.), die in etwa jeweils einem
SOR-Schritt entsprechen, deutlich hoher als die Anzahl der Iterationsschrit-
te der SOR-Verfahren ist. Letztendlich macht dieser Vergleich deutlich, dass
der Einsatz kommerzieller Pakete mit Black-Box Charakter nicht immer zu
den erhofften Effizienzsteigerungen fiihrt, und deshalb mit groler Vorsicht
durchgefithrt werden sollte. Zu bedenken ist, dass kommerzielle Optimie-
rungsverfahren in der Regel fiir wesentlich groflere Problemklassen konzi-
piert sind, so dass Effizienzeinbuflen hiufig nicht zu vermeiden sind. Au-
Berdem fithren Finite-Elemente-Diskretisierungen im Allgemeinen zu Glei-
chungssystemen mit sehr groien Dimensionierungen. Kommerzielle Verfah-
ren konnen jedoch héufig nur Systeme mit eher moderater Grofe effizient
behandeln.*”

Zum Abschluss dieses Abschnitts wird geklirt, in welcher Weise das SOR-
Verfahren mit Projektion auch fiir das Minimierungsproblem (I11.48) beziig-
lich des diskretisierten reibungsfreien Kontaktproblems (II1.31) mit K, :=
{vn, € SP(T1,)3 | dn(v) < g} eingesetzt werden kann. Hier erhilt man:48

K= {eR™|VV eV : ny, - VeV S gV},

wobei V' := VYV NI ist, und ny den duBeren Normalenvektor in V' € V' mit
Lange 1 bezeichnet.

Eine Projektion P der Form P(v) = (Po(vo),- .., Pm—1(Um—1)) ist fir die
Restriktion K nicht unmittelbar angebbar. Um dennoch das SOR-Verfahren
mit Projektion (bzw. die beschleunigte Variante) zu nutzen, ist eine ge-
eignete Variablentransformation erforderlich. Es sei § := (I + M), wobei
I € R™*™ die Einheitsmatrix ist, und die Matrix M € R™*™ sei durch

My o(v)c(V)+p(v) = vy — 1
M) 1o(v) C(V)+(p(V)+1)%3 7= TV, (p(V)+1)%3
M) 4p(V). (V) +(p(V)+2)%3 7= TV, (p(V)+2)%3
definiert.*® Hierbei bezeichnet p(V) € {0, 1,2} den Index der betragsgréiten

46ygl. S.29 in [51]

47Das SQOPT-Verfahren war bei den durchgefiihrten Testrechnungen nicht in der Lage,
Verfeinerungsstufen mit mehr als 16000 Freiheitsgraden mit den dem Autor zur Verfiigun-
gen stehenden Rechnerresourcen zu bewéltigen. Das hierfiir erforderliche zusétzliche Spei-
cheraufkommen (Real-Storage, S.14 in [51]) betrug wesentlich mehr als 2GB.

48im Sinne der Einsteinschen Summenkonvention
“9Hier bezeichnet i%k den ganzzahligen Rest bei ganzzahliger Division von i durch k.
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Komponente von ny, es ist demnach ny ) := max{|nv,|, [nv 1|, [nv,2|}.
Offenbar gilt:

veKevVWeV: Ye(V)+p(v) < g(V).

Also ist @ := (I + M)~z € K genau dann Losung von (I11.48), wenn Z den
Ausdruck

min =5 A*j—g' L* (IT1.63)
€K+

mit

A = (T +M)"HYTAT+M)Y, L*=(I+M)™H'L
K*:={g eR™ [ V": Gev)rpo0v) < 9(V)}

minimiert. Zur Losung von (II1.63) kann das SOR-Verfahren mit der Pro-

jektion P* : R™ — R™, P*(§) := (3 (o). ., Py, (Jim—1)) und

g(V), VeV i=(V)+p(V), 5 =g(V)

Ui, sonst

P = {

eingesetzt werden. Es ist leicht einzusehen, dass (I + M)~! = (I + M) mit

Mewy+p(v).c(v)+p(v) = (1 = nv,p(v)) /nv,pv)

MC(V)+p(V)>C(V)+(p(V)+1)%3 = I (p(V)+1) %3/ TVp(V)

M(v)4p(v) C(V)+(p(V)+2)%3 7= ~T, (o(V)+2)%3/ TV,p(V)
gilt. Damit erhélt fiir i = ((V)+(p(V)+¢)%3 mit V' € V' und fir ¢ € {0, 1, 2}:

A= ((A+MTA)(I+ M));.g
Ai (T4 M)z + (MTA); ) (I + M)y
A

1
1

I+ M)G + Mevy s pvy,ievyspvy,-(L+ Mg,
Ly =(I+M)TL);

= Li+ Mcv)y4pv)ilevy+pv),
Al = Ay +2(MA)y; + (MTAM)y;

= Aii + 2M(vy4p(v)iAic(v)+(v)

2
FME ) 4o(v) AV (V). COV) (V) -
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In allen anderen Féllen gilt:
A g=Ai.(I+M)y, L;j=L;, Aj=A;

Ein Iterationsschritt des SOR-Verfahrens mit Projektion ldsst sich hiermit
fiir einen Relaxationsparameter 0 < w < 2 in der folgenden Form angeben:
Fiuri=0,...,m—1 sei

Tz, &« 0,
N ~ 2 =~ N
TeV)4p(V) < TeV)4p(v) T 2imoMe(V)+o(V).c(V)+p(V) 4 " (V) 4es
do — A&, di — L;, dp — Ay,
W eV, e{0,1,2}: i=C(V)+ (p(V) +0)%3 :

do — do + M¢(vysp(vyiAc(vy+pv). &

dy = dy + Mevyp(v),ilc(vy+ov),

dy — dy + 2M¢(v)1p(v),iAi ¢ (V) (V)5

r2
+ MEy o(v) AV +0(V), (V) +0(V)

T — PHE) + w((dy — do)/dy — T})).

SOR mit Projektion
m ZFW |Ref-ZFW| Tol. n
18 || 2.17E-4 0.00261 1.0E-2 3
90 || 0.00243 3.97E-4 1.0E-3 18
540 || 0.00198 8.48E-4 1.0E-3 24
3672 || 0.00263 2.05E-4 1.0E-3 45
26928 || 0.00283 0.0 1.0E-4 | 325

Tab. IIL.4: Iterationsverhalten des SOR-Verfahrens mit Projektion.

SQOPT
m || ZFW | [Ref-ZFW| | MOT n
18 |[ 2.15E-4 | 0.00262 T.0E-3 22
90 || 0.00244 | 3.92E-4 1.0E-3 68

540 || 0.00198 8.49E-4 1.0E-4 854
3672 || 0.00267 1.65E-4 4.5E-14 | 3402

Tab. IIL.5: Iterationsverhalten von SQOPT.

In den Tabellen I11.4 und IIL.5 ist das Iterationsverhalten des SOR-Verfah-
rens mit Projektion und Variablentransformation sowie das Iterationsver-
halten des SQOPT-Verfahrens dargestellt. Das zugrunde liegende Problem
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entspricht dem reibungsfreien Kontaktproblem aus Abschnitt I11.4.1. Auch
hier zeigt sich, dass das kommerzielle Programmpaket SQOPT fiir dieses Bei-
spiel eher eingeschrinkt einsetzbar ist. Auffillig ist insbesondere die sehr
kleine Toleranzvorgabe in Zeile 4.

Entscheidend fiir die in diesem Abschnitt vorgestellten SOR-Verfahren ist
die Angabe einer Projektion P : R™ — R™ der Form P(v) = (Py(vp),. ..,
Py—1(Um—-1)). Werden die hierarchischen Basisfunktionen aus Abschnitt
I11.2.1 fiir p > 1 verwendet, ist die Angabe einer Projektion dieser Form
nicht moglich, da die Komponenten des Losungsvektors nicht als Funkti-
onswerte von uy in bestimmten Punkten interpretierbar sind.

Ein Ausweg besteht in der Verwendung von Verfahren, die auf Sattelpunkt-
formulierungen basieren, die im Folgenden erldutert werden sollen.

I11.3.2 Losungsalgorithmen fiir Sattelpunktprobleme

Zur Losung von Sattelpunktproblemen der Form (II1.49)-(I11.50), (II1.51)-
(IT1.52) und (IT1.53)-(II1.54) konnen ebenfalls projektive Verfahren formu-
liert werden. In der Literatur haufig anzutreffen sind diesbeziiglich projek-
tive Verfahren vom Uzawa- bzw. Arrow-Hurwicz-Typ.%°

Unter Verwendung der Notation aus Abschnitt II1.2 seien P : R™ — R™
eine Projektion auf A, B € R™ ™ und § € R™. Im Fall (II1.49)-(IIL.50)
bzw. (IIL51)-(I11.52) setzt man m = m,, A :== A,, B := B, und § := g
bzw. § := 0 sowie im Fall (IIL.53)-(II1.54) m := mg + m1, A := Ag x Ay,
B :=(By, By) und g := (g,0).

Ein Iterationsschritt des projektiven Uzawa-Verfahrens hat fiir 0 < gp <
0n < 61 und \° € A die Form:

" — A7Y(L — BA") (I11.64)
AL P (A" — 0, (BTa™ - §)) . (I11.65)

Ein Iterationsschritt des projektiven Arrow-Hurwicz- (oder Gradienten-)
Verfahrens lautet fiir gg, 61 > 0 und A° € A:

o™t — " — goSTH(Aa" — L+ BX\") (I11.66)
AL P (A" — gy (BTa" ! - ), (I11.67)

wobei S eine beliebige, positiv definite Matrix ist, fiir die man {iblicherweise
die Einheitsmatrix wéhlt.

50ygl. z.B. Ch.2, Sec.4.3 in [55]
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Satz IIL.16 Es sei (@, \) Losung von (I11.49)-(IIL50), (IIL51)-(IIL52) bzw.
(II1.53)-(111.54). Dann existieren do, 01 > 0, so dass fiir die Folge {(a™, A\")},
die durch (111.64)-(I11.65) bzw. (II1.66)-(II1.67) definiert ist, gilt:

VA" e At lim (@™, \") = (@, ).

Beweis: Ch.2,Th.4.1 bzw. Th.4.2 in [55]. |

Eine andere Moglichkeit, Naherungslosungen der hier untersuchten Sattel-
punktprobleme zu gewinnen, besteht in der Umformulierung in Minimie-
rungsprobleme beziiglich der Lagrangeschen Parameter und in der Anwen-
dung von Standard-Optimierungsverfahren aus dem Bereich des Quadratic-
Programmings oder der nichtlinearen Optimierung, wie sie in den oben an-
gegebenen Referenzen zu finden sind. Insbesondere kann auch hier versucht
werden, kommerzielle Programmpakete wie etwa das in Abschnitt 111.3.1
bereits erwidhnte Quadratic-Programming Paket SQOPT oder das fiir nicht-
lineare Optimierungsaufgaben konzipierte SQP-Optimierungspaket SNOPT
[52], [53] einzusetzen.>!

Mit der oben eingefﬁhrtgn Notation lautet das Sattelpunktproblem: Gesucht
ist ein (@, A) € R™ x R™, so dass gilt:

Au=L— BX (ITL.68)
VieA: (a—N"(BTa-g) <o0. (I11.69)
Auflosen von (IT1.68) nach 4 und Einsetzen in (II1.69) liefert:
VieA: (i—NT(BTA™YL - B\ —§) <0.
Also gilt:
VieA: (BTA'BA— (BTA'L—§)) (i—\) >0.

Da BT A~!B positiv semidefinit ist, folgt insgesamt aus Satz I.1:

51Fiir die oben skizzierten Verfahren vom Uzawa- bzw. Arrow-Hurwicz-Typ ist die
Angabe einer geeigneten Projektion hédufig sehr kompliziert. Die Umformulierung des
Sattelpunktproblems in ein Minimierungsproblem und die Einbeziehung von Optimie-
rungsverfahren (u.U. in Form kommerzieller Programmpakete) ist aus praktischer Sicht
hiufig vorteilhafter.
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Satz II1.17 Das Paar (,\) ist genau dann Losung von (I11.68)-(IIL.69),
wenn 4 = A~Y(L — BX) ist, und wenn fiir X gilt:

T . _ _ 1_ s - _ ~
Z(\) =min Z(i), Z(i) = ;i BTAT'Bi— ' (BTAT'L - g).

(I11.70)

Fiir die Anwendung von Optimierungsverfahren ist die Formulierung ei-
ner geeigneten Optimierungsaufgabe erforderlich, die etwa als Input fiir ein
kommerzielles Optimierungspaket verwendet werden kann. Hierzu sei {1}, ;}
die gemiB Abschnitt II1.2 konstruierte Basis von U], ;; = M?* (71 g)'". Die
zugehorige lokale Basis von S sei mit {5137171'} bezeichnet.

Es ist offenbar fig € Ao genau dann, wenn

P1,T
m,; —1
VT € Th g, Vo € [-1,1]F 1 Z flo.cy ()56t ;(®) >0 (IIL71)
§=0
ist.?2 Zudem ist fi; € A; genau dann, wenn gilt:
mfl’T—l
VT € Tip, Ve € [—1,1]: | Y frgm+ &5 @)| < [s(Wrr(x))]
§=0
(I11.72)
bzw. VT € Ty g, Vo € [—1,1]%:
mgl’T—l 2 mgl'T—l 2
= &P, T = cP1,T
Z lu17CI(T)+j§2,j ()| + Z Nl,mr/2+<1(T)+j€27j (z)
=0 =0
< s(U1r(2)” (IT1.73)

Die Bedingungen (II1.71) sowie (II1.72) und (II1.73) kénnen in dieser Form
nicht fiir eine diskrete Optimierungsaufgabe verwendet werden, da fiir alle
x € [-1,1]*7! getestet wird. Eine Diskretisierung erhilt man, indem man
(II1.71), (II1.72) bzw. (II1.73) nur fiir eine endliche Anzahl von Testpunk-
ten {é\ijTﬂ}i:QwH)ﬁplnyl formuliert, wobei 7, ,. hinreichend grofi gew#hlt

52Der Ausdruck (IT1.71) bezieht sich auf linear-elastische Kontaktprobleme. Im Fall des
Modellproblems vom Sginorini-Typ ist ”<” in (III.71) zu verwenden.
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werden sollte, so dass der Diskretisierungsfehler unbeeinflusst bleibt.3
Es seien hierzu ¢’ : Tip — Ny mit ¢'(Ty) == S35, Npyr, Und 0 =
Sorer, , Mpr o sOwie C € R mit,

Coryica (@i = &y (31.0)
fiix T € Ty i sowie i = 0,...,fp, , —Lund j =0,...,m"7 — 1.
Die Bedingungen (I11.71) und (II1.72) kénnen hiermit durch Cfig > 0 bzw.
—5 < Cpy; < 5 approximiert werden, wobei 5 € R™ durch S/ (T)4i =
s(Up(Zp, 1)) fiir T € Ty g und @ = 0,...,7p, — 1 definiert ist. Fiir die
Bedingung (IIL.73) erhélt man Re/(ry1i(f) < 0, wobei R : R™ — R™ als
Rerry+i() = (Cor(ry4i 1Y) + (Cor(ry4i,-111)* — 53/(:@“ definiert ist, und
/7*? = (ﬂ07 .- '7ﬂm1/2—1) und ﬂ% = (ﬂml/Qa .- ~7ﬂm171) ist.
Insgesamt kann (II1.70) durch das folgende Optimierungsproblem néhe-
rungsweise dargestellt werden: Gesucht ist A € A/, so dass gilt:

Z(A\) = min Z(f), (II1.74)
AEA

wobei im Fall (II1.49)-(II1.50) A’ := {jip € R™ | Cjig > 0} ist. Im Fall
(IIL.51)-(111.52) und I, = 1 ist A’ := {ji; € R™ | —5 < Cji; < 5}. Das Pro-
blem (II1.74) ist demnach ein quadratisches Optimierungsproblem mit linea-
ren Nebenbedingungen. Hierfiir konnen effiziente Verfahren des Quadratic-
Programmings eingesetzt werden.
Im Fall (IT1.51)-(II1.52) und I, = 2 sowie im Fall (II1.53)-(II1.54) setzt man
A= {/741 € R™ | R(ﬂl) < 0} bzw. A’ := {(ﬂo,ﬂl) € R™o x R™: | Chg >
0, R(fi1) < 0}. Fiir diese Fille sind die Nebenbedingungen nichtlinear. Zur
numerischen Losung miissen deshalb Verfahren der nichtlinearen Optimie-
rung eingesetzt werden.

Die Tabellen III.6 und II1.7 zeigen das Iterationsverhalten des Uzawa-Ver-
fahrens und des Verfahrens, das durch Umformulierung des Sattelpunkt-
problems in ein Minimierungsproblem gewonnen wird. Der Vergleich beider
Verfahren ist angemessen, da der Aufwand eines Uzawa-Schritts in etwa
einer Funktionsauswertung des eingesetzten Optimierungsverfahrens ent-
spricht.

53Hier erweist sich eine Tschebyscheff-Einteilung als vorteilhaft. Gegeniiber einer Ein-
teilung in dquidistanten Gitterpunkten sind in diesem Fall wesentlich weniger Testpunkte
erforderlich. Fiir Abschétzungen beziiglich Schwankungen von Polynomen in Gitterpunk-
ten des Einheitsintervalls sei auf [48] verwiesen.
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Uzawa
m | mo ZFW |Ref-ZFW| Tol. on n
16 4 || -0.64052 0.09120 1.0E-2 1.0 3

64 8 || -0.54819 0.00112 1.0E-5 4.0 20

256 16 || -0.54653 0.00277 1.0E-5 8.0 28
1024 32 || -0.54870 6.16E-4 1.0E-5 17.0 68
4096 64 || -0.54913 1.80E-4 1.0E-6 | 37.0 91
16384 | 128 || -0.54927 4.40E-5 1.0E-6 | 70.0 111
65536 | 256 || -0.54930 8.99E-6 1.0E-6 | 140.0 | 177
262144 | 512 || -0.54931 5.97E-9 1.0E-7 | 280.0 | 480

Tab. III.6: Iterationsverhalten des Uzawa-Verfahrens.

SQOPT
m | mo | ZFW | |Rel-ZFW| | MOT | Fkt.
16 4 |[-0.64043 | 0.09111 | 1.0BE-1 1
64 8 || -0.54819 | 0.00112 | 1.0E-2 6
256 | 16 || -0.54654 | 0.00277 | 1.0E-2 8

1024 32 || -0.54870 6.17E-4 1.0E-4 16
4096 64 || -0.54913 1.80E-4 1.0E-4 28
16384 | 128 || -0.54927 4.41E-5 1.0E-5 57
65536 | 256 || -0.54930 8.89E-6 1.0E-5 109
262144 | 512 || -0.54931 0 1.0E-6 212

Tab. II1.7: Iterationsverhalten von SQOPT.

Das Minimierungsproblem (I11.74) wird mit Hilfe des kommerziellen Pro-
grammpakets SQOPT numerisch gelost, es kann jedoch ein beliebiges Opti-
mierungsverfahren, das diesem Problem angepasst ist, an dieser Stelle ver-
wendet werden. Das zugrunde liegende Beispiel entspricht dem vereinfachten
Signorini-Problem aus Abschnitt I1.2.1.

Neben den bisher betrachteten Grofien sind in den Tabellen I11.6 und II1.7
zusétzlich die Dimension mg von U(')’ g und der Parameter g, der jeweils
moglichst optimal gewéhlt wurde, eingetragen.

Erkennbar ist, dass das Uzawa-Verfahren etwa doppelt so viele Iterationen
benétigt wie das Verfahren, das durch Umformulierung gewonnen wird, so-
fern man Iterationen und Funktionsauswertungen ungefihr als gleichwertig
betrachtet. Im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt kann fiir dieses Beispiel
das kommerzielle Optimierungspaket SQOPT wirksam eingesetzt werden. Der
Grund hierfiir ist vor allem die moderate Anzahl an Optimierungsvariablen,
die fiir die feinste hier betrachtete Verfeinerungsstufe bei 512 liegt. Diese
Groflenordnung kann von kommerziellen Optimierungsverfahren, insbeson-
dere von SQOPT, #uBerst effizient bewiltigt werden. Eine kleine Anzahl an
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Optimierungsvariablen ist insbesondere bei allen Problemen vom Signorini-
Typ zu erwarten, da hier der Kontaktbereich auf dem Rand liegt.

Abschlielend ist anzumerken, dass fiir die Einbettung in Optimierungsver-
fahren im Allgemeinen effiziente Auswertungen der Zielfunktion Z und ihres
Gradienten anzugeben sind. Da die Steifigkeitsmatrix A wihrend des Op-
timierungsprozesses nicht gedndert wird, kann eine Faktorisierung einmalig
vorgenommen werden, so dass die Auswertung der Zielfunktion und des
zugehorigen Gradienten durch ein effizientes Vorwirts-Riickwértseinsetzen
vollzogen werden kann. Auch fiir das Uzawa-Verfahren reicht eine einmali-
ge Faktorisierung der Matrix A. Alternativ kénnen auch iterative Verfah-
ren, wie etwa vorkonditionierte CG-Verfahren, eingesetzt werden, wobei die
Losung beim jeweils vorhergehenden Iterationsschritt bzw. bei der letzten
Funktionsauswertung als Startwert verwendet werden kann. %

54 An dieser Stelle lassen sich vor allem kommerzielle Programmpakete vorteilhaft nut-
zen. In Bezug auf Faktorisierungen sei etwa auf das Paket UMFPACK [40] und fiir CG-
Verfahren z.B. auf SLAP [91] verwiesen.



Kapitel IV

Fehlerkontrolle und
Adaptivitait

Ein wichtiger Bestandteil moderner Diskretisierungsverfahren ist die Kon-
trolle des Diskretisierungsfehlers u — uy bzw. A\ — Ay, gemessen in einer
Norm oder beziiglich eines anderen, beliebigen Fehlerfunktionals. Unter ei-
ner a-posteriori Fehlerkontrolle versteht man im Allgemeinen die Angabe
einer oberen Schranke fiir den Diskretisierungsfehler, die (u.U. bis auf eine
generische Konstante) aus der Approximationslésung berechenbar ist und
die auflerdem die richtige Fehlerasymptotik wiedergibt. Der Nutzen einer
derartigen Schranke ist offensichtlich: Unterschreitet die Schranke eine vor-
gegebene Fehlertoleranz, so gilt dies auch fiir den Diskretisierungsfehler. Das
Verfahren kann in diesem Fall abgebrochen werden.

Ein weiterer Nutzen ergibt sich, wenn die Fehlerkontrolle Aussagen iiber
den lokalen Diskretisierungsfehler ermoglicht. Sind Bereiche im Rechenge-
biet mit relativ groffen Fehleranteilen bekannt, kénnen dort spezielle Adap-
tierungsmafinahmen im Diskretisierungsprozess vorgenommen werden, so
dass es insgesamt zu einer deutlich grofleren Fehlerreduktion als bei globa-
len Verfeinerungen kommt.

In diesem Kapitel werden zunichst normbezogenene Fehlerschranken fiir
elliptische Minimierungsprobleme erster und zweiter Art hergeleitet. Insbe-
sondere kann hierfiir der in Abschnitt 1.3 formulierte allgemeine funktional-
analytische Rahmen genutzt werden. Anschliefend werden darauf basierend
Finite-Elemente-Fehlerkontrollen beziiglich der H!-Norm fiir die in den Ab-
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schnitten II1.2, II.3 und II.5 dargestellten Problemklassen konkretisiert und
anhand von numerischen Experimenten gepriift.

Ansitze zur Kontrolle von Diskretisierungsfehlern, die in beliebigen linearen
Fehlermafien bewertet werden sollen, werden abschliefend diskutiert.

Der Hauptnutzen der hier betrachteten Fehlerkontrollen besteht vor allem
in der Anwendung adaptiver Verfahren zur Konvergenzsteigerung. So wer-
den sowohl h- als auch hp-adaptive Verfeinerungsstrategien vorgestellt und
getestet. Insbesondere werden das Konvergenzverhalten und die resultieren-
den adaptiven FE-Gitter mit den a-priori Ergebnissen aus den Abschnitten
IT1.1.1 und III.1.2 verglichen.

IV.1 Ein allgemeiner Zugang fiir elliptische
Minimierungsprobleme

Das Ziel dieses Abschnitts besteht in der Formulierung eines allgemeinen
Zugangs fiir die a-posteriori Fehlerkontrolle des Diskretisierungsfehlers el-
liptischer Minimierungsprobleme erster und zweiter Art.

Grundlegend ist hierbei die in Kapitel I eingefithrte Beschreibung von Mi-
nimierungsproblemen in Form von variationellen Sattelpunktproblemen auf
normierten Rdumen. Bei der folgenden Darstellung ist mit || - || die jeweils
zum Raum des eingesetzten Elements gehérende Norm gemeint.
Variationelle Sattelpunktprobleme fiir elliptische Minimierungsprobleme er-
ster und zweiter Art konnen in der folgenden Weise zusammengefasst wer-
den: Es seien V und U normierte Rdume sowie A C U’ und 8 € L(V,U)
surjektiv. Ferner seien a : V x V' — R eine stetige und elliptische Bilinear-
form, £ € V' und g € U. Fiir (u,\) € V x A gelte:

Yo eV a(u,v) = (L,v) — (A, B(v)) (Iv.1)
Ve A: (u—XpBw) —g) <o. (IV.2)

Fiir einen Diskretisierungsansatz, wie in Kapitel IIT beschrieben, wird der
folgende allgemeine Rahmen gewihlt: Es seien Vj, C V ein Unterraum und
Ay C A. Fiir (uh,/\H) € Vi x Ay gelte:

Yo € Vi i a(up,vp) = (€, un) — (A, B(vgr)) (IV.3)
VILLH c Ay <ILLH—)\H,ﬂ(uh)—§> <0. (IV.4)
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Als Fehlerkontrolle wird in diesem Zusammenhang die Gewinnung einer
Zahl n € R>( bezeichnet, so dass gilt:

lu = unl? + ||A = Ag||? < Cp? (IV.5)

Wichtig ist, dass die Konstante C' > 0 weder von V} oder Ay noch von
(u, \) abhiingt. In die reelle Zahl n geht nur das Paar (up, Ag) ein, nicht
aber (u,A). Da in der Regel (up, Ag) eine diskrete (FE-)Losung ist, ist 7
eine a-posteriori berechenbare Grofie und wird im Folgenden Fehlerschétzer
genannt. Fiir Fehlerschétzer ist die Forderung zu stellen, dass sie beziiglich
der Wahl V;, := V und Ay := A konsistent sind: Fiir u, = v und Ay = A
soll n = 0 sein.’ Im Gegensatz zu n wird C' als generische Konstante in der
Regel nicht niher bestimmt.?

Im Folgenden werden Fehlerschétzer fiir elliptische Minimierungsproble-
me erster Art sowie fiir unrestringierte und restringierte elliptische Mi-
nimierungsprobleme zweiter Art hergeleitet.> Die Kernidee der folgenden
Ausfiithrungen besteht darin, das Problem (IV.5) fiir Fehlerschiitzer von Va-
riationsgleichungen zugénglich zu machen. Fiir die Konkretisierung letzte-
rer kann dann auf etablierte Techniken zur Fehlerkontrolle zuriickgegriffen
werden. Der wesentliche Vorteil hierbei ist, dass der allgemeine funktional-
analytische Kontext nicht verlassen werden muss.

Entscheidend fiir die Herleitung der Fehlerschétzer ist die Idee, tiber das
folgende Hilfsproblem eine Verbindung zu etablierten Fehlerschétzern fiir
Variationsgleichungen herzustellen: Fiir Ay aus (IV.3)-(IV.4) ist ein u, € V
gesucht, so dass gilt:

Vo € Vi a(ug,v) = (€, v) — (Am, B(v)), (IV.6)

Diese Idee geht urspriinglich auf Braess [26] zuriick, der einen dhnlichen
Ansatz speziell fiir Hindernisprobleme anwendet. Das Hilfsproblem (IV.6)
ist jedoch universell einsetzbar.

Lygl. entsprechende Bemerkungen in [94]

2Die Einbeziehung einer im Allgemeinen unbekannten generischen Konstante fiihrt
dazu, dass der Fehler quantitativ nicht bestimmt werden kann, was augenscheinlich wi-
derspriichlich zur Bezeichnung Fehlerschitzer ist. Tatsdchlich ist man aber haufig nur an
einer Schétzung der Fehlerordnung oder der Fehlerverteilung interessiert. Eine wichtige
Motivation fiir Fehlerschitzer mit generischen Konstanten erhilt man aus der Anwendung
von Gitteradaptierungsstrategien. Hierzu sei auf Abschnitt IV.7 verwiesen.

3Jedoch sind die Uberlegungen nicht nur auf Minimierungsprobleme beschriinkt, da
als Ausgangspunkt eine Sattelpunktformulierung gewiahlt wird. Insbesondere kann auf
die Symmetrie der Bilinearform verzichtet werden.
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Lemma IV.1 Es erfillen (u,\) € V x A und u, € V die Variationsglei-
chung (IV.1) bzw. (IV.6). Dann existiert ein C' > 0, so dass gilt:

A=Azl < Cllu —ua.
Beweis: Nach Satz A.10 existiert ein ¢ > 0, so dass
YweU: veV: ) =w, ||v]| <dw]
ist. Fiir V:= {v € V| |v]| < ¢|B(v)|} gilt demnach B(V) = U. Daraus
folgt

)\—)\ T Wy
A awl = sup AL, 0l y)
O 1 e M 100

a(u — Uy, v)

<c sup < cvpllu — uyl].

veV\{0} [[v]l
O

Lemma IV.2 Es seien (u, ) und (up, A\g) Lisung von (IV.1)-(IV.2) bzw.
(IV.3)-(IV.4) sowie u, Ldsung von (IV.6). Dann existieren C' > 0 und
C" >0, so dass gilt:

lu—un|® + X = A [|* < C'llus — unll® + C" (X = A, Blun) — 9)-

Beweis: Aus der Stetigkeit und der Elliptizitit von a sowie aus der Youngs-
chen Ungleichung (I11.11) folgt:

Vlllu—wll\2

< a(u —up,u — up)
= a(u — U, u — up) + alu, — up,u —up)
< {Ag = A 5(“ un)) + vollux — unl|llu — uall
— (= A, B() — ) + (A — Az, Bun) — 3) + vollus — wnllle — unl
< (A= Am, B(un) — §) + vollux — unllllu — unl|
V2
< (A= Am, Bun) — g) + Q—EIIU*—%H2+§HU—WII2-

Daraus gewinnt man:

2
Yo

€(2V1 — E)

[l — up|? < [l — unll® +

—7 A=A, Blun) — g),
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wobei 0 < € < 2v7 gewihlt wird. Aus Lemma IV.1 folgt damit schliellich
o= unll? + 1A = A
< lu —up|? + Cllu — u.|®

< [lu = wnl* + 2C (llw = un | + e — un®)

S (M m) o — w2+ 2EZD (3 ) 5)

€(2V1 — E) 21/1 —€
U

Wesentlich ist, dass die Losung up, von (IV.3)-(IV.4) auch gleichzeitig ei-
ne diskrete Losung des Hilfsproblems (IV.6) ist. Kennt man einen Feh-
lerschéitzer 7, fiir ||u, — upll, also ||ux — upl|?> < Cen? mit C, > 0, dann
folgt aus Lemma IV.2 unmittelbar

w—unl® + |A = Aa||* < C"Con? + C" (N = Aur, Bun) — 7).

Da das Hilfsproblem (IV.6) eine Variationsgleichung ist, kénnen aus der Li-
teratur bekannte Fehlerschiitzer fiir Variationsgleichungen verwendet wer-
den, so dass nur noch der Ausdruck (A — Ay, B(up) — §) abzuschiitzen ist.

IV.1.1 Elliptische Minimierungsprobleme erster Art

Betrachtet wird ein elliptische Minimierungsproblem erster Art mit K wie
in (I.24) und einem surjektiven Gy € L(V, Up).

Das Paar (u, A\g) € V x A erfiille das System (1.26)-(1.27) und das Paar
(un, Mo,m) € Vi X Ao i das System (II1.4)-(II1.5). Nach Satz .12 ist u € V
dann die eindeutig bestimmte Losung des elliptischen Minimierungspro-
blems erster Art und wuy eine Approximationslosung.

Fiir die Herleitung eines Fehlerschétzers erhédlt man aus Lemma IV.2
luw —unl® + [|A = A ||? < C"Cong + C" (Mo — No,mr, Bo(un) — g).  (IV.7)
Dabei sei 9 € R>o und Cy > 0, so dass
l[uo — un||* < Cong (IV.8)
gilt, wobei ug € V Losung des folgenden Hilfsproblems ist:

Yo €V :a(ug,v) = (€,v) — (Ao,m, Bo(v)). (IV.9)
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Da Einsetzen von 0 und 2X\g z in (IIL.5) (Ao, m, Bo(un) — g) = 0 liefert, folgt
aus (IV.7)

lu = un|® + A = Axr||* < C"Corg + C" (N, Bo(un) — g).-

Im Allgemeinen ist (Ao, Bo(un) — g) = —{Xo,9 — Bo(un)) £ 0, da g — Bo(up)
nicht im Kegel G sein muss.

Der folgende Ansatz beruht auf dem Hinzufiigen einer Korrektur d, so dass
g — B(up, + d) € G und damit (Ao, Bo(up, + d) — g) < 0 ist. Die Menge aller
Korrekturen mit dieser Eigenschaft sei

K:={veV|g—pfolur+v) e G}

Fiir d € K folgt dann aus (1.26) und (II1.4) sowie der Youngschen Unglei-
chung (I11.11)

(Ao, Bo(un) — g) = —(Xo, g — Bo(un + d)) — (Ao, Bo(d))
(u,d) — (¢, d)

(’LL — Up, d) + a(uh, d) — <A€, d>

ollw — unlllldll + a(un, d) — (¢, d)

A
S

IN
N

IN
[N e)

2
1%
o= un? + 52 + a(un, d) — (¢, d).

Der Ausdruck a(up,d) — (¢,d) kann unter Ausnutzung von (IV.9) weiter
betrachtet werden:

a(up,d) — (€, dy = a(up, — uo,d) — (Ao, &, Bo(d))

< wolluo — uplll|dll = (Ao, Bo(d))

Co o Vg 2
< 5t 7||d|| + [{(Xo,m, Bo(d))]-

Aus (IV.7) folgt damit

C"e
)([lw = unll* + 1A = A]?) <

2
c” C"(1+ e
mae{ (' + )00, LD 0y ) + 0.0, o)),

(1-

wobei 0 < € < 2/C" zu wiihlen ist. Insgesamt erhiilt man schliefllich:
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Satz IV.1 Es seien (u, Ao) € V x Ag und (up, Ao i) € Vi X Ao, Losungen
von (1.26)-(1.27) bzw. (I11.4)-(I11.5) sowie ug Losung von (IV.9). Auflerdem
gelte (IV.8) fiir no € R>o. Dann existiert ein C > 0, so dass mit d € K gilt:

lu = unll® + Ao — Momll* < Cg + dII” + [(Xo, &, Bo(d))]).

Nicht jede Wahl von d € K fiihrt zu einem konsistenten Fehlerschiitzer.
Wenn up, = u = ux, Ay = A und d := w — up, mit S(w) = g gesetzt wird, ist
zwar 3 = 0 und (Ao, d) = 0,% aber ||d|| ist fiir w # u von null verschieden.
Eine geeignete Wahl von d € K fiir einen konsistenten Fehlerschiitzer be-
steht offenbar in der Bestimmung von ming,z(||d||? + [(No,r, Bo(d))]). In
diesem Fall muss jedoch ein restringiertes elliptisches Minimierungsproblem
zweiter Art gelost werden, was im Allgemeinen nicht praktikabel ist.

Eine weitere Moglichkeit erhélt man folgendermaflen: Da G als abgeschlos-
sen und konvex vorausgesetzt wird, existiert ein r € G als Projektion von
g—Bo(un), d.h. ||g—Bo(up) —r| = minseq ||g — Bo(urn) — 7. Aus der Surjek-
tivitit von By folgt, dass ein d € V mit Bo(d) = g— Bo(un) —r existiert. Weil
g — Bo(un) — Bo(d) = r € G ist, gilt d € K. Diese Wahl fiihrt offensichtlich
zu einem konsistenten Fehlerschétzer.

Bei Signorini-Problemen ist der Operator Gy im Allgemeinen ein (nicht in-
jektiver) Spuroperator, wodurch d als eine geeignete Fortsetzung von g —
Bo(up) — r auf V zu wiihlen ist. Da ||d|| moglichst klein sein soll, erscheint
etwa im Fall V = H'(Q,T) die harmonische Fortsetzung als geeignet.
Sowohl bei Hindernisproblemen als auch bei Signorini-Problemen kann da-
ritber hinaus auch der positive (oder negative) Anteil (g — Go(up))+ (oder
(9 — Po(up))—) bzw. die harmonische Fortsetzung hiervon fiir d gewéhlt
werden. Auch hier ist die Konsistenz des Fehlerschétzers direkt einsehbar.
Hierzu sei insbesondere auf Abschnitt IV.3.1 verwiesen.

IV.1.2 Unrestringierte elliptische
Minimierungsprobleme zweiter Art

Fiir die Herleitung von Fehlerschitzern fiir elliptische Minimierungsproble-
me zweiter Art mit K = V kann in dhnlicher Weise wie oben vorgegangen
werden, sofern das hierzu verwendete Funktional j : V' — R die Darstellung
wie in (1.59) mit einer konvexen und abgeschlossenen Menge A; besitzt.?

4vgl. Abschnitt 1.4, (1.45) und (1.48)
5Diese Darstellung ist typisch fiir Reibungsprobleme oder fiir Bingham-Fluid-Pro-
bleme (vgl. Abschnitt I1.3 bzw. Abschnitt I1.5), jedoch ist dies nicht der allgemeine Fall.
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Hierzu erfiille (u, A1) € V x Ay das System (1.33)-(1.34) und das Paar
(up, A\1,1) € Vi, x Ay g das System (II1.6)-(II1.7). Nach Satz 1.14 ist u € V
dann die eindeutig bestimmte Losung des elliptischen Minimierungspro-
blems zweiter Art und uj, eine zugehdrige Approximationslosung.

Lemma IV.2 liefert in diesem Fall
= unll? + 1IN = Aarl2 < C02 + C" (= Mg Brun)). (IV.10)
Hierbei ist 11 € R>, so dass
lus = un||* < Crog (IV.11)
gilt, wobei u; € V' Losung des Hilfsproblems
Vo eV :a(ur,v) = (¢, v) — (A, 1, 51 (v)) (IV.12)
ist. Aus (I1.59) und (IV.10) folgt damit unmittelbar
u—unll® + A = Aa||* < C"Cinf + C” (j(un) — (A, Br(un)))
< max{C'C1, C"} (1 + |j(un) — Avar, B1(un))|)
und damit:

Satz IV.2 Es seien (u, A1) € V x Ay und (up, M,m) € Vi x A1 g Losungen
von (1.33)-(1.34) bzw. (II1.6)-(IIL.7), sowie uy Ldsung von (IV.12). Aufer-
dem gelte (IV.11) fiir m € R>o. Dann ezistiert ein C' > 0, so dass gilt:

Ju—unll® + A = Amll? < COE + |i(un) — Ma,a, Bi(un)))).

Dass der in Satz IV.2 aufgefiihrte Fehlerschétzer zumindest in der Konfigu-
ration von Abschnitt 1.4 mit u € dom(A) konsistent ist, folgt unmittelbar
aus (1.56) und (1.60).

IV.1.3 Restringierte elliptische
Minimierungsprobleme zweiter Art

Zur Untersuchung eines restringierten elliptischen Minimierungsproblems
zweiter Art miissen die bisherigen Uberlegungen kombiniert werden. Hierzu
betrachtet man die Tripel (u, Ao, A1) € V X Ag x Ay und (u, Ao, g, M,u) €
Vi, X Ao, X A1, die die Systeme (1.35)-(1.36) bzw. (II1.8)-(II1.9) erfiillen
sollen. Nach Satz .15 ist u Losung des elliptischen Minimierungsproblems
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zweiter Art mit K C V wie in (I.24) und j wie in (I.59) und wy eine
entsprechende approximative Losung.

Aus Lemma IV.2 folgt unmittelbar

lu—up||* < C'Coangy +C" (Ao = Xo,ars Bo(un) — g) + (A = Av i, B1(un))).
(IV.13)
Hierbei ist 79,1 € R>q, so dass

l[uo,1 — unll®* < Coamg (IV.14)
ist, wobei up,1 € V' das Hilfsproblem
Vo eV a(uo,v) = (€, v) — (Xo,u, Bo(v)) — (M, m, B1(v)) (IV.15)

16st. Durch Einsetzen von (0, A1 i) und (2Xo i, A1,z) in (II1.9) erhélt man
(Mo, Bo(ur) — g) = 0. Aus (1.59) und (IV.13) gewinnt man damit:

llu —un||* < C"Coum 1+ C' (Mo, Bolun) = g) + j(un) — Aiar, Bi(un)))-
(IV.16)

Aus (I1.35) und (IV.15) sowie der Youngschen Ungleichung (II1.11) folgt fiir

de K

(Xos Bo(un) — g) = —(Ao, g — Bo(un) — B(d)) — (Ao, Bo(d))
(u, d) — (€, d) + (A1, B1(d))

(u—up,d) + a(up,d) — (£, d) + j(d)
vollu — up|||dll + a(un, d) — (£, d) + j(d)

a
a

IA A CIA

2
1% .
llu —unl||® + 2—2||d||2 + a(up, d) — (¢, d) + j(d).

IA
DN ™

Mit Hilfe von (IV.15) kann a(uy, d) — (¢, d) + j(d) weiter untersucht werden:

a(un,d) — (£,d) + j(d)
= a(up — uo,1,d) = (Xo,u, Bo(d)) + 7(d) — (A1, 1, B1(d))
< volluo,r — unl|ld]| = (Mo, Bo(d)) + 5 (d) — (A1,m, Bi(d))

2
luo,1 — un|® + %Olldllg + (Ao, Bo(d))| + 15 (d) = Az, Br(d))]-
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Insgesamt folgt aus (IV.13)

C"e

1-=

J([lw = unl® +[Ix = A ]|* <

c” C"(1+ e
mae{ (' + )00, TEEE oy

[(Ao., Bo(d))| + 15 (d) = (Ara, Bu(d))]),

wobei 0 < € < 2/C" zu wiihlen ist. Damit gilt schliefSlich:

Satz IV.3 Es seien (u, Ao, A1) € V x Ag X Ay und (up, Ao, g, M,m) € Vi, X
Ao, mx A1 g Lisungen von (1.35)-(1.36) bzw. (II1.8)-(II1.9) sowie ug1 Lisung
von (IV.15). Auflerdem gelte (IV.14) fir no1 € Rx¢. Dann existiert ein
C >0, so dass mit d € K gilt:

lu—un]l* + A = A|l* < €3y + dlf* + [(No.rr, Bo(d))]
+15(d) = Qi Bi(d)] + [5(un) = A m, Br(un)))-

Auch hier ist die Konsistenz des in Satz IV.3 dargestellten Fehlerschéitzers
fiir die in Abschnitt 1.4 beschriebenen Voraussetzungen sofort einsichtig,
wenn hierzu (1.63) und (I1.64) sowie (I1.68) und (I1.69) beriicksichtigt werden.

IV.2 Residuale Fehlerschitzer fiir
Variationsgleichungen

Fiir die Fehlerschiatzer aus den Sdtzen IV.1, IV.2 und IV.3 sind Fehler-
schitzer fiir Variationsgleichungen erforderlich, die durch die Hilfsproble-
me (IV.9), (IV.12) und (IV.15) gegeben sind. Fiir Finite-Elemente-Diskreti-
sierungen der in Abschnitt I1.2 und II.3 vorgestellten Problemklassen exi-
stiert in der Literatur eine Fiille von Ansitzen, die prinzipiell alle eingesetzt
werden konnen. Fiir einen Uberblick beziiglich Fehlerschitzer sei etwa auf
[2] und [105] verwiesen.

Insbesondere sind sogenannte residuale Fehlerschétzer sehr etabliert. Ge-
geniiber anderen Fehlerschétzern wie etwa dem in der Ingenieurliteratur
weitverbreiteten ZZ-Fehlerschitzer sind sie auch fiir Finite-Elemente-An-
sétze hoherer Ordnung zugénglich.

In diesem Abschnitt werden kurz die wesentlichen Herleitungsschritte zur
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Gewinnung residualer Fehlerschiitzer beschrieben. Es werden residuale Feh-
lerschétzer sowohl fiir Modellprobleme als auch fiir linear-elastische Proble-
me vorgestellt, mit denen Fehlerschétzer fiir die vorgestellten vereinfachten
Kontaktprobleme und fiir Kontaktprobleme des linear-elastischen Falls her-
geleitet werden konnen. Hierbei werden speziell Finite-Elemente-Anséitze
hoherer Ordnung beriicksichtigt.

IV.2.1 Residuale Fehlerschitzer fiir Modellprobleme

Im Folgenden werden die Bezeichnungen aus Abschnitt I1.2 und Abschnitt
III.1.1 vorausgesetzt. Insbesondere sei u € H'(Q,Ty) Losung von (I1.6)
und uy, € SP(7,) Losung von (I11.13). Als Galerkin-Orthogonalitéit (II1.10)
erhélt man in diesem Fall

Yoy, € SP(T3,) : (V(u — up), Vup)o = 0. (IV.17)

Fiir die Herleitung residualer Fehlerschétzer ist die Verwendung eines geeig-
neten Interpolationsoperators I : H'(Q,T) — SP(7;,) von grofer Bedeu-
tung. Seine Aufgabe besteht darin, die Lo-Norm des Diskretisierungsfehlers
e := u — up durch Potenzen der lokalen Maschenweite A+ und des lokalen
Polynomgrads pr zu erfassen.

Es gilt unter Ausnutzung der Galerkin-Orthogonalitét:

(Ve,Ve)y = (Ve,V(e—1I(e)))o = (Vu,V(e—1I(e)))o—(Vun, V(ie—1I(e)))o
— (fre = T(e))o + (@ 1(e — T(e))or, — (Vun, V(e — I(e)))o.  (IV.18)

Da fiir T' € 7 die Einschrankung Vuyr € H 1(T)? ist, folgt mit Hilfe der
Greenschen Formel (II.2) und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

(Ve,Vedo= Y (fre—1(e))or + (a,7(e = I(€))or,

TeT,

— > (Vun, V(e —1(e))or

TeTy

= Z (fre—1(e))o,r + (g,v(e—1(€)))o,r,

TeT,

+> <(Auh7 e—1I(e)or— Y (Fnun,y(e— I(6)))O,E>

TeT, Eecér
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= Y (f+Aupe—I(€)or+ Y ([Onunl,v(e—1(€))on

TeTy, Eego°
+ Z (q — Onun, 7(6 - I(e)))O,E
Ecé&;
<y <RT|€—I(€)|0,T + > REle—I(e)llo,E> ; (Iv.19)
TeT, Ecér

wobei £° die Menge aller inneren Kanten von 73, & die Menge aller Kanten
von T und &; die Menge aller Kanten auf I'; sowie [-] den Sprung® auf ei-
ner Kante bei vorher festgelegtem Normalenvektor bezeichnet. Die element-
bzw. kantenbezogenen Residuen Ry bzw. Rg sind definiert als

%”Wnuh]Ho,E, Eeé&e

(IV.QO)
Hq - 8nuh||0,E; FE e &

Ry = Hf—|— AuhHo’T, Rg = {

Sind die Polynomgrade p = 1 und 7}, quasi-uniform, so wird iiblicherweise
die sogenannte Clément-Interpolierende” I als Interpolationsoperator heran-
gezogen, um die Ausdriicke |[v—I(v)|o,7 und ||y(v—1I(v))|lo,z durch die loka-
le Maschenweite auszudriicken: Es existiert eine Konstanten C; > 0, so dass
lo=I(@)llo.r < Crhrllol wy wnd [o—I()lloz < Crhg*[[v]; 0 mit T € T

T p—
und E € Er gilt. Hierbei ist wy := Uper, ver T und wi = Uyepwv.
Da ein Element T eines nicht-degenerierten Gitters 7; nur in endlich vielen

w% mit T € 7;, enthalten ist und deren Anzahl unabhingig von der Ma-

schenweite beschrinkt ist, folgt aus (IV.19), dass es ein C' > 0 gibt, so dass
gilt:

(Ve,Ve)o < Cr Y (hTRTnenl,wﬁ > th/zREnenl,w;)

TeT, Eecér

1/2
< el (z <h%R%+ 5 hTR%»

TeT, Eecér

Durch Ausnutzen der Poincaré-Friederichsschen Ungleichung und Dividie-

6Fiir die Kante E und « € F ist der Sprung einer Funktion v definiert als [v](z) :=
lim, o+ v(z +tng) —lim, 4+ v(z —tng).
“vgl. [36]
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ren erhilt man schliellich mit einer Konstanten C' > 0

lu—up)f<C Y (h%R%+ > hTR%E) (IV.21)

TEeT), Ee&r

Sollen die Polynomgrade pr beliebig, also insbesondere nicht konstant sein,
ist eine Verallgemeinerung der Clément-Interpolierenden erforderlich, um
auch die lokalen Polynomgrade pr in die Fehlerschétzung einflieflen zu las-
sen. Fiir eine Kante E € &, sei hierbei wy, := |y, cpwy und pp := min{pr |

: Jj+1 . . J+1 . _ _
Ee€é&r, T €Ty}, sowie wy' ™ = Uvew; wy und wy = UVEW;E wy .

Definition IV.1 Ein linearer Operator I : H*(Q,To) — SP(7) heifit hp-
Interpolierende vom Clément-Typ, wenn eine Konstante C; > 0 und ein
j > 1 ewistieren, so dass fiir alle T € T, und E € Ey sowie v € HY(Q,Tp)
gilt:

[0 = I(W)llo.0 < Cr(hr/pr)[Vollg
ly(v = L)lo.& < Cr(hi/pE) 2Vl -

Im Fall  C R? kann die Frage nach der Existenz einer hp-Interpolierenden
vom Clément-Typ positiv beantwortet werden:

Satz IV.4 Es sei Q C R? und T, regulir. Dann existiert eine hp-Interpo-
lierende vom Clément-Typ.
Beweis: Th.3.1 in [80]. O

Fiir den Fall Q C R3 sind dem Autor keine Ergebnisse bekannt, numerische
Untersuchungen lassen jedoch auf die Existenz einer hp-Interpolierenden
vom Clément-Typ auch fiir Q C R? schlieflen.

Der wesentliche Unterschied zur {iblichen Clément-Interpolierenden besteht
darin, dass nun, wie gewiinscht, auch die Polynomgrade pr in die lokale
Fehlerschétzung eingehen. Mit anderen Worten: Die Konstante C ist un-
abhéingig von der lokalen Maschenweite und dem lokalen Polynomgrad, ein
Ansteigen des Polynomgrads zur Genauigkeitsverbesserung wird beriicksich-
tigt. AuBerdem erstreckt sich die lokale Ly-Norm auf das u.U. gréflere Ge-
biet wl bzw. w}, . Um dann in dhnlicher Weise wie oben Gebrauch von der
Abschitzung (IV.19) machen zu kénnen, ist es erforderlich, dass benachbar-
te Elemente von T' € 7}, vergleichbare Durchmesser besitzen und dass ihnen
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vergleichbare Polynomgrade zugeordnet sind. Es existieren also g9 > 0 und
o1 > 0, so dass fiir alle T,7" € T, mit T NT’" # O gilt:

0o "hr < hr < oohr, o7 'pr < pr < 0197 (IV.22)

Aus (IV.19) folgt damit unmittelbar die im Vergleich zu (IV.21) allgemeinere
Fehlerabschiitzung®:

Satz IV.5 Es seien u € H'(Q,T9)? und u, € SP(7;,) Lésung von (11.6)
bzw. (II1.13) sowie

n? = Z <(hT/pT)2R% + Z (hE/pE)R%> )

TeT, Eecér

Ferner existiere eine hp-Clément-Interpolierende, und (IV.22) sei erfillt mit
00 > 0 und p1 > 0. Dann existiert eine von T, und p unabhdingige Konstante
C >0, so dass gilt:

lu = unll} < C.

Beweis: Wie oben folgt aus (IV.19) mit C' > 0:

(Ve,Ve)o
<Cr )y ((hT/pT)RTIIVGIIO,w; + > (hE/pE)l/QREIIVGIIO,wa)
TeT) Ee&r

1/2
< O Vello ( > (hr/pr)*R:+ (hE/pE)RJQE> :

TET, Ecér
Die Poincaré-Friederichsschen Ungleichung liefert dann die Behauptung. O

Dass die Konstante C tatséchlich weder von der lokalen Maschenweite h
noch von dem lokalen Polynomgrad abhéngt, kann mit Hilfe des Effekti-
vitdtsindexes veranschaulicht werden. Der Effektivitéitsindex ist definiert
als ||lu—un|l1/n (oder auch ||Vello/n) und bildet damit eine untere Schranke
fiir v/C. Insbesondere kann bei einem annihernd konstanten Effektivitéits-
index davon ausgegangen werden, dass die globalen wie auch die lokalen
Fehlerordnungen richtig wiedergegeben werden.

8vgl. Prop.4.1 in [80]
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Abb. IV.1: Effektivitédtsindizes fiir h- und p-Verfeinerungen des Einheitsquadrats.

In Abbildung IV.1 sind die Effektivitéitsindizes des in Satz IV.5 aufgefiihrten
Fehlerschétzers n fiir globale h- und p-Verfeinerungen des Einheitsquadrats
dargestellt. Die Daten sind so gew#hlt, dass u := cos(0.57z) cos(0.57y) die
analytische Losung ist. Wird die Maschenweite bei konstantem Polynom-
grad verkleinert (h-Methode), sind die zugehorigen Effektivitdtsindizes kon-
stant. Wird der Polynomgrad bei fester Maschenweite erhéht (p-Methode),
schwankt der Effektivitdtsindex zwischen 0.15 und 0.45. Die in Abbildung
IV.1 (rechts) zugrunde liegenden Anfangsgitter bestehen aus 4, 16 und 64
Zellen. Insgesamt erkennt man, dass die Effektivititsindizes bei der h- und
p-Methode nur relativ kleinen Schwankungen unterworfen sind. Damit wird
bestétigt, dass die Konstante C' im wesentlichen unabhéngig von der lokalen
Maschenweite und dem lokalen Polynomgrad ist.
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Abb. IV.2: Effektivititsindizes fiir h- und p-Verfeinerungen des L-Gebiets.
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Abb. IV.3: Effektivitétsindizes fiir hp-Verfeinerungen des L-Gebiets.

In den Abbildungen IV.2 und IV.3 sind die Effektivitéitsindizes fiir h-, p-
und hp—Verfeinerungen des L-Gebiets dargestellt. Die analytische Losung
ist hier wie in (II1.16) gewiihlt, also eine Funktion, die nicht H2-regulér ist.
Fiir h- und hp-Verfeinerungen sind die Effektivitédtsindizes konstant, bei p-
Verfeinerungen monoton fallend. Der Abbildung IV.2 (rechts) ist nicht zu
entnehmen, ob der Effektivititsindex konvergiert.

IV.2.2 Residuale Fehlerschitzer fiir linear-elastische
Probleme

In analoger Weise zum vorherigen Abschnitt lassen sich residuale Fehler-
schéitzer auch fiir Variationsgleichungen angeben, die linear-elastischen Pro-
blemen zugeordnet sind.

Hierzu sei v € H'(,T¢)? und u, € SP(7)? Losung von (I1.39) bzw.
(II1.30). Die zugehorige Galerkin-Orthogonalitit (II1.10) ist in diesem Fall

Yo, € SP(T3)2 : (o(u —up),e(vp))o = 0.

Wie in Abschnitt 1V.2.1 gewinnt man daraus mit Hilfe eines geeigneten
Interpolationsoperators I : H1(Q,T¢)% — SP(73,)? fiir € := u — uy,

(o(e)e(e))o = (a(e), (e = I(e)))o
= (o(u),e(e = I(e)))o — (o (un),e(e = I(e)))o
= (fre=1(e))o + (g,7(e = I(e)))o,r, — (o(un),e(e — I(e)))o-



IV.2. RESIDUALE FEHLERSCHATZER FUR VARIATIONSGLEICHUNGEN 139

Da fiir T' € 7, die Einschrénkung o (up,7) € H'(T)?*? ist, erhélt man mit
Hilfe der Greenschen Formel (II.3)

(o(e)e(e))o
Y (fre=I(e)or + (a.7(e = 1(e))or, — Y (o(un),ele = I(e))or

TeT, TeT,
=Y (frie=1I(e)or + (g.v(e = I(e))or,
TeT),
+ ) <(diVG(Uh)a€—I(6))o7T - (Un(Uh)ﬁ(e—I(e)))o,F)
TeTy FeFr
=Y (f+divo(un).e—I(e)or+ Y ([on(un)l,v(e —I(e))o.r
TeT), FeFe
+ 3 (- onlun). (e — 1(e))or
FeF,
<y (RTIIe—I(e)Ilo,T+ > RFle—I(e)lmF), (IV.23)
TeT), FeFr

wobei die element- bzw. facettenbezogenen Residuen Ry bzw. Rp als

Re i— { sllon(un)lllop, F e Fe
lg —on(un)llor, FeF
definiert sind. Die Menge F° ist die Menge aller inneren Facetten von 7p,,

Fr die Menge aller Facetten von T und F; die Menge aller Facetten auf I';.

Ist I die iibliche Clément-Interpolierende, erhiilt man aus (IV.23) den Aus-
druck (IV.21) mit den zu diesem Problem angepassten Normen. Setzt man
dagegen die Existenz einer hp-Clément-Interpolierende voraus, erhilt man
eine analoge Aussage zu Satz IV.5:

Satz IV.6 Es seien u € HY(Q,T0)® und up, € SP(73,)% Losung von (11.39)
bzw. (I11.30) sowie

=y <(hT/PT)2R2T+ > (hF/PF)R%> :

TeT), FeFr

Ry = ||f +divo(us)|

0,7

Ferner existiere eine hp-Clément-Interpolierende, und (IV.22) sei erfillt mit
00 > 0 und o1 > 0. Dann existiert eine von Ty, und p unabhingige Konstante
C >0, so dass gilt:

[u = unl} < C.
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In Abbildung IV.4 sind die Effektivitdtsindizes fiir den in Satz IV.5 auf-
gefiithrten Fehlerschétzer n beziiglich h- und p-Verfeinerungen des Einheits-
wiirfels zu sehen. Die analytische Losung ist hier u; := cos(0.57z) cos(0.57y)
cos(m/2z), i = 1,2,3. Fiir h-Verfeinerungen sind die zugehorigen Effekti-
vitdtsindizes konstant. Bei p-Verfeinerungen, schwanken die Effektivitéitsin-
dizes im Bereich von 0.1 bis 0.85.
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Abb. IV.4: Effektivitédtsindizes fiir h- und p-Verfeinerungen des Einheitswiirfels.

IV.3 Fehlerschitzer fiir vereinfachte
Kontaktprobleme

Das Ziel dieses Abschnitts besteht in der Konkretisierung der in Abschnitt
IV.1 hergeleiteten allgemeinen Fehlerschétzer fiir die in Abschnitt 11.2 be-
schriebenen Modellprobleme. Hierzu werden die in Abschnitt IV.2.1 fiir mo-
dellhafte Variationsgleichungen bereitgestellten residualen Fehlerschéitzer
verwendet.

IV.3.1 Ein residualer Fehlerschitzer fiir vereinfachte
Signorini-Probleme

Es sei (u, \g) € H*(Q,To) x Ag Losung von (I1.19)-(I1.20) und (up, Ao,ir) €

SP(Tn) x Ao N MP (T, f) Losung von (II1.19)-(II1.20). Das unter (IV.9)

aufgefithrte Hilfsproblem lautet:

Vo e H'(Q,To) : (Vuo, Vo)o = (f,v)o + (¢,7(v))or, — (Ao, 7(v))o,r, -
(IV.24)
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Aus Satz IV.5 folgt, dass o mit

= <<hT/pT>2R%7T+ > (hE/pE>R8,E>, (IV.25)

TeT, Ecér
3 1Onun]lo,e, Eeée

Ror = ||f + Aupllor, Roe:= {
llg — Onun — Xo,ullo,e, E €&

ein Fehlerschitzer fiir das Hilfsproblem (IV.24) ist.

Aus Satz IV.1 bekommt man damit
lu—unll} + 1o — Aozl 1 jo.r, < CORi+[1dlIT+ (o2, ¥(d))o,r, ) (IV.26)

fiir alle d € K := {v € H'(,T¢) | g — v(un) — v(d) < 0}.

Wie bereits in Abschnitt IV.1.1 erwéhnt, kann d als harmonische Fortset-
zung der Projektion von g — vy(up) in G oder des positiven Anteils (g —
v(up))+ gewidhlt werden. Im Folgenden wird die letzte Moglichkeit bevor-
zugt, da sie praktikabler erscheint. Jedoch lassen sich alle Schritte auch fiir
die Projektion von g — y(up) in G in analoger Weise durchfiihren.

Gesucht wird ein d* € W = {v € HY(Q,Tg) | v(v) = (g9 — vy(un))+} als
Losung des Minimierungsproblems

471 = inf o3 (IV.27)

Die Menge W ist als affiner Unterraum von H'(£,Tg) abgeschlossen und
konvex. Zudem ist || - |3 konvex, stetig und koerziv. Nach Satz 1.3 besitzt
(IV.27) eine Losung d* € W.9 Fiir diese ist offenbar g — v(up) — v(d*) < 0,
also gilt tatsiichlich d* € K. Wegen ||d*|l1 = ||(g — Y(un))+ |12 folgt aus
(IV.26)

lu—unllf + 120 = Aol 21 2r,
< Cng + 1117 + 1Mo,z v(d"))o.r, |)
= C(ny + (g = v(un)+ 1172 + (No.ar, (9 = ¥(ur))+ o, |)-

9Nach Satz I.1 ist die Bedingung Yo € H1(Q,T¢) : (Vd*, Vv)o + (d*,v)o = 0 notwen-
dig und hinreichend.
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Satz IV.7 Es sei (u,\g) € H(Q,To) x Ay Liosung von (11.19)-(I1.20) und
(un, Xom) € SP(Tp) x Ao N MP (T ) Losung von (I11.19)-(I11.20). Der Feh-
lerschitzer ng sei wie in (IV.25) definiert. Dann existiert ein C > 0, so dass
gilt:

llw —unl|? + | Xo — )\O,H||2—1/27F1
< O + 119 = v(un))+ 11 )2 + 1o, (9 = y(un))+)or, ). (IV.28)

Fiir die praktische Umsetzung von (IV.28) ist die Berechnung von ||(g —
Y(un))4|l1/2 erforderlich, was allerdings mit gewissen Schwierigkeiten ver-
bunden ist. Wird jedoch g € H(T") vorausgesetzt, dann ist (g — v(up)); €
HY(T), da B(up) stiickweise polynomial ist.19 Mit Hilfe der folgenden Aussa-
ge {iber Interpolationsrdume® kann der Ausdruck (g —~(un))+|1/2 weiter
abgeschitzt werden:

Lemma IV.3 FEs ist
[Lo(T), H' (D)) 2,2 = H'/*(T).
Beweis: Th.7.7. in [76]. O

Damit folgt aus Satz A.9 mit C := C(1/2,2)

1g =7 (un)+ 132 < Clitg = v(un))+llo.rll (g = v(wn)+ e (IV.29)

und schlielich aus (IV.28)

lw = unll} + 1Mo — Xo.sz®1 )21,
<max{C,C}ng + (g — v(un))+llo.rll (g — ¥(un))+ll1.r
+ (Ao, (9 — v(un))+)or, |)-

Korollar IV.1 Es gelten die Voraussetzungen von Satz IV.7. Ferner sei
g € HY2(I')) N HY(T). Dann existiert ein C' > 0, so dass gilt:

lu—unll} + Ao = Ao, l1%1 /o1,
< Cg+ (9= (un)+llo.r 1 (9= (un))+ 1,0+ (Ao,rrs (9 =7 (wn))+ o,y |)-

10ygl. z.B. Ch. I, Cor.2.1 in [56]
Ilygl. Satz A.9




IV.3. FEHLERSCHATZER FUR VEREINFACHTE KONTAKTPROBLEME 143

10 T T T 10

] ]
g 01} b 0.1 ¢
001 } Ry 1 001 }
0.001 ] : ] 0.001 : : :
10 100 1000 10000 100000 10 100 1000 10000 100000
DoF DoF

Abb. IV.5: Geschitztes Konvergenzverhalten bei h- und p-Verfeinerungen.

In Abbildung IV.5 ist das durch den Fehlerschiitzer aus Korollar IV.1 ge-
schitzte Konvergenzverhalten fiir h- und p-Verfeinerungen dargestellt. Die
den Diagrammen zugrunde liegende Beispielrechnung entspricht der Bei-
spielkonfiguration aus Abschnitt I1.2.1.

Das geschiitzte Konvergenzverhalten bei h-Verfeinerungen mit p = 1 ent-
spricht exakt den a-priori Vorhersagen der Groflenordnung O(h) aus den
Sétzen I11.6 und II1.8. Das geschéitzte Konvergenzverhalten fiir p = 2 oder
p = 3 ist etwa O(h*/?). Demnach fiihrt die Verwendung von Finite-Elemen-
te-Ansédtzen hoherer Ordnung nicht zu dem gewiinschten Konvergenzge-
winn, sofern globale h-Verfeinerungen vorgenommen werden. Der Grund
hierfiir ist die fehlende Regularitéit der Losung u, die im Allgemeinen nicht
mehr als H2-regular ist.!?

Das geschitzte Konvergenzverhalten bei reinen p-Verfeinerungen kommt
gemiB Abbildung IV.5 (rechts) ebenfalls nicht iiber die Ordnung O(h3/2)
hinaus.

In den Abbildungen IV.6 und IV.7 sind die Fehleranteile

s0:= 119 — () 152 19 — 7 (un))+ 112
51:=|(No.ms (9 — Y(un)) o |12

fiir A- und p-Verfeinerungen abgebildet. Offenbar sind die Fehleranteile sg
von hoherer Ordnung und kénnen deshalb u.U. vernachlissigt werden. Die
Fehleranteile s verringern sich in der gleichen Grolenordnung wie 7, fallen
aber bei den Beispielrechnungen um den Faktor 10 kleiner aus.

12ygl. [28], [57], S. 416
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Abb. IV.6: Fehleranteile sg bei h- und p-Verfeinerungen.
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Abb. IV.T7: Fehleranteile s; bei h- und p-Verfeinerungen.

IV.3.2 Ein residualer Fehlerschitzer fiir idealisierte

Reibungsprobleme

Es sei (u, \1) € HY(Q,T)x A1 Losung von (I1.33)-(11.34), sowie (up, A1) €
SP(Tp) x Ay N MP(Tq ;) Losung von (II1.28)-(II1.29). Das unter (IV.12)
aufgefiihrte Hilfsproblem lautet:

Vo € H'(Q,To) : (Vur, Vo)o = (f,v)o + (¢,7(0))or, — (A,a,7(0))or, -

(IV.30)
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Einen Fehlerschétzer n; fiir das Hilfsproblem (IV.30) erhélt man gemif Satz
IV.5 mit

=) ((hT/pT>2RiT+ > (hE/pE>RiE>, (IV.31)

TET), Ee&r

0,E; Eeg&e

3 1[Onun]|
R = + AU/ ) R = > !
1= ||f wllor,  Rip { 0z, Ee€&.

g — Onun — A1 m|

Damit folgt aus Satz IV.2:

Satz IV.8 FEs sei (u,\1) € HY(Q,To) x Ay Liosung von (11.33)-(I11.34) und
(up, A1,m) € SP(Tp) x Ay N MPY(Ty) Losung von(I11.28)-(I11.29). Der Feh-
lerschitzer m1 sei wie in (IV.31) definiert. Dann existiert ein C > 0, so dass
gilt:

= unll + M = A all® 1 jor, < COF+ 13 (un) — A a,v(un))or, |)-

10 T T T 10

1] 1]
T 0.1 ¢ T
01 F
0.01 |
0.001 - - - 0.01 - - -
10 100 1000 10000 100000 10 100 1000 10000 100000
DoF DoF

Abb. IV.8: Geschitztes Konvergenzverhalten bei A- und p-Verfeinerungen.

Fiir das hier behandelte Modellproblem erhilt man zu Abschnitt IV.3.1
analoge Resultate bei Rechnungen mit h- und p-Verfeinerungen des in Ab-
schnitt I1.2.2 dargestellten Beispiels (vgl. Abbildung IV.8).

Das geschétzte Konvergenzverhalten bei h-Verfeinerungen mit p = 1 ist
von der Ordnung O(h) und korrespondiert demnach zu den entsprechenden
a-priori Aussagen in Satz I11.9. Bei Finite-Elemente-Ansétzen hoherer Ord-
nung ist kein wesentlicher Konvergenzzugewinn festzustellen. Die Konver-
genzordnung liegt hier zwischen O(h) und O(h?/?). Die fehlende Regularitit
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der Losung u verhindert auch hier eine hohere Konvergenzordnung.
Insbesondere ist der Einsatz reiner p-Verfeinerungen bei dem hier gewéhlten
Beispiel nicht sinnvoll.

01

jl

0.01 |

0.001 ¢

. . . 0.001 . . .
10 100 1000 10000 100000 10 100 1000 10000 100000

le-04

DoF DoF
Abb. IV.9: Fehleranteile j1 bei h- und p-Verfeinerungen.

In Abbildung IV.9 sind die Anteile j; := [j(un) — (A1m,v(un))o.r, |/? des in
Satz IV.8 dargestellten Fehlerschétzers abgebildet. Sowohl fiir - als auch fiir
p-Verfeinerungen sind die Fehleranteile j; in etwa von der gleichen Grofien-
bzw. Konvergenzordnung wie 7.

IV.4 Fehlerschitzer fiir Kontaktprobleme

Wie zuvor besteht auch in diesem Abschnitt das Ziel darin, die in Abschnitt
IV.1 hergeleiteten allgemeinen Fehlerschitzer mit Hilfe von Fehlerschéitzern
fiir Variationsgleichungen zu konkretisieren. Hierbei werden die in Abschnitt
IV.2.2 aufgefiihrten Fehlerschiatzer verwendet.

IV.4.1 Ein residualer Fehlerschitzer fiir reibungsfreie
Kontaktprobleme

Es sei (u, \,) € H*(Q,T9)? x A,, Losung von (I11.56)-(11.57) und (up, A\n.g) €

SP(T5) x A N MP1(Typ) Losung von (IIL32)-(IIL33). Das unter (IV.9)

aufgefithrte Hilfsproblem ist hier gegeben durch:

Vo € H'(Q,To) : (0(un),e(v)o = (f,v)0 + (¢,0(0))o.rs = An,r, 00 (v))o,r, -
(IV.32)
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Aus Satz IV.6 folgt, dass 7, mit

mi= ) <(hT/pT)2Ri,T + ) (hF/pF)R,%’F> : (IV.33)
TeT, FeFr
Ryq = ||f +dive(un)|or,
[ slllontun)]llo,r. FeF°
e { (lgn = onn(un) = Aaz 3 5 + lae = one(un) |3 2)/%, F € Fy

ein Fehlerschitzer fiir das Hilfsproblem (IV.32) ist.
Aus Satz IV.1 erhdlt man damit

la—unlZ 4120 = Al 20 < COZ AR+ 1, 6 (@orr, |) (IV-34)

fiir alle d € K, := {v € H'(,T0)* | g — 6n(un) — 6n(v) > 0}.

Eine geeignete Wahl von d € K ist, wie in Abschnitt IV.3.1 bereits be-
schrieben, die harmonische Fortsetzung von (g — 6, (up))—: Gesucht ist ein
d* € W, = {v € H(Q,T0)? | (6,(v),8:(v)) = ((g — 6nlun))—,0)}, das
Losung des Minimierungsproblems

a1 = nf ol
ist. Wie in Abschnitt IV.3.1 sichert auch hier Satz 1.3 die Existenz einer
Losung d* € W,,.13 Zudem ist g — 8, (up) — 6,(d*) > 0 und damit d* € K.
Damit folgt aus (IV.34):

Satz IV.9 Es sei (u, \o) € H*(Q,T9)? x Ag Losung von (11.56)-(IL.57) und
(un, Ao,mr) € SP(Tn) x Ay N MP(Tq ) Lésung von (I11.32)-(I11.33). Der
Fehlerschitzer n, sei wie in (IV.33) definiert. Dann existiert ein C' > 0, so
dass gilt:

flu— uh”% + [ An = )‘n,HH2—1/2,n

< Cm + (g = 0n(un))~lljzn + 1Az, (9 = n(un)) =)o, |)-

Wie in Korollar IV.1 zeigt man:

13Nach Satz I.1 ist Vo € H'(Q,T0)3 : (e(d*),e(v))o + (d*,v)o = O eine notwendige
und hinreichende Bedingung fiir die Minimalitit von d*.
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Korollar IV.2 Es gelten die Voraussetzungen von Satz IV.9. Ferner sei
0 (g — 6n(up),0)_) € HY2(T1)3 N HYT)3. Dann existiert ein C' > 0, so
dass gilt:

lw = uplf + | An - )‘n,HHzl/Zn

< Cl + 11671 ((g = Salun))— Olo,r 51 ((9 = Gu(un))—, 0) 1,
+ [z, (9 = 0n(un)) o, ).

IV.4.2 Ein residualer Fehlerschitzer fiir
Reibungsprobleme mit vorgegebener
Normalspannung

Essei (u, \t) € H'(Q,T)3xA; Losung von (I1.74)-(I1.75), sowie (un, A\r.zr) €

SP(Ty) x Ay N MP1(T; g)? Losung von (I11.35)-(I11.36). Das Hilfsproblem

(IV.12) hat in diesem Fall die Gestalt:

Vo € H'(Q,T0)° : (0(ur), £(v))o = (f,v)o + (4,6(v)o,r, — (e,rr, 6:(v))o,r, -
(IV.35)
Ein Fehlerschiitzer n, fiir das Hilfsproblem (IV.35) ist laut Satz IV.6 mit

n? = Z ((hT/pT)QRiT—F Z (hF/pF)RiF) , (IV.36)
TeT), FeFr
Ry := || f +divo(up)lo,r,
. { 3o (un)]llo,F, Fers
(lg = onn (i)l 7+ lg = one(un) = A ulld )2, FeF

gegeben. Nach Satz IV.2 erhélt man schliefllich:

Satz IV.10 Es sei (u,\;) € HY(,T9)® x Ay Losung von (I11.74)-(IL.75)
und (up, M pgr) € SP(Tp) X AyNMP1(Tq g)? Losung von (111.35)-(111.36). Der
Fehlerschitzer n; sei wie in (IV.36) definiert. Dann existiert ein C > 0, so
dass gilt:

lu = unll§ + A = Ael? 10, < CF + 13 (un) — e, 66 (un))or, |)-

IV.4.3 Ein residualer Fehlerschitzer fiir
Kontaktprobleme mit Reibung

Es sei (u, An, Ar) € HY(,Tg)3 x A, x Ay Losung von (I1.88)-(I1.89) und
(un, An by A i) € SP(T) X Ay N MPH(Tq ) x Ay N MP(Tq p)* Losung von
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(III.38)-(II1.39). Das Hilfsproblem (IV.15) ist gegeben durch:

Vo € H'(Q,T0)* : (o(unt),e(v))o
= (f, 'U)O + (q, 5(’0))0}{‘1 — ()\mH, On ('U))O,Fl - ()\t,Ha d¢ (U))07F1' (IV'37)

Aus Satz IV.6 folgt, dass 7,; mit

Mot = Z <(hT/pT)2R,21t’T+ Z (hF/pF)R,%t’F>, (IV.38)

TE€Th FeFr
Ryper = ||f +divo(up)|or,
%H[Un(uh)]Ho,F, FeFe
Ryt = (llan — onn(un) = An,mllo #

, FehR
Hlae = one(un) = Mg )"

ein Fehlerschétzer fiir das Hilfsproblem (IV.37) ist.
Mit den Bezeichnungen (X, (+,-)) := (An, )+ (XA, -y und Mg, (+,9)) := A, )+
(A, b, ) liefert Satz IV.3 fiir alle d € K,,:

lu—unli + A = Xerl12 12,0 < COnz + Il + (A, Gn(d))o,r |
+15(d) = (Ao, 6e(d))ory |+ 15 (un) = (Ao, 6(un))o,r, ). (IV.39)
Eine geeignete Wahl fiir d € K ist wie in Abschnitt IV.4.1 die harmonische
Fortsetzung d* von ((g — d,(up))—,0).
Damit folgt aus (IV.39) schliefilich:
Satz IV.11 Es sei (u, Ay, \¢) € HY(Q,T0)? x A, x Ay Losung von (I1.88)-
(I1.89), zudem sei (Un,An, i, e,1r) € SP(Tp) x Ap N MPY (T ) X Ay N

MP1(Ty i)? Losung von (111.38)-(I11.39). Der Fehlerschitzer n,: sei wie in
(IV.38) definiert. Dann existiert ein C > 0, so dass gilt:

= unll + 1A = A2 .00 < Cly + [1(g = Gn(un)) =172,
1 An i, (9 = 0n(un)) - Jor, | + [5(un) = (M, i, 6t (un))o,r |)-

Wie in Korollar IV.1 zeigt man:
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Korollar IV.3 Es gelten die Voraussetzungen von Satz IV.11. Ferner sei
0 (g — 6n(up),0)_) € HY2(T1)3 N HYT)3. Dann existiert ein C' > 0, so
dass gilt:

lu = unll + 1A = Al 2,00

< Cline + 1671 ((g = 8n(un)) =, Ollo.rlI5~ (9 = 8n(un))—, 0) 11,
+ |5 (9 = 0n(un))—Jo,ry [+ 7(un) = (Ae,ar, 0t (un))o,r, |)-

IV.5 Residuale Fehlerschatzer fiir weitere
Modellprobleme

Auch auf die in den Abschnitten I1.5.1 und 11.5.3 dargestellten Hindernis-
probleme und Bingham-Fluid-Probleme kénnen die in Abschnitt IV.1 be-
schriebenen Techniken zur Fehlerkontrolle angewandt werden.

Das in Abschnitt I1.5.2 formulierte modellhafte Torsionsproblem entzieht
sich dem allgemeinen Kontext aus Abschnitt IV.1. Fiir Fehlerschétzer in
Bezug auf Torsionsprobleme bei Beschriankung auf stiickweise lineare bzw.
biquadratische FE-Ansitze sei auf [95] und [97] verwiesen.

IV.5.1 Hindernisprobleme

Es sei (u, o) € H*(Q,To) x Ag Losung von (11.92)-(11.93) und (up, Ao,ir) €
SP(T,) x Ag N MP(Ty) Losung von (I11.44)-(I11.45). Das unter (IV.9) auf-
gefithrte Hilfsproblem lautet:

Vo € Hl (ero) : (VU,O, VU)O = (fa U)O + (Q77(’U))0,F1 - ()\O,Ha U)O' (IV40)
Aus Satz IV.5 folgt, dass o mit

m= <(hT/pT)2R(2),T + > (hE/pE)R(z),E> ; (Iv.41)

TeTy Ec&r
sIOnunlllo.e, E€&°

Ror:=||f + Aup — Xo,u o7y Rog = {
lg — Onunllo.e, E €&

ein Fehlerschétzer fiir das Hilfsproblem (IV.40) ist. Aus Satz IV.1 folgt damit

lu = unllf + 1A0 = Ao,z [I* < Clog + lldllF + (Ao, . d)ol) (IV.42)
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fiir alle d € K := {v € HY(Q,T) | g — un, — v < 0}.

Einen konsistenten Fehlerschétzer erhdlt man, wenn d als Projektion von
g—up, auf G := {v € HY(Q,Ty) | v < 0} oder als positiver Anteil von g —uy,
gewihlt wird. Bei Verwendung des positiven Anteils'* d := (g — uy)4 folgt
aus (IV.42)

lu = un|f + 1120 = Ao, l|* < C(5 + (g — un)+ 1T + [(No,mr. (9 — un)+)ol)-
Damit gilt der Satz:

Satz IV.12 Es sei (u,\o) € H'(Q,To) x Ag Lésung von (11.92)-(11.93)
und (upn, Mo.r) € SP(Tp) x Ao N MP(Ty) Lisung von (I11.44)-(I11.45). Der
Fehlerschitzer ng sei wie in (IV.41) definiert. Dann ezistiert ein C' > 0, so
dass gilt:

lu—unllf + 1X0 = Ao, [I* < C 0§ + (g — wn)+ s + [(ho,1, (9 — un)+)o))-
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Abb. IV.10: Geschitztes Konvergenzverhalten bei h- und p-Verfeinerungen.

In Abbildung IV.10 ist das geschétzte Konvergenzverhalten fiir h- und p-
Verfeinerungen zu sehen, das mit Hilfe des in Satz IV.12 dargestellten Feh-
lerschitzers ermittelt wird. Der Rechnung liegt das Beispiel aus Abschnitt
I1.5.1 zugrunde.

Das geschiitzte Konvergenzverhalten bei h-Verfeinerungen mit p = 1 ent-
spricht der in Satz III.11 vorhergesagten Konvergenzordnung O(h). Das
geschitzte Konvergenzverhalten fiir p = 2 oder p = 3 liegt unterhalb von

14Man beachte hierbei, dass aus g € H'(Q) auch (g —up)+ € H'(Q) folgt.
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O(h3/?), was ebenfalls den theoretischen Vorhersagen entspricht. Demnach
fithrt auch hier der Gebrauch von Finite-Elemente-Anséitzen hoherer Ord-
nung bei globalen h-Verfeinerungen nicht zu einem signifikanten Konver-
genzgewinn.

Die Anwendung reiner p-Verfeinerungen ist offenbar unzureichend. Gemé&f
Abbildung IV.10 (rechts) kommt es fast zu einer Stagnation des geschéitzten
Fehlers.

01t E
0.1t E
0.01 | E
? ?
0.001 F e
0.01 | E
1e-04 E
le-05 - - 0.001 - - -
10 100 1000 10000 10 100 1000 10000 100000
DoF DoF
Abb. IV.11: Fehleranteile sg bei h- und p-Verfeinerungen.
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Abb. IV.12: Fehleranteile s1 bei h- und p-Verfeinerungen.
In den Abbildungen IV.11 und IV.12 sind die Fehleranteile s := ||(g —
up)+||1 und s1 := |[(No.z, (g — un)+)o|/? fiir h- und p-Verfeinerungen abge-

bildet. Wie bei Signorini-Problemen sind die Fehleranteile sy bei Verwen-



IV.5. FEHLERSCHATZER FUR WEITERE MODELLPROBLEME 153

dung von h-Verfeinerungen offenbar von héherer Ordnung und kénnen des-
halb im Allgemeinen vernachlissigt werden. Beriicksichtigt werden miissen
dagegen die Fehleranteile s1, da sie der Groflenordnung des geschétzten Ge-
samtfehlers entsprechen.

Die Abbildungen IV.11 und IV.12 (rechts) zeigen, dass bei Verwendung von
p-Verfeinerungen die Fehleranteile sg und s; den Gesamtfehler dominieren,
so dass es insgesamt zu einem Konvergenzstillstand kommt. Der Grund ist
sicherlich die geringe Anpassung des verwendeten Gitters an das Hindernis.

IV.5.2 Bingham-Fluid-Probleme

Es sei (u,\1) € H}(Q) x A; Losung von (I11.99)-(I1.100) und (up, \1.1) €
SP(T5,) x AyNMP (T )* Losung von (I11.46)-(I11.47). Das Hilfsproblem (IV.9)
lautet in diesem Fall:

Yo € Hy(Q) : (Vur, Vo) = (f,v)0 — (\1.ar, V)o. (IV.43)
Analog zu (IV.18) gilt mit e := u; — uy,
(Ve,Ve)o = (f,e—1I(e))o+ (A1,m,V(e—1(€)))o — (Vun, V(e —I(e)))o.

Demnach kann der in Abschnitt (IV.2.1) vorgestellte residuale Fehler-
schiitzer nicht direkt auf das Hilfsproblem (IV.43) angewandt werden, da
der Term (A1, V(e — I(e))o nicht die erforderlichen hp-Potenzen liefert.
Ist 75, = TH, erhélt man durch Anwenden der Greenschen Formel (I1.2):

—(Arm, V(e—1(e)))o
> —(wu,Vie—1I(e)or

TE,Z’h

= > (divime—1I(@)or— Y (v(Aom)n,v(e—1(e)o,r
TeT, Eecér

. 1

=Y (divAia,e—1I(e))or — 3 > (ol v(e—1(e))o.k.

TeT), Eecg°
Damit ist 7; mit
we=3 ((hT/pT>2R%,T + <hE/pE>R%,E> , (IV.44)

TeT, Ecér

. 1
Rir = ||f+ Aup +div o, mllor, Rie:= 5”[371%] + [Xo,anlllo,E
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ein Fehlerschitzer fiir das Hilfsproblem. Da 3 € L(H}(S),L?(Q)*) mit
B(v) := B1(v) := Vv nicht surjektiv ist, ist Lemma IV.1 nicht anwendbar.
Man erhélt aber analog zu Lemma IV.2 und Satz IV.2:

Satz IV.13 Es sei (u, A1) € Hy(Q) x Ay Losung von (11.99)-(I1.100) und
(un, M1)€ SP(Th) x Ay N MP(Ty)* Lésung von (I11.46)-(111.47) mit Tj, =

Tu. Der Fehlerschitzer n; sei wie in (IV.44) definiert. Dann ezistiert ein
C >0, so dass gilt:

lu—un|} < Cf+1(s, [Vunl)o = (A, (un))or, |)-

IV.6 Fehlerschitzer vom Goal-Oriented-Typ

Die bisher angegebenen Fehlerschitzer bilden obere Schranken fiir den Feh-
ler u — uy gemessen in der H!'-Norm || - ||;, die letztlich ein gemitteltes
Fehlermaf} darstellt. Wiinschenswert ist jedoch héufig eine Fehlerkontrolle
in Bezug auf problemorientierte Fehlermafle. Insbesondere sind Fehlermafe
mit lokalem Charakter von groflem Interesse. Als Beispiele seien der Fehler
in einem Punkt oder der Fehler gemessen als Integralmittel iiber eine belie-
bige Teilmenge von {2 genannt.

Auch fiir die in Abschnitt I1.4 beschriebenen fertigungstechnischen Anwen-
dungen sind Fehlerkontrolltechniken mit lokal definierten Fehlermafien von
besonderer Bedeutung, da man oft an einer moglichst genauen Berechnung
lokaler Groflen wie Normalkraft oder Tangentialkraft interessiert ist.

Das Ziel des nun folgenden Abschnitts besteht darin, den grundlegenden
Ansatz fiir Fehlerschitzer vom Goal-Oriented-Typ, der die Fehlerkontrolle
fiir beliebige Fehlermafe aus V’ erméglicht, in dem hier gewé#hlten allgemei-
nen Zusammenhang zu skizzieren.

Die Ausfithrungen fiir Variationsgleichungen basieren im Wesentlichen auf
den Arbeiten [2] und [98]. Die Verallgemeinerungen fiir elliptische Minimie-
rungsprobleme orientieren sich an den Arbeiten [94], [96] und [98].

IV.6.1 Fehlerschitzer vom Goal-Oriented-Typ fiir
Variationsgleichungen

Es sei V ein Hilbertraum und v € V' Lésung von

Yo eV : a(u,v) = ¢, v) (IV.45)
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mit einer stetigen und elliptischen Bilinearform a : V x V. — R, sowie
£ € V'. Im Sinne von Diskretisierungsansitzen wie in Kapitel III sei V}, C V
ein weiterer Unterraum, und fiir ein up € Vj, gelte:

Yo, € V, : a(uh,vh) = <€, Uh>. (IV.46)

Es sei J € V'’ ein beliebiges Fehlermaf. Die Zielsetzung besteht in der Suche
nach einem Fehlerschétzer fiir den Ausdruck

[(J,u) — (J,up)l. (IV.47)
Nach dem Lax-Milgram-Lemma'® existiert ein z € V, so dass gilt:
Yo eV a(v,z) = (J,v). (IV.48)

In diesem Zusammenhang heiffit v die primale Losung, wihrend z duale
Losung genannt wird. Ist V; C V' ein Unterraum, sowie z; € Vj, so dass

Vop € Vi 1 oa(vp, 25) = (J,v5) (IV.49)
gilt, erhilt man

(J,u—up) = alu —up, 2) = a(u — up, z — z;,) + a(u — up, 25,
=a(u —up, 2z — 25,) + (€, z;,) — aun, 2;). (IV.50)

Aus der Stetigkeit von a und aus (IV.50) folgt damit sofort:

Satz IV.14 Es seien uw € V und up, € V, Ldsungen von (IV.45) bzw.
(IV.46) sowie z € V und z; € V; Lésungen von (IV.48) bzw. (IV.49).
Es seien np,nq € R>o Fehlerschitzer des primalen bzw. dualen Problems.
Dann ezistieren C,C' > 0, so dass mit O(up, zj,) == (¢, z;) — a(un, z;) gilt:

[y u) = (S, un)| < Clnpna + 6 (un, 23)]) (IV.51)
[(Tyu) = ((T,un) + 0(un, 25))| < Cpna. (IV.52)

Der Fehlerschiitzer (IV.51) entspricht der gestellten Zielsetzung zur Kontrol-
le des Ausdrucks (IV.47). Dagegen wird durch den Fehlerschitzer (IV.52)
der Fehler von (J,u) und einem durch 6(uy, zj,) korrigierten Ausdruck von
(J, up) kontrolliert. Dieses Vorgehen ist insofern vorteilhaft, da in der Regel
weniger u sondern vielmehr (J,u) approximiert werden soll, und sich der

15ygl. z.B. Lemma 3.6 in [57]
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Ausdruck (J,up) + 0(up,) diesbeziiglich im Fall h ~ h durch eine doppelte
Approximationsgenauigkeit auszeichnet.

Der zusitzliche Fehler- bzw. Korrekturterm 6(up, 27) ist auf die allgemeine
Voraussetzung zurtickzufiihren, dass Vj, # V; ist. Bei Gleichheit erhélt man
wegen zj, € V;, unmittelbar:'6

Korollar IV.4 FEs seien v € V und up, € Vi, Losungen von (IV.45) bzw.
(IV.46) sowie z € V und z;, € V; Ldsungen von (IV.48) bzw. (IV.49) mit
Vi = V;. Es seien np,ma € R>q Fehlerschitzer des primalen bzw. dualen
Problems. Dann existiert ein C > 0, so dass gilt:

(s u) = (S, un)| < Cripna-

Die Wahl Vj, = V; ist ohne weitere Mafinahmen in der Regel unangemes-
sen. Eine geeignete (adaptive) Wahl von V; zur Approximation der dualen
Losung muss nicht notwendigerweise entsprechend geeignet fiir die Appro-
ximation des primalen Problems sein. Umgekehrt muss ein fiir die prima-
le Losung geeigneter Raum Vj, nicht notwendigerweise auch fiir die duale
Losung passend sein. Zur Konstruktion eines Raumes V},, der sowohl den
Regularitdtseigenschaften der primalen als auch der dualen Losung Rech-
nung triagt, sei auf Abschnitt IV.7 verwiesen.

IV.6.2 Fehlerschitzer vom Goal-Oriented-Typ fiir
Modellprobleme

Es seien u € HY(Q,T) und uy, € SP(7},) Losung von (I11.6) bzw. (II1.13). Das
FehlermaBl J € H(Q,T)" sei definiert als (J,v) := (x,v)o + (¥,7(v))o.r

L1
mit x € L*(Q) und ¢ € L*(T). Es seien z € H'(Q,T) und z; € SP(7;),

so dass gilt:

Vv € Hl(ero) : (V’U, VZ)O = (X?U)O + (1/)77(1)))0,1113 (IV53)
VU;L S Sﬁ(’j}” Ty) : (VU;I, VZ;L)Q = (X,U;L)o + (1,/),’)/(1)}1))0,1*1. (IV.54)

Aus Satz IV.5 folgt, dass n, mit

m= ) <(hT/pT)QR?r+ > (hE/pE)R%>

TeT, Eecér

16ygl. Ch.8 in [2]
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und den Residuen Ry und R aus (IV.20) ein Fehlerschétzer fiir das primale
Problem ist. Einen Fehlerschétzer fiir das duale Problem erhélt man mit

B S (@mﬁé@ 5 <BE/73E>R;>
TeT; Ecér

Honzilllo,e,  Ee€é°

W - 8nZ}}”QEa Ec gla

RT = HX+ AZ}}H(LTv RE = {

wobei £° die Menge der inneren Kanten von ’Z~',~1 bezeichnet, und & die Men-
ge der Kanten auf I'y. Mit 8(us, 2;) := (f, 2;,)0+ (¢, 7(25,))o,r. — (Vun, Vzj)o
folgen dann die in Satz IV.14 angegebenen Fehlerschitzer (IV.51) und
(IV.52).

Eine weitere Moglichkeit zur Fehlerkontrolle besteht darin, den Ausdruck
|6(un, z7)| in (IV.51) weiter abzuschétzen: Es folgt aus der Galerkin-Ortho-
gonalitit (IV.17) und partieller Integration mit einem Interpolationsopera-
tor I : HY(Q,To) — SP(7)

(fs27)0 + (¢,7(23))o,ry — (Vun, Vzj)o
= (f,2;, = L(z))o + (4, 7(2, — L(z)))o,ry = (Vun, V(zj, — I(z})))o
Z (f + Aup, 25, — I(25,))o,7 + Z ([Onun], 25, = I(z5,))o.E

TET, Ee&p
+ > (q— Onun, 2, — I(25))0,5-
Ec&n

Die Fehlerkontrolle (IV.51) fithrt damit auf den Fehlerschétzer

NDWR,1 = NpNd

+ Z ((f + Auh,zﬁ - I(Z;}))O,T + Z ([anuh],Zﬁ - I(Zﬁ))o) y (IV.55)

TET), Ee&r

der einer Variante des dual-gewichteten residualen Fehlerschitzers (DWR-
Fehlerschétzer) entspricht.!” Der Anteil 7,14 in (IV.55) wird im Allgemeinen
vernachléssigt, da er von héherer Ordnung ist.

Tygl. z.B. [19], [21] und [22]
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Alternativ hierzu erhélt man nach Anwendung der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung auf (IV.55) mit

DWR,2 := Z <QT(hT/pT)2RT+ Z QE(hE/pE)RE> (IV.56)

TeT, Ecér

und den dualen Gewichten

or == (hr/pr) Nz, — I(zp)llors  or = (he/pe) "z — I(z;)llo.5

einen weiteren dual-gewichteten residualen Fehlerschétzer.

IV.6.3 Ein allgemeiner Ansatz fiir elliptische
Minimierungsprobleme erster und zweiter Art
Fiir allgemeine elliptische Minimierungsprobleme erster und zweiter Art
kann in dhnlicher Weise wie in Abschnitt IV.6.1 vorgegangen werden. Hier-
zu seien U ein normierter Raum, 8 € L(V,U) und A\, Ay € U’ sowie u € V
bzw. up, € V;, Losungen von
YoeV: a(u,v) = ¢, v) — (\, B)), (IV.57)
Yon € Vit alun,v) = (€, vn) — (A, B(va))- (IV.58)
Dann gilt:
<']7 U’> - <']7 U'h>
a(u — up, z) = alu —up, z — z3,) + alu — up, 25,
alu —up,z —25,) + (€, z;,) — (N, B(25,)) — alun, 2;)
a(u —un,z — 23) + (A — A, B(2)) + (0 25) — (A, B(23)) — alun, z;).-
(IV.59)

Analog zu Satz IV.14 erhélt man aus der Stetigkeit von a und aus (IV.59):

Satz IV.15 Es seien uw € V und up, € Vi Lésungen von (IV.57) bzw.
(IV.58), sowie z € V und z;, Losungen von (IV.48) bzw. (IV.49). Es seien
Np,Nd, M € R>o Fehlerschitzer des primalen bzw. dualen Problems sowie
von |[A — Ag||. Dann exisitieren C,C > 0, so dass mit 0(up, 2j,, \er) =
(€, z;) — (A, B(z5)) — alun, 25) gilt:

[(Jyu) = (Jyun)| < Clnpna + ml| B3Il + 10(un, 25, A)l), (IV.60)
[(Ju) = ((Jyun) + 0(un, zj, Am))| < Clnpna +mllB(z)l)- (IV.61)
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Aus Satz IV.15 erhdlt man zusammen mit den Fehlerschitzern aus den
Abschnitten TV.1.1, IV.1.2 und IV.1.3 unmittelbar Fehlerschiitzer fiir ellip-
tische Minimierungsprobleme erster und zweiter Art. Fiir elliptische Mini-
mierungsprobleme erster Art setzt man U := Uy, B := [y, A := Ag und
AH = Xo,H- Ahnlich gewinnt man Fehlerschétzer fiir elliptische Minimie-
rungsprobleme zweiter Art. Im unrestringierten Fall setzt man U := Uy,
B = p1, A := Ay und Ay := Ay m, sowie im restringierten Fall U :=
UoxUy, B := (Bo, 1), (A, B(v)) == (Ao, Bo(v))+(A1, f1(v)) und (A, B(v)) =
(Ao, w1, Bo(v)) + (A1,m, B1(v)).

Die Fehlerschitzer aus Satz IV.15 entsprechen im Wesentlichen den Me-
thoden zur Fehlerkontrolle in [96]. Insgesamt besteht das Problem dieses
Vorgehens jedoch darin, einen Fehlerschétzer ; fiir ||\ — Ag|| anzugeben.
Nach den Sétzen IV.1, IV.2 und IV.3 ist 7, auch ein Fehlerschétzer von
[IX = Agr]|. Der Fehlerschiitzer (IV.61) erhilt damit die Form:

[(Jsu) = ({Jyun) + 0(un, 25, Arr))| < Crp(na + 1 B(z3)11)-

Im Vergleich zu (IV.52) geht hier die Verdoppelung der Genauigkeit des
korrigierten FehlermaBes (J, un) + 0(un, 27, Arr)) verloren. Dieses Vorgehen
ist demnach offenbar nicht geeignet. In [96] wird dagegen die Verwendung
von Average-Techniken vorgeschlagen, wie sie zum Beispiel in [32] und [33]
beschrieben werden.

Erforderlich ist in jedem Fall eine Abschiitzung von ||A — Ag||, so dass
m||B(z;)|| und n,n4 ungefihr von gleicher Ordnung sind.

IV.7 h- und hp-adaptive Verfeinerungen

Wie in den vorherigen Abschnitten dargestellt und etwa in den Abbildungen
IV.5, IV.8 und IV.10 illustriert, fithrt die Verwendung hoherer Ansétze bei
elliptischen Minimierungsproblemen erster und zweiter Art im Allgemeinen
nicht zu einem Gewinn hoherer Konvergenzordnungen. So erhélt man, sofern
stiickweise bilineare Ansatzfunktionen benutzt werden, fiir das in Abschnitt
IV.3.1 untersuchte modellhafte Signorini-Problem unter Verwendung von
h-Verfeinerungen eine Konvergenzordnung von O(h) gemessen in der H'-
Norm. Dagegen ist die Konvergenzordnung bei Anwendung von stiickwei-
se quadratischen Ansatzfunktionen nicht mehr als O(h*/2). Wird von noch
hoheren Polynomgraden Gebrauch gemacht, wird kein weiterer Konvergenz-
gewinn erzielt. Auch bei dem modellhaften Reibungsproblem aus Abschnitt
IV.3.2 und dem Hindernis-Problem aus Abschnitt IV.5.1 erhélt man keine
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hoheren Konvergenzordnungen als O(h3/2).

Der Grund hierfiir besteht darin, dass die Losung nicht {iber die erforder-
liche Regularitédt verfiigt. Diesbeziiglich ist insbesondere auch die Verwen-
dung reiner p-Verfeinerungen nicht zweckméfig.

Ahnliche Phiénomene lassen sich auch bereits bei unrestringierten ellipti-
schen Minimierungsproblemen erster Art bzw. bei Variationsgleichungen
beobachten. Weist das Grundgebiet {2 etwa eine einspringende Ecke auf,
so ist die Losung im Allgemeinen nicht H?2-regulir. Schon bei der Verwen-
dung von stiickweise bilinearen Ansitzen ist die Konvergenzordnung O(h)
nicht mehr zu erwarten. Dementsprechend ist der Gebrauch héherer Poly-
nome bei h-Verfeinerungen nicht sinnvoll.

In allen drei Féllen ist die Ursache fiir die mangelnde Regularitit der Losung
auf lokale Einflussgréfien innerhalb der Problemformulierung zuriickzufiih-
ren. Diese lokalen Einflussgrofien sind bei Signorini-Problemen und bei Hin-
dernisproblemen die Hindernisnebenbedingungen, bei Reibungsproblemen
das in das Zielfunktional eingehende nicht-differenzierbare Funktional j und
bei unrestringierten Problemen zum Beispiel einspringende Ecken oder ein
unstetiger Wechsel in den Randdaten.

Die Frage ist nun, ob durch eine adiquate Anpassung des FE-Gitters beziig-
lich dieser lokalen Einflussgrofien eine dem Polynomgrad entsprechende
Konvergenzordnung!® erreicht werden kann. Offenbar besteht eine sinnvolle
Vorgehensweise darin, die jeweiligen Vorteile von h- und p-Verfeinerungen
zu nutzen: In Bereichen hoher Regularitit werden hohe lokale Polynom-
grade gewdhlt, wihrend in Bereichen mit geringer Reguldritit eher lokale
Verfeinerungen bevorzugt werden. Geméaf Abschnitt I11.1.1 kénnen etwa bei
Eckenproblemen FE-Gitter a-priori konstruiert werden, die bei Verwendung
von h-Verfeinerungen und festem Polynomgrad p Konvergenzordnungen der
Giite O(h?) (Satz II1.4) oder bei hp-Verfeinerungen exponentielle Konver-
genz (Satz I11.5) sichern.

Im Allgemeinen Fall ist jedoch im Voraus nicht bekannt, wo und in welcher
Weise das FE-Gitter zu adaptieren ist, damit eine gewiinschte Konvergenz-
ordnung erreicht wird.

Strategien, die fiir dieses Adaptierungsproblem etabliert sind, bestehen iibli-
cherweise darin, mit Hilfe eines Fehlerschitzers Bereiche grofier Fehleranteile
zu lokalisieren und in diesen Bereichen entweder die Maschenweite zu ver-
ringern oder die lokalen Polynomgrade anzupassen. Fiir die Lokalisierung

18Der Begriff Konvergenzordnung ist auch im Folgenden in Bezug auf die Anzahl der
verwendeten Freiheitsgrade zu verstehen.
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kommen nur Fehlerschitzer infrage, die Riickschliisse auf die lokale Fehler-
verteilung zulassen; etwa Fehlerschétzer n, die sich aus lokalen Fehleranteilen
in der Form n* = Y7, 77 zusammensetzen. Die in den Abschnitten zu-
vor beschriebenen residualen Fehlerschitzer besitzen diese Eigenschaft und
konnen deshalb eingesetzt werden. Auf Extrapolationsanséiitzen basierende
Fehlerschétzer, wie sie zum Beispiel in [2], [99] oder [100] beschrieben wer-
den, kommen fiir Adaptierungsstrategien dieser Art nicht in Frage.
Entscheidend fiir den Einsatz von Fehlerschiitzern in Bezug auf Adaptie-
rungsstrategien ist, dass die Fehlerverteilung richtig wiedergegeben wird.
Die zahlenméifBige Erfassung des Fehlers spielt hierbei keine Rolle. Dement-
sprechend ist die Einbeziehung von generischen und deshalb unbekannten
Konstanten, wie sie in den Fehlerschitzern der vorangegangenen Abschnitte
vorkommen, kein Nachteil, solange die eingehenden Konstanten nicht von
der lokalen Maschenweite bzw. dem lokalen Polynomgrad abhéingen.
Adaptierungsstrategien konnen im Wesentlichen in zwei Gruppen aufgeteilt
werden: h-adaptive Strategien beschrinken sich allein auf die Anpassung
der Maschenweite, der Polynomgrad bleibt fest. Dagegen werden bei hp-
adaptiven Strategien zusétzlich die lokalen Polynomgrade angepasst.
Sowohl h- als auch hp-Strategien werden in der Literatur in unterschiedli-
chen Varianten beschrieben. Fiir einen Uberblick sei etwa auf [7], [84] oder
[85] verwiesen. Gemeinsam ist nahezu allen Strategien, dass zunéchst die
Fehlerverteilung einer FE-Losung mit Hilfe eines Fehlerschétzers bestimmt
wird, dann das FE-Gitter bzw. die lokalen Polynomgrade angepasst werden
und schliefllich eine neue FE-Berechnung durchgefiihrt wird. Dieser Vor-
gang wird wiederholt, bis eine gewisse Fehlertoleranz (unter Beriicksichti-
gung oder ggf. Vernachlissigung der Konstante C) erreicht wird oder die
zur Verfiigung stehenden Rechnerkapazititen ausgeschopft sind. Das Resul-
tat ist in der Regel ein FE-Gitter mit einer kleinen Maschenweite in der
Nihe der storenden lokalen Einflussgrofien und mit hohen Polynomgraden
auferhalb hiervon. Die Maschenweite kann entweder durch Zerlegung der
Gitterelemente, Verschieben der Gitterkoordinaten (r-Methode) oder durch
Neuvernetzung (aufgrund einer vorgegebenen Knotendichte-Funktion) ad-
aptiert werden.

Im Folgenden wird sowohl eine h-adaptive als auch hp-adaptive Strategie
vorgestellt und auf die bisher beschriebenen Problemklassen elliptischer Mi-
nimierungsprobleme erster und zweiter Art angewandt. Hierzu werden die
in den Abschnitten IV.3 und IV.4 dargestellten Fehlerschiitzer verwendet.

Wesentlich fiir die Fehlerkontrolle elliptischer Minimierungsprobleme ist die
Nutzung von Fehlerschétzern fiir Variationsgleichungen, wie sie in Abschnitt
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IV.2 vorgestellt werden. Aus diesem Grund wird der allgemeinen Betrach-
tung eine Untersuchung der Adaptierungsstrategien fiir Variationsgleichun-
gen an dem Beispiel (IT1.16) vorangestellt, da hiermit ihre Anwendbarkeit
gut demonstriert werden kann. Weitere Beispiele sind im Abschnitt A.1 ent-
halten.

Dariiber hinaus werden Anwendungsmoglichkeiten bei Fehlerbetrachtungen
vom Goal-oriented-Typ diskutiert.

Das wesentliche Resultat bei den folgenden Betrachtungen ist, dass die Ver-
wendung der hier beschriebenen Adaptierungsstrategien in der Regel zu den
gewiinschten Konvergenzsteigerungen fiihrt.

IV.7.1 h-adaptive Verfeinerungsstrategien

h-adaptive Strategien beruhen im Allgemeinen darauf, dass mit Hilfe eines
Fehlerschiitzers 7 mit der Darstellung n* = 3, . 77 diejenigen Gitterele-
mente bestimmt werden, die den grofiten Beitrag zum Gesamtfehler liefern.
Zur Verringerung der Maschenweite werden diese Elemente dann zerlegt,
wobei das hieraus resultierende verfeinerte Gitter im n#chsten Iterations-
schritt den zugrunde liegenden FE-Raum V}, definiert. Alternativ kann aber
auch eine Neuvernetzung mit einer hoheren Elementdichte im Bereich die-
ser Gitterelemente vorgenommen werden. Fiir die Auswahl I der mit den
grofiten Fehleranteilen behafteten Gitterelemente kénnen unterschiedliche
Kriterien angewandt werden.®

Ein einfaches Kriterium, das hier exemplarisch aufgefiihrt wird, ist das
sogenannte Fixed-Fraction-Kriterium: In jedem Iterationsschritt wird ein
vorher festgelegter, fester prozentualer Anteil x € [0,1] der Gitterelemen-
te zerlegt. Die sich daraus ergebene h-adaptive Strategie kann mit k* :=
| (1 — k)|7x|] + 1 wie folgt beschrieben werden:

(i) Ermittlung der ny fiir alle T' € 7.

(ii) Aufsteigende Sortierung zu nr, < np, < ...
(i) 1= {T € Ta | nr = . )
(iv) Zerlegung aller T' € K.

Zur Vermeidung k-irregulérer Knoten, Kanten bzw. Facetten kann nach der
Verfeinerung eine Regularisierung des Gitters vorgenommen werden, etwa
indem solange Gitterelemente, die k-irregulire Kanten oder Facetten enthal-
ten, zerlegt werden, bis diese innerhalb des Gitters nicht mehr vorkommen.

9ygl. [73], S. 178
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IV.7.2 hp-adaptive Verfeinerungsstrategien

Bei hp-adaptiven Strategien muss iiber die Entscheidung hinaus, welche
Elemente zerlegt werden sollen, zudem noch entschieden werden, welche
Elemente mit einem hoéheren Polynomgrad versehen werden sollen. Wie
bei h-adaptiven Strategien sind auch hier unterschiedliche Vorgehenswei-
sen moglich. Hierzu sei etwa auf [3], [42], [81] und [85] verwiesen. Die we-
sentliche Idee zur Wahl des lokalen Polynomgrads besteht in den meisten
Féllen in dem Versuch, die lokale Regularitit der Losung mit Hilfe eines
Fehlerschiitzers abzuschitzen. Wird die lokale Regularitéit fiir ein Gitterele-
ment als hoch eingeschétzt, lohnt sich die Erhohung des Polynomgrads, bei
geringer lokaler Regularitét ist die Zerlegung des Elements sinnvoll.

Im Folgenden wird eine Strategie vorgestellt, die auf einer Abschitzung
der lokalen Regularitit aufgrund von Fehlerschétzungen zweier aufeinander
folgender FE-Berechnungen basiert und die sich im Wesentlichen an die hp-
adaptive Strategie aus [93] orientiert, jedoch den FE-Raum zur Ermittlung
der lokalen Regularitét in einer verfeinerten Variante wahlt.

Von zentraler Bedeutung bei dieser Strategie ist die Annahme, dass sich die
lokalen Fehleranteile nr fiir Gitterelemente 7" ungefahr wie

nr ~ Crpp?™
verhalten. Sind zwei Fehleranteile 7% und 7k fiir pr bzw. pr + 1 bekannt,
kann or als
__ log(np/n?)
log(pr/(pr +1))
berechnet werden. Der Parameter or ist hier als ein Maf fiir die lokale

Regularitdt interpretierbar. Ist die Losung beziiglich des Gitterelements T’
hinreichend regulédr, muss gp grofer als pr + 1 sein.

or

Der erste Schritt der im Folgenden beschriebenen hp-adaptiven Strategie
besteht wie bei der oben vorgestellten h-adaptiven Strategie darin, die Git-
terelemente mit den gréBten lokalen Fehleranteilen 79 in einer Auswahl K
zu erfassen. Auch hier kann diesbeziiglich wie oben ebenfalls das Fixed-
Fraction-Kriterium fiir ein x € [0, 1] angewandt werden. Der lokale Poly-
nomgrad der in K erfassten Gitterelemente wird um eins erhcht. Damit der
volle lokale Polynomraum auf den Gitterelementen mit erh6htem lokalen Po-
lynomgrad zur Verfiigung steht und nicht durch eventuell erforderliche Ste-
tigkeitsanpassungen reduziert wird, wird ebenfalls der lokale Polynomgrad
von denjenigen Elementen um eins erhoht, die zu Elementen aus K tiber eine
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Kante oder eine Facette benachbart sind und die nicht zu I gehdren. Diese
Elemente werden in der Menge W zusammengefasst. Anschliefend wird der
Fehler aufgrund einer weiteren FE-Berechnung durch die Fehleranteile 73
erneut geschétzt. Im néchsten Schritt wird die urspriingliche Verteilung der
Polynomgrade wiederhergestellt, der Polynomgrad der Elemente T' € LUW
wird um eins verringert.

Mit den nun zur Verfiigung stehenden lokalen Fehleranteilen 7% und ni-
kann entschieden werden, ob eine Zerlegung eines Elements T € IC oder ei-
ne Erhohung des Polynomgrads pr vorgenommen werden soll: Ein Element
T € K wird zerlegt, falls die geschétzte lokale Regularitéit or echt kleiner
als ppr + 1 ist. Die neuen Elemente erhalten den Polynomgrad pr. Dagegen
wird der lokale Polynomgrad von T wieder erh6ht, wenn o > pr + 1 ist.

Diese Strategie kann insgesamt wie folgt zusammengefasst werden:
(i) Ermittlung der 5% fiir alle T' € 7j,.
(ii) Aufsteigende Sortierung zu n9, <7}, <....
(iii) £:={T €T n} >n3,.}
(V) W:={TeT,\K|ITheK: 0ATNTy ¢V}
(V) pri=pr+1,falls T e CUW.
(vi) Ermittlung der ni. sowie or fiir alle T' € K.
(vil) pr:=pr—1firalleT € CUW.
(viii) Zerlegung von T € K, falls or < pr + 1.
(ix) pr:=pr+1firalle T € K, falls or > pr +1

In den Abbildungen IV.13 und IV.14 werden die einzelnen Schritte der oben
aufgefiihrten hp-Strategie an einem Beispiel mit £ = 0.2 demonstriert. Dabei
sind die Schritte (i)-(v) in Abbildung IV.13 zu sehen, und die Schritte (vi)-
(ix) in Abbildung IV.14.
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Abb. IV.13: Berechnung der 17,(}, Ermittlung der Menge K, Erhéhung des lokalen Poly-
nomgrads fiir Elemente T' € W.
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Abb. IV.14: Geschitzte lokale Regularitit fiir Elemente T' € K, hp-Adaptierung des
FE-Gitters.
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Sollen k-irregulidre Kanten bzw. Facetten vermieden werden, kann auch bei
hp-adaptiven Strategien wie oben beschrieben eine Regularisierung des FE-
Gitters vorgenommen werden. Auflerdem ist es in der Regel giinstiger, dass
die Differenz lokaler Polynomgrade von {iber eine Kante oder Facette be-
nachbarten Elemente nicht allzu grof3 ist, was gegebenenfalls weitere An-
passungen der Verteilung der lokalen Polynomgrade erforderlich macht.

Im Unterschied zu den meisten hp-adaptiven Strategien der oben referen-
zierten Arbeiten zeichnet sich die vorgestellte Strategie vor allem durch
einen relativ vorsichtigen Umgang in Bezug auf die Ermittlung der beiden
Fehleranteile ). und 7} aus. Im Gegensatz hierzu werden diese Anteile
z.B. in [80] ohne einen speziellen Zwischenschritt berechnet, in dem nur
p-Verfeinerungen vorgenommen werden. Ob die dabei resultierenden Feh-
leranteile iiberhaupt in Beziehung miteinander stehen, ist fraglich, da die
in jedem Schritt vorgenommenen Adaptierungsschritte sicherlich nicht ohne
Einfluss auf die Fehleranteile bleiben. Tatséichlich sind die in [80] vorgestell-
ten hp-adaptiven Gitter deutlich nicht optimal.

Das Hauptproblem der hier vorgestellten h- und hp-adaptiven Strategien
sowie beinahe aller in der Literatur bekannten Strategien zur Verfeinerung
besteht darin, dass diese letztlich auf heuristischen Annahmen beruhen.
Problematisch ist vor allem, dass die lokalen Fehleranteile nyr des Feh-
lerschéitzers n im strengen Sinne nicht notwendigerweise die lokalen Fehler
wiedergeben miissen. Die Anwendung der Strategien fithrt zwar in den mei-
sten Fillen zu fast optimalen Gittern bzw. zu Gittern, die eine geforderte
Konvergenz sichern, jedoch ist die Optimalitit der FE-Gitter im Allgemei-
nen unbewiesen. Ein rigoroser Nachweis der Optimalitéit der erzeugten Git-
ter ist in der Regel nur unter sehr eingeschrinkten Bedingungen moglich,
wie zum Beispiel bei Beschriankung auf eindimensionale Probleme. Hierzu
sei etwa auf [15], [60] und [84] verwiesen.

IV.7.3 h- und hp-adaptive Verfeinerungen fiir
Variationsgleichungen

Wie eingangs erwédhnt, ist die Verwendung von Fehlerschétzern fiir Variati-
onsgleichungen von zentraler Bedeutung fiir die in Abschnitt IV.1 bzw. IV.3,
IV.4 und IV.5 entwickelten Fehlerschiitzer fiir elliptische Minimierungspro-
bleme erster und zweiter Art. In Abschnitt IV.2 wird diesbeziiglich ein
residualer Fehlerschétzer, der auch fiir Finite-Elemente-Anwendungen mit
hoheren Polynomanséitzen geeignet ist, vorgestellt und hinsichtlich seiner
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Zuverlissigkeit tiber die Betrachtung des Effektivitéitsindexes an Beispielen
studiert.

Im vorliegenden Abschnitt wird die Eignung des residualen Fehlerschitzers
in Bezug auf die Anwendbarkeit von h- und hp-adaptiven Verfeinerungsstra-
tegien untersucht. Im Vordergrund der Betrachtungen stehen numerische
Experimente bzgl. des Modellproblems (II.6) mit der analytischen Losung
u wie in (II1.16). Da u nicht HZ?-reguliir ist, kann weder bei globalen h-
Verfeinerungen eine Konvergenzordnung der Form O(hP) noch bei reinen p-
Verfeinerungen exponentielle Konvergenz erwartet werden. Anhand numeri-
scher Beispiele wird untersucht, ob mit Hilfe von h- bzw. hp-adaptiven Stra-
tegien Konvergenzsteigerungen in angemessenen Grofienordnungen erreicht
werden konnen. Auflerdem wird die Zuverlissigkeit des Fehlerschétzers mit
Hilfe des Effektivitéitsindexes gepriift.
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Abb. IV.15: Konvergenzverhalten bei h-adaptiver Verfeinerung (oben) und Effekti-
vitdtsindizes (unten) fir p = 1 und « = 1.0,0.8,0.5,0.2 (links), p = 2 und K =
1.0,0.5,0.2,0.1 (mitte) und p = 3 und k = 1.0,0.2,0.1,0.05 (rechts).

In Abbildung IV.15 ist das Konvergenzverhalten bei h-adaptiven Verfeine-
rungen fiir die Polynomgrade p = 1,2, 3 und verschiedenen Fixed-Fraction-
Parametern x zu sehen. Dass auch der Fehlerschétzer das richtige Konver-
genzverhalten wiedergibt, ist anhand des rechts dargestellten Effektivitéts-
indexes festzustellen. Dieser ist fiir alle Verfeinerungen im Wesentlichen kon-
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stant. Zu beobachten ist, dass die Schwankungen des Effektivitdtsindexes
abnehmen, je ndher £ an 1.0 gew#hlt wird.

SchlieBlich ist zu bemerken, dass offenbar die geforderten Konvergenzord-
nungen O(hP) fiir die hier dargestellten Polynomgrade erreicht werden. Ins-
besondere erkennt man, dass je kleiner x gewéhlt wird, desto besser wird die
gewiinschte Konvergenzordnung erreicht. Der optimale Wert fiir x ist jedoch
abhéngig von dem gewéhlten Polynomgrad. Wie aus den Abbildungen zu
erkennen ist, ist dieser fiir p = 1 etwas kleiner als 0.5, fiir p =2 und p = 3
etwas kleiner als 0.2 bzw. 0.1. Ein moglichst grofler optimaler Wert fiir
ist wiinschenswert, da hiermit die Anzahl der Adaptierungsschritte gering
bleibt.

Zusammenfassend ist aus den Abbildungen abzulesen, dass zwar ein hoher
Fixed-Fraction-Parameter im besonderen Mafle die Zuverlissigkeit der Feh-
lerschéitzung sichert, dieser verhindert aber gleichzeitig die Optimalitéit der
Konvergenzordnung.

: - - B R
s s : IR RE
Abb. IV.16: h-adaptive Gitter mit optimaler Konvergenzordnung fiir p=1,...,6.

In der Abbildung IV.16 sind h-adaptive Gitter zu den Polynomgraden p =
1,...,6 zu sehen, die gemifl Abbildung IV.15 sowie IV.17 eine jeweils op-
timale Konvergenzordnung O(h?) gewéhrleisten. Auffillig sind die Gitter-
strukturen zu p = 1 und p = 3. Die Gitter fiir die Polynomgrade p = 2,4, 5,6
haben kreisférmig angeordnete lokale Verfeinerungen mit der einspringen-
den Ecke als Zentrum und entsprechen damit den radialen Gittern aus Satz
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I11.4. Die Gitter fiir p = 1 und p = 3 weisen dagegen deutlich abweichende

Strukturen auf.
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Abb. IV.17: Konvergenzverhalten bei h-adaptiver Verfeinerung, Effektivitatsindizes fiir

p=4,5,6.
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Abb. IV.18: Konvergenzverhalten bei hp-adaptiver

fiir k = 1.0,0.5, 0.2.
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Verfeinerung, Effektivititsindizes

In Abbildung IV.18 ist das Konvergenzverhalten bei der Verwendung hp-
adaptiver Verfeinerungen dargestellt. Fiir die gewéhlten Fixed-Fraction-
Parameter k € {0.2,0.5,1.0} erhélt man exponentielle Konvergenz.

Wie bei der Anwendung von h-adaptiven Verfeinerungen ist in diesem Fall
ebenfalls zu beobachten, dass kleine Fixed-Fraction-Parameter ein besseres
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Konvergenzverhalten erzielen. Jedoch ist auch hier abzuwigen, dass kleine
Parameter die Qualitit der Fehlerschitzung mindern (vgl. Effektivitéitsin-
dex in Abbildung IV.18 (rechts)) und die Anzahl der erforderlichen Adap-

tierungsschritte erhGhen.
10 100 1000 10000 100000

h #DOF

Abb IV.19: hp-adaptives FE-Gitter, Vergleich von hp-adaptiven Verfeinerungen (vgl.
Abb. II1.3).
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In Abbildung IV.19 (links) ist ein hp-adaptives FE-Gitter zu sehen, das mit
einem Fixed-Fraction-Parameter von k = 0.2 erzeugt wird. Die aus dem Ver-
feinerungsprozess resultierenden Gitter entsprechen exakt den Gittern der
geometrischen Gitterfolgen aus Satz I11.5. Dagegen weicht die Polynomgrad-
verteilung deutlich von der a-priori vorgeschlagenen Verteilung ab. Bei letz-
terer steigt der lokale Polynomgrad ausgehend von der einspringenden FEcke
schichtweise linear an (vgl. Abbildung ITI.4 (unten)), wihrend sich der An-
stieg bei der hp-adaptiven Verteilung {iber drei Schichten mit einem um eins
verminderten Polynomgrad in den Ecken der ersten beiden Schichten voll-
zieht. Das FE-Gitter aus Satz II1.5 erhélt man als hp-adaptives FE-Gitter,
wenn k£ = 1 gew#hlt wird. Insgesamt wird deutlich, dass die FE-Gitter,
die bei einem Fixed-Fraction-Parameter von x = 0.2 erzeugt werden, ein
wesentlich besseres Konvergenzverhalten als die iiberlicherweise in der Lite-
ratur vorgeschlagenen FE-Gitter bei gleichem Grading-Factor von o = 0.5
liefern. Offenbar kompensiert eine giinstigere Verteilung der lokalen Poly-
nomgrade den eigentlich nicht optimal gewéhlten Grading-Factor, dessen
Optimalwert bei etwa 0.15 liegt.

In Abbildung IV.19 (rechts) ist schliefllich ein Vergleich der Konvergenzver-
halten von FE-Gittern wie in Abbildung II1.3, die mit dem laut Literatur op-
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timalen Grading-Factor von o = 0.15 erzeugt werden, und hp-adaptiven FE-
Gittern zu sehen. Erkennbar ist, dass das Konvergenzverhalten der durch
den hp-adaptiven Verfeinerungsprozess erzeugten FE-Gitter mindestens von
der Giite der a-priori festgelegten FE-Gitter ist.

IV.7.4 h- und hp-adaptive Verfeinerungen mit
Fehlerschitzern vom Goal-Oriented-Typ

In Abschnitt IV.6 werden Fehlerschitzer vom sogenannten Goal-Oriented-
Typ vorgestellt, mit denen Fehlerkontrollen von lokalen, durch Funktiona-
le J € V' beschriebenen Gréfien moglich sind. In diesem Abschnitt wird
anhand numerischer Experimente untersucht, in welcher Weise die Anwen-
dung der in Abschnitt IV.2 hergeleiteten Fehlerschitzer zusammen mit den
h- und hp-adaptiven Strategien aus den Abschnitten IV.7.1 und IV.7.2 fiir
Konvergenzverbesserungen in Bezug auf Variationsgleichungen genutzt wer-
den koénnen.

Neben Untersuchungen beziiglich Konvergenzverhalten und Gitteradaptie-
rung wird auch die Entwicklung der Anzahl der Freiheitsgrade von primaler
und dualer Diskretisierung diskutiert. Dieser Aspekt erscheint vor allem
deshalb von Interesse, weil durch die Berechnung der dualen Lésung eine
weitere FE-Berechnung durchgefiithrt werden muss, die vorzugsweise keinen
hoheren Aufwand als die FE-Berechnung fiir die primale Losung verursa-
chen sollte.

Wie im Abschnitt zuvor ist das primale Problem ebenfalls das durch (II.6)
beschriebene Modellproblem, dem die Diskretisierung (III.13) zugeordnet
ist. Als analytische Losung w wird auch hier die Funktion aus (III.16) vor-
ausgesetzt.

Das hierzu gewiihlte duale Problem entspricht der Formulierung (IV.53)
mit der in (IV.54) angegebenen Diskretisierung. Als Fehlermafl wird hier
exemplarisch das Funktional (J,v) := (¢, v)o,r, mit

1, z0 € [—0.25,0.25]

0, sonst

Y(xo, 1) = {

gewihlt. Bei den folgenden Experimenten werden zunédchst der Raum Vj, fiir
das primale Problem und der Raum V;, fiir das duale Problem getrennt von-
einander mit Hilfe der oben beschriebenen Strategien adaptiert, um jeweils
moglichst optimale Verfeinerungen zu gewinnen. Hierbei wird das Gitter
bzw. die lokale Polynomgradverteilung sowohl fiir das primale Problem als
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auch fiir das duale Problem in jedem Adaptierungsschritt angepasst.2’ Ob-
wohl hierbei fiir das primale und das duale Problem unterschiedliche Gitter
bzw. Polynomgradverteilungen erzeugt werden, zeigt sich, dass die Anzahl
der verwendeten Freiheitsgrade im Wesentlichen gleich ist.
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Abb. IV.20: Konvergenzverhalten fiir p = 1 und h-adaptive Verfeinerungen fiir die
primale und duale Diskretisierung, Effektivititsindizes.
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Abb. IV.21: Konvergenzverhalten fiir p = 2 und h-adaptive Verfeinerungen fiir die
primale und duale Diskretisierung, Effektivitdtsindizes.

20 Alternativ kann z.B. auch eine Adaptierung des dualen Gitters in jedem 2. oder 3.
Schritt erfolgen, oder es wird zunéchst das primale Problem adaptiert und anschlieend
mit einem gewissen Prozentsatz der fiir das primale Problem verwendeten Freiheitsgrade
das duale Problem angepasst.
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In den Abbildungen IV.20 und IV.21 (links) sind das wahre, das durch
den Korrekturterm korrigierte und das durch den Ausdruck 7,14 geschétz-
te Konvergenzverhalten bei h-adaptiven Verfeinerungen und Polynomgrad
p = 1,2 zu sehen. Deutlich erkennbar ist die zuvor beschriebene Verdoppe-
lung der Genauigkeit. Auerdem ist offenbar der Korrekturterm in dieser
Konfiguration von héherer Ordnung und kann u.U. vernachlissigt werden.
Mit Blick auf die in Abbildung IV.20 und IV.21 (rechts) dargestellten Effek-
tivitdtsindizes wird eine leichte Gitterabhéngigkeit des fiir p = 1 gegebenen
Fehlerschétzers sichtbar. Fiir den Polynomgrad p = 2 ist der Effektivitéits-
index jedoch konstant.
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Abb. IV.22: h-adaptives Gitter fiir das duale Problem bei p = 1, Anzahl der Freiheits-

grade.

In den Abbildungen IV.22 und IV.23 (links) sind zum dualen Problem
gehorige h-adaptive Gitter fiir p = 1 und p = 2 dargestellt. Die h-adaptiven
Gitter fiir das primale Problem sind die bereits in Abbildung IV.16 gezeig-
ten, den Polynomgraden p = 1 und p = 2 entsprechenden Gitter.

Bei den fiir das duale Problem erzeugten Gittern sind lokale Verfeinerungen
sowohl in der N#he der einspringenden Ecke als auch in der Umgebung von
(—0.25,—0.5) und (0.25,—0.5) zu erkennen. Letzteres ist im Wesentlichen
auf Singularititen zuriickzufithren, die sich durch Spriinge in den Neumann-
schen Randdaten ergeben, also insbesondere durch Eigenschaften von J.
Dass die Anzahl der in jedem Adaptierungsschritt verwendeten Freiheits-
grade fiir das primale und fiir das duale Problem ungefiahr gleich ist, ist in
den Abbildungen IV.22 und IV.23 (rechts) zu erkennen.
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Abb. IV.24: Konvergenzverhalten fiir hp-adaptive Verfeinerungen fiir die primale und
duale Diskretisierung, Effektivitéatsindizes.

In Abbildung IV.24 (links) wird das exponentielle Konvergenzverhalten bei
hp-adaptiven Verfeinerungen dargestellt. Auch hier ist die Verdoppelung der
Genauigkeit bei Verwendung des korrigierten Fehlermafles zu erkennen.

Bei hp-adaptiven Verfeinerungen kann offenbar der Korrekturterm nicht
vernachlissigt werden. Mit Blick auf die Kurven von J(u)-J(uh), |cor. |
und J(u)-(J(uh)+cor.) wird deutlich, dass erst durch die Addition des
Korrekturterms die Schétzung zuverlissig wird, was durch den zugehorigen
Effektivitdtsindex schlieBlich bestétigt wird.
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Abb. IV.25: hp-adaptives FE-Gitter fiir das duale Problem, Anzahl der Freiheitsgrade.

In Abbildung IV.25 (links) ist ein hp-adaptives FE-Gitter fiir das duale Pro-
blem mit den typischen geometrischen Verfeinerungen an Stellen mit Singu-
laritdten und der oben beschriebenen Verteilung des lokalen Polynomgrads
zu sehen.

Die Anzahl der Freiheitsgrade fiir das duale Problem ist, wie in Abbildung
IV.25 (rechts) dargestellt, etwas hoher als die entsprechende Anzahl fiir das
primale Problem. Jedoch wiichst die Anzahl der Freiheitsgrade beider Pro-
bleme im gleichen Mafle.

Die Verwendung von zwei unterschiedlichen FE-Gittern, einem FE-Gitter
fiir das primale Problem und einem fiir das duale Problem, ist aus imple-
mentierungstechnischen Gesichtspunkten nicht unproblematisch, da die Be-
rechnung des Anteils a(uy, z;;) innerhalb des Korrekturterms 6(up, 2;) einen
erheblichen Datentransfer u.U. iiber mehrere Verfeinerungsebenen hinweg
erfordert.

Die Frage ist nun, ob FE-Gitter konstruiert werden kénnen, in denen glei-
chermaflen die Adaptierungserfordernisse des primalen wie des dualen Pro-
blems Beriicksichtigung finden, so dass letztlich die Verwendung nur eines
FE-Gitters ausreichend ist.

Mit Blick auf die nun folgenden Experimente kann diese Frage durchaus
bejaht werden, sofern eine moderate Uberverfeinerung in Kauf genommen
werden kann.

Die Vorteile, die die Verwendung nur eines FE-Gitters fiir beide Proble-
me mit sich bringt, sind offensichtlich: Zum einen ergeben sich erhebliche
Vereinfachungen bei Implementierungsansétzen, da kein Datentransfer von
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verschiedenen Gittern notwendig ist. Zum anderen entfillt wegen z; € V},
der Korrekturterm 6(up, z;), womit sich die Fehlerabschétzungen (IV.51)
und (IV.52) zu

[(J,u) = (J,un)| < Crpna
vereinfachen.
Zur Gewinnung einer adaptiven Strategie ist der Ausdruck 7,74 nicht un-
mittelbar anwendbar, da hier keine lokalen Fehleranteile dargestellt werden.
Mit € := n,(2n4) ! ist aber

1 1
Mplld = —1p +eng = Y —npp + €ng .
4e 4e
TeT
Damit ist die Anwendung der in den Abschnitten IV.7.1 und IV.7.2 vorge-
stellten Strategien mit den lokalen Fehleranteilen

nr = (46)_177;277T + 57737%

moglich. In den Abbildungen IV.26 und IV.27 ist links das Konvergenzver-
halten bei h-adaptiven Verfeinerungen von nur einem Gitter sowohl fiir das
primale als auch fiir das duale Problem dargestellt. Erkennbar ist, dass die
Konvergenz fiir p = 1 und p = 2 von nahezu optimaler Ordnung ist. Ebenso
erkennt man auch hier wieder die typische Verdoppelung der Genauigkeit.
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Abb. IV.26: Konvergenzverhalten fiir p = 1 und h-adaptive Verfeinerungen fiir die
primal-duale Diskretisierung, Effektivitdtsindizes.

Die Zuverlassigkeit der Fehlerschitzungen wird in den Abbildungen 1V.26
und IV.27 (rechts) deutlich. Zwar treten auch hier gewisse Oszillationen bei
den Effektivitdtsindizes auf, diese fallen aber relativ moderat aus.
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Abb. IV.27: Konvergenzverhalten fiir p = 2 und h-adaptive Verfeinerungen fiir die
primal-duale Diskretisierung, Effektivititsindizes.

Abb. IV.28: h-adaptives Gitter fiir das primale und das duale Problem bei p = 1 und
p=2.

In Abbildung 1V.28 sind h-adaptive Gitter fiir p = 1 und p = 2 darge-
stellt, die den oben erwidhnten Berechnungen zugrunde liegen. Fiir beide
der hier betrachteten Polynomgrade kommt es zumindest aus Sicht des pri-
malen Problems zu den erwarteten Uberverfeinerungen. Diese sind vor allem
in den Bereichen zu lokalisieren, bei denen die Neumannschen Randdaten
des dualen Problems Spriinge aufweisen. Letztlich ist jedoch die Anzahl
der zusitzlichen Freiheitsgrade, die aus den Uberverfeinerungen resultieren,
gegeniiber der Gesamtzahl der Freiheitsgrade vernachléssigbar.
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Abb. IV.29: Konvergenzverhalten fiir hp-adaptive Verfeinerungen fiir die primal-duale
Diskretisierung, Effektivitatsindizes.

Abbildung IV.29 zeigt das exponentielle Konvergenzverhalten bei hp-adap-
tiven Verfeinerungen. Deutlich ist auch hier die Verdoppelung der Genau-
igkeit zu erkennen. Der zugehorige Effektivitdtsindex bewegt sich in einem
moderaten Bereich, womit die Schitzung als zuverldssig zu betrachten ist.

Abb. IV.30: hp-adaptives FE-Gitter fiir das primale und das duale Problem.

In Abbildung IV.30 ist ein hp-adaptives FE-Gitter, das dem primalen und
dualen Problem zugrunde liegt, dargestellt. Wie bei den h-adaptiven Git-
tern zuvor ist auch hier erkennbar, dass alle Adaptierungserfordernisse so-
wohl des primalen als auch des dualen Problems beriicksichtigt werden. So
sind geometrische Verfeinerungen in der Nihe von Singularitdten des pri-
malen wie des dualen Problems sichtbar. Auch die Polynomgradverteilung
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entspricht den Verteilungen wie sie in Abschnitt 1V.7.3 diskutiert werden.
Die Uberverfeinerung fiir das primale Problem im Bereich von (—0.25, —0.5)
und (0.25, —0.5) wirkt sich nicht wesentlich auf das asymptotische Verhalten
von 7, aus.

IV.7.5 h- und hp-adaptive Verfeinerungen fiir
Modellprobleme

Die in Abschnitt IV.7.3 vorgestellten Experimente fiir H!-Fehlerabschiitzun-
gen bzgl. Variationgleichungen zeigen, dass die Anwendung der in den Ab-
schnitten IV.7.1 und IV.7.2 vorgestellten h- und hp-adaptiven Strategien in
der Regel zu einem Konvergenzverhalten fithrt, das beziiglich der verwen-
deten Polynomgradverteilung angemessen ist.

In diesem Abschnitt wird anhand von experimentell gewonnenen Daten un-
tersucht, ob Ergebnisse dieser Form auch fiir modellhafte elliptische Mini-
mierungsprobleme erster und zweiter Art gewonnen werden kénnen. Auch
hierbei werden die h- und hp-adaptiven Strategien aus den Abschnitten
IV.7.1 und IV.7.2 verwendet.

Entscheidend fiir die Herleitung der in Abschnitt IV.3 beschriebenen Me-
thode zur Fehlerkontrolle sind Fehlerschétzer fiir Variationsgleichungen, wie
sie etwa in Abschnitt IV.2 angegeben werden. Die experimentell ermittel-
ten Daten aus den Abschnitten IV.2 und IV.7.3 lassen auf eine hohe Zu-
verldssigkeit dieser Schétzer schlieflen, wodurch sie im besonderen Mafle fiir
die Anwendung in diesem Zusammenhang pridestiniert sind.

Die Modellprobleme, die diesem Abschnitt zugrunde liegen, sind das ver-
einfachte Signorini-Problem (I1.10) und das modellhafte Reibungsproblem
(I1.21) aus den Abschnitten II1.2.1 bzw. I1.2.2 mit den in diesen Abschnitten
aufgefithrten konkreten Funktionen f, ¢, ¢ und s. In den folgenden Test-
rechnungen wird stets die Polynomgradverteilung p; < p—1 fiir MP' (71 )
vorausgesetzt. Das Gitter 7 p ist so gewéhlt, dass h/H < 0.5 ist. Diese
Wahl erweist sich bei den hier betrachteten Beispielen im Wesentlichen als
stabil.2!

Da weder fiir das vereinfachte Signorini-Problem noch fiir das modellhaf-
te Reibungsproblem analytische Losungen zur Verfiigung stehen, kénnen
die Effektivititsindizes der in den vorigen Abschnitten hergeleiteten Feh-
lerschiitzer nicht bestimmt werden.?? Entscheidend bei den folgenden Un-

21ygl. Abschnitt II1.1.1
22Ist die exakte Losung nicht bekannt, kann zur Ermittlung des Effektivititsindex
hiufig eine Referenzlésung herangezogen werden, die mit hohem Aufwand z.B. auf ei-
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tersuchungen ist jedoch, dass das Konvergenzverhalten qualitativ mit Hilfe
der Fehlerschétzer geschitzt werden kann.?3
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Abb. IV.31: Geschitztes Konvergenzverhalten fiir h-adaptive Verfeinerungen (Sig-
norini-Problem).

In Abbildung IV.31 ist das geschitzte Konvergenzverhalten bei h-adaptiven
Verfeinerungen fiir die Polynomgrade p = 2 und p = 3 dargestellt. Den
Berechnungen liegt das vereinfachte Signorini-Problem zugrunde. Da die
Losung fiir dieses Problem im Wesentlichen H?2-regulir ist, liefern globale
Verfeinerungen bei Polynomgrad p = 1 bereits die optimale Konvergenz-
ordnung O(h). Eine Adaptierung des Gitters hat demnach keinen Sinn.?*
Diese ist erst fiir Polynomgrade p > 2 zweckméifig, da in diesem Fall Konver-
genzverbesserungen erwartet werden konnen und in Abbildung IV.31 auch
tatséichlich zu erkennen sind: Fiir die Polynomgrade p = 2 und p = 3 wird
die optimale Konvergenzordnung O(h?) erreicht.

In Abbildung IV.32 sind h-adaptive Gitter fiir die Polynomgrade p = 2 und
p = 3 dargestellt. Erkennbar sind lokale Verfeinerungen in den Ecken und
vor allem an den Randbereichen der Kontaktzone.?> Zudem gibt es lokale

nem stark verfeinerten, regelméfiigen Gitter berechnet wurde. Bei adaptiven Verfahren
insbesondere mit hohen Polynomgraden ist dieses Vorgehen im Allgemeinen jedoch nicht
geeignet, da in den meisten Féllen die Genauigkeit der adaptiven Losung hoher als die
der Referenzlésung ist.

23vgl. Abschnitt IV.3

24Tatséchlich erhilt man bei der Anwendung der oben vorgestellten h-adaptiven Stra-
tegie bis auf unwesentliche Verfeinerungen im Kontaktbereich nur globale Verfeinerungen.

25ygl. Abbildung II.1 (rechts)
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Verfeinerungen in der Kontaktzone selbst.
Auftillig sind auch hier die Gitterstrukturen fiir p = 3. Wahrend fiir p = 2
radiale Verfeinerungen zu sehen sind, ist dies fiir p = 3 nicht der Fall.

Abb. IV.32: h-adaptive Gitter fiir p = 2 und p = 3 (vereinfachtes Signorini-Problem).
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Abb. IV.33: Geschitztes Konvergenzverhalten fiir h- und hp-adaptive Verfeinerungen,
hp-adaptives FE-Gitter fiir das vereinfachte Signorini-Problem.

In Abbildung IV.33 (links) ist das geschitzte Konvergenzverhalten bei hp-
adaptiven Verfeinerungen zu sehen. Auflerdem ist zum Vergleich das ge-
schitzte Konvergenzverhalten bei h-adaptiven Verfeinerungen mit p = 2
abgebildet. Erkennbar ist die exponentielle Konvergenz der hp-Variante.

In Abbildung IV.33 (rechts) ist ein hp-adaptives FE-Gitter zu sehen, das
wéhrend des Verfeinerungsprozesses erzeugt wurde. Im Wesentlichen sind
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auch hier die typischen geometrischen Verfeinerungen beziiglich der Ecken
und in den Randbereichen der Kontaktzone zu sehen. In der Kontaktzo-
ne selbst kommt es sowohl zu Verfeinerungen als auch zur Erhéhung des
Polynomgrads.
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Abb. IV.34: Geschitztes Konvergenzverhalten fiir h-adaptive Verfeinerungen (Ideali-
siertes Reibungsproblem).

Abbildung 1V.34 zeigt das geschitzte Konvergenzverhalten bei h-adaptiven
Verfeinerungen fiir das idealisierte Reibungsproblem. Der Polynomgrad ist
hier p = 2 und p = 3. Wie bei dem vereinfachten Signorini-Problem ist die
Anwendung von h-adaptiven Strategien beziiglich p = 1 nicht zweckméfig,
da auch hier die Losung iiber die notwendige Regularitéit verfiigt, so dass
globale Verfeinerungen bereits die optimale Konvergenzordnung liefern. Fiir
p = 2 und p = 3 erhilt man dagegen erst bei Verwendung von Adaptierungs-
strategien die angemessene Konvergenzordnung O(h?).

In Abbildung IV.35 sind adaptive Gitter fiir die Polynomgrade p = 2 und
p = 3 dargestellt. Man erkennt deutlich lokale Verfeinerungen in den Ecken
und an den Ubergangsstellen von |g—Onu| = s zu |g—Opu| < 5.26 Fiir p =2
bilden die Gitterstrukturen eher radiale Formen, fiir p = 3 erkennt man das
fiir diesen Polynomgrad typische Muster wieder.

26ygl. Abbildung I1.2
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Abb. IV.35: h-adaptive Gitter fiir p = 2 und p = 3 (Idealisiertes Reibungsproblem).
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Abb. IV.36: Geschitztes Konvergenzverhalten fiir h- und hp-adaptive Verfeinerungen,
hp-adaptives FE-Gitter fiir das idealisierte Reibungsproblem.

Abbildung IV.36 (links) zeigt das geschiitzte Konvergenzverhalten bei hp-
adaptiven Verfeinerungen. Zum Vergleich ist zusétzlich das geschitzte Kon-
vergenzverhalten bei h-adaptiven Verfeinerungen mit Polynomgrad p = 2
abgebildet.

Das in Abbildung IV.36 (rechts) dargestellte FE-Gitter, das wiihrend des
hp-Verfeinerungsprozesses erzeugt wurde, weist ebenfalls die iiblichen Cha-
rakteristika auf: geometrische Verfeinerungen in den Ecken und an den wie
oben beschriebenen Ubergangsstellen, zudem die fiir Ap-Anwendungen ty-
pische Polynomgradverteilung.
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IV.7.6 h- und hp-adaptive Verfeinerungen fiir
linear-elastische Kontaktprobleme

Im Mittelpunkt dieses Abschnitts stehen numerische Experimente fiir die
in Abschnitt 1.4 gewonnenen Modelle fiir das Industrieroboter-gestiitz-
te Bandschleifen. Wie im Abschnitt zuvor wird untersucht, inwiefern h-
und hp-adaptive Strategien zur Konvergenzverbesserung eingesetzt werden
konnen. Das wesentliche Resultat ist, dass die im vorherigen Abschnitt fiir
idealisierte Modellprobleme gewonnenen Erkenntnisse in der Regel auf el-
liptische Minimierungsprobleme erster und zweiter Art, denen ein linear-
elastisches Modell zugrunde liegt, iibertragen werden kénnen: Durch lokale
Verfeinerungen im Kontaktbereich und speziell bei hp-adaptiven Verfeine-
rungen zusédtzlich durch kleine Polynomgrade im Kontaktbereich und ho-
he Polynomgrade auflerhalb kénnen Konvergenzgewinne erzielt werden, die
dem gewéhlten Verfeinerungstyp (h- oder hp-Methode) entsprechen. Fiir die
in diesem Abschnitt beschriebenen Testrechnungen wird ebenfalls p; < p—1
und h/H < 0.5 gewihlt, da diese Wahl sich bei den Berechnungen als stabil
erweist.

Das zur Verfiigung stehende Datenmaterial ist aufgrund der hohen Komple-
xitéit dieser Problemklassen®” an einigen Stellen nicht immer ausreichend,
um eindeutige, den Erwartungen entsprechende Aussagen zu treffen. Dieses
Manko wird hoffentlich in Zukunft durch den Einsatz effizienterer Rechner-
umgebungen und verfeinerter Optimierungsverfahren iiberwunden.

Abbildung IV.37 zeigt das geschitzte Konvergenzverhalten bei h-adaptiven
Verfeinerungen fiir p = 1 und p = 2. Das zugrunde liegende Modell ent-
spricht dem Problem (I1.46) beziiglich der in Abschnitt I11.4.1 beschriebenen
reibungsfreien Kontaktsituation beim Industrieroboter-gestiitzten Band-
schleifen.

Erkennbar ist, dass sowohl fiir den Polynomgrad p = 1 als auch fiir den
Polynomgrad p = 2 Konvergenzverbesserungen erzielt werden, die addquat
zum jeweils gewdhlten Polynomgrad sind. Insbesondere wird deutlich, dass
im Gegensatz zu den Modellbeispielen wenige globale Verfeinerungen fiir
den Polynomgrad p = 1 nicht ausreichen, um die theoretisch mogliche Kon-
vergenzordnung von O(h) zu bestitigen.?®

277u bedenken ist, dass die hohe Komplexitit vor allem durch die dreidimensionale
Modellierung bedingt ist. Moglichkeiten zur Dimensionsreduktion innerhalb der Model-
lierung (z.B. in Form eines ebenen Spannungs- oder Verzerrungszustands) sind aufgrund
der speziellen Kontaktverhéltnisse beim Industrieroboter-gestiitzten Bandschleifen nicht
zu rechtfertigen.

28vgl. Abschnitt I11.1.2
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Abb. IV.37: Geschitztes Konvergenzverhalten fiir h-adaptive Verfeinerungen (Rei-
bungsfreier Kontakt).

Abb. IV.38: h-adaptive Gitter fiir p =1 und p = 2 (Reibungsfreier Kontakt).

In Abbildung IV.38 sind h-adaptive Gitter fiir p = 1 und p = 2 dargestellt.
Vor allem im Kontaktbereich treten lokale Verfeinerungen auf. Insbesondere
konnen aufgrund dieser lokalen Verfeinerungen die fiir das Industrieroboter-
gestiitzte Bandschleifen interessanten Groflen, wie zum Beispiel die An-
druckkraft im Kontaktbereich, genauer bestimmt werden.?’ Vermutlich sind
Gitter, die aufgrund von Goal-Oriented-Fehlerschétzern zielgerichtet fiir ei-
ne genauere Bestimmung der Andruckkrifte adaptiert werden, noch vor-
teilhafter.Das geschétzte Konvergenzverhalten bei hp-adaptiven Verfeine-

29ygl. Abbildung I1.10
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rungen ist in Abbildung IV.39 (links) zu sehen. Ein erkennbarer exponenti-
eller Verlauf kann nicht festgestellt werden. Der Grund hierfiir ist vermut-
lich, dass die erwartete exponentielle Konvergenz erst relativ spit einsetzt
und durch die geringe Anzahl der verfiigbaren Verfeinerungsschritte noch
nicht hervorgerufen wird. Dagegen besitzt das in Abbildung IV.39 (rechts)
dargestellte hp-adaptive FE-Gitter die hp-typischen Merkmale mit lokalen
Verfeinerungen im Kontaktbereich und einer entsprechenden Polynomgrad-
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Abb. IV.39: Geschitztes Konvergenzverhalten fiir h- und hp-adaptive Verfeinerungen,

KAPITEL IV. FEHLERKONTROLLE UND ADAPTIVITAT

hp-adaptives FE-Gitter fiir das reibungsfreie Kontaktproblem.
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Abb. IV.40: Geschitztes Konvergenzverhalten fiir h-adaptive Verfeinerungen (Rei-
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bungsbehafteter Kontakt mit vorgegebener Normalspannung).
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Fiir das Reibungsproblem mit vorgegebener Normalspannung (I1.77) erhilt
man das in Abbildung IV.40 dargestellte geschiitzte Konvergenzverhalten
bei h-adaptiven Verfeinerungen sowie p = 1 und p = 2. Diesem Problem
liegt die Konfiguration aus Abschnitt 11.4.2 zugrunde, die den reibungsbe-
hafteten Kontakt mit vorgegebener Normalspannung beschreibt. Bei den
hier vorgestellten Testrechnungen wird ¢; = 0 gesetzt, um den Einfluss von
Spriingen in den Randdaten auf den Verfeinerungsprozess zu vermeiden.
Erkennbar ist, dass der Konvergenzgewinn fiir den Polynomgrad p = 1 im
Wesentlichen den Erwartungen entspricht. Fiir den Polynomgrad p = 2 ist
die Giite des Konvergenzgewinns nicht klar erkennbar, da die zur Verfiigung
stehenden Daten fiir genauere Aussagen nicht ausreichen.

Abb. IV.41: h-adaptive Gitter fiir p = 1 und p = 2 (Reibungsbehafteter Kontakt mit
vorgegebener Normalspannung).

In Abbildung IV.41 sind durch den Verfeinerungsprozess gewonnene h-adap-
tive Gitter fiir die Polynomgrade p = 1 und p = 2 dargestellt. An den FE-
Gittern sind klar die erwarteten Strukturen mit einer deutlichen Tendenz zu
lokalen Verfeinerungen im Kontaktbereich zu erkennen. Insbesondere sind
lokale Verfeinerungen im Kontaktzonenrand auszumachen, was bereits bei
den Modellrechnungen zu beobachten ist.

Abbildung IV.42 (links) zeigt das geschitzte Konvergenzverhalten bei hp-
adaptiven Verfeinerungen. Ahnlich wie bei der entsprechenden Untersu-
chung des reibungsfreien Kontakts ist eine exponentielle Konvergenz nicht
direkt erkennbar. Auch hier ist das zur Verfiigung stehende Datenmaterial
fiir genauere Aussagen unzureichend.

Dagegen besitzt das in Abbildung IV.42 (rechts) dargestellte hp-adaptive
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FE-Gitter die erwarteten hp-typischen Merkmale in Bezug auf lokale Ver-

feinerungen und Polynomgradverteilung.
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Abb. IV.42: Geschitztes Konvergenzverhalten fiir h- und hp-adaptive Verfeinerungen,
hp-adaptives FE-Gitter fiir reibungsbehafteten Kontakt mit vorgegebener Normalspan-
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Abb. IV.43: Geschitztes Konvergenzverhalten fiir
adaptives Gitter fiir reibungsbehafteten Kontakt.
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In Abbildung IV.43 (links) ist das geschiitzte Konvergenzverhalten beziiglich
des reibungsbehafteten Kontaktproblems fiir p = 1 dargestellt. Offenbar
fithrt die Anwendung von h-adaptiven Strategien zu einer deutlichen Kon-
vergenzsteigerung. Bei globalen Verfeinerungen erhélt man im Wesentlichen
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die in Satz IT1.10 vorhergesagte Konvergenzordnung von O(h'/?). Abbildung
IV .43 (rechts) zeigt das zugehorige h-adaptive Gitter mit lokalen Verfeine-
rungen im Kontaktbereich.

Der Vergleich mit den Aussagen aus Satz II1.10 ist jedoch kritisch zu be-
urteilen, da der Reibungswiderstand s durch die in Abschnitt 11.3.4 vorge-
stellten Fixpunktiteration des diskreten Lagrangeschen Multiplikators A\, g
bestimmt wird, deren Konvergenzeigenschaften nicht bekannt sind.?°
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Abb. IV.44: F|\, g|/|A,H|, Betrag der Tangentialverschiebungen [d¢(u)].

Abbildung IV.44 zeigt den Quotienten F|A, m|/|A¢,z| und den Betrag der
Tangentialverschiebungen |u;|. Die Verteilung von Haft- und Gleitzonen kor-
respondiert auch hier zu den dargestellten Tangentialverschiebungen. Im
Vergleich zu den Berechnungen, die Abbildung I1.15 zugrunde liegen, sind
diese Zonen durch den adaptiven Verfeinerungsprozess jedoch wesentlich
besser aufgelost.

IV.7.7 h- und hp-adaptive Verfeinerungen fiir
Hindernisprobleme

Das Ziel dieses letzten Abschnitts besteht darin, anhand von numerischen
Experimenten den Einsatz adaptiver Verfahren fiir das Hindernisproblem
aus Abschnitt I1.5.1 zu untersuchen. Die zugrunde liegende Beispielkonfigu-
ration ist ebenfalls diesem Abschnitt zu entnehmen.

Im Gegensatz zu den vorherigen Abschnitten wird im Folgenden p < p — 2
und h/H =1 fiir die Diskretisierung gewiihlt, da hierbei 7, = Ty gilt. Diese

30vgl. [46], [63]
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Wahl erweist sich bei der Durchfithrung der Experimente als vorteilhaft hin-
sichtlich der Approximationsgiite. Allerdings treten bei den durchgefiihrten
Testrechnungen Stabilitatsprobleme fiir sehr feine Gitter bzw. hohe Poly-
nomgrade auf, so dass Experimente mit angemessenen Lagrangeschen Mul-
tiplikatoren nur fiir eine eher geringe Anzahl von Freiheitsgraden durchfiihr-
bar sind.
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Abb. IV.45: Geschitztes Konvergenzverhalten fiir h-adaptive Verfeinerungen.

Abbildung IV.45 zeigt das geschitzte Konvergenzverhalten bei h-adaptiven
Verfeinerungen und p = 2 und p = 3. Dariiberhinaus ist das geschétzte
Konvergenzverhalten bei globalen Verfeinerungen abgebildet. Fiir den Po-
lynomgrad p = 1 sind h-adaptive Verfeinerungen nicht notwendig, da bereits
globale Verfeinerungen die Konvergenzordnung O(h) sichern. Dagegen wird
fiir die Polynomgrade p = 2 und p = 3, wie in der Abbildung erkennnbar,
erst durch Anwendung h-adaptiver Verfeinerungen die optimale Konvergen-
zordnung O(hP) erreicht.

Abbildung V.46 zeigt die zugehorigen h-adaptiven Gitter. Deutlich erkenn-
bar ist, dass alle kritischen Bereiche durch lokale Verfeinerungen erfasst
werden. Hierzu gehoren einerseits die Ecken als auch die Kontaktzone. Ins-
besondere wird der Grenzbereich zwischen Membran und Hindernis durch
Verfeinerungen aufgelGst.
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Abb. IV.46: h-adaptive Gitter fiir p = 2 und p = 3.
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Abb. IV.47: Geschitztes Konvergenzverhalten fiir h- und hp-adaptive Verfeinerungen.

Abbildung 1V .47 zeigt das geschiitzte Konvergenzverhalten bei hp-adaptiven
Verfeinerungen (64 und 1024 Elemente im Ausgangsgitter) sowie zum Ver-
gleich das geschétzte Konvergenzverhalten bei h-adaptiven Verfeinerungen
und p = 2. Die erwartete exponentielle Konvergenz ist nicht unmittelbar
erkennbar, was auch hier auf eine ungeniigende Anzahl von Verfeinerungs-
schritten zuriickzufiihren ist.

Dagegen erkennt man in Abbildung IV.48 die typischen hp-adaptiven Git-
terstrukturen mit Verfeinerungen im Bereich der Kontaktzone und hohen
Polynomgraden in kontaktfreien Bereichen.
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Abb. IV.48: hp-adaptives FE-Gitter mit 64 und 1024 Elementen im Ausgangsgitter.



Kapitel V

Ausblick

Diese Arbeit beinhaltet hauptsichlich drei Untersuchungsschwerpunkte:
Modellierung von Kontaktproblemen, h- und hp-Finite-Elemente-Diskreti-
sierungen sowie a-posteriori Fehlerkontrolle fiir Kontaktprobleme und Adap-
tivitéit. Exemplarisch werden Modellprobleme vom Signorini-Typ und idea-
lisierte Reibungsprobleme sowie, als Anwendung in der Fertigungstechnik,
Kontaktprobleme beim Industrieroboter-gestiitzten Bandschleifen betrach-
tet. Dariiber hinaus werden Anwendungsmdoglichkeiten auch fiir Modellpro-
bleme anderen Typs diskutiert. Ein wichtiger Untersuchungsaspekt ist die
Uberpriifung und Bewertung der gewonnenen Resultate anhand numeri-
scher Experimente. Jedoch bleibt in allen drei Untersuchungsschwerpunkten
eine Reihe von Fragen ungeklért:

Die Modellierung von Kontaktproblemen beschrénkt sich auf Kontaktpro-
bleme mit einseitigem Kontakt. Aus ingenieurwissenschaftlicher Sicht sind
vor allem Mehrkorperkontaktsysteme interessant, bei denen auch das Hin-
dernis als verformbar vorausgesetzt wird. Dariiber hinaus ermdoglicht zwar
die Verwendung eines statischen, rein elastischen Modells einen iiberschau-
baren mathematischen Zugang, jedoch entspricht in der Regel die Annahme
von dynamischem und nichtlinearem Materialverhalten eher der physika-
lisch/mechanischen Realitét. Insbesondere ist die Beschreibung des Mate-
rialverhaltens von Gummi-artigen Kontaktscheibenbeligen beim Industrie-
roboter-gestiitzten Bandschleifen mit Hilfe eines linear-elastischen Modells
ein Grenzfall. Hier bleibt sicherlich Raum zur Diskussion. Die Anwendung
von speziellen Gummi-spezifischen Stoffgesetzen, insbesondere die Beriick-
sichtigung von Inkompressibilitédten, fithrt unter Umstédnden zu realitdtsné-
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heren Modellierungen.! In jedem Fall ist bei der Ausweitung der Model-
lierung zu priifen, ob und in welcher Weise eine Einbettung, dhnlich wie
in dieser Arbeit fiir den einfacheren linear-elastischen Fall geschehen, in
einen funktionalanalystischen Rahmen méglich ist. Uberdies erfordern kom-
plizierte Modellannahmen auch spezielle Finite-Elemente-Implementierun-
gen und aufwiindige Konvergenzanalysen. Resultate sind in der Regel nur
fiir die h-Methode bekannt. Finite-Elemente-Zugéinge mit héheren Polyno-
mordnungen werden fiir nichtlineare Kontaktprobleme erst in jlingerer Zeit
untersucht. Hier sei z.B auf [74] und darin enthaltene Referenzen verwiesen.
Fehlerkontrolltechniken fiir dynamische bzw. nichtlineare Kontaktprobleme
werden in der Literatur hdufig nur fiir Spezialfiille und auch hier in der Re-
gel nur fiir Finite-Elemente-Ansétze niedriger Ordnung angegeben. Ob der
in dieser Arbeit vorgeschlagene allgemeine Zugang mit Hilfe variationeller
Sattelpunktformulierungen auch Fehlerkontrollen fiir Probleme dieses Typs
ermoglicht, ist in Zukunft sicherlich noch zu untersuchen.

Die Stabilitiat der in Kapitel 3 vorgeschlagenen Diskretisierung von Sattel-
punktformulierungen beruht im Wesentlichen auf der Verwendung gréberer
Gitter bzw. niedrigerer Polynomgrade fiir die Diskretisierung der Lagran-
geschen Multiplikatoren im Vergleich zum primalen Diskretisierungsansatz.
Fiir den Nachweis der Stabilitéit ist das Erfiilltsein eines schwer iiberpriifba-
ren Dualitdtsarguments hinreichend. Auflerdem ist das zu wahlende Verhlt-
nis von Maschenweiten und Polynomgraden von einer im Allgemeinen un-
bekannten Konstanten abhiingig. Letztlich ist in der Regel Gewissheit iiber
die Stabilitdt dieser Diskretisierung nur in einem begrenzten Mafle unter
Umsténden erst mit Hilfe numerischer Experimente zu erzielen. Rigorosere
Stabilitdtsnachweise sind fiir nichtkonforme Raviart-Thomas-Ansétze be-
kannt. Hierzu sei etwa auf [29] verwiesen. Die Frage ist jedoch, ob und
in welcher Form stabile Diskretisierungen von diesem Typ auch im hp-
Kontext und fiir a-posteriori Fehlerkontrolltechniken bei Kontaktproblemen
verwendbar sind.

In Kapitel 3 werden hierarchische Basen auf der Grundlage von Gegenbau-
erpolynomen fiir zwei- und dreidimensionale Diskretisierungen vorgestellt,
und es werden Moglichkeiten zur Einarbeitung von Stetigkeitsanforderun-
gen tiiber irreguldre Kanten und Facetten hinweg aufgezeigt. Alternativ zu
hierarchischen Basen kénnen aber auch Basen mit Lagrange-artigen Basis-
funktionen eingesetzt werden. Die in diesem Kapitel beschriebenen rekursiv
definierten Datenstrukturen zur Behandlung irreguldrer Knoten, Kanten
und Facetten konnen in leicht modifizierter Form wiederverwendet werden.

Lvel. z.B. [72]
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Die Kopplungsgewichte sind hingegen neu zu bestimmen. Ob dies in &hn-
lich kompakter Form fiir alle Polynomgrade wie bei den rekursiv definierten
hierarchischen Basen gelingt, ist allerdings fraglich.

Fiir die numerische Bestimmung von Diskretisierungslosungen sind im All-
gemeinen effiziente Optimierungsverfahren erforderlich. Das SOR-Verfahren
mit Projektion bzw. dessen beschleunigte SSOR-Variante ist sicherlich fiir
moderat dimensionierte Probleme ein akzeptables Verfahren, zumal hochop-
timierte Verfahren kommerzieller Optimierungspakete fiir spezielle Finite-
Elemente-Anwendungen nicht notwendigerweise effizienter sein miissen. Je-
doch ist der Einsatzbereich dieses einfachen Verfahrens relativ begrenzt,
da insbesondere nur Finite-Elemente-Ansétze mit p = 1 behandelt werden
konnen. Ahnlich ist die Problematik bei Sattelpunktproblemen. Die in die-
ser Arbeit beschriebenen Verfahren vom Uzawa- bzw. Arrow-Hurwicz-Typ
sind zwar leicht implementierbar, jedoch sind diese im Zusammenhang von
Finite-Elemente-Diskretisierungen hoherer Ordnung nicht ohne weiteres ein-
setzbar. Hauptproblem ist, wie auch bei den vorgestellten projektiven SOR-
Verfahren, die Angabe einer geeigneten Projektion auf die Restriktionsmen-
ge. Durch Umformulieren in Minimierungsprobleme und unter zur Hilfe-
nahme von kommerziellen Optimierungspaketen kénnen auch Probleme mit
hoheren Polynomordnungen vom p- oder hp-Typ in einem gewissen Ausmafl
numerisch geldst werden. Jedoch sind auf diese Weise hochdimensionierte
Probleme (> 25000 Variablen fiir die Lagrangeschen Multiplikatoren) mit
den zur Verfiigung stehenden Optimierungspakten SQOPT und SNOPT nicht in
den Griff zu bekommen. Die Entwicklung effizienter Optimierungsverfahren
fiir hochdimensionierte Finite-Element-Diskretisierungen von Kontaktpro-
blemen u.U. mit Hilfe erprobter Mehrgittertechniken ist nach wie vor eine
grofle Herausforderung.

Die in Kapitel 4 vorgestellten allgemeinen Fehlerkontrolltechniken fiir Kon-
taktprobleme kénnen prinzipiell mit allen Fehlerschétzern fiir Variationsglei-
chungen konkretisiert werden. In dieser Arbeit werden jedoch nur residuale
Fehlerschétzer vorgestellt und numerisch getestet, da diese insbesondere fiir
Finite-Elemente-Ansétze hoherer Ordnung geeignet sind. Entscheidend fiir
die Herleitung residualer Fehlerschétzer ist die Nutzung von Interpolations-
abschétzungen vom Clément-Typ, die jedoch nur fiir den zweidimensiona-
len Fall nachgewiesen sind. Abschétzungen fiir dreidimensionale Clément-
Interpolierende sind ein offenes Problem.

Ferner ist zu erwarten, dass der hier aufgezeigte allgemeine Zugang zur
Fehlerkontrolle unter Umsténden bereits in der Literatur bekannte Feh-
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lerschitzer? fiir Kontaktprobleme liefert. Zur Bestitigung dieser Vermutung
sind weitere Untersuchungen erforderlich.

In dieser Arbeit werden Fehlerschitzer fiir die H'-Norm bzw. Energie-Norm
vorgestellt. Darauf basierend werden ebenfalls Fehlerschitzer vom Goal-
Oriented-Typ fiir allgemeine lineare Fehlerfunktionale diskutiert und nu-
merische Experimente im Fall von Variationsgleichungen beschrieben. Bei
der Herleitung dieser Fehlerkontrolltechnik fiir Variationsungleichungen be-
steht jedoch die Schwierigkeit einer angemessenen Fehlerkontrolle des La-
grangeschen Multiplikators. Fiir stiickweise konstante Ansétze fithren u.U.
Average-Techniken zu sinnvollen Resultaten. Jedoch ist zu diskutieren, in-
wieweit derartige Ansétze auch fiir hohere Polynomgrade geeignet sind.

Abschliefiend sei bemerkt, dass der Einsatz von Finite-Elemente-Diskreti-
sierungen mit hoheren Polynomansétzen sowie die Analyse und Anwen-
dung von hp-adaptiven Verfahren in Bezug auf Kontaktprobleme grofie
Forschungsspielrdume bieten. Die thematische Relevanz ist insbesondere da-
durch gegeben, dass Ingenieur-technische Kontaktprobleme durch die Ver-
wendung moderner Finite-Elemente-Implementierungen mit Modulen fiir
Fehlerkontrolle und Adaptivitdt sowie mit flexiblen h- und hp-Diskreti-
sierungsmoglichkeiten effizient gelost werden kénnen.

2vgl. z.B. [104]



Anhang A

Beispiele,
Kopplungsgewichte,
Grundlagen

A.1 h- und hp-adaptive Gitter fiir
Variationsgleichungen

Beispiel mit geschlitztem Gebiet

In Abbildung A.1 sind h- und hp-adaptive Gitter bzw. FE-Gitter fiir das Mo-
dellproblem (I1.4) zu sehen. Aulerdem ist das zugehérige geschiitzte Konver-
genzverhalten abgebildet. Im Vergleich zu dem in Abschnitt IV.7.3 verwen-
deten Beispiel hat das zugrunde liegende Gebiet Q C [—1, 1] x[—0.5,0.5] drei
einspringende Ecken. Es ist auerdem T'g := {—0.5} x [0,0.5] U [—0.5,0.5] x
{0.5}U{0.5} x[0,0.5], f := 0, sowie q(xg, z1) := 0.2 sin(mxg) fiir 1 = —0.5
und 0 sonst.

Insgesamt konnen die gleichen Beobachtungen wie im Abschnitt IV.7.3 fest-
gestellt werden.

197
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Abb. A.1: h-a#dogi)tive Gitter fiir p =1, 2,3 mit geschitztem Konvergenzvg]rol;alten (oben
und links), hp-adaptive FE-Gitter mit geschétztem Konvergenzverhalten (unten rechts).

Interior-Layer-Beispiel

Betrachtet wird im Folgenden das Modellproblem (I1.4) mit der analyti-
schen Losung u := arctan((z1 — 2w9)/€) — 7/2 auf Q := (—1,1)2. Dieses
Beispiel wurde bereits in [4] hinsichtlich hp-adaptiver Verfahren untersucht.
Fiir weitere Analysen bzgl. Interior-Layer-Probleme sei auf [90] verwiesen.
Die Besonderheit dieses Beispiels besteht darin, dass sich die Losung fiir
einen relativ kleinen Wert € < 0.05 entlang einer diinnen Schicht im Innern
des Gebiets (Interior-Layer) fast singulér verhélt.

Zwar kann aus theoretischer Sicht eine optimale Konvergenz bereits bei
globalen Verfeinerungen erwartet werden, solange aber das Interior-Layer
durch das verwendete Gitter nicht hinreichend genau aufgelost wird, ist das
Konvergenzverhalten nicht optimal. Dieses Beispiel ist also besonders fiir
den Einsatz adaptiver Verfahren pridestiniert.

Abbildung A.2 zeigt h-adaptive Gitter fiir die Polynomgrade p = 1,2,3
und hp-adaptive FE-Gitter sowie das daraus resultierende Konvergenzver-
halten. Deutlich erkennbar ist, dass das Konvergenzverhalten zu Beginn des
Verfeinerungsprozesses nicht optimal ist. Jedoch wird durch lokale Verfei-
nerungen bzw. zusétzlich durch eine hp-typische Polynomgradverteilung in
der Umgebung des Interior-Layer die optimale Konvergenzordnung O(h?)
bzw. exponentielle Konvergenz erreicht.
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Abb. A.2: h-adaptives Gitter fiir p = 1,2, 3 und Konvergenzverhalten, hp-adaptives FE-
Gitter und Konvergenzverhalten (links unten), Konvergenzverhalten bei p-Verfeinerungen
mit 4, 16,64 und 256 Elementen (rechts unten).

In Abbildung A.2 (rechts unten) wird das Konvergenzverhalten beziiglich
der reinen p-Methode gezeigt. Da u analytisch ist, kann theoretisch expo-
nentielle Konvergenz erlangt werden. Bei ungeniigender Auflosung (4 und
16 Gitterelemente) ist dies praktisch jedoch nicht der Fall. Erst bei 64 und
256 Gitterelementen kann exponentielle Konvergenz beobachtet werden.

Dreidimensionale Beispiele

In den Abbildungen A.3 und A.4 sind h- und hp-adaptive Gitter und das zu-
gehorige geschitzte Konvergenzverhalten fiir das Modellproblem (I1.4) und
das linear-elastische Problem (II.38) mit einem jeweils dreidimensionalen
Gebiet Q C [~1,1]® bzw. Q C [-3,3] x [~1,1] x [0, 4] abgebildet. In beiden
Fillen hat das Gebiet ) einspringende Ecken bzw. Kanten. Fiir das Mo-
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dellproblem ist f := 1 und Iy := 99, fiir das linear-elastische Problem ist
f = (0.005,0,—0.005) und I'y := [-3, —1]?x {0} U[1, 3]? x {0} sowie E := 2
und v := 0.42 gewihlt.

Man erkennt, dass die erzeugten adaptiven Gitter alle typischen Merkma-
le von h- und hp-adaptiven Verfeinerungen aufweisen. Im Vergleich zu den
dreidimensionalen Kontaktproblemen aus den Abschnitten IV.7.6 sind diese
jedoch deutlich ausgeprégter.

Energy-Est.
Energy-Est.

0.001

100 1000 10000 100000 10 100 1000 10000 100000
#DOF #DOF

Abb. A.3: h-adaptive Gitter fur p =1,2,3 und geschiitztes Konvergenzverhalten (oben
und links), hp-adaptives FE-Gitter und geschiitztes Konvergenzverhalten (unten und
10 100 1000 10000 100000

rechts).
#DOF

Abb. A.4: h-adaptive Gltter fir p = 1 (links), hp-adaptive FE-Gitter (mitte) und
geschiitztes Konvergenzverhalten (rechts)
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A.2 Kopplungsgewichte fiir hierarchische
Basen

ZOCOTS ¢, aus Abschnitt TI1.2.2 gewinnt man, indem

man Linearkombinationen der Basisfunktionen {£{ ,, (—0.5 4 0.52)}, die auf
[—1, 3] definiert sind, beziiglich der auf der ersten Teilungskante [—1,1] de-
finierten Basisfunktionen {7 ()} betrachtet. Hierbei ist

Die Kopplungsgewichte ~

{€8(2)} == {0.5(1 —2),0.5 (1 +2)} U{G,4” (2)}izo,....q—2-

Satz A.1 Es sei &7, (=0.5+ 0.5z) = Y21 &}, (x). Dann ist firn > 2:

ozg =1, a(l, =0, ag =0, ag+1 =0,
1 _ 1 1_ 1 2 _ 1 nbl_ M —2 5,
a047§7 al;ri’ a147§7 * 4777L+1a1 ’
aQ:E ant? = 2n —1 lanianJ’»anian 7’"’_20171.—1
2Ty 2 2(n+1) \5 3 2 0 ! n+l 2 7
2n — 1 [ 71— 1
an+1: 04,7.1 + alt —04,7.1
’ 2(n4+1) \20—3 ‘' 2441 ! ‘
n—2
— 04?71 1=3,...,mn—1
n+1
2n —1 n
antl = — ol —al),n>2
" 2(n4+1) \2n -3 ™! )’
1
+1
az+1:§az.

Beweis: Es sei hy, () := £1',,. Aus Gleichung (II1.59) erhélt man fiir n > 2:

n+1 n—2

thn (@) = 5 =7 e () + 50—

Daraus folgt:

(n+1)h 1,1
n n —— 4+ —x
T\T2 72

_Qn—l
T2

(=1 +2) hn (71 +%w> —(n—2)hn_1 (—%Jr ! )

-
2 2

2n —1

n _ n n—1
. (Z o hs <z>> + 2o, (Z olhs <r>> (-2 ol hi (@)
=0 i=0 i=0
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_ 21 (2":& s z))

2n —1

<ia?<%hz+l(z)+ — zl(iﬂ)))

=2

n—1
<O¢3 (=ho (&) + ha (2)) + af (h1 () = h2 (2)) = (n—2) D hs (ﬂﬂ))
i=0

n+1 2n — 1 n 2n — 1
- aZhn+1<r>+( e~ el ) e (@)

n-1 )
2n— n t—1
Z Qi—15. "5 hi (z) + 3 Z O"H»lTHhi (z)

=2

(0‘0 —af') ha (z)

Z i(z) — n—Z)Za z)+

2n—1 -1 ,
5 X h1 (z) — Tao ho (z)
n+1 2n —1 n 2n —1
= 3 Gnhnir (@) + ( ST S s OtZ) hn (2)
n—1 . ]
2n — 1 7 n 2n — 1 =1 2n—1 I
Jr;( 2 V2i73ai71+ 2 '2i+1ai+17 5 ¢ —(n—2)a] )hi(w)
2n—1 1 2n — 1 on—1
+< n2 'gag— n2 ay —(n—2)al "t + i (a}}—a?)) ha (z)
2n —1 2n — 1
* (7 n2 of —(n—2)a]"" + n2 a?) hy (x)
2n — 1 n 2n—1
+ (* ag —(n—2)ag " - ao) ho (x)
2 2
Division mit n + 1 liefert dann die Behauptung. 0

Im Folgenden sei

24 ¢1,0), co=1v=0
1,24 ¢), c=1v=1

) co=1v=2
0,2+ ¢1), co=1,v=3
24i,2475), co=2,¢c1=0a(i,j),
r=r"V(c%2 = h%2)
—1, sonst,

e = {

r=ryVx(r,ch) =1
X (o) pvxte )

Il
—
|
\'P—‘

sonst.
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Nach einer lingeren Argumentation, die {iber den Rahmen dieses Anhangs
hinausginge, erhdlt man die gewiinschten Kopplungsgewichte:

Jun

bY) dZLCthoZO
X (0,¢1,hy 4+ 1) ot d=1,c0=1,ho=0
X(O,Chhl)oéi‘;l17 d:1760:1,h0:1,
,yhomfu — %7 co=ho=0

deover a’ait, d=2,¢0>0,hg=0
x (0,21, h1) @%a3l,, co >0,ho =1,7r€{0,2}
X (3, z0, h1) 5%, 071, co > 0,ho =1,7 € {1,3}
x (0,3, 20,%) X (1,3, 21,7) oz;‘jrioéij, co=ho=2a(i,j)=c.

Die oben aufgefithrten Kopplungsgewichte wurden entsprechend im FEM-
Paket SOFAR [87] implementiert und iiberpriift.

Der Anwendungsbereich derartiger Kopplungsgewichte erstreckt sich nicht
nur auf die Behandlung von FEM-Diskretisierungen mit irreguléiren Gittern,
es lassen sich hiermit auch Prolongations- und Restriktionsoperatoren de-
finieren, die insbesondere fiir Mehrgitterlosungsalgorithmen eingesetzt wer-
den konnen. Diesbeziiglich sei ebenfalls auf [87] verwiesen.

A.3 Funktionalanalytische Grundlagen

Normierte Riume

Satz A.2 Es seiV ein normierter Raum. Dann ist F : V — R genau dann
(schwach) unterhalb stetig, wenn epi(F) (schwach) abgeschlossen ist.
Beweis: Prop.1.2.3 in [49)]. O

Satz A.3 EsseiV ein reflexiver Raum. Dann besitzt jede beschrinkte Folge
eine schwach konvergente Teilfolge.
Beweis: Th.II1.3.7 in [106]. O

Satz A.4 (Trennungssatz von Hahn-Banach) Es sei V' ein normier-
ter Raum, K C V sei abgeschlossen und konvex, und es sei v ¢ K. Dann
existiert ein p € V' mit (p,v) < infy,ex (@, w).

Beweis: Th.III.2.5 in [106]. O

Satz A.5 Es sei V' ein normierter Raum und K C V abgeschlossen und
konvex. Dann ist K schwach abgeschlossen.
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Beweis: Es sei {v,} C K mit v, = v € V. Angenommen v ¢ K, dann
existiert ein g € V' mit

{p,v) < nf (p,w) < Hminfp, vp) = lm {u, o) = (g, v).
Widerspruch! O

Satz A.6 Es seien V ein normierter Raum, G C V ein abgeschlossener
und konvezer Kegel und G' := {p € V' |Yv € G : (u,v) > 0}. Dann gilt:

veEG@ & YueG: (uv)>0.

Beweis: Es sei v € V und fiir alle p € G’ sei (u,v) > 0. Angenommen,
v ¢ G, dann existiert nach dem Trennungssatz von Hahn-Banach A.4 ein
i € V' mit

() < int (7, w). (A1)
Da 0 € G ist, folgt
(@, v) < 0. (A.2)

Fiir ¢t > 0 und w € G ist tw € G. Angenommen, inf,cq (i, w) < 0, dann
folgt inf,eq (i, tw) = tinf,eq (i, w) — —oo fiir t — co im Widerspruch zu
(A.1). Also muss i € G’ sein, im Widerspruch zu (A.2). O

Satz A.7 Es sei V ein refleziver Banachraum. Ferner seien M C V' und
M C V' Unterrdume. Dann ist (M*), = M und (N )+ =N.

Beweis: Da (N, )+ abgeschlossen ist, ist N C (N, )*. Es sei ¢ ¢ N, dann
existiert nach dem Trennungssatz A.4 von Hahn-Banach ein v € V ~ V",
so dass v € N1 und (¢,v) < inf, < 0ist. Alsoist ¢ & (N1)". Der Beweis

von (M=), = M ist entsprechend. O
Satz A.8 Es sei V ein normierter Raum, U C V' sei ein abgeschlossener
Unterraum. Dann ist U’ isometrisch isomorph zu V' /U*.

Beweis: Die Abbildung ¢ + U+ — ¢|u ist ein isometrischer Isomorphismus
von V'/U+ nach U'.1 O

Satz A.9 FEs seien Vi und Vi Banachrdume mit Vi C Vy. Fiir 0 <t < oo
sei K (t,v) := infy—yyto, [Jvollve FEl|vilvy, und fir0 <0 <1 undl < ¢ < oo
sei [[v]|9 == [;°(t7OK(t,a))?t~ dt. Dann ist [Vo,Viloq = {v € Vo | |v]| <
oo} ein Banachraum, und es ist
Vo € [Vo, Vilo,g  [[oll < C(8, @) |olls, * [0,
Beweis: Ch. 1.3.3 in [103]. O
Lvgl. Th.4.9 in [86]
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Operatoren

Satz A.10 FEs seien V und W Banachriume, B € L(V,W) und rg(B) sei
abgeschlossen. Dann ezistiert ein 3 > 0, so dass gilt:

Ywerg(B): eV : Bw)=w, |v| <B|wl|-
Beweis: Lemma IV.5.2 in [106]. O

Satz A.11 (Satz vom abgeschlossenen Bild) FEs seien V und W Ba-
nachrdgume und B € L(V,W). Dann sind dquivalent: rg(B) ist abgeschlos-
sen, rg(B) = ker B’ , rg(B’) ist abgeschlossen, rg(B’) = (kerB)*.

Beweis: S.205 in [107]. O

Satz A.12 FEs seien V und W Banachrdume, U C V' ein Unterraum und
B:V > U — W abgeschlossen. Dann ist U versehen mit der Norm ||-||? :=
|- I3 + [|B(-)|I% ein Banachraum, und es ist B € L(U,W).

Beweis: Lemma IV.4.3 in [106] O

Satz A.13 (Fortsetzungssatz von Hahn-Banach) Es sei W ein linea-
rer Raum und V. C W ein Unterraum. Ferner sei p : W — R sublinear und
[:V — R linear mit

Yo eV : l(v) <pv).

Dann existiert eine lineare Fortsetzung L: W — R, Ly =1, mil
Yw e W : Lw) < p(w).
Beweis: Satz I11.1.2 in [106]. O

Satz A.14 FEs seien W ein normierter Raum und V. C W ein Unterraum.
Dann ist V' genau dann dicht in W, wenn aus p € W' und pjy = 0 folgt,
dass =0 ist.

Beweis: Kor.III.1.9 in [106]. a
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