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Kapitel 1

Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung und Erprobung eines robusten numerischen
Verfahrens zur Losung von stromungsmechanischen Problemen fiir inkompressible Flui-
de. Unter einem robusten Verfahren verstehen wir dabei ein Verfahren, das, in den Gren-
zen des betrachteten Problemkreises, weitgehend unabhéngig von dem zugrundeliegenden
Operator ist, das auch bei gestorten Rechengittern, wie z.B. starken Anisotropien oder
Verformungen der einzelnen Gitterzellen, noch gut funktioniert, und das moglichst we-
nige “freie” Parameter enthélt, die der Nutzer vor der Anwendung des Verfahrens erst
langwierig auf das zu berechnende Problem einstellen mufl (“Feintuning”). Bildlich ge-
sprochen wollen wir also nicht ein hochspezialisiertes Formel 1 Auto konstruieren, das
auf ganz speziellen Strecken Hochstgeschwindigkeiten erzielen kann, sondern eher einen
Geldndewagen, mit dem man auf jedem Untergrund und bei jeder Witterung fahren kann.
Trotzdem mochten wir natiirlich auch nicht auf eine komfortable Reisegeschwindigkeit
verzichten.

Als ein Beispiel fiir die grofie Klasse von Problemstellun-
gen, die mit den im Rahmen dieser Arbeit entwickelten
Verfahren behandelt werden kénnen, sei der sogenann-
te MIT-Benchmark [16] angegeben. Hierbei handelt es
sich um eine temperaturgetriebene Stromung in einem
Gefifl, welches achtmal so hoch ist wie breit (betrachtet
geheizt kalt wird eine zweidimensionale Konfiguration), und das auf
einer Seite geheizt, auf der anderen gekiihlt wird. Ne-
benstehende Skizze zeigt den schematischen Aufbau der
Apparatur, Abbildung 1.1 einen typischen Stromungs-
verlauf sowie eine Temperaturverteilung (Abbildung et-

isoliert b was gestaucht).

Die zur Berechnung verwendeten stationédren Gleichun-
gen der Boussinesqapproximation haben die Gestalt

isoliery”]

D\

u-Vu=r,Au—Vp—jT+f V-u=0

(1.1)
u- VT =vrAT + g



Abbildung 1.1: Stromungsgeschwindigkeit und Temperaturverlauf, MIT-Benchmark

Dabei bezeichnet u = (uq,us) die Geschwindigkeit, p den Druck und T die Temperatur,
f und ¢ sind duflere Kraftterme und j ein Vektor in Richtung der Gravitationskraft. v,
und v; sind die Viskositdt und die Warmeleitfahigkeit des Fluides.

Typische Schwierigkeiten, die bei der numerischen Behandlung solcher Stromungen auf-
treten, sind:

e Die Notwendigkeit zur feinen Auflésung der Randschichten, was besonders nahe
der geheizten Wande zu sehr langgestreckten Elementen mit hohen "Aspect-Ratios’
fithrt. Dadurch entstehen sehr schnell Probleme bei der Diskretisierung und beim
Mehrgitterloser.

e Die geeignete Behandlung der Nichtlinearitét in den Gleichungen, die zwar zu sta-
tiondren Resultaten fiihrt, aber doch signifikant grof} ist. Daraus ergeben sich Pro-
bleme mit Fixpunkt-artigen Losern, deren Konvergenzverhalten degeneriert.

e Die geeignete Behandlung der Kopplung von Druck, Geschwindigkeit und Tempe-
ratur. Dies fiithrt zu Problemen sowohl beim linearen, als auch beim nichtlinearen
Loser.

Dieses Benchmarkproblem ist prototypisch fiir viele praxisrelevante Probleme aus Physik,
Chemie und Ingenieurwissenschaften. Dabei kénnen auch, wie z.B. in der Planetologie
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([11], [55]), Probleme auftreten, bei denen die Viskositét stark temperaturabhéngig ist. Bei
etlichen Polymerstréomungen beinhaltet die Viskositét zusétzlich noch eine Abhéngigkeit
von der Geschwindigkeit und vom Druck v = v(x,u, p, T'), ebenso wie bei der Modellierung
des Fliefiverhaltens granularer Medien mit Hilfe des sogenannten Schaeffer-Modells (siche
[41], [50]). In diesem Fall muf3 zur Beschreibung des Diffusionsterms in der Impulsgleichung
statt des Laplaceoperators Au der symmetrische Deformationstensor V- (Vu + Vu®)
verwendet werden. Auch die Behandlung, insbesondere die Losung, derartiger Probleme
fallt in den Rahmen dieser Arbeit.

Somit kann man sich als die allgemeinste Form der Problemklassen, die im Rahmen der
in dieser Arbeit entwickelten Methoden behandelt werden koénnen, Gleichungen der fol-
genden Form vorstellen:

plx,w, p, T)[agu +u-Vu] — V-vy(z,u,p,T)(Va+Vu') +Vp = FT)+P
Vau = 0 (1.2)
arl —V-vp(x,u,p, T)VT +u-VT = @

Hierbei sind P und @) allgemeine Quellterme. Bei der Behandlung viskoelastischer Fluide
beschreibt P beispielsweise den Extra-Stress-Tensor 7 in den von Oldroyd vorgeschlagenen
Formulierungen (siehe dazu [3] und die darin zitierte Literatur). Auf die Analyse einzelner
Zeitschrittverfahren wird in dieser Arbeit verzichtet. Da die Diskretisierung der Zeitablei-
tung jedoch einen Term der Gestalt au liefert, fallen auch die instationdren Verfahren in
den Rahmen dieser Arbeit.

Weiterhin wollen wir ausdriicklich zulassen, dafl nicht nur, wie beim Boussinesqmodell,
eine, sondern gegebenenfalls auch mehrere zusétzliche Gleichungen mit den Impuls- und
Masseerhaltungsgleichungen gekoppelt sind. Hierbei ist vor allem an Mehrgleichungstur-
bulenzmodelle gedacht wie die k — € oder k — w-Modelle (siehe dazu z.B. [53], [34] sowie
[33], [12]), oder Probleme aus der Chemie, wie die Behandlung reaktiver Stréomungen.

In der vorliegenden Arbeit wird, im Gegensatz zu Operator-Splitting Methoden, ein voll
gekoppelter Zugang gewihlt, also eine Methode, die die starke Kopplung der einzelnen
Losungskomponenten in (1.2) direkt im Losungsverfahren beriicksichtigt. Bei einem sol-
chen Zugang st6f8t man sehr schnell auf Schwierigkeiten, und zwar sowohl bei der Behand-
lung der Nichtlinearitiat der Gleichungen, als auch beim Losen der linearen Gleichungssy-
steme, welche bei der Linearisierung im Rahmen einer dufleren, nichtlinearen Iteration ent-
stehen. Als Beispiel hierfiir dient eine Berechnung der zweidimensionalen Navier-Stokes-
Gleichungen auf dem Einheitsquadrat, und zwar eine sogenannte Lid-Driven-Cavity Rech-
nung. Dabei sind als Randbedingungen fiir u = (u, v) gesetzt: ul,—1 = 1, v|,—1 = 0, sonst
ulr = 0 (verwendetes Grobgitter sowie ein typischer Stromungsverlauf sieche Abbildung
1.2).

In Tabelle 1.1 ist fiir verschiedene Reynoldszahlen die Anzahl der nichtlinearen Iterationen
angegeben, die ben6tigt werden, um die relative Ly—Norm des Defekts auf 1071° zu redu-
zieren. oo bedeutet dabei, dal der Prozefl nach 200 Iterationen abgebrochen wurde, ohne
daf3 die Normschranke erreicht worden ist, div bedeutet, daf§ die auftretenden linearen
Gleichungssysteme (mit einem Standard-Mehrgitterverfahren) nicht gelést werden konn-
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Grobgitter Norm der Geschwindigkeit — Stromfunktion > 0

Abbildung 1.2: Grobgitter und Stromungsverlauf einer Driven-Cavity-Rechnung

ten. Man sieht deutlich, daBl im Bereich mittlerer bis hoher Reynoldszahlen die einfache
Fixpunktiteration als nichtlineares Iterationsverfahren nicht mehr geeignet ist, allerdings
scheitert der Einsatz des Newtonverfahrens an der Schwierigkeit der zu l6senden linearen
Gleichungssysteme.

“Reynoldszahl” 1/v “Reynoldszahl” 1/v
Level | 1000 | 5000 | 10000 Level | 1000 | 5000 | 10000
4 38 00 00 4 10 div div
) 19 00 00 D 8 div div
6 17 41 00 6 6 div div
Fixpunktiteration Newtonverfahren

Tabelle 1.1: Anzahl der nichtlinearen Iterationen zur Reduktion des Defektes auf 10710

Zur Uberwindung dieses Problemes wird im Rahmen dieser Arbeit ein Verfahren ent-
wickelt und erprobt, bei dem diejenigen Terme aus der Fréchetableitung, welche die nu-
merischen Eigenschaften (M-Matrix) der entstehenden Matrizen stoéren, nicht voll, sondern
nur mit einem Gewicht von o < 1 eingebaut werden, was zwar keine quadratische Kon-
vergenz mehr erwarten lafit, jedoch zu einer stark verbesserten Fixpunktiteration fiihrt.
Tabelle 1.2 zeigt die Anzahl der benttigten nichtlinearen Iterationen, wenn der 'Reakti-
onsterm’ aus der Fréchetableitung, also

(u-V)u", (1.3)

nur mit ¢ = 0.5 gewichtet wird. Die linearen Gleichungssysteme bleiben 16sbar, und die
Zahl der nichtlinearen Iterationsschritte steigt auch bei wachsender Reynoldszahl nur sehr
moderat an.

“Reynoldszahl” 1/v
Level | 1000 | 5000 | 10000
4 19 21 25
) 13 17 21
6 11 13 16

Tabelle 1.2: Anzahl der nichtlinearen Iterationen bei Verwendung des reduzierten New-
tonverfahrens mit o = 0.5

In diesem Zusammenhang wurden auch sehr erfolgreiche Tests fiir den Fall durchgefiihrt,
daB die volle Jacobimatrix nicht oder nur unter sehr grofem Aufwand zu berechnen ist,
und daher nur Teile davon fiir das Iterationsverfahren verwendet werden kénnen.



Wie an obigem Beispiel bereits gesehen, stellt auch das Losen der grofien, diinn besetzten
Gleichungssysteme, welche bei der Diskretisierung der Differentialgleichungen entstehen,
ein schwieriges Problem dar. Wegen der Grofie dieser Systeme scheidet ein direktes Losen
mittels Gauf-Elimination aus. Als iteratives Losungsverfahren ist der Einsatz von Mehr-
gitterverfahren (siehe z.B. [20], [49]) aufgrund ihres asymptotisch optimalen Aufwandsver-
haltens erstrebenswert. Die wichtigsten Komponenten eines solchen Mehrgitterverfahrens
sind der Transfer zwischen groben und feinen Gittern, sowie der Glatter. Ein sehr haufig
verwendetes Glattungsverfahren fiir gekoppelte Probleme der hier betrachteten Art ist der
sogenannte Vanka-Glatter (siehe [52]), ein elementweise arbeitendes GauB-Seidel-artiges
Verfahren, welches den Vorteil eines geringen Aufwandes hat, und trotzdem die Kopplung
unter den einzelnen Losungskomponenten beriicksichtigt. Leider versagt 'der Vanka’ als
Glétter bei groflen Deformationen des Rechengitters, wenn also zum Beispiel ein Teil der
Elemente stark gestreckt ist.

Als Beleg hierfiir sei wieder eine Driven-Cavity Rechnung
angegeben, und zwar auf einem Gitter, das durch regelméafi-
ges Verfeinern des Grobgitters aus Abbildung 1.3 entsteht.
Die wandnahen Elemente haben ein Seitenverhéltnis von
1 zu 20. Wie die linke Spalte von Tabelle 1.3 zeigt, wird
die Konvergenz des Mehrgitterverfahrens mit dem Vanka-
Glatter bei zunehmender Gitterfeinheit immer schlechter
und konvergiert auf Level 6 praktisch iberhaupt nicht mehr.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde der Vanka-Glatter der-
art weiterentwickelt, daf§ er zwar weitgehend seine Vortei-
le, insbesondere die Geschwindigkeit, behélt, und trotzdem
Abbildung 1.3: Grobgitter unempfindlich gegeniiber Gitterstorungen ist. Dazu wurde
mit gestreckten Elementen gje urspriingliche, elementweise Arbeitsweise des Gléitters
(1-20) durch eine allgemeinere, blockorientierte ersetzt. Dies er-
moglicht es, anisotrope Elemente zu (lokalen) Blocken zusammenzufassen ('blocken’), auf
denen die entstehenden Teilprobleme kleiner Dimension direkt gelost werden kénnen. Bei
diesen kleinen Systemen ist das Verwenden eines direkten Losers mit moderatem Aufwand
moglich ist. Hierzu verwendet man hochentwickelte Routinen aus Softwarebibliotheken,
wie zum Beispiel BLAS (Basic Linear Algebra Soubroutines http://www.netlib.org/blas,
siehe auch [31], [17]). Von diesen gibt es fiir alle namhaften Rechnerplattformen auf die
Hardware angepaflte und optimierte Versionen. Wenn man darauf achtet, dafy die entste-
henden Blécke nahezu isotrop sind, 'sieht’ der so entstehende, LMPSC-Verfahren genannte
Glétter (Local Multilevel Pressure Schur Complement) die Anisotropien in den Elemen-
ten gar nicht, und man erzielt Mehrgitterkonvergenzraten, die mit denen auf isotropen
Gittern vergleichbar sind. Die rechte Spalte in Tabelle 1.3 belegt dies beispielhaft.

Vanka | neuer Glatter
41 0,28 0,16
51 0,57 0,20
6| 0,99 0,17

Tabelle 1.3: Konvergenzraten des linearen Mehrgitterverfahrens auf gestreckten Gittern



Durch Verwendung desselben Glétters, lediglich mit einer anderen Blockungsstrategie fiir
die Elemente, ist es dann auch moglich, viele der oben geschilderten Gleichungssyteme,
die beim Einsatz des Newtonverfahrens entstehen, zu l6sen! Eine gute Blockungsstrategie
1a8t sich hierbei allerdings nicht mehr an der Geometrie der Gitterelemente festmachen, da
die Probleme auch auf reguldren kartesischen Gittern auftreten (Tabelle 1.1). Allerdings
erweist sich die gleichmé&fige Blockung mit einer empirisch ermittelten Blockgrofie von 64
Elementen als sehr effektiv (siehe Kapitel 5.2.2).

Steigt der Verzerrungsgrad der Elemente (auch Aspect-Ratio genannt) noch weiter an,
was zum Beispiel beim Auflésen von Randschichten notwendig ist, dann geniigt allerdings
die Anpassung des Glétters alleine nicht mehr, um ein effektives Mehrgitterverfahren zu
erhalten. Es wird in dieser Arbeit gezeigt werden, dafl in diesem Fall simtliche Kompo-
nenten des Mehrgitterverfahrens, also auch die Gittertransferroutinen und der Aufbau der
Grobgittermatrizen, abgedndert werden miissen, und es wird ein Verfahren entwickelt, das
diese Prozesse adaptiv steuert. Das so entstehende Mehrgitterverfahren liefert auch dann
sehr gute Resultate, wenn die Stérungen im Gitter nicht von einem stark unterschiedli-
chen Seitenverhéltnis der Elemente herriihren, sondern einzele (Vierecks-)Elemente quasi
zu Dreiecken degenerieren, indem ein Innenwinkel gegen 7 geht, oder zwei Eckpunkte
aufeinanderfallen (Abbildung 1.4). Solche Gitter sind in der Praxis nicht selten, sondern
entstehen haufig beim Einsatz automatischer Gittergeneratoren oder bei der Approxima-
tion krummrandiger Gebiete.

In der folgenden schematischen Ubersicht werden die einzelnen, neu entwickelten Kom-
ponenten dargestellt, zusammen mit dem Abschnitt, in dem sie beschrieben werden.

Lineares Mehrgitter

Adaptive Gittertransferroutinen (Kap. 4.1.1)

Modifizierter Aufbau der Grobgittermatrizen (Kap. 4.1.1)

Adaptive Steuerung der Grobgitterkorrektur (Kap. 4.1.1)

Der erweiterte Vanka-Gléatter (LMPSC-Glatter) (Kap. 4.2.3)

e Verschiedene Blockungsstrategien fiir den LMPSC-Glatter (Kap. 4.2.4)
AuBere, nichtlineare Iteration
e Verbesserte, Newton-artige Fixpunktiteration (Kap. 5.1.1)

e Anpassung des LMPSC-Glatters auf die daraus entstehenden linearen Glei-
chungssysteme (Kap. 5.2.2)

Bei den Teilen des numerischen Verfahrens, bei denen wir Standardkomponenten be-
nutzen, wie z.B. die zur Diskretisierung benutzten Finite-Elemente Ansatzraume oder
die Verfahren zur Stabilisierung des Konvektionstermes, wurden diese im Hinblick auf
ihre Stabilitdt auf gestorten Gittern hin untersucht und dementsprechend ausgewéhlt.
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Abbildung 1.4: Vierecksgitter mit Elementen, die zu Dreiecken entartet sind

Die Ergebnisse dieser Vergleichsuntersuchungen sind ebenfalls in der vorliegenden Arbeit
aufgefiithrt. Bei der Auswahl des Elementtyps wird dabei auf Arbeiten von Turek [48],
Rannacher und Becker [7] zuriickgegriffen. Bei der Wahl einer geeigneten Methode zur
Konvektionsstabilisierung wurde im Hinblick auf die angestrebte Robustheit ein besonde-
res Augenmerk darauf gelegt, dal das Verfahren moglichst wenig Parameter beinhaltet,
die auf das jeweilige Problem angepaflt werden miissen. Hierbei hat sich eine Variante
des Upwindverfahrens als optimal erwiesen. Fiir die Zukunft zeichnen sich véllig para-
meterfreie Methoden, wie das TVD [29] oder das FCT-Verfahren ([28], [30]) als mogliche
Alternativen ab. Einige in diesen Arbeiten von Kuzmin et al entwickelte Verfahren sind
augenblicklich noch in der Testphase und haben dort bereits sehr vielversprechende Er-
gebnisse gezeigt.

Abschlielend 148t sich sagen, dafl in dieser Arbeit erfolgreich ein Verfahren entwickelt
wurde, welches quasi als Black-Box Verfahren fiir eine grofie Klasse von Problemen ohne
spezifische Anpassung verwendet werden kann, und dabei trotzdem keine Abstriche bei
der Konvergenzgeschwindigkeit machen muf3.

Gegliedert ist die Arbeit wie folgt. Kapitel 2 fiihrt kurz die verwendeten Notationen ein
und diskutiert noch einmal die behandelten Gleichungen. Kapitel 3 beschiéftigt sich ein-
gehend mit der bei der Wahl einer Diskretisierung auftretenden Problemen und deren
Behebung. In Kapitel 4 entwickeln wir die robusten Mehrgitterkomponenten und unter-
suchen ihre Effizienz. Das 5. Kapitel beschéftigt sich mit dem Verfahren zur Behandlung
der Nichtlinearitéit. Hauptaspekte sind dabei die Geschwindigkeit der Konvergenz, sowie
die Losbarkeit der entstehenden linearisierten Probleme. Zum Abschlufl wird in Kapitel
6 am Beispiel der Boussinesqapproximation exemplarisch gezeigt, dafl und wie sich die
bisher prasentierten Konzepte auf erweiterte Problemstellungen anwenden lassen. Kapitel
7 gibt noch eine Zusammenfassung und einen Ausblick in die Zukunft.

An dieser Stelle sei angemerkt, daf§ die hier priasentierten Resultate in der Zeit zwischen
1997 und 2002 entstanden sind. Einige Teile der &lteren Ergebnisse sind bereits in [49]
eingeflossen und auch dort nachzulesen.

Die in dieser Arbeit dargestellten numerischen Resultate wurden mit einem Programm
erzeugt, das auf dem an den Universitdten Heidelberg und Dortmund entwickelten Pro-
grammpaket FEATFLOW (wwuw.featflow.de) sowie der Softwarebibliothek FEAT [8] auf-
baut. Mein herzlicher Dank gilt Herrn Prof. Dr. Turek fiir seine Betreuung bei der Entste-
hung dieser Arbeit und besonders fiir seine Hilfe und Unterstiitzung in schwierigen Phasen,
und daneben den zahlreichen Kollegen und Kolleginnen in Dortmund und Heidelberg, die
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mir in den letzten Jahren bei der Uberwindung von allerlei fachlichen, technischen und
sonstigen Problemen geholfen haben.
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Kapitel 2

Notation

Im folgenden Abschnitt werden wir sowohl die in dieser Arbeit benutzte Notation erlautern,
als auch kurz das zugrunde liegende Finite-Elemente Verfahren sowie die Fixpunkt-Defekt-
korrektur zur Behandlung der nichtlinearen Gleichungssysteme einfiihren. Fiir eine einge-
hendere Erlauterung der Methode der Finiten Elemente sei auf die einschlagige Literatur,
z.B. [13] oder [19] verwiesen.

Es sei  ein beschrinktes Gebiet im R? mit Lipschitz-stetigem Rand. Mit || |lo, || - |1, || - |2
werden die Normen der Sobolewrdume Ly(Q2), H'(Q), H*(Q2) bezeichnet, mit || - ||_; die
Norm des Dualraumes zu H'(Q2). || - || bezeichnet das diskrete Analogon zur H'-Norm ,

also [[ulf} := ZTeTh ”u”%T

Alle Schwierigkeiten, die durch Verzerrungen des Gitters oder andere Anisotropien entste-
hen, treten auch schon bei den stationdren, inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
auf. Daher wurden bei der Entwicklung und Analyse der neuen Verfahren diese Glei-
chungen als Testproblem gewéhlt. Sie haben im Fall von Dirichletrandbedingungen die
Gestalt:

—vAu+u-Vu+Vp = f inQ
Vau = 0 inQ (2.1)
u = g auf i

Die Diskretisierung der Differentialgleichungen erfolgt in dieser Arbeit mit Hilfe der Me-
thode der Finiten Elemente. Die Grundlage hierfiir ist die sogenannte schwache Formu-
lierung, die im Falle von (2.1) lautet:

Finde (u,p) € V x L, so da8
a(u,v) +n(u,u,v) +b(p,v) = (f,v) WwevVv

(NST)
b(gu) = 0 Vge L

Im Falle homogener Dirichletrandbedingungen, also u = 0 auf dem Rand von 2, bezeich-
net V den Sobolewraum H(€2) und L den Raum L2(2), also den Raum der Funktionen
aus L%(Q), mit Mittelwert 0.
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Die Bilinearformen in (NST) sind definiert durch
a(u,v) = / VuVvdz (2.2)
Q

b(q,v) = —/QqVVd:c, (2.3)

und die Trilinearform n(u,v,w), in Anlehnung an [19] fir (u,v,w) mit
u€ {veV|V.-v=0}, und v,w € V ist definiert durch:

1 0v; ow
n(u,v,w) = 5/ ( 83:1 — Uit ) dx. (2.4)

(Hier haben wir bei der Notation die Einsteinsche Summenkonvention verwendet, das
heifit, daB {iber benachbarte, gleiche Indizes summiert wird.)

Es ist wohlbekannt ([19],[45]), daB das Problem (NST) fiir f € H™!(£2) mindestens eine
Losung besitzt, die fiir den Fall, dal v~2||f||_; hinreichend klein ist, sogar eindeutig ist.

Zur Diskretisierung des Problems gehen wir aus von einer Zerlegung T}, des Gebietes 2
konvexe Viereckselemente mit einer Gitterweite h, die den maximalen Durchmesser der
Elemente bezeichnet. Die Zerlegung wird als regulér angenommen (siehe z.B. [13]), d.h.
die Schnittmenge zweier Elemente ist entweder leer, ein gemeinsamer Knoten oder eine
gemeinsame Kante. Von einer Familie solcher Zerlegungen {T}}, sagt man, sie geniige
einer uniform shape condition [13], wenn fiir jede Zerlegung T}, der Quotient aus Umkreis-
radius und Inkreisradius beschréankt und die Winkel der Elemente gleichmifig von m weg
beschréankt sind. Sofern nichts anderes angegeben ist, verlauft der Verfeinerungsprozefl
vom Gitter T}, zum feineren Gitter Ty, regulér, d.h. die neuen Elemente entstehen durch
Verbinden der gegeniiberliegenden Seitenmitten. Mit 97}, bezeichnen wir die Vereinigung
der Randkanten I' aller Elemente T € TY,.

V1 und L, beschreiben die diskreten Ansatzriaume fiir die Geschwindigkeit und den Druck
(fiir die Details der Finite-Elemente Réaume siehe Abschnitt 3).

Die Bilinearformen a(-,-) und b(-,-) werden ersetzt durch ihre diskreten Entsprechungen

ap(up, vp) = Z/VuhVVhdx (2.5)

TeTy

bh(qh,vh) = - Z /th Vhdl’ (26)

TeTy

ebenso die Trilinearform n(-, -, -) durch:
ovy, Owy,
nh(uh,vh,wh Z / ( Uhpi ‘J — Un,iVh,j—( a A dz. (27)
TeT Th i
Wie man sofort sieht, besitzt diese Form die Antisymmetrie
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nh(uh, Vh;, Wh) = —nh(uh, Wh, Vh)a (2-8)

und damit speziell

nh(uh, Vh, Vh> =0. (29)

Die diskrete Formulierung von Problem (NST) lautet damit:
Finde (un,pn) € Vi X Ly, so dafl

ap(Un, Vi) + np(Un, Un, Vi) + bp(pr, v) = (f,vn) Vvh € Vy
(NSTh)
bn(qn,un) = 0 Van € Ly,

Vernachléssigt man in den Navier-Stokes-Gleichungen den konvektiven Term, so erhilt
man die sogenannten Stokes-Gleichungen:

Finde (u,p) € V x L, so dafl

a(u,v)+b(p,v) = (f,v) ¥YweVv

(ST)
b(gyju) = 0 Vge L
beziehungsweise in diskreter Form:
Finde (un, pr) € Vh X Ly, so daBl
ap(Un, Vi) + bn(pr, va) = (f,vn) Vvin € Vy
(STh)
br(gn,un) = 0 Van € Ly,

Dieses vereinfachte Problem wird im Rahmen dieser Arbeit nicht explizit untersucht wer-
den, jedoch ist die eindeutige Losbarkeit des (kontinuierlichen oder diskreten) Stokes-
problems bei der Stabilitdtsanalyse von Finite-Elemente Paaren von Bedeutung (BB-
Stabilitdt, Abschnitt 3.1.3). Daher sollen an dieser Stelle die Gleichungen bereits einmal
definiert werden.

Betrachten wir nun wieder die Navier-Stokes Gleichungen. Um den gewéhlten Losungs-
ansatz fiir das diskrete Problem zu beschreiben, fithren wir dieses nach Basiswahl in eine
dquivalente Matrizenschreibweise iiber. Mit uy, p, werden nun, sofern Verwechslungen
ausgeschlossen sind, die Koeffizientenvektoren der gleichnamigen diskreten Funktionen
bezeichnet. (N ST},) wird somit umformuliert zu:

Finde uy, ps, so daf3

S(up)un + Bpy, =ty

2.10
By, =0, (210)
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beziehungsweise in kompakter Matrix-Vektor-Schreibweise:
S (uh) B Unp | _ fi *
Hierbei ist der diskrete nichtlineare Operator

S(u) = L+ K
(w) vL+ K (u) o
~ —vA-+(u-V)
die Summe aus dem diffusiven (Laplace-) L und dem konvektiven Teil K (u) des Operators,
wahrend

B ~ V, B~V (2.12)

eine Diskretisierung des Gradienten bzw. der Divergenz darstellen.

Zur Losung dieses Systems wird eine nichtlineare oder auch ’duflere’ Iteration verwendet,
die sich algebraisch schreiben 143t als:

1+1 1 1 -1 1
Uy _fuwy | g | N(u,) B | defy,
Y R 0 Rl A B o

mit
def, | _[S(w) B]| [w | [fa
def, | | BT 0 pu' 0

In der obigen Formulierung bezeichnet [ den Iterationsindex. Es handelt sich dabei um
einen Fixpunkt-Defektkorrekturprozel mit einem passend zu wahlenden Vorkonditionierer

k!

sowie einem Dampfungsparameter w!*!. Hier sei darauf hingewiesen, daB es diese Vorge-
hensweise unter anderem erlaubt, den Defekt mit einer anderen Diskretisierung zu berech-
nen, als sie im Vorkonditionierer verwendet wird. So kann es beispielsweise in bestimmten
Situationen, wie im Falle kleiner Reynoldszahlen und feiner Gitter, vom Aspekt der Ge-
nauigkeit her gesehen zulédssig und wiinschenswert sein, ein Verfahren hoherer Ordnung
zu wéhlen, jedoch fiihrt diese Diskretisierung auf lineare Gleichungssysteme, die oft nur
sehr schwierig zu 16sen sind. Durch den Defektkorrekturansatz hat man die Moglichkeit,
in diesem Falle fiir den Defekt eine Diskretisierung mit einer Stabilisierung des Konvekti-
onsterms von hoher Ordnung zu wéhlen, und eine einfache, aber robustere Stabilisierung
—Upwind-Verfahren, Stromliniendiffusion oder #dhnliches— lediglich in den Vorkonditio-
nierer einzubauen. Da fiir die Approximationsgiite nur die Diskretisierung des Defektes
ausschlaggebend ist, erhélt man so eine héhere Approximationsgiite und gleichzeitig eine
Iterationsmatrix mit der notigen M-Matrix Eigenschaft. In Kapitel 5.1.1 werden wir hier-
auf noch néher eingehen. Wenn es bei den Resultaten der folgenden Kapitel nicht explizit
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erwahnt wird, wurde jedoch fiir die Defektberechnung und den Vorkonditionierer dieselbe
Stabilisierung verwendet.

In den Rahmen von (2.13) fallen aber nicht nur die einfachen Fixpunktiterationen. Fasst
man (2.1) als Nullstellenproblem auf

| S@u + Vp—o£f |1
F(u,p7 f) T |: V-u :| - 07 (214)
so hat die Fréchetableitung von F' die Gestalt
, | —vA4+u-V()+()-Vu V
F. = { v o | (2.15)
und ein Schritt des Newton-Verfahrens schreibt sich als
W] ul -
=] 2.16)

Wenn man nun dieses kontinuerliche Verfahren diskretisiert, erhélt man wieder (2.13) mit
der speziellen Wahl w'*! = 1 und

N(u) := vL + K(u) + R(u)

~ VA -4(u-V) +(-V)u (2.17)

Somit stellt (2.13) gerade eine Diskretisierung des Newtonverfahrens (2.16) dar.

Alle weiteren Bezeichnungen, die nicht Standard sind, werden an den Stellen definiert, an
denen sie benotigt werden.
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Kapitel 3

Die Diskretisierung

3.1 Das (;/Q, Element

Zur Finite-Elemente Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen verwenden wir im fol-
genden mit einer reguléren Zerlegung des Gebietes 2 in (konvexe) Vierecke das sogenannte
nichtkonforme @Q;/Qo Element (auch Rannacher-Turek Element genannt, siehe [37]), auf
dessen Eigenschaften in diesem Kapitel kurz eingegangen werden soll. Dieses Element-
paar kann als die Erweiterung des bekannten Crouzeix-Raviart Elementes fiir Dreiecke
betrachtet werden [14]. Der Vorteil dieses Elementes besteht darin, daf§ es ein relativ
einfaches Element ist, aber im Gegensatz zu dem konformen (/@ Element, bestehend
aus stiickweise-bilinearen Ansétzen fiir die Geschwindigkeit, zusammen mit stiickweise
konstanten fiir den Druck, ohne zusétzliche Stabilisierung die Babusca-Brezzi-Bedingung
erfiillt, also das diskrete Stokes-Problem (S7},) eindeutig l6sbar ist. Man unterscheidet
bei dem Element zwei Versionen: die parametrische sowie die nichtparametrische Versi-
on, die sich beziiglich ihres Approximations- und Stabilitdtsverhaltens unterscheiden. In
den néchsten Unterabschnitten werden diese beiden Elementtypen auf ihre Eignung fiir
die Verwendung stark gestreckter oder verformter Gitter hin untersucht. Die klassischen
Konvergenzaussagen fiir diese Elemente sind nur als Zitate angegeben, fiir die Beweise sei
auf die Literatur, besonders [37], verwiesen. Fiir die folgende Analyse nehmen wir an, dafl
die Zerlegung T}, einer uniform shape condition [13] geniige, und alle Elemente in etwa
denselben Durchmesse h haben. Spéter werden wir diese Annahme dann wieder fallen
lassen.

3.1.1 Die parametrische Version

Sei T}, eine wie oben beschriebene Viereckszerlegung des Gebietes €. Fiir die Approxi-
mation des Druckes verwenden wir den Raum der stiickweise konstanten Funktionen aus
L%(9), also derjenigen Funktionen aus L*(€2) mit Mittelwert Null:

Ly :={q € L3(9)|Qh|T = konst., VT € Ty }. (3.1)

Als Ansatzraum fiir die Geschwindigkeiten definieren wir die rotiert-bilinearen Elemente.
Fiir die parametrische Version benétigen wir das Referenzelement 7' = [—1, 1] x [—1, 1].
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Fiir jedes T' € Ty, sei ¢y : T — T eine zugehorige 1-1-Transformation, und wir setzen

QI(T) = {qowr' q € span(z® — y*, z,y,1)}. (3.2)

Die Freiheitsgrade der verwendeten Finiten Elemente werden mittels der Funktionale
{Fp(a/b)(-), [' C 0Ty} bestimmt durch

Fr(a)(v) = |F|_1]§vd7 (3.3)
oder
FPw) = v(mp). (3.4)

Die entsprechenden diskreten Raume Hy, = H®@/?) und L, definieren wir als

Ly, = {qh S Lg(Q)| Qh|T = const., V1" € Th}
Hﬁla/b) — S}(la/b) x Slga/b)

mit

gl . ) € L2(Q)|vp|r € Q1(T), YT € Ty, vy, stetig bzgl. der Funktionale (3.6)
b Fé%b)(), V Kanten I'; S

Da die Finite-Elemente Funktionen auf den Kanten nicht linear sind, fithren beide Wahlen,
im Gegensatz zum Fall des Crouzeix-Raviart Elementes, zu unterschiedlichen, aber jeweils
unisolventen Ansatzraumen [48].

Betrachten wir nun die Approximationseigenschaften der obigen Rdume. Sei jj, : L3(Q2) —
L, der elementweise konstante Interpolationsoperator, der den Mittelwert 0 erhélt. Fiir
diesen gilt, analog zum Dreiecksfall [14]

lg = jnallo < chlall Vg € L§(2) N H' (). (3.7)

Weiterhin sei it”” : H}(Q2) — H*® der globale Interpolationsoperator in H*™ | der
durch die lokalen Vorschriften

Fo(iv) = Fr(v) VT C Ty (3.8)
definiert wird.

Leider erhélt man hier nicht die gleichen optimalen Fehlerabschitzungen, wie beim Crou-
zeix-Raviart Element oder beim konformen, bilinearen Viereckselement. Ursache hierfiir
ist, daf} die Rédume Hila/ ®) nicht isoparametrisch sind, d.h. die (bilineare) Transformation
Y ist aus einem anderen Polynomraum als die Ansatzfunktionen auf 7. Um dennoch op-
timale Approximationseigenschaften zu erhalten, miissen Bedingungen an die Uniformitét
des Gitters gestellt werden. Die Ergebnisse werden hier nur zitiert, die genaue Herleitung
kann bei [37] und [48] nachgelesen werden.
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™ — Qr

Abbildung 3.1: Verzerrung eines Elements

Fiir jedes Element 7" € Ty, sei ar € (0,7/2) der maximale Winkel zwischen den Nor-
maleneinheitsvektoren zweier gegeniiberliegender Kanten von T (siehe Abbildung 3.1.1).
Dann ist die Grofie

o = max{|r — ar|,VT € Ty} (3.9)

ein Maf} fiir die Uniformitat des Gitters T},.

Damit kann man fiir den Interpolationsfehler zeigen:

(a/b)
h

Zitat 1. Fir die Interpolationsoperatoren iy =1 qgilt:

v —invllo + hllv —invlln < ch(h+oy)vlls Yo € HY(Q)NH(Q).

Weiterhin ist das oben angegebene Elementpaar “stabil”; das heifft, dafl es das diskrete
Analogon zur Babuska-Brezzi-Bedingung (B By,) erfillt. Fir den integralmaittelorientierten

Interpolationsoperator iﬁla) : Hy(Q) — H, @ gilt:
Zitat 2. Es gilt:

bu(xn, v —iv) = 0 | Vxn € Ly, Vv € HY(SQ),

5%, < v |Vvlle , VveHQ).

Damit erhalten wir mit 3 = é > (0 auch die Abschétzung
f)/

3 b
Bllpnllo £ max bu(pn; Vi)
vieHL@  [[Va|ln

(3.10)

Um fiir das Paar (Hh(b), L) mit dem seitenmittenorientierten Interpolationsoperator igb) ;
H}(Q) — H,® die Stabilitéitseigenschaft zu erhalten, muf das Gitter Ty, geniigend

uniform sein.
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Zitat 3. Wenn die Gréfie o = sup;,~on hinreichend klein ist, dann gilt die Stabilitéts-
abschitzung (BBy) auch fir das Elementepaar (Hy®, Ly,) .

Bemerkung 4. Um diese Kleinheitsforderung an o in Zitat 3 zu vermeiden ist es vorteil-
haft, die Bilinearform by(-,-) durch ihre durch numerische Quadratur entstandene Ndihe-
rung zu ersetzen:

bu(q.v) == q(br)v(br) - nr. (3.11)

r'eoTy,

Wie Rannacher und Turek [37] zeigen, ist in diesem Fall die Stabilitdtsbedingung auch
ohne zusétzliche Forderungen an das Gitter 7}, erfiillt.

Diese Uberlegungen fithren schlieBlich zu folgender asymptotischer Fehlerabschitzung fiir
die parametrischen Elemente:

Zitat 5. Unter den vorangehenden Voraussetzungen besitzen die diskreten Stokes Pro-
bleme (ST,) fir Hy, = H, ' und, wenn o = SUppsq 0n hinreichend klein ist bzw. die
modifizerte Bilinearform by(-,-) aus Bemerkung 4 verwendet wird, auch fir Hy, = H,®
eindeutige Losungen {uy,pn} € H, Y x L, . Weiterhin gelten die Fehlerabschitzungen

lu—willn+lp—pullo < clh+on) {llullz+ lIpl},
(3.12)

lu—wanllo+llp —pall-s < e(h+ on)*{[lullz + [[pll} -

Man sieht an den Abschdtzungen (3.12), daB es zur Konvergenz der parametrischen rotiert
bilinearen Stokes Elemente erforderlich ist, da die Gitter {Ty},, fiir b — 0 asymptotisch
uniform sind: o, = max{|r — arp|,VT € T} — 0 fir h — 0 . Dies ist durch den hier
verwendeten, regelméfligen Verfeinerungsprozefl in der Regel gewéhrleistet. Bei lokaler
Gitterverfeinerung hingegen kann es zu Problemen kommen. Werden nédmlich gerade die
stark deformierten Elemente nicht verfeinert, so mufl o, nicht zwangsldufig fir h — 0
gegen null gehen.

Im néchsten Abschnitt werden wir daher eine Variante des rotiert-bilinearen Elemen-
tes vorstellen, die bei der Interpolationsabschétzung, und daher auch bei der Fehler-
abschétzung ohne den Regularitéitsterm oj, auskommt.

3.1.2 Die nichtparametrische Version

Die im Abschnit 3.1.1 beschriebenen, parametrischen rotiert bilinearen Elemente besit-
zen auch entsprechende nichtparametrische Gegenstiicke. Fiir jedes Element T € Ty, sei
(&,7m) ein lokales Koordinatensystem, welches durch Verbinden der Mittelpunkte zweier
gegeniiberliegender Kanten erzeugt wird (siehe Abbildung 3.2). Wir machen dazu den
Ansatz

E=acx+by , n=ax+by
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(X3,Y5)

(X1, Y1) (X0, Y2)

Abbildung 3.2: Lokales Koordinatensystem

mit

1 1
(XM;,YM;) = <§(Xi+Xi+1>7§()/i+Y;+l)>
(le, bg) = (XMQ — XM4, YMQ — YM4)
(an,bn) = (XM1 —XMg,YMl —YM:),)

Der Ansatzraum Ql(T) auf jedem Element 7" € T}, ist dann gegeben durch

©1<T) = span<§2 - 7727 57 7, 1>

= span{(c1z® + coxy + c3y°, agw + bey, ayx + byy, 1) (3.13)

mit Koeffizienten ¢;(ag, be, ay, by) .

Durch Losen eines 4 x 4 Gleichungssystems (bzw. 6 x 6 in drei Raumdimensionen, siehe
[42]) kann man sich nun auf effiziente Weise die vier lokalen Basisfunktionen berechnen, die
wieder wie im parametrischen Fall durch Vorgabe der Funktionale {Flga/ (), T C 0Ty}
eindeutig bestimmt sind. Die Rdume L; und H3(€2), sowie die Interpolationsoperatoren
Jn, in definiert man analog zum vorangehenden Abschnitt.

Q1(T) enthilt nun automatisch alle linearen Polynome, weshalb direkt (siche [18]) das
Bramble—Hilbert—Lemma ohne Transformation auf das Referenzelement T" angewandt wer-
den kann. Man erhélt damit fiir i, = iga/ b)

o — invllo + B |l — invlln < ch?||v]ls Vo € HY(Q) N H2(Q). (3.14)

In dieser Interpolationsabschétzung taucht nun keine Abhéngigkeit von der Uniformitét
des Gitters mehr auf, wie wir sie beim parametrischen Element in Zitat 1 gesehen haben,
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sondern es lafit sich die optimale Approximationsordnung zeigen. Das mittelwertorien-
tierte Element Hy,@ ist damit stabil und konvergent auch auf nichtkartesischen Gittern,
withrend fiir das Element H,® wieder eine Kleinheitsbedingung fiir den Term o gelten
oder eine modifizierte Bilinearform by (-, -) verwendet werden muB [48]. Dann erhilt man
die optimalen Fehlerabschétzungen fiir das Stokesproblem:

lu—wlln+lp—pullo < ch{llullz+ lIplli},
(3.15)

lu—wanllo+lp —pull-s < ch?*{Jull2+[Ipll:}-

Wie schon bei der Interpolationsabschitzung taucht auch hier keine Bedingung an die
GleichmafBigkeit des Gitters auf.

3.1.3 Stabilitidt auf gestreckten Gittern

Im Abschnitt 3.1 wurde bei der Analyse stets davon ausgegangen, daf3 die Gitter quas:
uniform sind, d.h. dafl alle Elemente in etwa dieselbe Gréfie und Form besitzen (“uniform
shape condition” und “uniform size condition”). Diese Eigenschaften bzw. die daraus her-
geleiteten lokalen inversen Abschitzungen erscheinen essentiell fiir die Beweise der Stabi-
litdt der Elemente (Babuska-Brezzi Bedingung), jedoch schrinken sie die Flexibilitdat bei
der Wahl des Rechengitters stark ein. In der Praxis mochte man haufig zum Auflésen von
Randschichten Gitter haben, welche lokal stark anisotrop sind. Im folgenden betrachten
wir den Fall eines rechtwinkligen Tensorproduktgitters mit den horizontalen bzw. vertika-
len Ausdehnungen h, bzw. h, (siehe Abbildung 3.3). Die Gréle p := maxger, px ist der
sogenannte “Aspect-Ratio” des Gitters. Solche Anisotropien haben bei den hier betrachte-
ten Elementen keinen negativen Einflul auf die Interpolationsgiite [2] (fiir eine eingehende
Analyse einer Vielzahl anderer Elemente siehe auch [1]). Wie Becker/Rannacher [7] zeigen,
hat die Wahl des Elementes jedoch groflen Einflufy auf die Stabilitét.

— hmaa: J— h_r
hy K PK ‘= —hmm hy

Abbildung 3.3: Element eines rechtwinkligen Tensorproduktgitters

Fiir das nichtparametrische Q, /Qo-Element gilt das folgende

Lemma 6. Die nichtparametrische Version des nichtkonformen O /Qo-Stokes-Elements
ist stabil auf beliebigen, rechtwinkligen Tensorproduktgittern, d.h. es gilt:

sup (ph) vvh)

>  pn € Ln, 3.16
v, cHy, ||Vvh||h = 7”th Dh h ( )

mit einer Konstanten vy, die unabhdngig von der Gitterweite und dem “Aspect-Ratio” ist.
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Beweis
ach Becker/Rannacher iir ein beliebiges p;, € Lj, gibt es ein v € , so daf gilt
Nach Becker/R her [7]) F in beliebi Ly, gib i H(l) daf} gil
(siche [19])
(pn, V-v) = vllpall[| Vol

Die diskrete Funktion vy, € Hy,, definiert durch

/Vhds:/vds VI € Ol
r r

(Prs V-vn) = (pr, V-0) = yllpall (V0]

Es bleibt nun also nur noch die H!-Stabilitit dieses Interpolationsprozesses zu zeigen. Da
fiir die nichtparametrischen Elemente Avy, auf jedem Element verschwindet, und weiterhin
Vv - n konstant ist auf den Kanten (fiir allgemeinere, nichtrechtwinklige Gitter bedarf
es einiger technischer Modifikationen des Beweises; siehe [7]), gilt

erfillt dann

/VthVhd:c = —/ Avhvhdm+/VhVVh-nds
K K r

= —/ Avhvdx+/vVvh-nds
K r

= / VvVvydr.
K

Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung erhalten wir sofort die gewiinschte Ungleichung
[vall < [lv]]. O

Eine derartige Stabilitédtsaussage gilt fiir die parametrische Version des Q1 — Qo Elementes
nicht. Die Ubertragung des obigen Beweises scheitert daran, daf die essentielle Bedingung
Avplg = 0 im allgemeinen nicht erfiillt ist, nicht einmal auf rechtwinkligen Gittern.
Tatséichlich kénnen bei praktischen Rechnungen diese Instabilitdten beobachtet werden.

parametrisch nichtparametrisch

Abbildung 3.4: Druckverlauf auf einem anisotropen Gitter (AR=16)

Abbildung 3.4 zeigt den Druckverlauf fiir eine Driven-Cavity Rechnung (sieche Abschnitt
1) auf einem Einheitsquadrat. Das Rechengitter ist zur linken und rechten Wand hin
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verzerrt mit einem Aspect-Ratio von 16. Die Skalierung des Druckes ist bei beiden Ab-
bildungen gleich. Bei der Rechnung mit dem parametrischen Element sieht man deutlich
das starke Ostzillieren des Druckes entlang der Wéande. Bei der analogen Rechnung mit
dem nichtparametrischen Element sind diese Oszillationen nicht zu beobachten.

Um dennoch auch mit dem parametrischen Element auf derartigen gestreckten Gittern
befriedigende Stabilitatseigenschaften zu erzielen, miissen die Ansatzfunktionen auf jedem
Element passend skaliert werden. Mit dem Ansatz:

Q1(K) := {qo vy : q € span(1, pxx,y, (prx)* — y°) } (3.17)

konnten Becker und Rannacher [7] zeigen, da8 das so entstehende Element die Stabilitéts-
bedingung erfiillt. Allerdings greift dieser Ansatz lediglich bei rechteckigen, langgestreck-
ten Elementen.

Wie Buijssen [10] gezeigt hat, ist bei beliebigen ver-

(0.4, 0.6) (0.6, 0.6) zerrten Elementen die Definition des Anisotropiegrades

als Verhiltnis der Verbindungsstrecken gegeniiberliegen-

der Seitenmitten nicht ausreichend. Abbildung 3.5 zeigt

ein Viereckselement, bei dem die Strecken, die jeweils

gegeniiberliegende Seitenmitten miteinander verbinden,

(0, 0) (1, 0) die gleiche Lange haben. Lafit man die beiden oberen

! ! Knoten aufeinander zu wandern, dann bleibt dieses Sei-

tenverhéltnis immer noch gleich, das Element degene-

riert dadurch jedoch nahezu zu einem Dreieck. Wie in

diesem Fall der Skalierungsfakor px zu wihlen ist, ist

vollig unklar. Wie wir im Abschnitt 3.1.5 zeigen werden, kann die nichtparametrische

Version des Q; /Qo-Elementes auf derartige Elemente ohne weitere Stabilisierungen ange-
wendet werden.

Abbildung 3.5: nichtrechtecki-
ges, verzerrtes Element

3.1.4 Zur Auswahl des Elementtyps

In den vorherigen Abschnitten haben wir gesehen, dafl sich die beiden Versionen des
O /Qo Elementes hinsichtlich ihrer Stabilitdtseigenschaften voneinander unterscheiden.
Die nichtparametrische Version, welche ohne die Transformation auf ein Referenzele-
ment auskommt, erweist sich als die stabilere im Hinblick auf Winkeldeformationen so-
wie Langenanisotropien des Gitters. Zwar lassen sich die Probleme beim parametrischen
Element durch gezielte Anpassung {iberwinden, bzw. verlieren bei fortschreitender, re-
gelméfBiger Verfeinerung an Bedeutung. Die nichtparametrische Version liefert jedoch in
allen Féllen ohne zusédtzliche Mafinahmen zufriedenstellende Ergebnisse, und der Mehr-
aufwand (fiir die Berechnung der lokalen Basisfunktionen) ist vernachlassigbar. Da das
Ziel der Arbeit die Entwicklung robuster Losungsverfahren ist, wird in der weiteren Un-
tersuchung lediglich auf das nichtparametrische Element eingegangen, beziehungsweise
dieses verwendet werden.
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3.1.5 Beispielrechnungen

Die folgenden Beispielrechnungen sollen noch einmal die Stabilitdt des nichtparametri-
schen, rotiert bilinearen Elementes auch auf extrem deformierten Gittern demonstrieren.
Die gezeigten Beispiele sind hierbei nicht nur als Kuriosum interessant. Bei der Verwen-
dung von automatischen Gittergeneratoren kommt es in der Praxis leider haufig vor, dafl
einige der Elemente stark gestaucht werden und nahezu zu Dreiecken degenerieren. Wir
werden im Folgenden zeigen, dafl die nichtparametrische Form des Q1 /Qo-Elements auch
auf solchen Gittern sehr gute Ergebnisse zeitigt

Bei dem gewéhlten Beispielproblem handelt es sich um eine Driven-Cavity Rechnung auf
dem Einheitsquadrat mit einer Viskositat v = 1/5000. Die Rechnungen wurden auf Level
8, also dem siebenmal verfeinerten Grobgitter durchgefithrt. (Der feinste Level besteht
somit im ersten Beispiel aus circa 65.500 Zellen und rund 130.000 Freiheitsgraden (Kan-
ten) pro Geschwindigkeitskomponente, bei den Beispielen zwei und drei entsprechend den
Grobgitterstrukturen 65.000 bzw. 190.000 Freiheitsgraden)

Bei dem ersten Beispiel besteht das Grobgitter aus 4 “Vierecken”, bei denen je ein Winkel
zu 7 entartet ist. Zusétzlich zu den drei offensichtlichen Ecken ist somit auch die Mit-
te der dufleren Kante als Eckpunkt des Elementes aufzufassen (Abbildung 3.6). Durch
die Verwendung des lokalen Koordinatensystems bei den nichtparametrischen Elementen
entstehen durch diese Entartungen keinerlei Probleme. Diese lokalen Koordinatensyste-
me, die durch Verbinden gegeniiberliegender Seitenmitten entstehen, sind auch auf diesem
Gitter immer noch nahezu orthogonal (die Lage der lokalen Koordinatenachsen fiir die
vier Grobgitterelemente kann man auf der rechten Zeichnung in Abbildung 3.6 erkennen).

Abbildung 3.6: Grobgitter 1 und erste Verfeinerung

Auch die Verfeinerung der Elemente erfolgt wie iiblich durch das Verbinden gegeniiber-
liegender Seitenmitten. Durch diesen Prozefl erhélt man eine Hierarchie von Gittern, bei
denen die Elemente zu den Wandmitten hin immer verzerrter werden, bis zum Extremfall
eines Dreiecks direkt an der Wand. Man erkennt keine Storungen in der Losung durch das
verzerrte Gitter. Vor allem zeigt der Druck an den kritischen Stellen keine Oszillationen
und auch das Geschwindigkeitsfeld weist keine Unregelméfigkeiten durch das Gitter auf
(siche Abbildung 3.7).

Als néchstes betrachten wir das Profil einiger Groflen entlang einer Schnittgeraden durch
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Druck Norm der Geschwindigkeit

Stromfunktion Stromfunktionswerte > 0

Abbildung 3.7: Typische Losung einer Driven-Cavity Simulation

das Rechengebiet. In Abbildung 3.8 ist die U-Komponente der Geschwindigkeit auf einer
Vertikalen sowie die Norm der Geschwindigkeit angegeben. Dazu zum Vergleich jeweils
die Kurven fiir ein isotropes, kartesisches Gitter, wobei der Referenzwert L7 von einem
etwas groberen, der Wert L8 von einem etwas feineren Gitter stammt. Es ist gut zu
erkennen, dafl die auf dem “Dreiecksgitter” erzeugten Werte sehr schon zwischen diesen
beiden Referenzkurven liegen.

1 T T T !

Gitter 1
Referenzwert L7 eferenzwert 7 -—-----
géze’re’r;gﬁeﬁ te ————— Referenzwert I8 --------

08
06
04t
02|

0

0.2

-0.4

L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

.. .. . . 1V0 0.2 04 0}; . DB‘ k1‘ 1} IAD' 1_6
U-Geschwindigkeit bei 2 = 0.5 orm der Geschwindigkeit auf der Dia

gonalen x = 1 —t/v/2,y =t/V2
Abbildung 3.8: Profile auf Gitter 1
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Grobgitter 2

erste Verfeinerung

Abbildung 3.9: Gitter 2

Derselbe Test wurde auch noch fiir eine dhnliche Konfiguration durchgefiihrt, bei der
im Grobgitter ebenfalls die Elemente zu Dreiecken entartet sind. Allerdings liegen diese
entarteten Elemente nun in der Mitte des Rechengebietes (sieche Abbildung 3.9).

" Gitter2

0.8

0.6

02+

02 [ o

0.4

Referenzwert L8 --------

L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8

U-Geschwindigkeit bei x = 0.5

Gitter]2 ——

Referenzwert L8 - -

Norm der Geschwindigkeit auf der Dia-

gonalen x = 1 —t/v/2,y =t/V2

Abbildung 3.10: Profile auf Gitter 2

Auch bei diesem Gitter sind keinerlei Instabilitdten zu beobachten. Da sich die Dar-
stellungen des Stromungsfeldes und des Druckes nicht von denen des ersten Beispieles
unterscheiden lassen, seien fiir diese Konfiguration lediglich die Geschwindigkeitsprofile
angegeben (siehe Abbildung 3.10). Das Grobgitter im zweiten Beispiel hat nur 2 Elemen-
te, statt 4 wie im ersten Beispiel, daher mufl man die Gitterfeinheit auf dem feinsten
Level mit der der Referenzlosung auf Level 7 vergleichen. Die Abbildung 3.10 zeigt, dafl
diese beiden Kurven nahezu identisch sind. Hierbei ist zu bedenken, dal die beiden Lini-
en, entlang derer die Profile genommen sind, mitten durch das Gebiet gehen, in dem die

Elemente am starksten verzerrt sind.
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Grobgitter 3 Zoom zweite Verfeinerung

Abbildung 3.11:

Als letztes Beispiel betrachten wir eine Konfiguration, bei der zwei Eckpunkte eines Vier-
eckes (nahezu) aufeinanderfallen (siche Abbildung 3.11).

Die Gitter, die durch den regelméfligen Verfeinerungsprozef3 entstehen, enthalten an der
rechten und linken Wand “Dreiecke”, die mit zunehmender Verfeinerung immer spitz-
winkliger werden.

s . . . . . . :
' ' ' " Gitier3 Gitens ——

Referenzwert L8 -------- Referenzwert |8 --------

08 -

0.6

B e

0.4 )

02 “ B 04l [\

-0.4

T . Norm der Geschwindigkeit auf der Dia-
U-Geschwindigkeit bei z = 0.5 sonalen z = 1 — t/v2.y = t/v/2

Abbildung 3.12: Profile auf Gitter 3

Trotz dieser starken Deformation zeigt die Abbildung 3.12, dal die Qualitdat der Losung
auch auf diesem Gitters nicht leidet.Die leichten, unnatiirlichen Oszillationen, die die
Norm der Geschwindigkeit in der linken oberen Ecke des Gebietes zeigt (entspricht dem
Parameterwert ¢ = y/2) rithren vom Postprozessing her. Da auf der Diagonalen selbst, im
Gegensatz zu den beiden vorigen Beispielen keine Geschwindigkeitsfreiheitsgrade liegen,
miissen die Werte fiir die Ausgabe durch Interpolation erzeugt werden. Ein Schnitt entlang
der Horizontalen y = 0.5 (Abb.3.13), also mitten durch die Region mit den entarteten
Elementen, zeigt wieder keinerlei Storungen.
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" Gitter3

Referenzwert L8 --------

Abbildung 3.13: U-Geschwindigkeit bei y = 0.5

Die oben gezeigten Beispiele bestitigen die theoretischen Erkenntnisse, daf die nichtpa-
rametrische Version des @)1/Qo—Elementes sehr robust gegeniiber Einfliissen des Gitters
ist. Die sind im speziellen

- Verzerrungen der Elemente, bei denen die Normalen gegeniiberliegender Kanten
einen groflen Winkel einschlieflen

- Elemente mit groflen Aspect-Ratios

- degenerierte Elemente, bei denen ein Winkel 7 betrégt, oder bei denen zwei Eck-
punkte zusammenfallen.

Der dritte Punkt ist hierbei bei der Verwendung von ’professionellen’ Gittergeneratoren
besonderem Interesse, bei denen bei komplexen Geometrien héufig derart degenerierte
Elemente erzeugt werden. Auf all diesen Gittern liefert das nichtparametrische Element
eine hohe Diskretisierungsgiite und insbesondere auf den langgestreckten Gittern ist das
Paar Q; /Qo ohne weitere Modifikationen BB-stabil.
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3.2 Stabilisierung der Konvektionsterms

Wie bereits eingangs beschrieben lautet die kontinuierliche Formulierung der stationdren
Navier-Stokes-Gleichungen im Fall von Dirichletrandbedingungen

—vAu+ (u-V)u+Vp=fV-u=0 inQ, u=g aufdf. (3.18)
Mit den zugehorigen Bilinearformen a(-, -) und b(-, -), sowie der Trilinearform

3vj

nu,v,w) = Ui
(77 ) Q'Laxi

wj dz. (3.19)

148t sich die variationelle Formulierung dieses Problems schreiben als:

Finde ein Paar {u,p} € H := H{(Q) x L := L3(Q), so daB

va(u,v) +n(u,u,v)+b(p,v) = (f,v) VveH (3.20)

b(g,u) = 0 Vg e L. '
Auf einem Gitter Ty, bestehend aus Viereckselementen 7' hat man, mit der diskreten
Trilinearform

v
np(Unh, Vi, Wh) 1= Z/uh,iﬂwh7jdm, (3.21)

den diskreten Bilinearformen ay(-,-) und by(+,-) und den diskreten Réumen Hj, und Ly
die diskrete Formulierung:

Finde ein Paar {uy,pn} € Hy, X Ly, so daB

vap(Un, Vi) + np(Un, Un, Vi) + 00(ph, va) = (f, vn) Vvh € Hy,

3.22
b(qh,uh) = 0 th € Lh. ( )

Dies entspricht einer zentralen Diskretisierung der Ableitungen im Konvektionsterm. Ei-
ne solche Diskretisierung ist bekanntermaflen von 2. Ordnung, jedoch nur dann stabil,
wenn die Gitterweite h fein genug ist, wobei die benétigte Feinheit von der Reynoldszahl
abhéngig ist. In praxisrelevanten Rechnungen wird eine derartige Gitterweite nicht er-
reicht. Dies kann einerseits zu Oszillationen in der Losung fiihren, die nicht physikalisch
begriindet, sondern ein rein numerisches Artefakt sind. Dariiber hinaus kann nicht mehr
garantiert werden, dafl die Steifigkeitsmatrix weiterhin eine M-Matrix ist, oder zumindest
dghnliche Eigenschaften besitzt, was dazu fithren kann, dafl die klassischen numerischen
Losungsverfahren nicht mehr, oder nur deutlich schlechter konvergieren.

Somit mufl man, vor allem im Bereich hoherer Reynoldszahlen, eine Stabilisierung des
konvektiven Termes vornehmen. Zwei Verfahren sind dazu weit verbreitet: UPWIND-
Verfahren sowie Stromliniendiffusionsmethoden. Auf deren Realisierung sowie Vor- und
Nachteile soll in den néchsten beiden Abschnitten kurz eingegangen werden.
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3.2.1 Upwind

Das von uns verwendete UPWIND-Verfahren ist das von Turek [48] bzw. [49] beschriebe-
ne, und basiert auf Arbeiten von Ohmori/Ushijima [36] und Tobiska/Schieweck [40]. Die
Idee dabei ist die Definition kantenorientierter sogenannter Lumpinggebiete und Lum-
pingoperatoren. Jedes Viereckselement wird in 8 sogenannte baryzentrische Teilgebiete
unterteilt, indem man das Viereck vom Schwerpunkt zu den Ecken und Seitenmitten hin
‘zerschneidet’. Fiir jede Kante definieren wir ein Lumpinggebiet R; durch

Rl = U Slk:, (323)

wobei A; die Menge derjenigen Indizes k ist, bei denen die Kanten m; und m; benachbart
sind (siche Abbildung 3.14).

Mp
Shk Shm T
R
Skn Smn l
Mg Mm 0|
S
kl Smi i
Ik
Sik | Sim T,
°
m| k

Abbildung 3.14: Baryzentrische Fragmente S;; von T und das Lumpinggebiet R; um die
Kante/den Mittelpunkt [

Bezeichnet man mit 'y, := 0S5, N ISy, die inneren Kanten der baryzentrischen Fragmente
der Elemente, dann kann man den Rand des Gebietes R; schreiben als

OR = | Tw. (3.24)

kel

Wir erhalten damit eine neue, kantenorientierte Zerlegung des Gebietes, ndmlich

Ur=0=R (3.25)

TETh

Als néchstes definieren wir den stiickweisen Lumping-Operator durch:

Lth(l‘) = Vh(ml) , VreR;. (326)
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Die Trilinearform ny,(uy, vy, wy,) schreiben wir nun als Summe n;, = n,ll + n,% mit

oup, iU
1 . YUhiCh,j
ny (Up, Vi, Wp) 1= g / 5 ——=wy,; dx,
T
TETh
ou
2 L h,i
nh(uth,Wh) = - Z/ vh]wh]dx
TETh

In diesen beiden Termen kann man nun die Gréflen ohne Ableitung durch die entspre-
chenden gelumpten ersetzen, also

n} (ap, vy, wy) durch n} (uy, v, Lywy), und n2 (uy,, vy, wy,) durch n? (uy, Lyvy, Lywy).
Den Term n; modifizieren wir, wie in [36] beschrieben, zu einer 'Upwind-Form’, indem
wir v;, durch ein noch zu definierendes v¥* und erhalten, nach Anwendung des Satzes von

Gauf}, die Ausdriicke:

iy (Up, Vi, W) 1= ZZ]{ uy, - gV dywi(my) (3.27)

ke ik

ﬁi(uh,vh,wh) = - Z Z % Uy - Nk d’)/ Vh(ml)wh(ml) . (328)

ke Lik

viF ist dabei ein gewichtetes Mittel der Geschwindigkeitswerte auf den Kantenmitten my,
und my, also

Vﬁc = /\lkvh(ml) + (1 - )\lk)vh(mk) > (329)
wobeil die Funktionen A
A =1=2u , |l <1 (3.30)
erfiillen.

Damit kénnen wir nun die neue, diskrete Form 7y, (uy, v, wy,) wie folgt definieren:

nh(uh,vh,wh Z Z % Uy - Nk d’}/ 1 — )\lk(uh))(vh(mk) — Vh(ml))wh(ml) . (331)

1 keA, YT

Bei der Wahl der A\ hat man gewisse Freiheiten. Wir verwenden die beiden folgenden
Varianten:

x(uh) Z 0

1
0 : sonst ’

1.) Einfaches UPWIND Au(Un) = {

2.) (gewichtetes) Samarskij UPWIND [46] Aue(un) = { CALICA z(uy) >0
1k (Un :

1+i5*ac
m sonst
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Dabei bezeichnet z := % fFlk uy, - ny dvy ein Maf fiir die lokale Reynoldszahl.

0* ist ein zusétzlicher Dampfungsparameter, der frei gewahlt werden kann. Fiir 6* — oo
erhélt man das einfache Upwindverfahren; die klassische Wahl ist 0* = 1.

Das Upwind-stabilisierte, diskrete Problem hat also die Gestalt:
Finde {uy,pr} € Hy, X Ly, so dafl

i/ah(uh, Vh) + fbh(u;“ uy, Vh) + bh(pha Vh) = (f, Vh) VVh < Hh (332)
bh(qh,uh) =0 th e L. (333)

Fiir die Analyse der obigen Verfahren verweisen wir auf [48] fiir das einfache Upwind
bzw. [46] fiir das gewichtete Upwind. Das einfache Upwind, das der Verwendung von
Riickwértsdifferenzen entspricht, ist von erster Ordnung Genauigkeit. Es gilt das folgende

Lemma 7. (siehe [48])

Fiir v=2||f||_1 hinreichend klein, sind die Lésungen {u,p}, bzw., {us,pn}, eindeutig be-
stimmt. Wenn zusditzlich {u, p} € H*(Q) x HY(Q), dann gilt

la —upl|n +[lp — prllo < ch|loghl. (3.34)

Bemerkung 8. Bei der gewichteten Variante des Upwind Verfahrens kann in einer
Raumdimension gezeigt werden (siehe [46]), daf3 die resultierende Diskretisierung von
zweiter Ordnung ist.

Somit haben wir gesehen, wie ein Upwind-Verfahren fiir die rotiert-bilinearen Elemente
formuliert werden kann. Das einfache Verfahren fiihrt dabei auf M-Matrizen ([36]), so
da auch Standardkomponenten im Rahmen eines Mehrgitterverfahrens eingesetzt wer-
den konnen. Allerdings ist die Diskretisierung lediglich von erster Ordnung Genauigkeit.
Wie in Kapitel 5 beschrieben, eignet es sich daher eher als Vorkonditionierer im Rahmen
eines Defektkorrekturverfahrens. Das Samarskij-Upwind verspricht, eine hohere Appro-
ximationsordnung zu haben, was durch numerische Tests bestéatigt wird. Da sich diese
Stabilisierung auch in Hinblick auf die Wahl des Parameters 6* als sehr robust erwiesen
hat, kann es bei den meisten Anwendungen (noch) als 'erste Wahl’ gelten. Tests zur Aus-
wirkung der verschiedenen Stabilisierungsvarianten sind in Abschnitt 5.1.1 dargestellt.

3.2.2 Stromlinien-stabilisiertes Galerkinverfahren

Waihrend das oben beschriebenen Upwind-Verfahren eher im Bereich eines Differenzen-
verfahrens anzusiedeln ist, handelt es sich bei der Stromliniendiffusion um einen Galerkin-
ansatz. Diese Methode wurde urspriinglich von Hughes und Brooks [21] vorgeschlagen. Da
an dieser Stelle wieder nur eine kurze Vorstellung des Verfahrens erfolgen kann, sei fiir eine
eingehendere Analyse sowie technische Details auf die Arbeiten von Johnson ([25], [26]),
Lube [32] und Zhou [54] verwiesen. Die Stromliniendiffusion fiir nichtkonforme Elemente,
insbesondere das rotiert-bilineare Viereckselement, wurde in jiingster Zeit von Matthies
und Tobiska [35] untersucht.
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Bei der Darstellung folgen wir dem Zugang von [32] bzw. [35] und verwenden die Strom-
liniendiffusion in einem 'Least-Squares’-Sinne.

Mit dem Operator

N(a;u,p) == —vAu+ (a-V)u+ Vp (3.35)

kann man die inkompressiblen, stationdren Navier-Stokes-Gleichungen wie folgt formulie-
ren:

Nwuwp) =f, Vu=0 inQ (3.36)

Das diskrete Problem, das es zu l6sen gilt, hat die in (3.22) angegebene Gestalt:

Finde ein Paar {uy,pn} € Hy, X Ly, so dafl

vap(Un, Vi) + np(Un, Un, Vi) + 0p(pr, va) = (f,vh)  Vvh € Hy
br(gn,un) = 0 Yy, € Ly,

Eine der moglichen Formen einer Least-Square Stromliniendiffusion ist es nun, die Form

Be(a; un, pr, Vi) = vap(Un, Vi) + 1p(a, Un, Vi) + by (Ph, Vi) (3.37)

elementwelse zu erweitern zu

Bsc(a; un, pu, Vh, @) = Be(a;un, pp, va) + Z (N(asun, pr), ¥(a, vh, )k,  (3.38)

KeTy
und mit der modifizierten rechten Seite
Lsc(a;v,q) == (£,v) + Y (f,4(a,v,q))k (3.39)
KeTy
das folgende Problem zu lsen:
Finde (up,pr) € Hy X Ly, so dafl
Bsg(Un; Un, Pr, Vi, qn) = Lsg(Un; Vi, qn) Vvin € Hy,
(3.40)
br(qn, un) = 0 Van € Ly,

Dabei sind die ¥ (a, v, q) geeignet zu wihlende, modifizierte Testfunktionen aus Hy,.

Die Anderung des Problemes ist konsistent, da fiir die exakte Losung von (3.36) die neu
hinzugekommenen Terme identisch sind, also die Differenz

(N(u;u,p) — £,9(u,v,q))k (3.41)
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verschwindet. Weitere Least-Square Terme fiir die Kontinuitétsgleichung oder Sprungter-
me, die aus unstetigen Druckapproximationen herriihren, kénnen noch addiert werden.
Fiir weitere Informationen sei hier auf die schon mehrfach zitierte Literatur verwiesen,
besonders [32], aber auch Becker [6].

Bei der Wahl von ¢ folgen wir wieder [32] bzw. [42] und setzen:

Y(a,v,q)|lk =0k ((a-V)v—-—vAv+Vyq), VK ecTy (3.42)

mit einem elementweise definierten Parameter 0, der noch zu bestimmen ist.

Bei den verwendeten nichtparametrischen rotiert-bilinearen Viereckselementen mit stiick-
weise konstanter Druckapproximation vereinfachen sich diese Terme, da auf jedem Ele-
ment Avy, = V¢, = 0 gilt. Somit bleiben von der Stabilisierung lediglich zwei Terme
iibrig, ndmlich

O (u-V)u,(u-V)v),, (3.43)

sowie die Modifikation der rechten Seite

Sx (£, (0~ V)v)x. (3.44)

In den meisten praktischen Anwendungen verschwindet allerdings der Kraftterm, das
heiit f = 0. Daher werden wir im folgenden diesen Teil der Stabilisierung bei der Analyse
sowie bei den Tests zur Parameterwahl vernachlidssigen. Die von uns verwendete und
untersuchte Stromlinien-Stabilisierung besteht somit einzig aus dem Term (3.43). Wenn
im Folgenden also davon die Rede ist, da} Stromliniendiffusion verwendet wurde, ist das
folgende stabilisierte Problem gemeint:

Finde ein Paar {up,pn} € Hy X Lj, so dafl

vay(Un, Vi) + 70, (U, Un, Vi) + 0, (0h, V) = (f,ve)  Vvin € Hy

3.45
bn(qn,un) = 0 Van € L, (3:45)
wobei
ﬁh(uh,vh,wh) = nh(uh,vh,wh) + Z (5K(uh . VVh, uy - VWh)|K . (346)
KeTn

Die Modifikation des Problemes kann man auch als elementweise Stabilisierung durch
einen zusatzlichen, anisotropen Diffusionsterm der Gestalt

— 0 (U W + 20Uy + Uy (3.47)

interpretieren. Dies unterscheidet die Stromliniendiffusion vom UPWIND-Verfahren, von
dem man zeigen kann, dafl dies der Addition einer ’homogenen’ kiinstlichen Diffusion
entspricht.
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Zur Losung der nichtlinearen Probleme wird ein Newton-artiges Iterationsverfahren an-
gewandt, bei dem in jedem Iterationsschritt die linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen
zu 16sen sind (Die nichtlinearen Losungsmethoden werden in Kapitel 5 detailliert behan-
delt, daher soll an dieser Stelle darauf nicht weiter eingegangen werden). Bei der Analyse
konnen wir also a als gegeben voraussetzen. (Im Falle der einfachen Fixpunktiteration ist
es z.B. gerade die Iterierte aus dem vorhergehenden Schritt). Schreiber [42] hat die obi-
ge Methode analysiert. Wir wollen hier lediglich die wichtigsten Resultate zitieren. Dazu
definieren wir zuerst eine dem Problem angepafite Norm durch

[[[an]l* = v[[Van|§ + Y dkll(a- V)un. (3.48)

KeTy
Damit gilt mit ¥y, := (v, qn) € Hy X Ly:

Zitat 9. Fiir 6xC*v < h* (mit einer gitterabhingigen Konstante C), ist die Bilinearform
Bsg(a;-,-) positiv definit, d.h.:

A L -
Bsg(a; ¥y, ¥n) > 3 19n]]]*, V¥n € Hp X L. (3.49)

Dieses Ergebnis fithrt dann zu der folgenden Fehlerabschétzung:

Zitat 10. Unter den Bedingungen von Zitat 9 gelten fiir die stabilisierte Galerkinmethode
mit dem nichtkonformen rotiert-bilinearen Element die folgenden Fehlerabschdtzungen fiir
Druck und Geschwindigkeiten (0 := max{dx}):

llu—wl|| < C(vh+v"h+6""2h% +6h|allL., +v6*/?) ||V u
+C (h+min{6"?,6v7|a|L..}) [ VDl
lp—pull < C(vh+h*|alL.. + dhllally, ) [[Vul
+C (h+dllallL.) IVpll +C (R +dllallf ) [|[u — unll].

Fiir den Fall konvektionsdominierter Probleme mit v < hx und mit dx ~ hy ergibt sich
daraus ein Fehlerverhalten in der ’Stromliniennorm’ von O(h?/?).

Eine entscheidende Grofe fiir die Effizienz der Stromliniendiffusion ist, wie auch die nu-
merischen Tests zeigen werden, die Wahl des Parameters 0. Ein iiblicher Ansatz, der z.B.
in [32] gefunden werden kann, geht von der sogenannten lokalen Reynoldszahl aus, also

|[ullk - b
—

Rey = (3.50)

||u||k ist hier die gemittelte Geschwindigkeit tiber das Element K, hx die “lokale Git-
terweite”, die wir, besonders im Hinblick auf stark anisotrope Gitter, weiter unten noch
eingehender diskutieren werden. Damit definieren wir den lokalen Gewichtsfaktor dx durch

hK 2R€K

Si = 0" - : ,
K ulle 1+ Rex

& € RY. (3.51)
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Diese Definition von dx hat Ahnlichkeiten mit der Definition des Samarskij-Upwind, das
wir im vorherigen Abschnitt vorgestellt hatten. Auch in diesem Fall wird, wenn die lo-
kale Reynoldszahl grof§ wird, eine kiinstliche Diffusion der GréBenordnung O(h) addiert.
In Regionen jedoch, in denen die Stromung nicht so sehr konvektionsdominiert ist, also
Regionen, in denen Rex — 0, nimmt die Stabilisierung immer mehr ab, so daf§ man im
Grenzfall die unstabilisierte Diskretisierung 2. Ordnung erhélt.

Fiir dieses Stromlinienverfahren kann man erwarten, dafl es im Falle kleiner Reynoldszah-
len, wo es ja nahezu der zentralen Diskretisierung 2. Ordnung entspricht, eine Konvergenz-
ordnung der Gréfienordnung O(h?) zeigen wird. Fiir konforme Elemente zeigt die Analyse
(siehe z.B. Johnson ([25], [26]), Lube [32] und Zhou [54]) auch tatséchlich, zumindest fiir
uniforme Gitter, eine zu erwartende Konvergenzordnung zwischen O(h?) und O(h*/?) fiir
konvektionsdominierte Probleme. Ob vergleichbare Resultate auch fiir nichtkonforme Ele-
mente gelten, ist zur Zeit noch ein offenes Problem. Tobiska und Matthies [35] zeigen, dafl
die fiir den Beweis im konformen Fall essentiellen Superkonvergenzeigenschaften im Falle
der nichtkonformen Elemente selbst auf Tensorproduktgittern nicht gelten. John et al [23]
benotigen zum Beweis ihrer Stabilitdts- und Konvergenzaussagen noch die Hinzunahme
von gewissen Sprungtermen in die Bilinearform, wihrend Stynes und Tobiska [43] zeigen
konnen, dafl man zumindest auf regelméafligen Gittern auch ohne diese Sprungterme die
Stabilitit der Methode sowie eine Konvergenzordnung O(h*?) in der Stromliniennorm
erhélt.

Trotzdem ist die Methode dem Upwindverfahren potentiell iiberlegen, das im schlechtesten
Fall lediglich die Genauigkeit O(h) hat. Allerdings ist bei der praktischen Anwendung der
Stromliniendiffusionsmethode die Wahl der Grolen 6* sowie hx von grofler Bedeutung.
Gerade bei den stark anisotropen Gittern, denen wir hier auch besondere Aufmerksamkeit
widmen, ist es nicht von vornherein klar, was die angemessene lokale Gitterweite ist. Fiir
die folgenden Tests haben wir hg, eine “Gitterweite in Stromungsrichtung” gewahlt, das
heifit, fiir eine elementweise gemittelte Stromung ugx wird ermittelt, welche Strecke ein
Teilchen mit dieser Bewegungsrichtung in dem Element zuriicklegt (siehe dazu Abb. 3.15).

Abbildung 3.15: Bestimmung von hg als lokale Gitterweite hg

Somit wird der Verzerrung eines Elementes in Richtung der Strémung Rechnung getra-
gen. Als Alternativen bieten sich noch an, die maximale oder minimale Verbindungslédnge
zweier gegeniiberliegender Seitenmitten (Amaz, Amin), oder die Wurzel aus der Element-
flache (VAREA) zu wihlen. Am Ende des folgenden Abschnittes werden wir anhand
numerischer Tests zeigen, dafl sich vor allem die letzten beiden Strategien zur Wahl von
h negativ auf die Approximationsgiite auswirken und die lokale Wahl hg vorzuziehen ist.

Ubrig bleibt noch der globale Parameter ¢*. Dieser Parameter hat einen stirkeren Ein-
fluB auf das Verfahren als der gleichnamige Parameter beim Upwind. Wahrend beim
Samarskij-Upwind fir 6*(UPW) — oo das Verfahren auf das einfache Upwind fiihrt,
fithrt bei der Stromliniendiffusion eine immer weitere Erhéhung von 6* zu einer immer
groBeren Uberstabilisierung und damit zu einer geringeren Genauigkeit. Fiir 6* — 0 er-
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halten wir wieder die zentrale Diskretisierung, also gar keine Stabilisierung. Bei praktisch
relevanten Stromungen wird man den Wert von §* also in einem Korridor zwischen “zu
viel” und “zu wenig” Stabilisierung wihlen miissen. Der Bereich, in dem sich der Para-
meter iiblicherweise bewegt, ist nach unserer Erfahrung §* € [0.1,...,2].

Im n#chsten Abschnitt widmen wir uns einem Vergleich der beiden Methoden in puncto
Genauigkeit, aber auch mit besonderem Augenmerk auf dem Aspekt der Robustheit

3.2.3 Numerischer Vergleich

Zum Abschluf3 des Kapitels iiber Sta-

bilisierung wollen wir die beiden Ver-

fahrensklassen an einem realistischen

Beispiel miteinander vergleichen. Es o

handelt sich um eine 2d-Konfiguration
der Umstromung eines Zylinders, wie - Apbildung 3.16: Grobgitter fiir die Umstrémung
in dem DFG-Benchmark von 1995 (sie- gines Zylinders

he [38]). Einige der Ergebnisse konnen

auch in [49] nachgelesen werden. Das Grobgitter 'Level 17 ist in Abbildung 3.16 zu sehen,
alle weiteren Gitter entstehen durch regelméfiige Verfeinerung. Es wurden Rechnungen
fiir zwei verschiedenen Reynoldszahlen, ndmlich Re = 20 und Re = 50 durchgefiihrt. Die
Reynoldszahl von ungefdhr 50 ist die obere Grenze, bei der die Stromung noch stationér

bleibt.

Die Tabellen 3.1 und 3.2 zeigen den [2 — Fehler, wobei die Losung auf dem Level 7 (ent-
spricht ca. 3 Millionen Unbekannten) als “exakte” Referenzlosung genommen wurde. «
bezeichnet die numerisch gemessene Konvergenzordnung O(h®). Die Werte von a beim
Druckfehler sind fast durchweg grofler als 1, obgleich lediglich ein stiickweise konstanter
Ansatz fiir den Druck verwendet wurde. Dieser Superaproximationseffekt entsteht da-
durch, dafl wir den Druck fiir das Postprocessing auf die Knoten des Gitters interpoliert
haben. Weitere Modifikationen des Druckes wurden nicht vorgenommen (sieche dazu auch

[49])-

Verglichen wurden dabei das Samarskij-Upwind sowie die Stromliniendiffusion fiir ver-
schiedene Parameter ¢, einschliefilich der Grenzfille UPW-oo, also dem einfachen UP-
WIND, sowie der zentralen Diskretisierung C'; also dem Fall SD-0.

Bei beiden Verfahren sieht man den groflen Einfluf}, den der Parameter 6* auf das Ergebnis
hat, ebenso wirkt sich in beiden Verfahren eine Vergroflerung des Parameters negativ auf
die globale Approximationsgiite aus. Das Stromliniendiffusionsverfahren liefert bei opti-
maler Parameterwahl bessere Approximationen als das ’optimale’ UPWIND-Verfahren.
Jedoch unterscheiden sich diese Werte nur relativ wenig, und bei der Wahl eines ’schlech-
ten’” Parameters ¢* kann die Stromliniendiffusion schnell schlechtere Ergebnisse liefern
als das 'optimale’ UPWIND UPW—0.1 (siehe dazu besonders Tabelle 3.1). Wihrend sich
aber bei allen Test die Wahl von 6* = 0.1 als ideal fiir das Upwind erwiesen hat, ist die Be-
stimmung des optimalen ¢* fiir die Stromliniendiffusion schwieriger, und ist vor allem von
Problem zu Problem verschieden. Die zentrale Diskretisierung liefert auf groben Gittern
schlechtere Resultate, als beispielsweise die optimale Stromliniendiffusion. Bei Re = 50
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lg(ll)

la(p)

«

UPW-0.1

2.81-

1072

8.00

-1073

9.21

-1073

1.61

3.10 -

1073

1.37

3.31 -

1073

1.48

9.72 -

107*

1.68

8.83 -

1071

1.91

2.58 -

1071

1.92

UPW-1.0

3.82 -

1072

1.67 -

1072

2.15-

1072

0.83

8.60 -

1073

0.96

1.03 -

1072

1.06

4.01

-1073

1.10

4.30 -

1073

1.26

1.59 -

1073

1.33

UPW-c0

4.41 -

221

1072

2.92-

0.59

1.29 -

1072

0.78

1.75 -

0.74

7.37 -

1073

0.81

9.74 -

0.85

4.09 -

1073

0.85

SD-0.2

8.97 -

5.32 -

1073

3.64 -

1.31

2.14 -

1073

1.32

1.36 -

1.43

7.46 -

1071

1.53

4.57 -

1.58

2.31

-1074

1.70

SD-1.0

1.53 -

8.08 -

1073

8.80 -

0.80

4.32-

1073

0.91

4.59 -

0.94

1.95 -

1073

1.15

2.03 -

1.18

7.62 -

1071

1.36

1.06 -

7.27 -

1073

3.62 -

1.56

2.66 -

1073

1.46

9.85 -

1.88

791

-1074

1.76

Y b= | I DO O | I DO U b= | QI DO O | I DO U | W DO U =] Wl DN

2.35 -

2.07

2.17-

1071

1.87

Tabelle 3.1: Approximationsverhalten bei Re = 20
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l(u) o lo(p) a
21 1.23-1071 9.53-1072
UPW-0.1 [3]6.01-1072]1.04 [ 473-1072 1.00
41242-1072[1.32(1.90-10°2 [ 1.32
51 876-107% | 1.47 | 6.10-107% | 1.64
2 1.73-1071 1.45-1071
UPW-1.0 3 1.14-10°7]0.60 || 855-10"1 | 0.76
4116.20-1072]0.88 || 4.79-10"%2 | 0.84
51 280-107%2[1.14 | 2.29-107% | 1.06
2 1.80-1071 1.61-1071
UPW-c0 [3]1.31-1077]0.46 [ 1.02-10°1 [ 0.66
41 842-10720.64 || 6.38-1072 | 0.68
5 482-1072]0.81 [ 3.79-10°%2 | 0.75
2 [ 3.75-1072 3.11-1072
SD-0.3 31 1.29-107%2[1.54 || 1.47-10"%2 | 1.08
41556-1073]1.22 ] 5.99-1073 | 1.30
5(1221-103[1.34 [ 2.08-1073 | 1.53
2 1 2.46 - 1072 4721072
SD-1.0 312701072 2.76-1072 | 0.78
411.48-1072]0.87 [ 1.36-1072 | 1.02
5 715-1072[1.05 [ 5.90-10"2% | 1.21
2 div. div.
C 313721072 2.65- 1072
41111-1072[1.80 [ 1.22-1072 [ 1.12
51 267-107212.06 || 4.04-1072 | 1.60

Tabelle 3.2: Approximationsverhalten bei Re = 50

konvergiert das Verfahren auf Level 3 noch nicht einmal. Wenn die Gitterweite h so-
wie die Reynoldszahl grof sind, ist also eine Stabilisierung stets vorteilhaft. Aufgrund der
héheren Ordnung (asymptotisch O(h?)) liefert die zentrale Diskretisierung ab einer gewis-
sen Gitterfeinheit die genauesten Losungen. Die zentrale Diskretisierung 1483t sich hierbei
allerdings stets nur im Rahmen eines Defektkorrekturverfahrens einsetzen, bei dem als
Vorkonditionierer eine entsprechende Stabilisierung verwendet wird (siche [49]). Direkt
mit Hilfe eines Mehrgitterverfahrens lassen sich die Gleichungssysteme aus der zentralen
Diskretisierung nicht 16sen.

Nach diesem Vergleich beziiglich globaler Approximationsgiiten wollen wir noch den Ein-
flul der verschiedenen Stabilisierungen auf gewisse lokale Groflen untersuchen, und zwar
die Lift- und Drag-Koeffizienten, also den Auftrieb und den Widerstandsbeiwert, fiir die
ausschliellich Gréen an der Kontur des Zylinders abgegriffen werden. Wie man in Tabelle
3.3 erkennen kann, bleiben die Ergebnisse, die wir aus dem Verhalten der globalen Fehler
gewonnen haben, auch hier richtig. Allerdings sieht man, dafl hier das UPW-0.1, im Gegen-
satz zum globalen [5-Fehler sogar héufig bessere Ergebnisse liefert, als die SD-Varianten.
Lediglich bei sehr feinen Gittern liefern die besten Stromliniendiffusionsvarianten und
auch die zentrale Diskretisierung etwas bessere Werte.

Bisher waren die von uns verwendeten Gitter alle vergleichsweise regelméfiig und enthiel-

42



o* ‘ Level 3 ‘ Level 4 ‘ Level 5 ‘ Level 6 ‘ Level 7 ‘ Referenz
Drag fiir Re = 20
0.1 5.5810 5.5608 5.5657 5.5718 5.5755 | 5.576
UPW | 1.0 6.0199 5.7054 5.6011 5.5793 5.5771 | 5.576
o0 6.4863 6.0203 5.7802 5.6717 5.6230 | 5.576
SD | 0.2 5.6770 5.6299 5.5953 5.5821 5.5787 | 5.576
1.0 6.3836 5.9674 5.7269 5.6282 5.5931 | 5.576
C 5.5549 5.5638 5.5677 5.5724 5.5756 | 5.576
Drag fiir Re = 50
0.1 3.9213 3.7387 3.6958 3.6915 3.6924 3.69
UPW | 1.0 4.3140 3.8904 3.7308 3.6939 3.6908 3.69
o0 4.5370 4.0750 3.8503 3.7585 3.7221 3.69
SD | 0.3 3.9764 3.8409 3.7521 3.7137 3.7000 3.69
1.0 4.4380 4.0945 3.8705 3.7617 3.7168 3.69
C 3.9356 3.7700 3.7111 3.6966 3.6939 3.69
Lift fur Re = 20
0.1 || 0.00487 | 0.00913 | 0.01014 | 0.01043 | 0.01054 | 0.0106
UPW | 1.0 || -0.00280 | 0.00647 | 0.00993 | 0.01058 | 0.01063 | 0.0106
oo || -0.00235 | 0.00673 | 0.01040 | 0.01128 | 0.01119 | 0.0106
SD | 0.2 0.00613 | 0.00796 | 0.00949 | 0.01014 | 0.01045 | 0.0106
1.0 || -0.00117 | 0.00434 | 0.00779 | 0.00944 | 0.01016 | 0.0106
C 0.00538 | 0.00803 | 0.00973 | 0.01031 | 0.01052 | 0.0106
Lift fiir Re = 50
0.1 || -0.01353 | -0.01013 | -0.01018 | -0.01060 | -0.01072 | -0.0108
UPW | 1.0 || -0.02223 | -0.01367 | -0.01051 | -0.01014 | -0.01043 | -0.0108
oo || -0.02414 | -0.01606 | -0.01245 | -0.01113 | -0.01074 | -0.0108
SD | 0.3 | -0.01098 | -0.01154 | -0.01122 | -0.01099 | -0.01085 | -0.0108
1.0 || -0.01652 | -0.01362 | -0.01194 | -0.01127 | -0.01098 | -0.0108
C -0.00844 | -0.01109 | -0.01109 | -0.01090 | -0.01083 | -0.0108

Tabelle 3.3: Drag und Lift Koeffizienten fiir Re = 20 and Re = 50

ten keine besonders stark verzerrten Elemente. AbschlieBend wollen wir auch noch das
Verhalten der verschiedenen Stabilisierungen auf Gitter mit stark anisotropen Elementen
untersuchen. Die Geometrie ist &hnlich wie bisher, allerdings wird nun ein Quader um-
stromt. Um das Hindernis herum, sowie im Nachlauf enthélt das Grobgitter langgestreckte
Elemente. Abbildung 3.17 zeigt das Grobgitter "ANISO S1’, mit einem maximalen Seiten-
verhéltnis von etwa 10. Die Gitter "ANISO S2’ sowie "ANISO S3’ haben dieselbe Struktur,
jedoch wird durch das Verschieben der innersten Gitterlinie in Richtung des Quaders ein
Seitenverhiltnis von etwa 10° (beim Gitter S2) beziehungsweise etwa 10° (beim Gitter
S3) erzeugt.

Die Ergebnisse sind in den Tabellen 3.4 bis 3.6 dargestellt. Der Referenzwert wurde durch
Rechnung auf einem einmal verfeinerten Gitter sowie geeigneter Extrapolation gewonnen.
Wieder sieht man deutlich, dafl die zentrale Diskretisierung auf den groberen Gitterleveln
nur schlechte oder gar keine Ergebnisse liefert. Selbst auf dem feinsten hier gerechneten
Level sind die Werte der zentralen Diskretisierung teilweise noch merklich schlechter als
bei den besten stabilisierten Verfahren, wie beispielsweise der ’Lift’, also der Auftriebs-
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Abbildung 3.17: Grobgitter S1 fiir die Umstromung eines Quaders

wert fiir Re = 20 . Bei der Stromliniendiffusion erkennt man, dafl nicht nur die Wahl des
Parameters 0* einen grofien Einflul auf das Ergebnis hat, sondern auch in starkem Mafle
die Berechnung der Gitterweite h. Die Wahl h := h,,;, oder h := vV ARFE A liefern hierbei
durchweg schlechtere, und teilweise sogar deutlich schlechtere Ergebnisse, als h := Az
bzw. h := hg. Letztere liefern in etwa vergleichbare Werte, wobei besonders bei der hoher-

o* H Level 3 ‘ Level 4 ‘ Level 5 ‘ Level 6 ‘ Referenz
Drag fiir Re=20

UPW-0.1 4,6521 4,6079 4,6334 4,6693 4,71

hg 4,7064 4,6702 4,6651 4,6814 4,71

SD-0.2 | VAREA 4,6883 4,6611 4,6606 4,6795 4,71

Romin 4,6712 4,6472 4,6536 4,6768 4,71

Romaz 4,7392 4,7014 4,6832 4,6889 4,71

C 2,2272 2,3386 4,6374 4,6707 4,71
Drag fiir Re=50

UPW-0.1 36175 | 3,3147| 32228 3,2195 3,24

hg 3,4837 3,3355 3,2586 3,2374 3,24

SD-0.3 | VAREA 3,4599 3,3278 3,2555 3,2363 3,24

Romin 3,4587 3,3101 3,2405 3,2288 3,24

homaz 3,5167 3,3983 3,3059 3,2632 3,24

C - 1,3510 0,8640 3,2205 3,24
Lift fiir Re=20

UPW-0.1 0,002924 | -0,002248 | -0,002504 | -0,002012 -0,0013

hg -0,012949 | -0,006465 | -0,003384 | -0,002063 -0,0013

SD-0.2 | VAREA || -0,023674 | -0,013299 | -0,006984 | -0,003706 -0,0013

Romin -0,031076 | -0,017159 | -0,008871 | -0,004491 -0,0013

homaz -0,011192 | -0,006219 | -0,003333 | -0,002055 -0,0013

C -0,341680 | 0,122131 | -0,005065 | -0,002653 -0,0013
Lift fiir Re=50

UPW-0.1 -0,017433 | -0,012856 | -0,006232 | -0,002768 -0,0020

hg -0,020174 | -0,010768 | -0,005881 | -0,003120 -0,0020

SD-0.3 | VAREA || -0,025466 | -0,013096 | -0,006786 | -0,003441 -0,0020

Romin -0,032648 | -0,015255 | -0,007267 | -0,003577 -0,0020

homaz -0,016377 | -0,009672 | -0,005593 | -0,003094 -0,0020

C - 1-0,601230 | -0,05725 | -0,002578 -0,0020

Tabelle 3.4: Gitter ANISO S1
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o* H Level 3 ‘ Level 4 ‘ Level 5 ‘ Level 6 ‘ Referenz
Drag fiir Re=20

UPW-0.1 4,7867 4,6923 4,6843 4,7007 4,71

hg 4,7880 4,7464 4,7175 4,7141 4,71

SD-0.2 | VAREA 4,7706 4,7348 47114 4,7113 4,71

Bomin 4,7530 4,7221 4,7049 4,7088 4,71

homaz 4,8147 4,7697 4,7311 4,7199 4,71

C 4,7185 4,6859 4,6862 4,7025 4,71
Drag fiir Re=50

UPW-0.1 3,6922 3,3930 3,2716 3,2467 3,24

hg 3,5016 3,4092 3,3187 3,2744 3,24

SD-0.3 | VAREA 3,4802 3,3910 3,3077 3,2688 3,24

Bomin 3,4682 3,3753 3,2964 3,2631 3,24

honaz 3,5387 3,4453 3,3448 3,2889 3,24

C 3,5688 - 3,2650 3,2469 3,24
Lift fiir Re=20

UPW-0.1 0,003279 | -0,001787 | -0,002166 | -0,001699 -0,0013

hg -0,013064 | -0,006289 | -0,003103 | -0,001839 -0,0013

SD-0.2 | VAREA || -0,023359 | -0,012925 | -0,006657 | -0,003459 -0,0013

Romin -0,030708 | -0,016792 | -0,008556 | -0,004254 -0,0013

Ronag -0,010907 | -0,005846 | -0,002996 | -0,001809 -0,0013

C -0,038793 | -0,012323 | -0,004739 | -0,002407 -0,0013
Lift fir Re=50

UPW-0.1 -0,017270 | -0,012075 | -0,005804 | -0,002595 -0,0020

hg -0,016976 | -0,009303 | -0,005369 | -0,002873 -0,0020

SD-0.3 | VAREA || -0,023272 | -0,011839 | -0,006140 | -0,003144 -0,0020

Romin -0,028367 | -0,013283 | -0,006413 | -0,003236 -0,0020

homaz -0,015371 | -0,009221 | -0,005324 | -0,002939 -0,0020

C -0,063812 —1-0,003916 | -0,002425 -0,0020

Tabelle 3.5: Gitter ANISOS2

en Reynoldszahl das lokale hg etwas besser ist. Dies rechtfertigt die bereits weiter vorne
beschriebene Wahl von hg als bevorzugten Schrittweitenparameter. Bei alledem féllt auf,
dafl zumindest in diesem Beispiel der maximale Aspect-Ratio des Gitters keine Rolle fiir
die Genauigkeit des Ergebnisses spielt. Die Gitter S2 und S3 liefern aufgrund der bessern
Auflésung in der Ndhe des Hindernisses bessere Werte, als das isotrope Gitter S1.

Auch auf die Upwind-Stabilisierung UPW — 0.1 hat der Aspect-Ratio keinen negativen
Einflu. Und wie auch schon bei der DFG-Benchmark-Konfiguration (Abbildung 3.16)
liefert das Verfahren fiir die lokalen Groflen bessere Approximationen, als die Stromlini-
enstabilisierungen. Im Gegensatz zur zentralen Diskretisierung sind mit dieser Upwind-
Stabilisierung schon auf groberen Leveln akzeptable Resultate zu erzielen.

Eine eingehende Analyse der Stabilisierungsverfahren war nicht das Ziel dieser Arbeit.
Daher kann an dieser Stelle nicht abschliefend das eine oder andere Verfahren als das
iiberlegene gewertet werden. Die Stromliniendiffusion hat aufgrund der theoretisch héher-
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o* H Level 3 ‘ Level 4 ‘ Level 5 ‘ Level 6 ‘ Referenz
Drag fiir Re=20

UPW-0.1 4,8448 4,7403 4,7079 4,7070 4,71

hg 4,7885 4,7471 4,7138 4,7148 4,71

SD-0.2 | VAREA 4,7706 4,7355 4,7122 4,7121 4,71

Bomin 4,7539 4,7229 4,7057 4,7096 4,71

homaz 4,8151 4,7038 4,7319 4,7206 4,71

C 2,2846 2,4404 4,6870 4,7024 4,71
Drag fiir Re=50

UPW-0.1 3,6922 3,3930 3,2716 3,2467 3,24

hg 3,5016 3,4092 3,3187 3,2744 3,24

SD-0.3 | VAREA 3,4802 3,3910 3,3077 3,2688 3,24

Bomin 3,4683 3,3753 3,2964 3,2631 3,24

honaz 3,5387 3,4455 3,3448 3,2889 3,24

C - 3,3791 3,2641 3,2469 3,24
Lift fir Re=20

UPW-0.1 0,003953 | -0,001287 | -0,001873 | -0,001669 -0,0013

hg -0,013098 | -0,006246 | -0,003114 | -0,001836 -0,0013

SD-0.2 | VAREA || -0,023372 | -0,012932 | -0,006665 | -0,003463 -0,0013

Romin -0,030724 | -0,016804 | -0,008559 | -0,004266 -0,0013

homaz -0,010923 | -0,005889 | -0,003007 | -0,001801 -0,0013

C -0,300970 | -0,099173 | -0,004739 | -0,002407 -0,0013
Lift fiir Re=50

UPW-0.1 -0,017269 | -0,012075 | -0,005802 | -0,002595 -0,0020

hg -0,016976 | -0,009270 | -0,005345 | -0,002882 -0,0020

SD-0.3 | VAREA | -0,023267 | -0,011846 | -0,006101 | -0,003154 -0,0020

Bomin -0,028367 | -0,013317 | -0,006494 | -0,003249 -0,0020

honaz -0,015373 | -0,009227 | -0,005322 | -0,002943 -0,0020

C — 0,07228 | -0,006161 | -0,002431 -0,0020

Tabelle 3.6: Gitter ANISOS3

en Konvergenzordnung sicher ein sehr grofies Potential. Allerdings erweisen sich zum
derzeitigen Zeitpunkt die Probleme des richtigen ’Feintunings’ als sehr hinderlich. Da
wir in dieser Arbeit das Augenmerk darauf gerichtet haben, ein robustes Verfahren zur
Losung der stationdren Navier-Stokes Gleichungen zu prisentieren, ziehen wir (noch) das
Samarskij-Upwind mit 6* = 0.1 jeder Stromliniendiffusionsmethode vor.

In jlingster Zeit wurden von Kuzmin und Turek sehr vielversprechende Stabilisierungs-
methoden, sogenannte Flux Correction Tools (FCT) sowie Total Variation Diminishing
(TVD) Verfahren entwickelt, die direkt an der Matrix der zentralen Diskretisierung an-
setzen (siehe [28] und [30], sowie [29] fiir TVD). Diese Methoden sind parameterfrei und
kénnten in Zukunft eine Alternative zu Upwind- und Stromliniendiffusion darstellen. Die
Entwicklung ist noch relativ am Anfang, verspricht aber, ein grofles Potential zu haben.
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Kapitel 4

Das lineare Mehrgitterverfahren

Durch die Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichungen wird die approximative Losung
des Problems iiberfithrt in die Losung grofier (nicht-)linearer Gleichungssysteme. Wegen
der Grofle dieser Systeme scheidet bei der Losung die Verwendung von direkten Losern, wie
dem Gauflschen Algorithmus, aus. Dabei féllt sowohl der groflere numerische Aufwand ins
Gewicht, als auch die Tatsache, dafi durch solche direkten Verfahren in der Regel auch der
besonderen Besetzungsstruktur der Matrix keinerlei Rechnung getragen wird. Matrizen,
die aus einer Finite-Elemente Diskretisierung entstehen, sind in der Regel diinnbesetzte
Matrizen, bei denen neben der Hauptdiagonalen nur wenige Bénder von null verschiedene
Eintrdge haben. Die Gauflsche Elimination wiirde zwischen diesen Béndern jedoch auch
einen sogenannten 'Fill-In’ erzeugen, was zu einem immensen Anstieg des Speicherbedarfes
fithren wiirde.

Somit gilt bei der Losung der Gleichungssysteme das Augenmerk den iterativen Verfahren.
Hier kommen zwei Klassen in Betracht; Krylov-Raum Verfahren und Mehrgittermethoden.
Unsere Erfahrung zeigt, da Krylov-Raum Verfahren, wie z.B. BICGSTAB oder GMRES
bei Problemgroflen deutlich iiber 10000, wie sie in praktischen Rechnungen gang und
giabe sind, dem Mehrgitterverfahren unterlegen sind. Aus diesem Grund werden wir uns
in dieser Arbeit lediglich auf das Mehrgitterverfahren zum Losen der linearen Probleme
konzentrieren. Dies ist eine Klasse von Verfahren, die, im Hinblick auf den numerischen
Aufwand “optimal” sind, das heifit bei denen der Aufwand zur Berechnung der Losung
des Gleichungssystems lediglich wie die Zahl der Unbekannten wéchst (siche dazu [20]
und [49]).

Die Idee hinter dem Mehrgitterverfahren beruht auf der Beobachtung, dafl viele der klas-
sischen Iterationsverfahren, wie Jacobi- oder GauB-Seidel, die stark oszillierenden Anteile
des Fehlers sehr rasch reduzieren. Die weniger stark oszillierenden, ’glatteren’ Anteile
lassen sich aber gut genug auch auf einem groberen Gitter dampfen. Damit das Vefah-
ren iiberhaupt konvergiert, miissen sowohl die Basisiteration als auch die Matrizen Ay
auf den groben Gittern gewisse Bedingungen erfiillen (man spricht von “Glattungseigen-
schaft” und “Approximationseigenschaft”). Fiir eine genaue theoretische Herleitung des
Mehrgitterverfahrens sei hier auf das klassische Buch von Hackbusch [20] verwiesen. Wir
geben an dieser Stelle das Verfahren lediglich schematisch an.
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Der Aufbau eines Mehrgitterverfahrens ist wie folgt. Zu 16sen ist das lineare System
Anzn = fn.
Weiterhin existiere eine Hierarchie von Leveln 7,7 = 1,..., N, die zum Beispiel von einer
Gitterweite h; abhidngen konnen. Auf jedem dieser Level miissen wir in der Lage sein,
Matrizen A; sowie rechte Seiten f; zu definieren. Dann schreibt man einen Schritt des
N-Level Algorithmus MG(N, -, -) mit einer Anfangsniherung u%; als
MG(N,uly, fy) = ut! (4.1)

mit der neuen Approximierten u%“‘“.

Die allgemeine k-Level Iteration zur Losung des Systems Az = fr ausgehend von einer
Startiterierten u§ kann wie folgt beschrieben werden:

Falls k = 1 ist MG(1,4!, fy) die exakte Losung, also MG(1,49, fo) = A fi

Falls £ > 1 fithrt man 4 Schritte aus:

(1) Vorglittung. Mit m Schritten einer Basisiteration (“Glétter”) wird u{ in u}* iiberfiihrt.

(2) Grobgitterkorrektur: Der Defekt dy, = fr—Axu}® wird auf den Level k—1 restringiert:
fkfl = Illzildka

und mit dieser rechten Seite sowie der Startniherung uf_, = 0 fiilhrt man p > 1
Schritte der k£ — 1-Level Iteration durch:

u;;fl = MG(k - 17“27_117.]0]671)7 1 S ) S D, u2,1 - O (42)

(3) Schrittweitenkontrolle der Grobgitterkorrektur. Die unter (2) gewonnene Korrektur
wird auf den Level k prolongiert und auf «}' addiert:

™t =l gl (4.3)

Dabei kann der Parameter a; entweder fest gewihlt sein, oder adaptiv angepaflt
werden, so dafl der Fehler in einer geeigneten Norm minimal wird. Die diskrete
Energienorm wird zum Beispiel minimiert durch die Wahl

(fr — Apui, IE_up o )
(Akllffluifp Illctluifl)k

. —
m+1

(4) Nachgldttung. Wie in (1) wendet man n Schritte eines Glatters auf u;'"" an und
erhalt w1,

Die “richtige” Wahl der Komponenten des Mehrgitterverfahrens hat, wie die Praxis zeigt,
einen groflen Einflufl auf die Giite des gesamten Verfahrens. Besonders wichtig wird das,
wenn das zugrundeliegende Problem zum Beispiel Anisotropien im verwendeten Rechen-
gitter aufweist. In diesem Fall konnen sich die Glattungseigenschaften der klassischen
Verfahren wie Jacobi- oder Gaufl-Seidel sehr verschlechtern, was dazu fithren kann, dafl
man die Zahl der Glattungsschritte stark erhéhen mufl und selbst das in extremen Féllen
nicht mehr zum Erfolg fiihrt. In den folgenden Abschnitten werden nun die einzelnen Kom-
ponenten genauer untersucht und Methoden entwickelt, die sich sehr robust gegeniiber
“Storungen des Problems” verhalten.
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4.1 Allgemeine Mehrgitterkomponenten

4.1.1 Restriktion und Prolongation

Zwei der wichtigen Komponenten beim Mehrgitterverfahren sind die Gittertransferopera-
toren (If~! bzw. IF_,). Diese “iiberfiihren” den Koeffizientenvektor (und somit die Finite-
Elemente Funktionen bzw. -residuen) von einem gegebenen Gitter auf ein groberes bzw.
feineres. Im ersten Fall spricht man von Restriktions- im zweiten Fall von Prolongations-
operatoren.

Sei nun Ty, ein Gitter, sowie T}, das daraus durch einmaliges Verfeinern enstandene, feinere
Gitter. Die zugehorigen Finite-Elemente Rdume werden mit Hyy, bzw. H), bezeichnet. Der
Prolongationsoperator I : Ho, — Hj, wird Gegenstand unserer niheren Untersuchung
sein. Der Restriktionsoperator I?" : Hy, — Hoy, (korrekterweise ein Operator zwischen den
Dualrdumen der angegebenen Raume, die wir hier aber identifizieren konnen) ist allgemein
definiert als der zu I3, adjungierte Operator und ergibt sich somit automatisch aus der
Wahl von %, . An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daf bei den nichtkonformen, rotiert-
bilinearen Finite-Elemente Ansatzraumen, wie sie in Abschnitt (3.1) beschrieben werden,
nicht der grobere Raum in dem feineren enthalten ist. Somit kann nicht einfach die triviale
Einbettung von vg;, in den Hj, als Prolongation verwendet werden. Im folgenden verwenden
wir die bekannte Notation (-, ), fiir das diskrete Skalarprodukt, |||-|[|,, ,» = 0...2 fiir die
diskrete L?—, H' oder H?*—Norm (siehe [49]).

Fiir die Konstruktion eines Prolongationsoperators gibt es typischerweise zwei verschie-
dene Zugiinge: mittels Interpolation oder mittels einer (diskreten) L2-Projektion. Bei der
Projektion wird der Operator I}, := I2;” definiert iiber die Bezichung

(I3 vons v )n = (van, o) Vo € Hy, Yooy € Hay, (4.4)
Das fiihrt zu der Matrizenbeziehung
MyVi, = Np2nVan, (4.5)
bzw. )
Vio = M7 Njyon Van =2 1255 Vi, (4.6)

Dabei ist NN}, o5, eine rechteckige Matrix mit den Skalarprodukten der Basisfunktionen aus
Hj, und Hy, als Eintragen, und M), ist eine Massematrix. Wahlt man fiir das Aufstel-
len der Massematrix eine spezielle Quadraturformel (” Auswertung in den Freiheitsgraden
als Quadraturpunkten”), so kann man erreichen, dafi M, Diagonalgestalt hat (das soge-
nannte Masse-Lumping geméf den Freiheitsgraden). Die Eintridge m}, korrespondieren zu
der Grofle des Tréagers der i-ten Basisfunktion. Damit kann der Prolongationsprozef ele-
mentweise durchgefiihrt werden. Der Unterschied zu dem Interpolationszugang, den wir
gleich noch etwas eingehender betrachten wollen, besteht in der Gewichtung der einzelnen
Elementeintrége durch die Elemente der gelumpten Massematrix M. In etlichen Féllen
(konstante, lineare oder quadratische Elemente auf isotropen Gittern) sind die beiden
Zuginge dquivalent [49]. Der (makroelementweise) Interpolationsoperator Ig}’f ordnet den
Knotenfunktionalen des feinen Gitters die interpolierten Werte der Grobgitterfunktionen
zu. Man hat hierbei grundsétzlich die Wahl zwischen der vollen Interpolation, d.h. der
Interpolation mit rotiert-bilinearen Funktionen, oder einer einfachen, konstanten Interpo-
lation. Die Definition im einzelnen:
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Abbildung 4.1: Makroelement in T3, sowie die daraus entstehenden Elemente in T},

Der makroelementweise Interpolationsoperator fiir rotiert bilineare
Elemente

1. Auf dem Makroelement ist eine Funktion us, € Hsp, bestimmt durch die
vier Koeffizienten wq, us, us, us. Daraus lassen sich die Koeffizienten der
Feingitterfunktion linear kombinieren (hier nur exemplarisch fiir us, ug).
Die Faktoren vor den u; erhédlt man einfach dadurch, dal man die entspre-
chenden (Grobgitter-)Basisfunktionen an den (Feingitter-)Knoten us,ug
etc. auswertet. Es sei an dieser Stelle bemerkt, daf3 die Vorfaktoren sich
bei stark gestorten Gittern von den hier angegebenen leicht unterscheiden
kénnen. Diese Unterschiede machen sich jedoch kaum bemerkbar, so daf3
wir durchgehend mit den hier angegebenen Werten rechnen.

e volle Interpolation fiir H, = H{ (Ansatzraum mit den Integralmittel-
werten als Freiheitsgraden)

1 1 5
Us = Uy — ZUQ + ZU4, Ug = gul + g(uz + ug + uy)

e volle Interpolation fiir Hy, = H? (Ansatzraum mit den Funktionswer-
ten in den Kantenmitten als Freiheitsgraden)

15 3 3 . 5
Us = —U — ——=Us — —=Us + —U
b 6 16 ° 16 ° 16 ¥

_ 9, i 3. 1.3
Yo = 16T 16" T 16 T 16™

e Konstante Interpolation (H), = H}(La’b))

Us = U1, Ue = U1

2. Die Werte, die auf Kanten liegen, welche auch schon Kanten von T3, sind,
werden durch den obigen Prozefl zweimal 'angefafit’. Fiir diese setzt man
das Mittel aus beiden Werten; entweder ungewichtet, oder gewichtet mit
den Groflen der beiden Makroelemente als Gewichtungsfaktoren.
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Bei der Gewichtung mit der Grofle der Makroelemente sieht man auch den Zusammen-
hang zur oben beschriebenen Projektionsmethode. Dies ist ndmlich eng verwandt mit
der Multiplikation mit den entsprechenden Eintrdgen der Massematrix. Man wird geneigt
sein, bei den oben dargestellten Interpolationsvarianten der vollen Interpolation den Vor-
zug zu geben. Die entspricht auch der Regel, daf§ der Grad von Restriktion und Prolon-
gation zusammen mindestens der Ordnung des zugrundeliegenden Differentialoperators
entsprechen soll [49]. Mit der konstanten Interpolation ist dies offensichtlich nicht erfiillt.
Allerdings werden spétere Tests zeigen, dafl der lokale Einsatz der konstanten Interpola-
tion, abhéngig von der Grofle und Verzerrung der Elemente, durchaus von Vorteil sein
kann. So kann vermieden werden, dafl in die Interpolation auch Beitrdge von Freiheits-
graden eingehen, die geometrisch “sehr weit” entfernt sind. Daher definieren wir folgende
adaptive Variante des Prolongationsoperators:

Adaptive Prolongation fiir rotiert bilineare Elemente

1. Man berechnet die Interpolationswerte der Feingitterfunktion aus den Ko-
effizienten wuq, us, uz, ugy der Grobgitterfunktion vg,. Die Wahl der Interpo-
lation wird durch die Streckung (Aspect-Ratio, AR) oder das Verhéltnis
der Grofen des Makroelements und seiner Nachbarzellen (size ratio, SR)
gesteuert.

2. Liegen diese Werte unter einer vorgegebenen Schranke, dann fithrt man die
volle, rotiert bilineare Interpolation durch:

e volle Interpolation fiir H;, = Hf (Ansatzraum mit den Integralmittel-
werten als Freiheitsgraden)

by 1 2 ° + < (ug + uz + ug)
Us = Up — —Ug + —Us, Ug = U + (U2 +us +u
5 1 U2t g, Us = gl g (Uz - Us T Us
e volle Interpolation fiir Hy, = H? (Ansatzraum mit den Funktionswer-
ten in den Kantenmitten als Freiheitsgrade)

15 3 3 N 5
Us = —U] — ——=Us — —=Us + —=U
> 6" 16° 16 ° " 16
9 3 1
Ug = —=Up + —Uu9 + —Uus + —Uy

16 16 16 16

3. Uberschreiten diese Werte auf einem Makroelement die Schranke, fithrt
man auf diesem Element lokal die konstante Interpolation durch:

Us = Uy, U = U1

4. Die Werte, die auf Kanten liegen, welche auch schon Kanten von 75, sind,
werden durch den obigen Prozefl zweimal 'angefafit’. Fiir diese setzt man
das Mittel aus beiden Werten; entweder ungewichtet, oder gewichtet mit
den Groflen der beiden Makroelemente als Gewichtungsfaktoren.

o1



Fiir den stiickweise konstanten Druck verwenden wir die einfache, konstante Interpolation,
das heifit, wir verwenden auf den Zellen des feinen Gitters jeweils den Druckwert der
"Mutterzelle’ auf dem groben Gitter. Eine Alternative ist es, stattdessen den Druck zu
einer Funktion aus Q) zu machen. Die Werte auf dem Kanten berechnet man hierbei durch
Mittelung aus des Druckes der anliegenden Elemente. Auf die so entstandene Funktion
148t sich die oben beschriebene, adaptive Prolongation anwenden. Daraus erzeugt man
sich schlieflich die stiickweise konstante Interpolierende auf dem feinen Gitter. Da die
einfache Interpolation des Druckes jedoch sehr gute Ergebnisse liefert, haben wir diese
alternative Interpolation nicht ndher untersucht.

Numerische Tests, die in Kapitel 4.1.4 nachzulesen sind, zeigen, dafl bei moderaten AR’s
bis zu der GroBenordnung 10-100 die volle Interpolation sehr gute Ergebnisse liefert. Bei
starkeren Verzerrungen des Gitters jedoch konvergiert das Mehrgitterverfahren mit der
vollen Interpolation nicht mehr, wiahrend das elementweise Umschalten auf die konstante
Interpolation ein sehr gutes Konvergenzverhalten zeigt. Ein guter Wert fiir den Schwellen-
parameters, bei dem die Umschaltung erfolgt, wurde in den obenangegebenen Tests mit
50 ermittelt. Das Verfahren reagiert auf moderate Variationen dieses Wertes allerdings
nicht sehr sensibel, so dal Werte zwischen 20 und 100 vergleichbar gute Resultate liefern.
Diese Ergebnisse wurden in Zusammenarbeit mit Stefan Turek [49] ermittelt.

4.1.2 Behandlung der Grobgittermatrix

Beim Aufbau der Matrizen Aj, auf einem groben Gitter 7T}, stehen wieder prinzipiell
zwei verschiedene Wege zur Verfiigung, ndmlich der standard Finite-Elemente Ansatz
oder der sogenannte Galerkin-Zugang. Beim Finite-Elemente Zugang verwendet man
auf dem Gitter 7}, den zugehorigen Finite-Element Raum Hj, mit den Basisfunktionen
go?w j=1,...N(i). Die Eintrdge Ai’? der Steifigkeitsmatrix Ay, bestimmt man dann wie
die Eintrdge der Steifigkeitsmatrix auf dem feinsten Gitter iiber

AR = an (@5, 1), (4.7)

wobei ay,(+, -) die diskrete Bilinearform zu dem kontinuierlichen Operator ist.

Der sogenannte ’Galerkin-Zugang’ geht von der Matrix auf dem feinen Gitter aus und
“transportiert” sie auf die groben Level. Mit den Bezeichnungen Pl fiir den Prolonga-
tionsoperator und die damit assoziierte Prolongationsmatrix und R2" fiir die Restriktion
erhélt man die Grobgittermatrix A, aus A, durch

AQh = RihAhPth. (48)

Dieser Prozef} kann wiederum lokal, das heifit elementweise durchgefiihrt werden. (Fiir eine
effektive Implementationen sei auf das Programmpaket FEATFLOW verwiesen, siehe [49]
oder www.featflow.de).

Wie bei der Prolongation/Restriktion sind beide vorgestellten Zugénge in einigen Féllen
identisch, so z.B. bei (bi-)linearen, konformen Finiten Elementen und Problemen mit kon-
stanten Koeffizienten. Bei den hier verwendeten, nichtkonformen Finite-Elemente Rdumen
(siehe Kapitel 3.1) jedoch fiihren diese beiden Varianten zu vollkommen unterschiedlichen
Ergebnissen. Verwendet man bei dem Galerkin-Zugang den vollen Interpolationsoperator
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Abbildung 4.2: Wachsender Matrizenstern durch Interpolationsoperator

aus dem vorangegangenen Abschnitt, so fithrt dieser Konstruktionsprozef3 zu einer Ver-
groferung des Matrizensternes (siehe Abbildung 4.2). Mit dem zentralen Freiheitsgrad
werden statt der 7 Eintridge der direkt benachbarten Elemente iiber die Interpolation
auch noch Eintrdge aus den Nachbarzellen gekoppelt. Der Effekt wird noch dadurch ver-
groflert, dal der Proze ja rekursiv iiber alle Level hinweg durchgefiihrt wird. Dadurch
gehen grofle Teile der diinnen Besetzungsstruktur der Matrix verloren. Wenn man fiir den
Gittertransfer den Interpolationsoperator zweiter Ordnung benutzen will, ist man also auf
den ”Finite-Elemente Zugang” zur Erzeugung der Grobgittermatrizen angewiesen.

Jedoch zeigt sich auch hier, wie bei den Gittertransferoperatoren, dafl die Mehrgitterkon-
vergenz bei starken Anisotropien des Gitters leidet. Und ebenso wie beim Gittertransfer
erweist sich auch hier eine adaptive Steuerung des Matrixaufbaus als sehr hilfreich. Dabei
werden die Eintrége der Matrix grundsétzlich geméafi der Beziehung (4.7) bestimmt. Dieje-
nigen Zeilen allerdings, welche mit Kanten korrespondieren, die an ein gestortes Element
grenzen (d.h. ein Element, dessen Aspect-Ratio iiber einem vorgegebenen Toleranzwert
liegt), werden mit dem Galerkin-Ansatz berechnet, allerdings unter Verwendung des kon-
stanten Interpolationsoperators.

Die Abbildung 4.3 zeigt die Form des Matrizensternes (auf kartesischen Gittern) bei den
verschiedenen Zugéngen. Das linke Bild zeigt, dafl bei dem Finite-Elemente Ansatz auf al-
le Knoten der benachbarten Elemente zugegriffen wird, wahrend der Galerkin-Ansatz mit
dem konstanten Interpolationsoperator zu einem “Fiinf-Punkte-Stern” fiihrt, bei dem die
gegeniiberliegenden Kanten ohne Einflul bleiben. Die Wahl des konstanten Zuganges bei
langgestreckten Elementen 18t sich wiederum durch die sehr heuristische Uberlegung mo-
tivieren, daf} bei diesen Elementen die gegeniiberliegende Kante sehr weit entfernt ist, und
daB es nicht sinnvoll erscheint, dafl diese Kante einen grofien Einflul auf den Freiheitsgrad
hat. Daher verspricht die oben beschriebene adaptive Steuerung der Grobgittermatrix auf
stark gestreckten Gittern giinstigere Eigenschaften zu haben, als der reine Finite-Elemente
Zugang.
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Abbildung 4.3: Kanonischer und modifizierter Matrizenstern

Die Verfahren der beiden letzten Abschnitte zusammen, also die adaptive Steuerung zwi-
schen rotiert-bilinearer und konstanter Interpolation, sowie die analogen Modifikationen
beim Aufbau der Grobgittermatrizen liefern sehr gute Ergebnisse und garantieren die ty-
pische Mehrgittereffizienz auch auf stark gestorten Gittern (siehe dazu Abschnitt 4.1.4).
Bevor die numerischen Tests angegeben werden, wollen wir aber noch kurz auf eine weitere
Modifikation des Mehrgitterverfahrens eingehen.

4.1.3 Adaptive Steuerung bei der Grobgitterkorrektur

Bei der Korrektur der alten Iterierten mit der (interpolierten) Grobgitterlésung besteht
die Freiheit, diese Grobgitterkorrektur mit einem Faktor ay zu gewichten:

uptt =l o If b (4.9)

Im Falle von konformen Finiten Elementen weifl man, daf§ aufgrund der Galerkinorthogo-
nalitit der Losung die Wahl «a = 1 das beste Ergebnis liefert; zumindest in der Theorie
des 2-Gitter-Verfahrens mit exakter Grobgitterlosung. In den hier betrachteten, nicht-
konformen Réumen gilt aber fiir die Losung nicht die klassische Galerkin-Orthogonalitét.
Daher erlauben wir fiir diesen Parameter auch Werte oy # 1 und bestimmen diesen Wert
so, dal die entstehende N&herungslosung in einem geeigneten Sinne optimal ist. Dieses
Vorgehen kann sich auch im Falle konformer Finite-Elemente als sinnvoll erweisen, wenn
namlich die Grobgitterprobleme nur approximativ gelost werden und dadurch auch die
Orthogonalitiatsbeziehung nicht mehr exakt erfiillt wird.

Die Wahl von «4 kann entweder so erfolgen, dafl u’,;”l beziiglich der Energienorm bei

symmetrisch positiv definiten Probemen minimal wird, oder man kann darauf zielen, die
I2—Norm des Defektes zu minimieren. In beiden Fillen ergibt sich ay, durch ein einfaches,
eindimensionales Minimierungsproblem:
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“Energieoptimales” ay:

(fx — Agug, Il?ﬂ“ﬁfﬁk
kD kD

(AL gy Ly W1 )k

(4.10)

. =

“Defektoptimales” y:
(fr — Apug’, AIf_ul_ )
(ApTf_yuy g Apy up

ay, = (4.11)

Mit (-, -)x ist hier das euklidische Skalarprodukt auf dem Level k bezeichnet. Aus den
theoretischen Uberlegungen ist die Energieminimierung auf symmetrische, positiv defini-
te Matrizen beschrinkt, wihrend die Defektminimierung so fiir (nahezu) beliebige Matri-
zen anwendbar ist. Jedoch scheinen die numerischen Resultate zu belegen, dafl das lineare
Mehrgitterverfahren die Energieminimierung erfordert. Selbst bei Konvektions-Diffusions-
Problemen mit hochgradig unsymmetrischen Matrizen Ay fiithrt die Verwendung von For-
mel (4.10) zu besseren Resultaten, obgleich ihre Herleitung sich theoretisch nicht mehr
rechtfertigen laf3t.

4.1.4 Numerische Tests

Im Folgenden bezeichnet MAT (TOL) den adaptiv gesteuerten Grobgitteroperator, mit
Schwellenwert TOL. Bei Kanten, bei denen ein benachbartes Element ein Seitenverhéltnis
hat, das groBer als TOL ist, wird zur Berechnung der entsprechenden Zeile der Grobgit-
termatrix die konstante Interpolation benutzt, ansonsten kommt der klassische Finite-
Elemente Zugang zum Tragen.

Die verschiedenen Varianten der Interpolation werden mit INT (typ)(TOL) bezeichnet.
Auch hier ist TOL wieder der Wert, jenseits dessen von der rotiert-bilinearen zur kon-
stanten Interpolation gewechselt wird. Damit beschreibt dann INT(typ)(0) die stiickweise
konstante Interpolation. Weiterhin betrachten wir noch zwei verschiedene Typen der Inter-
polation. typ=m bezeichnet die Variante, bei der die Werte auf den Kanten durch einfache
Mittelung der beiden Beitrdge entstehen, wahrend bei typ=g eine gewichtete Mittelung
geméaf der Elementgrofien erfolgt, was einer diskreten Lo-Projektion der Werte entspricht.

Fiir die Tests wurden Gitter des in Abbildung 4.4 dargestellten Typs verwendet.

| Level | Elemente | Kanten |

1 86 190

3 1,448 | 2,824
1 5504 | 11,152
5 22,016 | 44,320

Tabelle 4.1: Geometriedaten der Gitter auf den verschiedenen Verfeinerungsebenen

Dies ist ein prototypisches Grobgitter fiir eine Kanalstréomung um ein quadratisches Hin-
dernis, das durch Verschieben der innersten Linie am Hindernis verédndert werden kann,
um beliebig verzerrte Gitter zu erzeugen. Das Gitter in Abbildung 4.4 (S1) hat einen
maximalen Aspect-Ratio (AR) von 10, weiterhin wurden Gitter mit AR = 10% (S2) und
AR =10° (S3) verwendet.
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Abbildung 4.4: Typisches Grobgitter (hier S1) fiir die Mehrgittertests

Die folgenden Tests fiir die bisher dargestellten Mehrgitterkomponenten wurden nicht
fiir die vollen, gekoppelten Navier-Stokes Gleichungen durchgefiihrt, sondern fiir skalare
Poissongleichungen bzw. Konvektions-Diffusions-Gleichungen (siehe [49]). Da es sich beim
Gittertransfer und der Grobgittermatrix um allgemeine Mehrgitterkomponenten handelt,
ist dies vertretbar, und der Aufwand fiir die Tests lief§ sich so deutlich reduzieren. Am
Ende dieses Abschnittes werden die Ergebnisse noch exemplarisch an der voll gekoppelten
Gleichung verifiziert werden. In den skalaren Beispielen wurde als Glatter ein robustes
ILU-Verfahren mit einer angepafiten Numerierung der Gitterpunkte verwendet (“Left to
Right” im ersten Beispiel, Cuthill-McKee [15] im zweiten Beispiel).

Bereits in Tabelle 4.2 sieht man die Bedeutung, die die richtige, adaptive Steuerung der
Interpolation und des Aufbaus der Grobgittermatrix hat. Die volle rotiert-bilineare In-
terpolation (entspricht in der Tabelle dem Parameter oo), welche man a priori favori-
sieren wiirde, erweist sich dabei als vollig unzuldnglich. Aber auch die ausschliefliche
Verwendung der konstanten Interpolation liefert auf diesem extremen Gitter inakzeptable
Mehrgitterkonvergenzraten. Weiterhin zeigen die Zahlen, dafl Interpolation und Grobgit-
termatrix zusammenspielen miissen. Die Modifikation nur einer der beiden Komponenten
fithrt hier nicht zum Ziel. Die Wahl des Schwellenparameters scheint in gewissen Grenzen
nicht besonders kritisch zu sein. Werte zwischen 20 und 100 lieferten vergleichbar gute
Resultate.

INT(g)()
INT(0) | INT(5) | INT(50) | INT(o0) | INT(50) | INT(c0)
MAT(0) | MAT(5) | MAT(50) | MAT(50) | MAT(cc) | MAT(00)
3| 067 0.49 0.23 0.92 0.92 0.92
4] 0.80 0.68 0.23 0.97 0.98 0.98
5 083 0.77 0.24 0.91 0.99 0.99

Tabelle 4.2: Vergleich verschiedener adaptiver Steuerungen; Poissongleichung auf S3

In Tabelle 4.3 sind die Auswirkungen der verschiedenen méglichen Schrittweiten der Grob-
gitterkorrektur dargestellt. Hier sieht man zweierlei. Der Vergleich zwischen typ ¢ und typ
m zeigt, dafl das Verfahren mit der gewichteten Mittelung durchweg deutlich besser ist,
als das mit der einfachen Mittelung. Bei festen Schrittweiten fiir die Korrektur ist es
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sogar schwierig, das Verfahren typ m iiberhaupt zur Konvergenz zu bringen. Die adap-
tive Schrittweitenkontrolle liefert ein konvergentes Verfahren, jedoch mit Konvergenzra-
ten jenseits der 0.9. Bei der gewichteten Mittelung typ g erkennt man, dafl die adaptive
(energieoptimale) Wahl von oy, zu einem Verfahren fiihrt, das levelunabhéngig zufrieden-
stellende Mehrgitterraten liefert. Diese sind zwar nicht besser, als bei einer optimalen,
konstanten Wahl von «y, jedoch ist der Unterschied vergleichsweise klein. Die optimale
Schrittweite ist im Allgemeinen jedoch a priori gar nicht bekannt. Wie die Rechnungen
(auch die rechte Seite von Tabelle 4.3) zeigen, kann aber eine schlechte konstante Wahl
von oy zu einer deutlichen Verschlechterung des Konvergenzverhaltens sogar bis hin zum
volligen Versagen fithren. Das adaptive Verfahren jedoch liefert ohne die a priori Kenntnis
eines optimalen « ein robustes Verfahren. Diese Beobachtungen werden im folgenden auch
durch alle weiteren Tests belegt werden.

INT(g)(50) MAT(50) CORR() INT(m)(50) MAT(50) CORR()

T (adapt) [ (1.4) [ (1.2) [ (1.0) | (0.8) [ (adapt) | (1.4) [ (1.2) | (1.0) | (0.8) |
3 0.23 0.33 | 0.20 | 0.09 | 0.21 0.93 0.93 | 0.81 | 0.71 | 0.58
4 0.23 0.31 | 0.19 | 0.12 | 0.26 0.95 —— 1 0.82 ] 0.50 | 0.42
5 0.24 0.28 | 0.17 | 0.18 | 0.31 0.91 —— —— 1 0.85 | 048

Tabelle 4.3: Poissongleichung auf S3, Wahl von ay,

Somit lassen die ersten Rechnungen die Kombination aus adaptiver Interpolation sowie
Grobgittermatrix (mit Schwellenparameter 50) mit der adaptiven Schrittweitensteuerung
und gewichteter Mittelung auf den inneren Kanten

INT(g)(50)MAT(50)CORR (adapt)

als die stabilste und effizienteste erscheinen. Die néchsten Tests belegen, daf§ sich damit
auch auf den weniger gestorten Gittern S2 und S1 sehr gute Resultate erzielen (Tabelle
4.4).

Gitter S2: INT()()-CORR(adapt)
INT(g)(0) | INT(g)(50) | INT(g)(o0) || INT(m)(0) | INT(m)(50) | INT(m)(c0)
MAT(0) | MAT(50) | MAT(c0) MAT(0) MAT(50) MAT(c0)
3 0.69 0.21 0.90 0.69 0.33 0.91
4 0.81 0.23 0.91 0.81 0.29 0.91
) 0.86 0.25 0.94 0.86 0.29 0.93
Gitter S1: INT()()-CORR(adapt)
INT(g)(0) | INT(g)(50) | INT(g)(c0) || INT(m)(0) | INT(m)(50) | INT(m)(c0)
MAT(0) | MAT(50) | MAT(c0) MAT(0) MAT(50) MAT(c0)
3 0.69 0.23 0.23 0.69 0.23 0.23
4 0.81 0.25 0.25 0.81 0.25 0.25
5 0.86 0.31 0.31 0.86 0.31 0.31

Tabelle 4.4: Ergebnisse fiir das Poisson Problem auf den Gitter S1 und S2

Man kann erkennen, dafi bei moderaten Verzerrungen (S2, AR < 1000) der Typ der
Mittelung keine so grofle Rolle mehr spielt; typ m und typ ¢ liefern nahezu identische
Ergebnisse. Die “richtige” Interpolation/Grobgittermatrix ist aber weiterhin essentiell fiir
die Konvergenzgeschwindigkeit. Erst bei dem nahezu isotropen Gitter S1 arbeitet auch
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die volle rotiert-bilineare Interpolation und der unmodifizierte Ansatz fiir die Grobgit-
termatrix gut (In diesem Beispiel ergeben INT(g)(50) MAT(50) CORR(adapt) und
INT(g)(c0) MAT(c0) CORR(adapt)) dasselbe Verfahren, da der Schwellenwert 50
vom Aspect-Ratio auf keinem Element iiberschritten wird). Lediglich die konstante Inter-
polation liefert gitterunabhéingig schlechte Konvergenzraten.

Als néchstes soll untersucht werden, ob sich diese Ergebnisse auch auf Konvektions-
Diffusions-Probleme iibertragen lassen. Dazu betrachten wir ein Problem der Form

—vAu+U - -Vu = f. (4.12)
Wir wéhlen wieder fiir die rechte Seite f = 0. Um durch diese Tests Aussagen fiir den
Einsatz der Mehrgitterkomponenten in physikalisch relevanten Stromungssimulationen ge-
winnen zu kénnen, setzen wir fiir die “Transportrichtung” U ein “realistisches” Vektorfeld,
ndmlich die Losung eines Stokes-Problemes auf dem Gitter S3, die in einer Vorlaufrech-
nung gewonnen wurde. Da sowohl U als auch der Durchmesser des Gebietes von der
Groflenordnung eins sind, kann v mit dem Kehrwert der Reynoldszahl identifiziert wer-

den. Die Stabilisierung des Konvektionsterms erfolgte mit dem Samarskij-Upwind (siehe
3.2.1).

Gitter S3:  1/vr=10" INT()()-CORR(adapt)
INT(2)(0) [ INT(2)(50) | INT(g)(00) || INT(m)(0) | INT(m)(50) | INT (1m)(o0)
MAT(0) | MAT(50) | MAT(oc) | MAT(0) | MAT(50) | MAT(o0)
3 0.09 0.04 0.18 0.09 0.20 0.18
4 0.32 0.10 0.61 0.32 0.53 0.61
) 0.52 0.10 0.68 0.52 0.19 0.68

Tabelle 4.5: Ergebnisse fiir ein Konvektions-Diffusions-Problem auf dem Gitter S3

INT(g)(50) MAT(50) CORR() INT(m)(50) MAT(50) CORR()

| (adapt) | (1.4) | (1.2) | (1.0) | (0.8) | (adapt) | (1.4) | (1.2) [ (1.0) | (0.8) |
3] 004 [008]004]0.01])002] 020 |023]0.21]0.18 | 0.16
41 0.10 | 020 | 0.10 | 0.03 | 0.09 | 053 | div | 0.53 | 0.24 | 0.20
5| 0.10 | 024 | div [ 0.06 | 0.15 | 0.19 | div | div | 0.92 | 0.31

Tabelle 4.6: Konvektions-Diffusions-Gleichung auf S3, Wahl von «

Die Zahlen bestatigen vollig die Ergebnisse, welche aus der Berechnung des Diffusions-
problemes gewonnen wurden. Ohne die adaptiven Anpassungen bei der Interpolation und
den Grobgittermatrizen konnen keine zufriedenstellenden Mehrgitterkonvergenzraten er-
zielt werden. Auch die adaptive Steuerung der Grobgitterkorrektur liefert wieder ohne
weitere vorherige Kenntnisse Resultate, die nur wenig schlechter als die optimalen sind.

Somit ist die Stérke der Kombination INT(g)(50) MAT(50) CORR(adapt) nahezu
unabhéngig von den betrachteten Differentialoperatoren im Rahmen der Navier-Stokes-
Gleichungen nachweisbar.

An dieser Stelle soll, wie bereits eingangs erwéhnt, gezeigt werden, dafl die an den ska-
laren Gleichungen gewonnenen Resultate auch auf Systeme iibertragen werden koénnen.
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Tabelle 4.7 zeigt Konvergenzraten fiir eine Stokes-Rechnung beziehungsweise eine Oseen-
Rechnung mit 1/v = 500. Als Gléatter wurde dabei ein Block-Gauf3-Seidel-artiges Verfah-
ren verwendet, wie es in Abschnitt 4.2 beschrieben wird.

Gitter S2 Gitter S3
unmodifiziert optimiert unmodifiziert optimiert
Stokes | Oseen || Stokes | Oseen Stokes | Oseen || Stokes | Oseen

31001 | 0,07 | 0,06 | 007 |[3] 0,06 | div | 020 | 0,10
4] 002 | div | 004 | 0,05 |[4] 060 | div | 0,33 | 0,18
5 0,03 | div | 0,06 | 005 ||5]| 038 | div | 0,40 | 0,38

Tabelle 4.7: Wirksamkeit der modifizierten Mehrgitterkomponenten bei gekoppelten
Systemen

Man erkennt sehr deutlich, daff auch bei diesen gekoppelte Systemen die modifierten
Mehrgitterkomponenten unabdingbar sind. Die Kombination INT(g)(50) MAT(50)
CORR (adapt) liefert wieder zuverlissig ein konvergentes Verfahren mit guten Mehr-
gitterraten. Ohne diese Modifikationen konvergiert der lineare Loser fiir die Oseen-Glei-
chungen iiberhaupt nicht mehr und selbst beim Stokes-Problem kénnen Schwierigkeiten
auftreten, wie der deutlich schlechtere Wert von 0,6 auf dem Gitter S3 zeigt. Die modifi-
zierten Mehrgitterkomponenten {iben also wie erwartet bei diesen gekoppelten Systemen
denselben, positiven Einflufl auf die Konvergenz des Verfahrens aus, wie in den bisher
untersuchten skalaren Gleichungen.

Um weiterhin auszuschliefen, daf§ die beobachteten Effekte auf Besonderheiten des ver-
wendeten Kanalgitters beruhen, wurden als letzter Test die verschiedenen Verfahren auf
eine Triangulierung des Einheitsquadrates angewendet, wie sie bei der Berechnung von
Driven-Cavity Problemen auftritt. Abbildung 4.5 zeigt ein Gitter, bei dem normal zu den
Winden hin stark verfeinert wurde. Das hier gezeigte Gitter hat einen maximalen AR
von 10. Durch Verschieben der Punkte in der randnéchsten Schicht erhélt man ein Gitter
D1 mit einem AR von 10%, auf dem die Rechnungen durchgefiihrt wurden.

Abbildung 4.5: Gitter DO: AR =10

Das verwendete Vektorfeld U ist das Stromungsprofil einer Driven-Cavity Rechnung, also
eine rotierende Stréomung ohne ausgezeichnete Richtung. Die einzige Anderung zu den
vorherigen Rechnungen besteht darin, dafl fiir den ILU-Glétter ein andere Numerierung
gewéhlt wurde (nach Cuthill-McKee [15]).
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‘ Level ] Elemente ‘ Kanten ‘

1 21 48
3 336 696

1 1,344 | 2,736
5 5,376 | 10,848

Tabelle 4.8: Geometriedaten der Gitter auf den verschiedenen Verfeinerungsebenen

Gitter D1: 1/v=10* INT()()-CORR/(adapt)
INT(2)(0) | INT()(50) | INT(2){o0) || INT () (50)
MAT(0) | MAT(50) | MAT(o0) MAT(50)

3 0.29 0.18 0.63 0.60

4 0.33 0.18 0.85 0.60

D 0.31 0.17 0.87 0.45

Tabelle 4.9: Ergebnisse fiir ein Diffusions-Problem auf dem Gitter D1

Gitter D1: 1/v =10 INT()()-CORR(adapt)
INT(@)(0) | INT(=)(50) | INT(g)(c0) || INT (m)(50)
MAT(0) | MAT(50) | MAT(oc) | MAT(50)

3 0.01 0.01 0.09 0.06

4 0.09 0.05 0.55 0.14

) 0.03 0.07 0.63 0.08

Tabelle 4.10: Ergebnisse fiir ein Konvektions-Diffusions-Problem auf dem Gitter D1

Auch fiir dieses Gitter findet man wieder die Wichtigkeit der adaptiven Steuerung der
Mehrgitterkomponenten bestétigt. Somit kann man abschlieBend feststellen, daff zum
einen die gewichtete Mittelung (typ g) der ungewichteten (typ m) in jedem Falle vor-
zuziehen ist. Ebenso bestétigen auch die Tabellen 4.9 und 4.10 die Notwendigkeit der
adaptiv gewidhlten Mehrgitterkomponenten mit einem Schwellenparameter TOL in der
Gegend von 50. Lediglich bei dem Konvektions-Diffusions-Problem auf der Driven-Cavity
Geometrie ist die konstante Interpolation in etwa gleichwertig. Bei den anderen betrach-
teten Beispielen waren allerdings auch fiir diese Konfiguration die Konvergenzraten zum
Teil deutlich schlechter.

Daher wird im Folgenden, falls nicht ausdriicklich anders gekennzeichnet, ausschliellich
mit der fiir “optimal” befundenen Konfiguration gerechnet:

INT(g)(50) MAT(50) CORR (adapt)
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4.2 Der Glatter

Neben den oben beschriebenen Komponenten ist die richtige Wahl des Glattungsverfahren
von entscheidender Bedeutung fiir die Leistungsfahigkeit des Mehrgitterverfahrens. Haufig
verbraucht der Glattungsprozefl iiber 90 % der Rechenzeit. Aus diesem Grunde soll auf
die “richtige” Wahl des Gléatters ein besonderes Augenmerk gerichtet werden.

4.2.1 Der Schur-Komplement Ansatz

Wie in Kapitel 2 gesehen, treten bei der Behandlung der Navier-Stokes Gleichungen li-
neare, gekoppelte Probleme der Gestalt

N@u+Bp=f |, BTu=0 (4.13)

mit gegebenem u auf. Hierfiir gilt die folgende alternative Darstellung fiir die Lésungen
u und p.

Proposition 11 (Schur-Komplement Darstellung).
Wenn der Operator N~' = N(Q)™! existiert, dann ist das Ausgangsproblem (4.13) dqui-
valent zu der Schur-Komplement Formulierung fiir den Druck p:

BTN"Y(Bp —f) = 0. (4.14)

Ist der Druck p bekannt, so erfillt die zugehérige Geschwindigkeit u die Beziehung

u= N"Yf - Bp). (4.14%)

(Siehe dazu auch [49] und die darin zitierte Literatur)

Schur-Komplement Techniken dieser Art sind in der Numerik weit verbreitet, beson-
ders, wenn ein Teil der Unbekannten formal eliminiert werden kann. Dieselben Techniken
konnen, wie wir in Kapitel 6 noch sehen werden, auch auf temperaturgetriebene Stromun-
gen angewendet werden (Boussinesq-Approximation). Selbst bei “Low Reynolds number
k — e Turbulenzmodellen” (siche [33] und [12]) ist ihr Einsatz theoretisch mdoglich.

Formal hat man nun das gekoppelte, vektorwertige System geéndert hin zur Losung eines
skalaren Problemes fiir den Druck p, aus dem sich dann die Geschwindigkeit u bestimmen
148t. Es bleibt allerdings zu beachten, daf die (lineare) Schur-Komplement Matrix

BT'N"'B

in der Regel voll besetzt ist und zum Aufbau dieser Matrix die Inverse N ! benétigt wird,
welche man in der Regel nicht exakt berechnen kann oder méchte. Somit beschrankt sich
der Einsatz der Schur-Komplement Formulierung auf kleine bis moderate Problemgréfien,
oder auf eine Verwendung als iteratives Verfahren ohne expliziten Aufbau der Matrizen
N~'und BTN~'B.

Wir wollen diesen Zugang im Rahmen eines Gléatters im Mehrgitterverfahren einsetzen. In
dem Fall wird die Schur-Komplement Formulierung auf lokale Teilprobleme angewandt,
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die dieselbe Struktur wie (4.13), jedoch eine deutlich kleinere Dimension besitzen. Bei der
folgenden Definition des Glétters folgen wir den in [49] unter dem Namen LPSC Gldtter
(local pressure Schur complement) vorgestellten Methoden.

4.2.2 Das klassische Vanka-Verfahren (SCGS-Methode)

Bei der Losung von Problemen, die von stationéren, inkompressiblen Navier-Stokes-Glei-
chungen herriihren, werden sehr haufig Glitter eingesetzt, wie das von S.P.Vanka [52]
beschriebene SCGS (Symmetrical Coupled GauB-Seidel) Verfahren - oder kurz Vanka-
Glétter’. Hierbei werden in jeder Zelle der Druck und die Geschwindigkeiten simultan neu
berechnet.

U4 / (%7
|
\

- Ui1/Uz‘1 -+ U¢3/Uz’3

|
Uz‘2 / V2

Abbildung 4.6: Freiheitsgrade auf einem Viereckselement

Abbildung 4.6 zeigt die Druck- und Geschwindigkeitsfreiheitsgrade auf einem Vierecksele-
ment. Auf jedem Element sucht man aus der globalen Steifigkeitsmatrix S die Eintréage

zu den Indizes iy, ..., iy sowie j und 16st das (im 2d-Fall) 9 x 9 Gleichungssystem
Alokal  Tlokal = dfiofal (4.15)

Siyiy, 0O 0 0 bl;, ; b2;,

o 0 Sig,ia 0 0 . b1i2,j ._ b2i27j

Stokal = 0 0 s O Bliokar = bl B2iopar = b2,

0 0 0 Sigig b1i4,j b2i4,j

Slokal 0 Bliokal
Alokal = 0 Siokal B2ioka
Bl’ll;k:al B2l7;kal 0
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wobei die k—te Komponenten des lokalen ‘Defekts’ bestimmt wird durch

deflokal,k = fk - Z Sk, ils- (4-16>
i#k

Dieses System lafit sich mit dem Schur-Komplement Ansatz (siche Abschnitt 4.2.1) sehr
einfach direkt l6sen. Die Schur-Komplement Matrix Blilgkalsl;ialBIOkal ist lediglich ein Ska-
lar, und Sfo,ial erhélt man durch einfaches Skalieren mit den Hauptdiagonalelementen.
Dieser Glatter von Block Gaufl Seidel Typ kommt ohne zusétzliche Vektoren aus und
hat den Vorteil, dafl sich die lokalen Probleme sehr einfach und schnell 16sen lassen. Im
folgenden werden wir dieses Verfahren mit Vanka(1) bezeichnen.

An dieser Stelle erkennt man auch einen grofien Vorteil des nichtkonformen 01 /Qo Ele-
mentes gegeniiber beispielsweise dem konformen );/(); Ansatz. Wie in Abbildung 4.6
gesehen, koppelt ein Druckfreiheitsgrad mit den vier umliegenden Druckfreiheitsgraden,
welche gerade mit den iiber eine Kante benachbarten Elementen korrespondieren. Bei
Verwendung von )1/ Elementen hat man nicht nur mehr Druckfreiheitsgrade, ndmlich
einen pro Ecke. Wie in [6] und [44] ausgefithrt, hat man eine Kopplung mit allen Kno-
ten der dem Druckknoten benachbarten Elemente. Bei einem regelméfligen, kartesischen
Gitter sind das neun, bei weniger strukturierten Gittern konnen es aber auch beliebig
mehr Kopplungen sein, je nach dem, wieviele Elemente an einem Knoten zusammensto-
Ben. Schon bei dem regelméfligen Gitter fithrt dies zu mehr als einer Verdopplung des
Matrizensternes. Dieser geringere Aufwand -der in drei Dimensionen noch stérker zutage
tritt- macht das Q, /Qo Element so attraktiv gerade auch in Kombination mit dem Vanka-
Glatter. Dieser Vorteil vergrofiert sich sogar noch im Hinblick auf die spéater beschriebenen
geblockten Varianten des Vanka-Gléatters.

Die oben geschilderte Vanka(1) Methode ist, wie auch die weiter unten angegebenen
Zahlen zeigen, sehr anféllig fiir Storungen des Operators oder auch des Gitters. Als erstes
Mittel zu einer moglichen Stabilisierung kann das Verfahren dahingehend geéndert wer-
den, dafl man statt der Diagonalelemente s;; nun alle Elemente s;5, [, s € {i1,12,93,74}
mit in die Matrix Sjope aufnimmt:

Siryin Singa  Sivds  Sivyia
S . Sigyin  Sigia  Siaysz  Sisyia
lokal - Sir s Se s Sis Si
13,21 13,22 13,13 13,24

Sigin Sigia Siasis  Siaia

und dementsprechend der ‘Defekt’ gegeben ist durch:

defiopar e = fr — Z SkiTi- (4.17)

1¢{i1,i2,i3,i4}

Dieser Glatter wird mit Vanka(2) bezeichnet werden. Auch Schieweck [39] und John [22]
verwenden im Falle anisotroper Gitter eine dhnliche Modifikation des Vanka Glétters fiir
Crouzeix-Raviart-Dreieckselemente [14]. Der numerische Aufwand ist bei dieser Variante
etwas hoher, da auf jedem Element statt einer bloflen Skalierung nun eine 4 x 4 Matrix in-
vertiert werden muf}. Allerdings erreicht man dadurch neben der Druck-Geschwindigkeits-
Kopplung auch eine zusétzliche hohere Kopplung der Geschwindigkeiten untereinander.
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Dies schlégt sich in einer erhchten Stabilitdt und im Allgemeinen auch einer hoheren
Konvergenzgeschwindigkeit des Mehrgitterverfahrens nieder. In Tabelle 4.11 sind die Er-
gebnisse einer typischen Driven-Cavity Simulation mit Re = 1000 zu sehen. Die linke
Zahl gibt die Anzahl der Iterationen einer d&ufleren, nichtlinearen Iteration an, die rech-
ten Zahlen zeigen die durchschnittliche Anzahl der linearen Iterationen pro nichtlinearem
Schritt zur Reduktion des Defektes um den Faktor 1072. Mit dem Vanka(2) Glitter
bendtigt man erwartungsgeméfl durchweg weniger Mehrgitterschritte als mit dem einfa-
cheren Glatter, wobei der Vorteil mit steigender Anzahl von Glattungsschritten (NSM)
und feinerem Gitterlevel abnimmt.

NSM = 8 32

Level Vanka(1) | Vanka(2) | Vanka(1) | Vanka(2)
1 36/5.8 | 36/4.8 | 36/3.8 | 36/2.9
5 18/5.0 | 18/44 | 18/34 | 18/27
6 17/5.6 17/4.8 17/3.9 17/3.5

Tabelle 4.11: Vergleich von Vanka(1) und Vanka(2) bei Re=1000

Weitaus gravierender wirkt sich der Vorteil der stédrkeren Kopplung jedoch aus, wenn
die numerischen Eigenschaften der Iterationsmatrix schlechter werden. Bei den Unter-
suchungen in Kapitel 5 werden wir sehen, dafl es sich fiir die nichtlineare Iteration als
sehr vorteilhaft erweist, grolere Teile der Fréchetableitung in die Iterationsmatrix zu in-
tegrieren. Dadurch 148t sich aber nicht mehr garantieren, dafl diese Matrix weiterhin eine
M-Matrix bleibt. In Tabelle 4.12 sieht man die Ergebnisse einer Driven Cavity Rechnung
bei Re = 5000, wobei der Paramter 6,0 < 6 < 1 angibt, wie stark die Matrix durch die
zusétzlichen Terme der Jacobimatrix gestort wird (siehe dazu auch Abschnitt 5.2.2).

)= 0 0.5 0.75

Level | Vanka(1) | Vanka(2) || Vanka(1) | Vanka(2) | Vanka(1) | Vanka(2)
1 7249 | 72/45 | 21/55 | 21/5.2 . 15/7.3
5 62/47 | 62/40 || 17/10.0 | 17/5.1 | 12/235 | 12/6.1
6 i5/52 | 45/44 || 13/10.0 | 13/52 | 9/11.4 | 9/6.7

Tabelle 4.12: Vergleich von Vanka(1) und Vanka(2) bei Re=5000

Hier zeigt sich, da8 bereits bei einem moderaten Wert von 6 = 0.5 der Vanka(1)-Glatter
deutliche Probleme hat, und etwa doppelt soviele Iterationen benétigt, wie Vanka(2). Bei
starkerer Storung der Matrix ist man mit dem einfachen Glétter auf den groben Gittern
sogar gar nicht mehr in der Lage, die entstehenden Gleichungssysteme zu l6sen.

Ein weiterer Vorteil der Variante Vanka(2) ist die Tatsache, dafl sie sehr einfach auch
auf Probleme erweitert werden kann, bei denen die einzelnen Komponenten (u,v) bzw.
(u,v,w) der Geschwindigkeit stark miteinander gekoppelt sind. Bei Problemen zum Bei-
spiel, die aus der Deformationstensor-Formulierung stammen (siehe Kapitel 1), hat in dem
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oben beschriebenen Zugang die lokale Matrix die Gestalt

SWUiokal S1250ka1 Blioka

Alokal = | 52V okal 52210kl B2iokal

B 1l7;kal B2l7;kal 0

In diesem Fall sind die Matrizen Sij;,p,; nicht mehr gleich, und auf den Nebendiago-
nalblocken stehen von Null verschiedene Eintrdge. Dadurch entsteht eine weitere, starke
Kopplung der Geschwindigkeitskomponenten untereinander. In einem Vanka(1)-artigen
Zugang wiirden diese Eintrége lediglich in den Defektvektor integriert und die Kopplung
damit weitgehend vernachldssigt. Bei dem zweiten Zugang wird die volle (lokale) Schur-
komplement Matrix aufgebaut, wodurch diese Kopplung erhalten bleibt. Zur Aufstellung
der Schur-Komplement Matrix ist in diesem Fall pro Element die Invertierung einer (in
2 Dimensionen) 8x8 Matrix, statt einer 4x4 Matrix vonnoten, was den Aufwand noch
einmal etwas erhoht. Auf ganz analoge Art kann man so auch einen Glatter entwickeln,
mit dem sich direkt auch z.B. Boussinesq-Approximationen oder Mehrgleichungsturbu-
lenzmodelle gekoppelt behandeln lassen. Numerische Resultate hierzu sind in Kapitel 6
zusammengestellt.

Alles in allem ist die Vanka(2) Variante flexibler als die klassische Form Vanka(1),
einfach auf weitere Problemklassen erweiterbar und verspricht ein stabileres Verhalten und
so auch fiir Konfigurationen eingesetzt werden zu kénnen, in denen Vanka(1) versagt.
Bei “unproblematischen” Konfigurationen kann es, wie wir an den Zahlen in Tabelle 4.11
gesehen haben, moglich sein, dafl die Ersparnis an Losungsschritten durch den Einsatz von
Vanka(2) sehr gering ausfillt, so dafl in diesen Fillen Vanka(1) durch den geringeren
Rechenaufwand pro Iterationsschritt vorteilhafter da schneller sein kann. Im Allgemeinen
jedoch ziechen wir die robustere Variante Vanka(2) vor.

Im néchsten Abschnitt wird nun, ausgehend von der Variante Vanka(2), der Vankaglétter
mit dem Ziel einer erhéhten Stabilitdt weiter verallgemeinert.

4.2.3 Der erweiterte Vanka-Gliatter (LMPSC Methode)

Bei dem oben beschriebenen Block-GauB3-Seidel Verfahren ist die Wahl eines einzelnen
Elementes als Blockgréfle zwar sehr intuitiv, allerdings keinesfalls zwingend. Auf dieselbe
Weise kann man eine beliebige Anzahl von Elementen als einen 'Block’ auffassen, und das
GauBl-Seidel-artige Verfahren analog auf diesen Blocken definieren. Der Extremfall wére
ein Block, der aus sdmtlichen Elementen des Gebietes besteht, was dann einem direk-
ten Losen des Gleichungssystems entspricht. Die beiden oben beschriebenen, klassischen
Varianten des Vanka Glétters haben den Vorteil, sehr kostengiinstig zu sein, scheitern
allerdings in vielen praxisrelevanten Anwendungen, wie z.B. bei langgestreckten Gittern.
Beispielhaft hierfiir sind in Tabelle 4.13 die Konvergenzraten des Vanka(2) Glatters fiir
eine Driven Cavity Konfiguration auf dem Einheitsquadrat angegeben (Level 6 hatte hier-
bei rund 40000 Unbekannte). Bei AR32 und AR64 hat etwa die Hilfte der Gitterzellen
einen AR von 32 bzw. 64, wihrend bei AR1 alle Elemente isotrop sind. Die Ergebnisse in
4.2.4 werden dieses Verhalten auch noch einmal deutlich belegen.
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ARI [ AR32 | ARG4
Lev4| 0,25 | 0,40 | 0,58
Levb | 035 0,63 | 0,95
Lev 6| 0,43 | 0,62 | div

Tabelle 4.13: Mehrgitterkonvergenzraten fiir den Glétter Vanka(2)

Das andere Extrem der totalen Blockung, also die direkte Losung des gesamten Systems,
liefert zwar auf sehr stabile Weise immer das Ergebnis, ist aber wegen des immensen
Aufwandes an Rechenzeit und Speicherplatz fiir praktische Anwendungen nicht geeignet.
Die Idee ist nun, daf§ ein quasi ’'interpolierendes’ Verfahren, mit einer Blockungsgrofie
zwischen einer und allen Zellen, genug Stabilitdtseigenschaften fiir die jeweils zu untersu-
chende Konfiguration aufweist, aber dennoch mit vertretbarem Aufwand zu losen ist.

Fiir diesen LMPSC-genannten Glétter (Local Multilevel Pressure Schur Complement)
definieren wir sogenannte Patches €);. Dies sind Teilgebiete von €2, bestehend aus einem
oder mehreren (benachbarten) Elementen. Diese Patches sollen sich nicht iiberlappen, das
heifit, die Schnittmenge zweier verschiedener €); ist entweder leer, oder besteht nur aus
Kanten oder Punkten.

NP
o= 1 o= (4.18)
=1

JEI(3)

NP ist hier die Anzahl der Patches und die Menge (1) enthélt die Indizes der Elemente,
welche zu dem Patch [ gehoren.

Auf den einzelnen Patches werden explizit die lokalen Unterprobleme mit der lokalen
Steifigkeitsmatrix A; gelost:

Se, 0 Bly,
Ai=1 0  So B2q|- (4.19)

Bl‘%i BQ‘%i 0

Die Matrixeintréige werden aus den globalen Matrizen iibernommen. Die Bezeichnung S o,
bedeutet hier, dafl man aus der globalen Matrix diejenigen Eintrédge herausnimmt, welche
zu den Freiheitsgraden im Patch ; gehdren. S bedeutet, daBf entweder die komplette Ge-
schwindigkeitsmatrix genommen wird, oder nur Teile davon, z.B.: der Diagonalteil diag(S).
(Beispiele hierfiir im Falle von €; = T; sind die Glédtter Vanka(1) und Vanka(2)).

Zum Zwecke der groflieren Allgemeingiiltigkeit wollen wir wieder die Annahme fallen las-
sen, daf fiir beide Geschwindigkeitskomponenten die Steifigkeitsmatrix gleich ist. Zudem
sei auch noch eine zusétzliche Kopplung der beiden Geschwindigkeitsgleichungen erlaubt.
Bei der Verwendung des Newton-Verfahrens zur Behandlung der Nichtlinearitit (Ab-
schnitt 5) erweist sich dies als unabdingbar. Daher lautet der allgemeinere Ansatz fiir die
Matrix A;

Sumi smmi Blg,
Blj, B2 0
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Diese lokalen Teilprobleme sollen mit einem direkten Loser exakt invertiert werden, und
zwar wieder iiber die Schur-Komplement Formulierung mit der Schur-Komplement-Matrix

~ ~ _1
& Sti0,  Si2ia, Blq,
p..— BT &-1 _ 1p1T T 7|1 P12/ 192;

Solange die Anzahl der Elemente im Patch €2; nicht zu grofl wird, bleibt die Druckmatrix
P, moderat grof. Nachdem auf diese Weise lokal der Druck bestimmt wurde, erhélt man
damit wie in Kapitel 4.2.1 beschrieben das zugehorige Geschwindigkeitsfeld.

Um schliellich die Konvergenz des Verfahrens gegen die Losung des vollen Problemes

Su+Bp=f, B'u=0 (4.22)

sicherzustellen, wird der lokale Losungsschritt in eine duflere Jacobi- oder Gauf-Seidel
Iteration eingebunden. Im Jacobi Fall 148t sich die Basisiteration einfach in der folgenden,
suggestiven Form schreiben:

1-1

Gegeben seien u'~!, p'~!. Die nichste Iterierte u', p' erhilt man durch den Relaxations-

schritt

PR VEIEEb ol i (P R )]

Praktisch wird man so vorgehen, da man sukzessive den globalen Defekt fiir u!=!,p
auf dem Patch €; berechnet

deful?! S B] [ul? f
- (5 AR, e
und das lokale Problem ~ | ) 1
S‘Q, B|Q.1 |:V:| defu.” }
i i il _ i 4.24
{Bfg}i 0 ] |g]  |defpl! (424

16st. SchlieBlich erhiilt man die neue Iterierte ul|g,, p'|q, (mit einem Relaxationsparameter

w!) durch
ul o w1 o v
! = | -1 — W
P, b Q q

Diese Prozedur wird nun sukzessive fiir alle Patches durchgefiihrt.

o

} . (4.25)

Sl

An den Teilgebietsgrenzen tritt wieder der Fall auf, dal Geschwindigkeitskomponenten
der Losung zweimal relaxiert werden. Um eine global definierte Losung zu erhalten, hat
man auch hier wieder die Moglichkeit, einfach den Wert aus dem zuletzt behandelten
Patch zu verwenden, oder aber ein Mittel aus den beiden Werten.
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So haben wir nun eine einfache Block-Jacobi Iteration fiir das gekoppelte Problem (4.22)
erhalten. Wie {iblich in der numerischen linearen Algebra kann dieses Verfahren einfach
verbessert werden, indem man die Defektberechnung (4.23) modifiziert. Anstatt aus-
schlieflich die Werte u!=1,p!~! aus der vorhergehenden Iteration zu benutzen, bezieht
man die neuen Iterierten u',p! auf den bereits behandelten Patches mit ein. Dieses als
Block-Gauf-Seidel Verfahren interpretierbare Vorgehen hat iiblicherweise eine bessere Ef-
fizienz und zeigt sich robuster als die Block-Jacobi Methode, und das bei fast gleichem
numerischen Aufwand. Daher verwenden wir im folgenden ausschliellich die Gauf3-Seidel
Variante des Verfahrens.

Die Idee hinter diesem Ansatz ist die folgende: Wie bereits erwéhnt sind Jacobi- bzw.
GauB3-Seidel Iterationen sehr effizient, solange die Anisotropien in den Matrixeintriagen
klein sind. Auf Triangulierungen allerdings, die Elemente mit grolen Verzerrungen (Aspect-
Ratios) enthalten, zum Beispiel langgezogene Zellen zum Auflosen von Randschichten oder
komplexen Geometrien, oder auch grofle Spriinge in der Grofie zweier benachbarter Zellen,
verschlechtert sich die Konvergenzrate dieser Verfahren drastisch. In dem oben beschrie-
benen Ansatz versucht man nun, die Elemente der Triangulierung so zu gruppieren, dafl
die entstehenden Patches alle in etwa dieselbe “Grofle und Form” besitzen. Die storen-
den Anisotropien sind dann in den Patches versteckt. Auf diesen Patches werden die
lokalen Gleichungssysteme mit einem direkten Verfahren gelést, wobei keinerlei Proble-
me durch die Anisotropien entstehen. Somit wird das Konvergenzverhalten der dufleren
Jacobi/GauB-Seidel Iteration zufriedenstellend sein, die schlecht konditionerten lokalen
Unterprobleme sind aber iiblicherweise klein genug, dafl die komplette Inverse in den
Arbeitsspeicher und oft sogar in den Prozessorcache pafit, so dal schnelle direkte Loser
verwendet werden konnen. Als Konsequenz sollten sich Konvergenzraten beobachten las-
sen, welche unabhéngig von den Gitterstorungen sind und die dieselbe Qualitdt haben,
wie jene auf regelmifig strukturierten Gittern.

Neben Storungen durch das Gitter konnen die numerischen Eigenschaften der Steifig-
keitsmatrix aber auch durch stérende Terme im diskretisierten Operator selbst begriindet
liegen. So kann z.B. die Diskretisierung eines anisotropen Diffusionsproblems

Uy — Uy = f (4.26)

zum Versagen der Standardverfahren fithren. Dies versteht man, wenn man bedenkt, daf3
die Steifigkeitsmatrix, die aus der Diskretisierung dieses Problems entsteht, der Matrix
entspricht, die bei der Diskretisierung des Laplace-Operators auf einem verzerrten Gitter
entsteht, bei dem die Gitterweite h,, in y-Richtung das e-fache von h, ist. Im Gegensatz zu
den Gitteranisotropien, die sehr einfach mittels Geometriebetrachtungen zu bestimmen
sind, verwenden wir zur Zeit leider noch kein Verfahren, mit dem wir solche ’Anisotropi-
en aus dem Operator’ anhand der Matrixeintrdge automatisch erkennen. Vergleichsweise
einfach ist hierbei noch die Situation, bei der Stérungen im Operator durch eine raum-
lich sehr stark variierende Viskositédt verursacht werden. Die Lage der Viskositatsspriinge
14t sich ermitteln, und bei den entsprechenden Elementen konnen wieder Modifikationen
an den Mehrgitterkomponenten vorgenommen werden. Erste vielversprechende Resultate
hierzu kénnen in Abschnitt 4.3 nachgelesen werden.

In Kapitel 5 beschéftigen wir uns auch eingehend mit der Wirkung des LMPSC-Gléatters
bei den Problemen, die aus der Verwendung der vollen Jacobimatrix im Newton-Verfahren
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entstehen. Es zeigt sich, dafl sich bei Problemen dieser Art mit einer einfachen, nicht
speziell angepafiten Blockung sehr gute Resultate in puncto Stabilitdt des Verfahrens
erzielen lassen.

Eine weitere wichtige Annahme fiir das erwartete numerische Verhalten ist, daf sich die
Konvergenzrate mit steigender Groéfle der lokalen Probleme verbessert, jedoch begrenzt
bleibt fiir eine steigende Anzahl von Patches. Insbesondere der zweite Punkt steht im
Kontrast zu einigen Gebietszerlegungsverfahren, bei denen die Konvergenzrate oft von der
Anzahl der Teilgebiete sowie der GréBe des Uberlapps derselben abhingt. Unser Zugang
kommt formal ohne jede Uberlappung aus, da in (4.18) die direkte Summe genommen
wird. Er kann aber auch als Gebietszerlegungsverfahren interpretiert werden, wobei die
Uberlappung der Grofe eines Elementes der Gitterweite h entspricht (siche dazu Kilian
27)).

Offensichtlich strebt die Konvergenzrate der Basisiteration gegen 0, wenn die Anzahl
der Patches gegen 1 strebt (in diesem Fall verwenden wir einen exakten Loser), da wir
jedoch diesen modifizierten Gebietszerlegungsansatz lediglich als Glétter in einem typi-
schen, globalen Mehrgitterkontext verwenden, kénnen wir zusétzlich sicherstellen, dafl
die Konvergenzraten von 1 weg beschriinkt bleiben, obwohl die GréSe der Uberlappung
von der aktuellen Gitterweite h abhéngig ist. Als Erkldarung hierfiir sei angefiigt, dafl wir
im Extremfall, dal die Zahl der Teilgebiete der Zahl der Elemente entspricht, einfach
ein (fiir den Druck) punktweise arbeitendes Mehrgitterverfahren erhalten. Somit ergeben
sich im ’schlimmsten’ Fall die typischen Konvergenzraten eines punktweise arbeitenden
Mehrgitterverfahrens, welche mit steigender Grofie der Patches weiter verbessert werden
konnen.

4.2.4 Numerische Resultate

Bei den bisherigen Ausfithrungen zur LMPSC-Methode wurde noch nicht néher darauf
eingegangen, wie die Patches €2; im einzelnen zu wéhlen sind, und welchen Einflufl diese
Wahl auf das Konvergenzverhalten des Verfahrens hat. Wir werden zwei grundsétzlich
verschiedene Ansétze untersuchen, ndmlich den (Grob-)gitterorientierten und den (lo-
kal) adaptiven. Bei dem gitterorientierten wihlt man einen relativ groben Gitterlevel kg
und faBt auf allen folgenden Verfeinerungstufen diejenigen Elemente, welche durch die
Verfeinerung eines Elementes T; aus kg entstanden sind, zu dem Patch €2; zusammen.
Dadurch wird der Aspect-Ratio des Patches €; der fiir das Block-Gauf3-Seidel-Verfahren
“sichtbare”, und somit auch der fiir die Konvergenz bestimmende Anisotropiegrad. Dieses
Vorgehen verspricht vor allem dann von groBem Nutzen zu sein, wenn die Verfeinerung der
Elemente, etwa zur Auflosung von Randschichten, nicht gleichméBig, d.h. durch Verbinden
der Seitenmitten erfolgt, sondern in eine Richtung stark anisotrop ist.

Auch die lokaladaptive Blockungsmethode zielt darauf ab, anisotrope Elemente zu iso-
tropen Blécken zusammenzufassen. Dabei priift man auf jedem Verfeinerungslevel alle
Elemente. Findet man ein Element, dessen Seitenverhéltnis einen vorgegebenen Toleranz-
wert iiberschreitet, dann versucht man, es mit einem oder ggf. mehreren Nachbarelementen
so zusammen zu gruppieren, dafl die Geometrie des entstehenden Patches wieder isotrop
ist. Dieser Prozefl der Patchbildung ist zwar aufwendiger als der gitterorientierte. Da
das Patchen aber nur einmal am Anfang der Berechnung durchgefiihrt wird, fillt dieser
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Mehraufwand kaum ins Gewicht.

Wir wollen nun an einigen Beispielen die Wirkung ver-
schiedener Blockungen auf die Konvergenzraten des
linearen Mehrgitterverfahrens untersuchen.

Als erstes Testbeispiel wurde auf dem Gitter in Ab-
bildung 4.7 ein Driven-Cavity Problem mit der Vis-
kositdt v = 1/5000 gerechnet. Die gestreckten Ran-
delemente des Grobgitters haben ein Seitenverhéltnis
von 1:20. Als Schwellenwert fiir die Blockung der Ele-
mente wurde bei allen Rechnungen ein AR von 15
gewahlt. Aus den bereits in Abschnitt 3.1.3 gezeigten
Stabilitdtsgrinden verwenden wir nur die nichtpara-  Abbildung 4.7: Grobgitter 1-20
metrische Version des rotiert-bilinearen Elementes.

In den Abbildungen 4.8 bis 4.10 sind drei mogliche Blockungsmethoden dargestellt. Ab-
bildung 4.10 zeigt die adaptive Blockung, wobei die Regionen, in denen iiberhaupt nicht
geblockt wird rosa, eingefiarbt sind. In Abbildung 4.9 ist jede Zelle des Grobgitters "Mut-
terzelle” eines Blockes, das heifit, alle Elemente, die durch Verfeinerung aus derselben
Grobgitterzelle entstehen, werden zusammengefafit. Dies entspricht dem gitterorientier-
ten Blocken mit ky = 1, also dem Grobgitter als Startlevel. Das 4 x 2’ genannte Verfahren
geht noch dariiber hinaus. Man fafit, wie in Abbildung 4.8 zu sehen, jede der anisotropen
Grobgitterzellen mit der jeweils benachbarten zusammen, und blockt beim Verfeinern alle
aus diesen Paaren entstehenden Elemente. Als viertes Blockungsverfahren haben wir noch
ein gitterorientiertes Verfahren gewéhlt, bei dem allerdings der Startlevel kg von dem je-
weils gerechneten feinsten Gitterlevel abhéngig ist. Bei dem hier getesteten 'GG: 64’ ist
ko = Level,,,. — 3, so da} auf dem feinsten Level die Blocke aus jeweils 64 Elementen
bestehen.

Tabelle 4.14 zeigt die Konvergenzraten des Mehrgitterverfahrens (p(MG)) und die Patch-
groflen auf dem feinsten Level (PG) fiir diese vier Blockungsstrategien, dazu noch die
Zahlen fiir den unmodifizierten Vanka(2) (bei jeweils 8 Vor- und Nachgléttungsschritten).

Level | Vanka(2) adaptiv GG: 64 GG: 8 x 1 GG: 4 x 2
p(MG) | PG | p(MG) | PG | p(MG) [ PG | p(MG) | PG | p(MG) | PG

31 0,16 1 0,06 5 - 64 [ 21072 16 |[6-107°| 32

41 0,28 1 0,16 9 0,02 64 0,02 64 |5-107% | 128

51 0,57 1 0,20 | 17 0,34 64 0,06 256 0,05 512
6| 0,99 1 0,17 | 33 0,35 64 0,10 | 1024 | 0,07 | 2048

Tabelle 4.14: Vanka auf Gitter 1-20, NSM=8

Man sieht sofort, daff die unmodifizierte Variante Vanka(2) besonders auf den feineren Git-
tern nicht mehr akzeptabel konvergiert. Die gitterorientierte Variante GG: 64 bringt eine
deutliche Verbesserung. Da allerdings auch bei diesem Ansatz ein grofier Teil der entste-
henden Patches konstruktionsbedingt selbst anisotrop sind, bleiben die Konvergenzraten
mit ~ 0.35 deutlich hinter denen auf einem vo6llig isotropen Gitter zuriick. Der hohere Auf-
wand, den man dadurch betreibt, dafl man auch die isotropen Elemente zusammengrup-
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Abbildung 4.8: Blockung 4 x 2’

Abbildung 4.9: Blockung '8 x 1’

Abbildung 4.10: Adaptive Blockung

piert, wird hierbei nicht angemessen belohnt. Durchweg hervorragende Konvergenzraten
haben die beiden ”brutalen” Blockungsstrategien GG: 8 x 1 und GG: 4 x 2. Die Werte
liegen auch bei weiteren Verfeinerungen um p ~ 0.1. Jedoch ist der hierfiir erforderliche
Aufwand immens. Auf dem feinsten Level bestehen die Blocke aus 1024 bzw. sogar 2048
Elementen. Wihrend des Gléattungsprozesses miissen also vollbesetzte Gleichungssysteme
in dieser Grofle gelost werden. Als Konigsweg erweist sich in diesem Beispiel der Glétter
mit der adaptiven Blockung. Die Konvergenzraten sind gitterunabhéngig und nur wenig
schlechter, als die Werte bei GG: 8 x 1 und GG: 4 x 2. Dieses Konvergenzverhalten
wird jedoch mit einem Bruchteil des Aufwandes erzielt. Selbst auf dem feinsten Gitter ist
kein Block grofer als 33 Elemente. Der grofite Teil der isotropen Elemente ist iiberhaupt
nicht geblockt. Aufschlufireich ist auch der direkte Vergleich mit GG: 64. Obwohl bei der
adaptiven Glattungsvariante sowohl die Anzahl als auch der Umfang der Blocke kleiner
ist, erreicht man damit trotzdem eine signifikant besseres Konvergenzverhalten. Hieran
erkennt man noch einmal sehr deutlich, dal nicht alleine die Anzahl oder die Grofle der
Blocke ausschlaggebend ist, sondern dafl diese Blocke weitgehend isotrop sind.
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Abbildung 4.11: Verfeine- Abbildung 4.12: Grobgitter und 2 Verfeinerungen mit
rung zur Wand a=0.5

Eine weitere Strategie zur Auflosung von Randschichten ist es, ausgehend von einem
weitgehend isotropen Grobgitter in Richtung einer Wand lokal anisotrop zu verfeinern.
In dem folgenden Beispiel haben wir wieder eine Driven Cavity Konfiguration mit 1/v =
5000 gerechnet. Als Grobgitter wurde diesmal ein Einheitsquadrat verwendet, das in 4
gleiche, isotrope Quadrate unterteilt ist (siehe Abbildung 4.12). Das Gitter wurde derart
verfeinert, daf§ die Elemente, die an der rechten bzw. linken Wand (d.h. x = 0 oder
x = 1) liegen, nicht gleichférmig, sondern in Richtung dieser Wand unterteilt werden.
Der Parameter «, 0 < a < 1 gibt an, wie stark die Abweichung von der gleichférmigen
Verfeinerung ist (Abbildung 4.11). Bei a@ = 0.5 verdoppelt sich also der ’Aspect-Ratio’
der wandnahen Elemente in jedem Verfeinerungsschritt. Der Vorteil hiervon ist, daf§ sich
dadurch Randschichten sehr fein auflésen lassen, und trotzdem die Gitter auf den groberen
Leveln vergleichsweise isotrop bleiben.

| | | AR/ Vanka(2) | GG: 4 | GG: 16 | GG: 64 | adaptiv

5) 1 0.41 0.36 0.32 0.21 0.41
a=00 |6 1 0.18 0.18 0.18 0.16 0.18
7 1 0.21 0.21 0.21 0.21 0.21
) 16 0.21 0.15 0.11 0.05 0.21
a=05 |6 32 0.21 0.16 0.12 0.10 0.21
7 64 0.21 0.17 0.15 0.14 0.17
) 75 0.44 0.42 0.31 0.19 0.42
a=0.66|6] 220 0.42 0.40 0.31 0.22 0.40
7 650 0.36 0.36 0.31 0.22 0.22
5| 256 0.28 0.20 0.16 0.10 0.22
a=0.75|6 1024 0.26 0.18 0.14 0.05 0.16
7 | 4096 div div 0.20 0.19 0.20

Tabelle 4.15: Anisotrope Verfeinerung zum Rand: Konvergenzraten des Mehrgitterverfah-
rens fiir verschiedene Blockungssstrategien

Tabelle 4.15 zeigt wieder die Konvergenzraten fiir verschiedene o und die unterschiedlichen
Blockungsstrategien. GG: 4 sowie GG:16 sind dabei analog zum bereits oben erklarten
GG: 64 definiert. Die Zahl gibt dabei jeweils die GroBle der Blocke auf dem feinsten
Gitter an. Auf dem isotropen Gitter @« = 0 bringt eine Erhchung der Patchgrofie auf
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den groberen Gitterleveln eine sichtbare Verbesserung der Konvergenzrate, die allerdings
auf den feineren nicht mehr so ins Gewicht fillt. Beim adaptiven Blockungsalgorithmus
wird der Schwellenwert von 15 von keinem Element iiberschritten, daher entspricht das
Verfahren in diesem Beispiel gerade dem unmodifizierten Vanka.

Bei nicht zu extremer Verzerrung der Elemente erzielt man durch das gitterorientierte
Blocken eine moderate Verbesserung der Konvergenzgeschwindigkeit, die alleine aller-
dings die Notwendigkeit des aufwendigeren Glatters nicht begriinden wiirde. Bei der ex-
tremen Verzerrung mit Seitenverhéltnissen von iiber 4000 sieht man jedoch die Bedeutung
des geblockten Glétters. Mit dem klassischen Vankaverfahren als Glatter konvergiert das
Mehrgitterverfahren auf diesem Gitter iiberhaupt nicht mehr. Bei Blockung mit Block-
gréflen von 16 oder mehr hingegen erzielt man mit dem Mehrgitterverfahren ohne sonstige
Anderungen, wie z.B. der Erhéhung der Zahl der Glittungsschritte, weiterhin gute Kon-
vergenzraten im Bereich von 0.2, denselben Konvergenzraten im iibrigen, wie wir sie fiir
diese Verfahren auch auf den isotropen Gittern gemessen haben.

Auch in diesem Beispiel erweist sich das lokal-adaptive Verfahren als ausgesprochen ro-
bust. Zwar sind die gemessenen Konvergenzraten etwas schlechter als die der stark geblock-
ten Verfahren, allerdings bleiben sie nahezu konstant im Bereich um 0.2. Auch kommt das
Verfahren sehr gut mit den sehr stark gestreckten Elementen zurecht. Aulerdem ist bei
alledem immer zu bedenken, dafl die adaptive Blockung mit in der Regel deutlich gerin-
gerem Aufwand auskommt, da nur in den anisotropen Regionen geblockt wird, wahrend
die Elemente in den isotropen Regionen unberiihrt bleiben.

[ —

lstart = k'O lstart = kO -1 lstart = kO -2
AR Patch=1 AR Patch=4 AR Patch=16

Zoom

Abbildung 4.13: Verschiedene Blockstrategien, AR-Zelle=64

Nun sind wir bei dem letzten Beispiel zwar von einem isotropen Grobgitter ausgegan-
gen, haben aber mit der gitterorientierten Blockung jeweils auf einem spéten Level kg
begonnen, so dafl die Verzerrung der Blocke selbst schon sehr grofi war. Diese Tatsa-
che haben wir bisher stets fiir das vergleichsweise unbefriedigende Konvergenzverhal-
ten bei der gitterorientierten Blockung verantwortlich gemacht. Um dies noch einmal
explizit zu untersuchen, fithren wir erneut Rechnungen auf der obigen Konfiguration
durch, beginnen mit der anisotropen Verfeinerung des Gitters aber jeweils erst auf Level
lstart := (ko —1),7=10,...,3. Die so entstehenden Blockungen sind beispielhaft fiir einen
maximalen AR von 64 bei den randnahen Zellen in Abbildung 4.13 angegeben.

In Tabelle 4.16 sieht man, dafl das gitterorientierte Blocken sehr wohl eine signifikante
Verbesserung der Konvergenzraten bringen kann, wenn die Verzerrung der Blocke nur
klein bleibt. Bei der ungeblockten Variante, bei der einzelne (einelementige) Patches einen
Verzerrungsgrad von 64 aufweisen ist die Konvergenzrate etwa fiinfmal schlechter, als bei
der Variante, bei der alle Blocke Quadrate sind (entspricht einer Patchgrofie von 64).
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a=0.75 lstart (AR des Patches)
6 64 0.14 0.11 0.05 0.02
7 64 0.13 0.09 0.04 0.03
8 64 0.14 0.18 0.04 0.04
a=0.85 lstart (AR des Patches)
AR-Zelle | ko —3 (244) [ ko —2 (39) [ ko —1(6) | ko (1)
6 244 0.94 0.88 0.80 0.18
7 244 0.81 0.88 0.18 0.15
8 244 0.52 0.50 0.14 0.05

Tabelle 4.16: Verzerrung der Blocke: v = 0.75/0.85

Wenn man noch stérker anisotrop verfeinert, also a weiter vergroflert, wird der Effekt
noch deutlicher. Bei a = 0.85 erhélt man nach drei Verfeinerungsschritten Elemente mit
einem Seitenverhéltnis von etwa 244. Hier sicht man zwischen dem klassischen Vanka(2)
und dem "voll-geblockten’ eine Verbesserung der Konvergenzrate um den Faktor 10.

Aus den bisherigen Tests auf verzerrten Tensorproduktgittern konnen wir also folgende
Ergebnisse ableiten: Das einfache Vanka-Verfahren, auch in der stabilisierten Variante
Vanka(2), ist sehr anféllig gegeniiber Verzerrungen des Gitters. Dabei spielt einerseits
der Grad der Verzerrung, andererseits aber auch die Anzahl der gestorten Elemente ei-
ne Rolle. Im Falle einer isotropen Verfeinerung eines bereits gestorten Grobgitters, einer
Konfiguration also, bei der eine grofle Zahl gestreckter Elemente auftritt, liefert das Ver-
fahren bereits bei einem Aspect-Ratio von 20 Konvergenzraten von 0.99, wahrend bei
der anisotropen Verfeinerung auf einem Gitter mit vergleichbarer Anzahl von Elementen,
und Verzerrungen bis zu 650 bei derselben Anzahl von Glattungsschritten (in dem Fall
jeweils 8 Vor- und Nachglattungschritte) noch Konvergenzraten von 0.36 gemesen werden
konnten. Das LMPSC Verfahren mit einer geeigneten Blockung kommt mit beiden Situa-
tionen jedoch sehr gut zurecht. Bei der Blockung ist nicht nur die Grole oder die Anzahl
der Blocke fiir die Konvergenzraten entscheidend, sondern mafigeblich auch der Verzer-
rungsgrad der Blocke selbst. Besonders bei Problemen, bei denen schon das Grobgitter
starke Verzerrungen aufweist, ist es ratsam, statt der einfachen, gitterorientierten Block-
bildung ein Verfahren zu verwenden, das ein moglichst gleichméfiges Seitenverhéltnis der
entstehenden Blocke gewéhrleistet. Dieses Vorgehen hat sich als sehr robust erwiesen und
liefert auch auf solchen Konfigurationen noch gute Konvergenzraten, auf denen der Van-
ka(2), aber auch die LMPSC-Methode mit zu kleiner Blockung, iiberhaupt nicht mehr
zur Konvergenz fiihren.

An dieser Stelle sei erwéhnt, daf fiir alle Rechnungen in diesem Abschnitt die in Kapi-
tel 4.1 beschriebenen, modifizierten Prolongations-/Restriktionsoperatoren, sowie die ent-
sprechende Behandlung der Grobgittermatrix verwendet wurden, genauer das Standard-
verfahren INT(g) (50)MAT(50). Dies ist auch bei der Verwendung des LMPSC-Glétters
weiterhin unabdingbar. Tabelle 4.17 zeigt fiir den Fall der anisotropen Verfeinerung zum
Rand mit o = 0.66 die Zahlen aus Tabelle 4.15 im Vergleich zu Rechnungen, die mit der
vollen, bilinearen Interpolation durchgefiihrt wurden. Verwendet man die feste Grobgit-
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a = 0.66, L7, AR=650

Vanka(2) | GG: 4 | GG: 16 | GG: 64 | adaptiv
adaptive Interpolation 0.36 0.36 0.31 0.22 0.22
bilineare Int., adapt. GG-Korrektur 0.96 0.94 0.90 0.65 0.96
bilineare Int., fixe GG-Korrektur div div div div div

Tabelle 4.17: Notwendigkeit der modifizierten Mehrgitterkomponenten

terkorrektur mit ay, = 1, so divergiert der lineare Loser auch mit den geblockten Gléttern.
Bei Verwendung der adaptiven Grobgitterkorrektur konvergiert der Loser immerhin. Man
kann erkennen, dafl das Blocken hierbei das Konvergenzverhalten in dhnlichem Mafl be-
einflufit, wie bei der adaptiven Interpolation. So verringert sich die Konvergenzrate bei
BlockgroBe 64 etwa auf 2/3 des Wertes des ungeblockten Vanka(2). Jedoch sind diese
Werte etwa dreimal so grof, wie bei der ’optimalen’ adaptiven Variante. Somit kann die
Blockung beim Gléatten die Modifikationen der iibrigen Mehrgitterkomponenten nicht er-
setzen, sondern erginzt diese. Auffallend bei diesen Zahlen ist, dafl die lokal-adaptive
Blockung offenbar viel sensibler auf die verschiedenen Interpolationsvarianten reagiert.
Ist sie bei der adaptiven Interpolation so gut wie die grobgitterorientierte mit Block-
grofle 64, so ist sie bei der vollen bilinearen Interpolation so schlecht wie der ungeblockte
Vanka. Dies ist ein weiteres Indiz dafiir, wie wichtig die richtige Abstimmung sémtlicher
Mehrgitterkomponenen aufeinandner ist.

Bisher haben wir ausschliellich das Mehrgitterverhal-
ten auf gestorten Tensorproduktgittern untersucht. In
Abschnitt 3.1.5 hatten wir im Zusammenhang mit
der Qualitét verschiedener Diskretisierungen Konfigu-
rationen betrachtet, bei denen einzelne Vierecksele-
mente zu Dreiecken degeneriert sind. Wir hatten in
dem oben erwihnten Abschnitt gesehen, dafl auf der-
artigen Gittern bei Verwendung der nichtparametri-
schen Version des rotiert-bilinearen Viereckselementes
die Qualitat der Losung gut bleibt. Fiir die bekannte Abbildung 4.14: Grobgitter
Driven Cavity Konfiguration auf dem Grobgitter aus

Abbildung 4.14 sind die Konvergenzraten des Mehrgitterverfahrens fiir die verschiedenen
Glétter- bzw. Blockungsvarianten in Tabelle 4.18 zusammengestellt. Abbildung 4.15 zeigt
die Blocke, die bei der adaptiven Blockung (bei der Wahl von 15 als Schwellenwert) ent-
stehen. Die rosafarbenen Zellen bleiben ungeblockt. Man sieht sehr gut, dafl die Blockung
nur in einem sehr geringen Teil der Elemente greift.

| || AR | Vanka(2) | GG: 4 | GG: 16 | GG: 64 || adaptiv |

5 50 0.21 0.17 0.13 0.11 0.18
61| 98 div div 0.20 0.14 0.21
71 190 div div div div 0.16
8 || 355 div div div div 0.18

Tabelle 4.18: p(MG) fiir verschiedene Blockungen bei entarteten Elementen
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Abbildung 4.15: Adaptive Blockung, Level 3 - 5

Diese Zahlen zeigen, daf hier bei zunehmender (isotroper) Gitterverfeinerung die gitter-
orientierten Blockungsverfahren vollig versagen. Das Problem bei diesem Grobgitter ist,
daB sich der ’Aspect-Ratio’ der (quasi)dreieckigen Zellen bei der Verfeinerung vergroert.
Der Aspect-Ratio ist hier definiert als das Verhéltnis der Langen der Verbindungsstrecken
gegeniiberliegender Seitenmitten. In Abbildung 4.16 sieht man, dafl sich dieses Verhéltnis
bei einem Verfeinerungsschritt gerade verdoppelt. Im Grobgitter ist das Verhéltnis Breite
Hohe b/h. In dem verfeinerten Dreieck ist die Breite ~ b/2, die Hohe jedoch h/4, woraus
sich ein Verzerrungsverhéltnis von ~ % ergibt. Die Abweichungen auf dem feineren Git-
ter, die man in Tabelle 4.18 erkennt, kommen daher, dafl es sich bei den Elementen um
keine exakten Dreiecke handelt, sondern die beiden Punkte in der “Dreiecksspitze” einen
endlichen Abstand voneinander haben. Wir haben hier also wieder einen dhnlichen Fall,
wie bei der anisotropen Verfeinerung. Bei der gitterorientierten Blockung sind, zumin-
dest bei den hier untersuchten Blockgréflen, die Blocke selbst wieder zu anisotrop, als dafl
das Block-Gauf3-Seidel Verfahren konvergieren konnte. Das adaptive Verfahren jedoch hat
auch mit derartig gestorten Gittern keine Schwierigkeiten. Die Konvergenzraten bleiben
bei zunehmender Verfeinerung sogar nahezu konstant. In Abbildung 4.15 sieht man sehr
schon, dal das adaptive Blockungsverfahren diese wachsenden Aspect-Ratios erkennt, und
z.B. auf Level 5 zusétzliche Elemente zu neuen Blocken zusammenfaft.

Auch dieser Test bestétigt unsere obige Behauptung, dafi das LMPSC-Verfahren mit der
lokal adaptiven Blockung ein sehr robuster Glétter fiir das lineare Mehrgitterverfahren
ist, wenn die Geometrie der Gitter starke Verzerrungen aufweist. Die Blockung der Ele-
mente erfolgt nur lokal, und es werden auch nur soviele Elemente zusammengefafit, wie

Hohe h
bhe .

Vi
Breite b

/

Abbildung 4.16: Steigende Verzerrung beim Verfeinern der 'Dreieckselemente’
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zur Erreichung einer bestimmten Isotropie des Blockes notig ist. Dies ist vor allem im
Hinblick auf den numerischen Aufwand zur Losung der entstehenden Gleichungssysteme
von grofler Bedeutung. Die gitterorientierte Blockung ist teuer’ in dem Sinne, dafl auch
in vollig isotropen Regionen des Gitters geblockt wird und so ein gesteigerter numerischer
Aufwand entsteht. Allerdings haben die Tests gezeigt, dafl sich dieser Aufwand nicht
entsprechend in einem verbesserten Konvergenzverhalten niederschlégt, es sei denn, man
kann erreichen, dafl die Blocke isotrop bleiben, wiahrend die Gitterzellen stark gestreckt
sind. Dies ist allerdings selten zu erreichen, wenn man nicht sehr grofie Blocke in Kauf
nehmen mochte. Aber auch in dem Fall ist der Gewinn gegeniiber der lokal-adaptiven
Variante nicht signifikant, wie die Rechnungen bei anisotroper Verfeinerung zum Ran-
de hin gezeigt haben. Den freien Parameter bei der adaptiven Blockung haben wir bei
den Rechnungen auf 15 gesetzt gehabt. Die Erfahrung hat gezeigt, dafl, abhéngig auch
von der Anzahl der nichtisotropen Elemente in einem Gitter, Werte bis maximal 20 zu
akzeptablen Ergebnissen fiihren.

4.2.5 Aufwandsbetrachtung und effiziente Implementation

Eine Betrachtung der Effizienz des geblockten Vanka-Glétters ist nicht komplett ohne eine
Untersuchung des zusétzlichen Aufwandes, der bei diesem Gléatter im Gegensatz zu dem
einfachen Vanka(2) getrieben werden muf. Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist der
Nachweis der Robustheit der verwendeten Verfahren. Im Hinblick auf die von Becker et. al.
([4] , [5]) entwickelten hocheffizienten, hardwareoptimierten Implementierungsstrategien
konnen diese Gléatter auch mit relativ grofen Blockgrofien noch sehr schnell gelést werden.
Wichtig hierzu ist es lediglich, dafl die zu l6senden Probleme lokal bleiben und jeweils noch
auf einem Prozessor gelost werden konnen. Deshalb ist natiirlich, auch fiir den Einsatz
der Glatter in einem seriellen Programm, die Untersuchung des Aufwandsverhaltens von
grofler Bedeutung.

Im Folgenden soll nun der EinfluB der Patchgréfie auf die Rechenzeit untersucht sowie
einige Strategien zur Reduktion des numerischen Aufwandes vorgestellt werden. Dazu
untersuchen wir den Fall einer gitterorientierten Blockung, bei der das Gebiet in eine
Anzahl gleich grofier Patches unterteilt wird. Es sei:

N Grofle der Patches, d.h. Elemente pro Patch
k Anzahl der Patches

NEL =k - N Gesamtanzahl der Elemente
E =2- N approx. Anzahl der Kanten im Patch

Auf jedem Patch miissen Schur-Komplement Probleme der Gestalt gelost werden:

— _ (BT A-1p\-1 RT 4-1
Au+Bp—f}:>p—(BA B)"'BYA7'f (4.27)

BTu + =0 u = A~L(f — Bp)

Somit fallen pro Glattungsschritt auf jedem Patch die folgenden wesentlichen Arbeits-
schritte an:
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1 Erstellen der LU-Zerlegung von A A=LU

2 Aufbau der Matrix durch N-maliges Riickwértseinsetzen A-'B

3 Multiplikation mit diinn besetzter Matrix B” BTA'B

4 LU Zerlegung der Schurkomplementmatrix (BTA™'B) = LU
5 Aufbau der rechten Seite A7Lf

6

Losen der Schurkomplementgleichung (Riickwiirtseinsetzen) (BTA™1B)~!

Bei einem 'naiven Vorgehen’, bei dem man keinerlei Informationen iiber die Struktur
der Matrix A benutzt, wiirde man ein Standardverfahren zur Bestimmung der LU Zerle-
gung verwenden. Die Matrix A hat (in 2D) die Dimension 2E x 2E, daher benotigt die
Zerlegung grofenordnungsméiBig O(E3) = O(N?) arithmetische Operationen. Der zwei-
te Schritt besteht aus dem N-maligen Losen eines E-dimensionalen Gleichungssystems,
wobei O(N - E?) = O(N?) arithmetische Operationen anfallen. Schritt 4 besteht wieder
aus einer LU-Zerlegung, jedoch hat die Matrix nur die Dimension N. Als Aufwand fallen
somit wieder O(N?) arithmetische Operationen an. Die beiden Schritte 3 und 5 und 6
kénnen demgegeniiber mit O(N?) Operationen vernachlissigt werden.

Diesen Aufwand mufl man fiir jeden Glattungsschritt auf allen k£ Patches eines Levels
betreiben, so dafi dabei insgesamt O(k - N3) Operationen getitigt werden miissen.

Mochte man nun zur Verbesserung der Stabilitdt des Verfahrens die Patchgrofie um den
Faktor « erhdhen, so steigt der totale numerische Aufwand geméf

lk x (aN)* = a* - kN?
a

um den Faktor o?2.

In einem ersten Schritt zur Reduktion des Aufwandes verwendet man die Tatsache, daf3
wéhrend eines nichtlinearen Schrittes auf jedem Patch dasselbe Problem mehrfach mit ver-
schiedenen rechten Seiten, aber den gleichen Matrizen gelost werden muf. Speichert man
die LU-Zerlegungen der Matrix A und der Schurkomplementmatrix ab bzw. behélt diese
im Arbeitsspeicher, erspart man sich in den folgenden Glattungsschritten die ’teueren’
O(N?)-Operationen. Der Aufwand pro Patch —unter Vernachlissigung der Zugriffszeiten
auf das Speichermedium und dem einmaligen Aufbau der Zerlegungen— wird dann im We-
sentlichen bestimmt durch die Schritte 5 und 6, also das Riickwirtseinsetzen mit O(N?)
arithmetischen Operationen.

Erhoht man hier nun die Patchgréfie um den Faktor «, so steigt der Aufwand fiir das
Glédtten 'nur’ um a, statt um o? wie oben:

1
—k x (aN)? = a- kN2
a

Bei der Matrix A handelt es sich um eine diinn besetzte Matrix und sie besitzt eine Band-
struktur. Daher liegt der Gedanke nahe, die LU-Zerlegung von A unter Verwendung dieser
Bandstruktur zu erstellen. Damit dies effektiv moglich ist, bedarf es allerdings zweier lo-
kaler Umnumerierungen bzw. Umstrukturierungen. Als erstes gilt es, die Gitterpunkte im
Patch so zu numerieren, dafl die Bandbreite der lokalen Matrix moglichst klein wird. Mit
einem Algorithmus wie z.B. dem von Cuthill-McKee [15] erhalten wir eine Bandbreite
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Abbildung 4.17: Struktur der Matrix bei 'naiver’ Sortierung

der Matrix in der GréBenordnung von O(v/N). Hierbei mufl man aber die Struktur der
Matrix A beachten. Sie besteht aus (in 2 Dimensionen) 4 Blocken, die alle dieselbe Struk-
tur aufweisen. Durch eine Umnumerierung der Knoten kann man zwar in jedem einzelnen
dieser Blocke die Bandbreite auf O(v/N) senken, fiir die Gesamtmatrix ist das aber nicht
ausreichend. Schematisch hat die Iterationsmatrix nach der Knotensortierung némlich die
in Abbildung 4.17 gezeigte Gestalt.

Da jeder der Blocke der Matrix die Bandbreite v/N hat, ergibt sich fiir die Gesamtmatrix
immer noch eine Bandbreite von N + v/N. Somit bringt diese Art der Matrixsortierung
nur wenig Vorteile. Der Schliissel zu einer weiteren, effektiven Reduktion der Bandbreite
liegt in einer Umsortierung der Variablen. Statt im Losungsvektor erst die Komponenten
von u, und danach v anzuordnen, ordnet man direkt geméafl der Knotennumerierung. Also

T T
(U1,U2, <oy, UN, UL, V2, ... ;UN) - (U1,U1,U27U27 e 7UN7UN)

Dementsprechend ordnet man die Zeilen und Spalten der Matrix um. Schematisch ist
das Vorgehen in Abbildung 4.18 dargestellt. Die so entstehende Matrix hat nun nur noch
die Bandbreite 2¢/N. Unter Ausnutzung dieser Struktureigenschaften reduziert sich der
Aufwand fiir die Schritte 1 und 2 auf lediglich O(N?®/2?) Operationen. Leider ist die Schur-
komplementmatrix im allgemeinen eine vollbesetzte Matrix, deren LU-Zerlegung (Schritt
4) weiterhin O(N?) Operationen bendtigt. Jedoch hat diese Matrix die Dimension N, statt
2FE ~ 4N (bzw 9N in drei Dimensionen), wie die Matrix A. Daher kann man erwarten,
daB bei moderaten Patchgrofien N der bendtigte Aufwand dominiert wird durch

1
—k x (aN)*? = o*?. kN3,
a
Die numerischen Tests bestétigen dies (siche Tabelle 4.19 und 4.20).
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Abbildung 4.18: Matrixstruktur bei vollstandig knotenorienter Ordnung
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Als letztes wollen wir eine Kombination der beiden Methoden betrachten, also die Ausnut-
zung der Matrixstruktur und das Abspeichern der LU-Zerlegungen von A und BT A1 B.
Pro Glattungsschritt bleiben hier wieder lediglich die Schritte 5 und 6 abzuarbeiten. Die
Berechnung von A~!f mittels Riickwiirtseinsetzens 18t sich aufgrund der Struktur von
A in O(N?3/?) Schritten erledigen, was ein Aufwandsverhalten von

Lix (aN)*? = ol/2 . EN3/2.
«

bedeuten wiirde, wihrend das Losen der Schurkomplementgleichung wieder ein voller
O(N?)-Prozess ist, allerdings mit einem kleineren System. Daher ist auch hier wieder ein
Vorteil bei moderaten Patchgrofien zu erwarten.

Zur Demonstration der obigen Effekte wurde eine Driven Cavity Rechnung fiir Re=3000
durchgefiihrt. Alle Patches eines Levels waren gleich grof.

Dabei bedeuten:

N  : Patchgrofe

k  : Anzahl der Patches, also NEL/N

BF : Blas Routinen fiir beliebige Matrizen zum Invertieren

BB : Blas Routinen unter Ausnutzung der Bandstruktur

BU : Baut die Matrizen jedesmal neu auf

IN : Baut die Matrizen pro nichtlinearem Schritt einmal auf, liest

sie dann in jedem linearen Schritt ein

N[ k| BFBU BF-IN BB-BU BB-IN
16400 | 381/ —/— | 36/ /| 28/ —/ —| 32/ ] —
64 [ 100 | 287/ 9.3/16 | 102/2.9/ 4 | 103/ 3.7/8-16 | 67/2.1/2-4
256 | 25 | 3638/12.7/16 | 402/4.0/ 4 | 1105/10.7/8-16 | 185/2.8/2-4

Tabelle 4.19: CPU-Zeit fiir Level 5 - 6400 Elemente

[ N] k[ BF-BU | BFIN | BB-BU | BBIN |
16 | 1600 | 145/ —/— | 174/ —/— ] 130/ —/ — | 161/ —/ —
64 | 400 | 1142/ 7.9/16 | 429/25/ 4| 428/ 3.3/8-16 | 287/1.8/2-4

256 | 100 | 14560/12.8/16 | 1617/3.8/ 4 | 4268/10.0/8-16 | 754/2.6/2-4

Tabelle 4.20: CPU-Zeit fiir Level 6 - 25600 Elemente

Die Tabellen zeigen die bendtigte Zeit fiir einen linearen Schritt bei der jeweiligen Patch-
grofe, das reale sowie das erwartete Anwachsen des Aufwandes. Die angegebenen Zahlen
bezeichnen:

i die bendttigte Rechenzeit
ii das gemessene Anwachsen der Rechenzeit gegeniiber der vorherigen Patchgrofie
iii der theoretisch erwartete Wert « fiir das Anwachsen des Aufwandes.
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Zum Invertieren der voll besetzten Matrizen wurden Standard BLAS (Basic Linear Alge-
bra Soubroutines http://www.netlib.org/blas) Routinen verwendet (siche auch [31],
[17]). Von diesen gibt es fiir alle namhaften Rechnerplattformen auf die Hardware angepa$-
te und optimierte Versionen. Die Verwendung dieser optimierten Routinen ist unbedingt
anzuraten. Die hier angegebenen Programmlaufzeiten wurden auf einem einfachen PC
mit 750 MHz Taktfrequenz gemessen.

Betrachten wir die letzte Zeile der Tabelle 4.20, so sehen wir, dal der gemessene Aufwand
beim “naiven” Zugang BF-BU auf den untersuchten Patchgréfien nahezu so schlecht ist,
wie theoretisch vermutet. Der Aufwand bei einer Vervierfachung der Patchgrofie wachst
etwa um den Faktor 13. Ersetzt man die wiederholte Invertierung der Matrix durch das
Einlesen von einem Speichermedium (BF-IN), so zeigt sich wie erwartet, dafl der Aufwand
ziemlich genau um den Faktor 4 wéchst. Weiterhin sieht man den positiven Einflul der
Ausnutzung der Bandstruktur der Matrix A. Betrachtet man die Zahlen zu BB-IN so sieht
man, dafl der Aufwand bei diesem Verfahren tatséchlich von dem “giinstigen”, O(y/a)-
Proze des Berechnens von A~!f dominiert wird, und nicht von dem “teuren” Loésen der
Schurkomplementgleichung.

Nun wollen wir noch die absoluten Rechenzeiten der beiden extremen Varianten verglei-
chen. Gegeniiber dem naiven Zugang mit einer Rechenzeit von 14560 [s] 148t sich mit dem
optimalen BB-IN eine Beschleunigung um etwa den Faktor 20 erzielen. Dieser Gewinn an
Performance 1Bt sich ohne grofie Anderung der Programmstruktur erreichen und beruht
alleine auf der Analyse der beim Verfahren durchgefiihrten Rechenschritte.

Abschliefflend soll hier noch angemerkt werden, daf3 in der praktischen Realisierung selbst-
versténdlich das Einlesen der Matrizen von der Festplatte immer noch eine signifikant-
lange Zeit beansprucht. Wie allerdings schon an mehreren Stellen erwéhnt, zielt die Ent-
wicklung der numerischen Verfahren in dieser Arbeit zu einem grofien Teil auch auf die
Anwendung in der Parallelisierung hin. In diesem Fall wird man in der Lage sein, dieser
Matrizen wahrend der Rechnung im Hauptspeicher des jeweiligen Prozessors zu halten.
Dadurch fallen Verzégerungen durch Festplattenzugriffe weg, und man wird noch eine
weitere Verbesserung der Verfahren mit Matrixspeicherung gegeniiber dem wiederholten
Aufbau der Matrizen beobachten kénnen. Diese hardwareoptimierten, parallelen Verfah-
ren [5] sind bereits sehr weit entwickelt und erste Ergebnisse sind verfiigbar.

Im vorausgegangenen Abschnitt haben wir eingehend die einzelnen Komponenten eines
linearen Mehrgitterverfahrens im Hinblick auf Effizienz und Robustheit gegeniiber Storun-
gen des Gitters untersucht. Es hat sich gezeigt, daf§ fiir eine gute Performance, ja sogar
fiir die Erzielung von Konvergenz auf stark anistropen oder verzerrten Gittern, Anpas-
sungen an allen Komponenten des Mehrgitterverfahrens vorgenommen werden miissen.
Als optimal hat sich nach unseren Untersuchungen die Verwendung der adaptiven Pro-
longation/Restriktion zusammen mit der adaptiven Modifikation der Grobgittermatrix
erwiesen. Der Toleranzparameter, also der Grad an Anisotropie, bei dem zwischen kon-
stanter und rotiert-bilinearer Interpolation gewechselt wird, sollte im Bereich zwischen
20 und 100 liegen; 50 hat sich sehr gut bewéhrt. Als Ergdnzung hierzu kommt noch die
adaptive Grobgitterkorrektur, die zwar nicht immer optimale Konvergenzresultate liefert,
allerdings ohne a priori Kenntnis des optimalen Gewichtungsfaktors oy auskommt. Dies
ist insofern von Bedeutung, da wir gesehen haben, daf} eine falsche Wahl dieses Parameters
zur Divergenz des Verfahrens fithren kann, und der Parameterbereich, in dem Konvergenz
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erzielt wird, relativ klein sein kann. In der Notation von 4.1 heifit das optimale Verfahren
INT(g)(50)MAT(50) CORR(adapt). Im Kapitel 4.2 haben wir gesehen, daf bei der
Anwendung des Mehrgitterverfahrens auf gekoppelte Probleme von der Form der stati-
ondren Navier-Stokes Gleichungen Glétter von der Art, wie sie Vanka [52] beschrieben
hat, bei Gitterverzerrungen sehr schnell nicht mehr einsetzbar sind. Jedoch 148t sich mit
dem LMPSC (Linear Multilevel Pressure Schur Complement)-Ansatz, also einer geblock-
ten Version des Vanka-Glétters, zusammen mit den oben erwdhnten Komponenten, ein
sehr robustes Mehrgitterverfahren erzeugen. Bei der Blockung ist darauf zu achten, daf}
die entstehenden Patches moglichst isotrop sind. Unser Favorit ist hier ein lokal-adaptives
Blockungsverfahren, das im Falle, daf§ ein Element eine griéflere Anisotropie aufweist,
als eine vorgegebenene Toleranz, solange benachbarte Elemente zu einem Patch zusam-
menfafit, bis der Anisotropiegrad des Patches selbst kleiner als der Toleranzwert ist. Fiir
diese Toleranz hat sich ein Wert von 15 als sehr effektiv erwiesen. Die gitterorientierte
Blockungsstrategie hat sich im Falle stark verzerrter Gitter meist als unterlegen erwiesen,
da die so entstehenden Blocke oft selbst zu anisotrop sind.

In Kapitel 5 werden wir allerdings sehen, dafl diese Blockungsmethode durchaus ihre
Anwendungsgebiete hat, ndmlich dann, wenn die Probleme in der Matrix nicht durch
Gitteranisotropien verursacht sind, sondern von ’schlechten’ Eintragen aus dem Operator
selbst herriihren.

4.3 Mehrgitterverfahren bei Problemen mit stark va-
riierender Viskositéit

Im Gegensatz zu den bisher beschriebenen geometrischen Anisotropien sind algebraische
Anisotropien im Operator schwieriger zu detektieren. Eine umfassende Behandlung der-
artiger Phénomene kann im Rahmen dieser Arbeit nicht geleistet werden. Auf eine Klasse
solcher algebraischer Anisotropien soll hier jedoch noch kurz eingegangen werden, da sie
sich mit relativ geringen Abénderungen des bisher entwickelten Instrumentariums behan-
deln lassen. Es sind dies in physikalischen Anwendungen haufig auftretende Stromungs-
probleme mit rdumlich sehr stark variierender Viskositét oder Dichte. Ein Beispiel hierfiir
sind temperaturbehaftete Stromungen mit sehr heiflen sowie sehr kalten Regionen und ei-
ner stark temperaturabhéngigen Viskositéat. Eine solche Konfiguration wird beispielweise
in [55] untersucht.

Bei der Verwendung des Mehrgitterverfahrens mit den klassischen Komponenten treten
bei derartigen Konfigurationen sehr schnell Probleme auf, wie das folgende Testproblem
belegt. Auf dem Einheitsquadrat werden die Stokes-Gleichungen, also eine einfache, vis-
kose Kanalstromung berechnet. Die Viskositdt betragt v; = 1, lediglich in einem kleinen
Quadrat im Inneren ist sie 15 > vy (siehe Abbildung 4.19). Tabelle 4.21 zeigt die linea-
ren Konvergenzraten bei Verwendung des oben vorgestellten Mehrgitterverfahrens. Als
Gléatter wurde der einfache Vanka(2) mit 8 Glattungsschritten benutzt.

An diesen Zahlen kann man ablesen, dafl ein Viskosititssprung von Av = 10% noch so mo-
derat ist, dafl der lineare Loser damit keine Probleme hat. Dies dndert sich aber deutlich
bei noch gréferen Viskositédtsunterschieden. Die in Abschnitt 4.1 entwickelten adaptiven
Mehrgitterkomponenten greifen bei dieser Art Problemen jedoch nicht. Da das zugrunde
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Grobgitter Sprung 1 Sprung 2

Abbildung 4.19: Einheitsquadrat mit unterschiedlichen Viskositéiten v, vy

Sprung 1 Sprung 2
vy =103 | 1y = 10° | 1y = 103 | vy = 10°
3 0,05 0,17 0,14 0,99
4 0,05 0,37 0,12 0,99
5 0,06 0,21 0,08 0,97
6 0,06 0,30 0,07 0,95

Tabelle 4.21: Konvergenzraten fiir Stokes bei nichtangepafitem Mehrgitter

liegende Gitter nahezu isotrop ist, werden selbst bei grofiten Spriingen in der Viskositét
stets die unmodifizierten Komponenten wie z.B. die volle, bilineare Interpolation verwen-
det (siehe 4.1.1). Dadurch werden auch Knoten, die entfernt von dem Sprung in der Region
mit v sich befinden, direkt von solchen beeinfluf3t, die sich in v, befinden. Dieser Einflufl
ist allerdings nicht physikalisch, sondern lediglich ein numerischer Defekt. Der Ansatz zu
einer Behebung dieses Problemes ist es, die adaptiven Gittertransferoperatoren so zu er-
weitern, dal die adaptive Umschaltung auf die stiickweise konstante Interpolation auch
dann erfolgt, wenn sich die (pro Element gemittelte) Viskositét iiber eine Elementkante
um mehr als einen bestimmten Schwellenwert &ndert.

Betrachtet man in Tabelle 4.21 die Ergebnisse zur Konfiguration Sprung 2, so erkennt man,
daB diese bei steigendem Av radikal schlechter werden, wihrend bei Sprung 1 nur eine
vergleichsweise moderate Verschlechterung der Konvergenzraten zu beobachten ist. Bei
Konfiguration 2 geht der Viskositédtssprung nicht entlang einer Grobgitterkante, sondern
mitten durch einige Grobgitterelemente. Bei der Grobgitterkorrektur kommt es somit zu
einem Verschmieren des Viskositétssprunges. Bei dem Grobgitterproblem, welches dann
gelost wird, sind plotzlich Knoten, die ein ganzes Stiick von dem Sprung entfernt lie-
gen, Teil eines Elementes mit hoher Viskositét (sieche Abbildung 4.20). Die Zahlen deuten
an, dafl dies die Qualitdt der Grobgitterkorrektur stark verschlechtern kann, was sich in
schlechten Mehrgitterraten niederschlégt. Da es sich in praktisch relevanten Anwendungen
nicht gewéhrleisten 148t, dafl entlang der Spriinge immer Gitterkanten liegen, wird ver-
sucht werden, mithilfe des geblockten Vanka-Glétters durch Patchen entlang der Spriinge
wieder ein zufriedenstellendes Konvergenzverhalten zu erzielen.
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Abbildung 4.20: Viskositdatssprung durch eine Gitterzelle

Wir definieren, analog zu Abschnitt 4.1.1 den v-adaptiven Interpolationsoperator wie

folgt:

us
L @
® ®
ug @ .U2 @
[ J .UG
@ @
ug LI5

Abbildung 4.21: Makroelement in 75, sowie daraus entstehende Elemente in T},
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v-adaptive Prolongation fiir rotiert bilineare Elemente

1. Man berechnet die Interpolationswerte der Feingitterfunktion aus den Ko-
effizienten wuq, us, us, uy der Grobgitterfunktio voy,. Die Wahl der Interpola-
tion wird durch das Verhéltnis der (gemittelten) Viskostéit des Makroele-
ments und seiner Nachbarzellen (viscosity ratio, VR) gesteuert.

2. Liegen diese Werte unter einer vorgegebenen Schranke, dann fithrt man die
volle, rotiert bilineare Interpolation durch:

e volle Interpolation (exemplarisch fiir H, = H}')

1 1 5
Us = Uy — —Ug + —Ug, Us = <Up + < (U2 + Uz + Uy)

4 4 8 8

3. Uberschreiten diese Werte auf einem Makroelement die Schranke, fithrt
man auf diesem Element lokal die konstante Interpolation durch:

Us = Uy, U = U1

4. Die Werte, die auf Kanten liegen, welche auch schon Kanten von 75, sind,
werden durch den obigen Prozefl zweimal 'angefafit’. Fiir diese setzt man
das Mittel aus beiden Werten. Hierbei hat man die Moglichkeit, entweder
ein ungewichtetetes Mittel, ein Mittel gewichtet mit den Groflen der beiden
Makroelemente als Gewichtungsfaktoren oder ein Mittel zu verwenden, das
mit dem Produkt aus Elementgrofie und Viskositédt gewichtet. Letzteres
fithrt an den Viskostitédtsiibergdngen dazu, daff nahezu nur das Element
mit der groBeren Viskositét einen Beitrag liefert.

Im folgenden bezeichnen wir die gitter-adaptive Interpolation mit INT=2, die v-adaptive
mit der Mittelung beziiglich Elementgréfien als INT=/, sowie die v-adaptive mit der
Mittelung beziiglich des Produktes aus Elementgrofie und Viskositét als INT=5.

Verwenden wir diese an den Viskositétsspriingen orientierten Interpolationsoperatoren bei
den obigen Testproblemen ’Sprung 1’ und ’Sprung 2’; so stellen wir sofort eine signifikante
Verbesserung der Mehrgitterkonvergenz fest. Bei der einfacheren Konfiguration Sprung 1
(Tabelle 4.22) erzielt man so Konvergenzraten, die um den Faktor 4-5 besser sind, als
mit der 'klassischen’ Interpolation. Die Wahl der Mittelung scheint wenig bis gar keinen
Einflu} auf das Verhalten des Verfahrens zu haben.

Bei der Konfiguration Sprung 2 mit dem etwas grofleren Gebiet hoher Viskositét ist der
Effekt sogar noch eklatanter. Mit der klassischen Interpolation konvergierte das Verfahren
so gut wie iiberhaupt nicht mehr, wihrend die v-adaptiven Interpolationen auf feineren
Gittern wieder dasselbe Konvergenzverhalten ermdglichen, wie bei Sprung 1 (Tabelle 4.23,
linke Seite). Auf den groberen Leveln macht sich hier der bereits oben erwihnte Effekt
bemerkbar, dafl auf dem Grobgitter der Viskositétssprung mitten durch einige Elemente
geht, und dadurch ein Verschmieren des Viskositatssprunges auf diesem Level entsteht.

Wenn wir dieselbe Konfiguration rechnen, aber dabei nicht das Gitter aus Abbildung 4.19
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INT=

Level | 4 5 2 4%
31005005 | 017 | div

410,050,065 0,37 | div

510,06 | 0,06 | 0,21 | div

6| 0,05]0,05| 0,30 | div

Tabelle 4.22: p(M@G) bei Verwendung verschiedener Interpolationsoperatoren zusammen
mit dem Vanka(2)-Gliitter fiir die Konfiguration Sprung 1 mit Av = 10°

als Grobgitter nehmen, sondern das einmal verfeinerte, treten in der gesamten Mehrgitter-
hierarchie keine Elemente mehr auf, durch die ein Viskositédtssprung geht. Diese Ergebnisse
sehen wir auf der rechten Seite der Tabelle 4.23. Hier zeigen die Interpolationsvarianten
INT=4 und INT=5 auch auf dem groben Level dieselben guten Konvergenzeigenschaf-
ten, wie vorher schon auf den feineren. Bei dem klassischen INT=2 hingegen bleibt die
Konvergenz schlecht.

INT=
GG= Lev 1 GG = Lev2
Level 4 5 2 4* 4 5 2 4*
310,331]10,39 10,99 | 0,311 0,09 0,08 0,99 | div
410,130,101 0,99 | div || 0,06 | 0,06 | 0,99 | div
510,05(005|097 | div || 0,05 | 0,05 | 0,97 | div
6|0,15]0,15] 098 | div || 0,15 | 0.15 | 0.97 | div

Tabelle 4.23: p(MG) bei Verwendung verschiedener Interpolationsoperatoren zusammen
mit dem Vanka(2)-Glitter fiir die Konfiguration Sprung 2 mit Av = 10°

Bemerkung: Fiir den Druck haben wir bisher die konstante Interpolation hauptséachlich
deshalb benutzt, weil sie gut funktionierte und deshalb kein Bedarf an einer Modifikati-
on bestand. Bei Problemen der hier behandelten Art mit stark springenden Viskositdten
scheint sie jedoch ein Muf! In den Tabellen 4.22 und 4.23 sind in der Spalte INT=4*
die Ergebnisse angegeben, wenn man den in Abschnitt 4.1.1 erwéhnten Zugang wihlt,
und den Druck zuerst auf die Kanten interpoliert, und dann die rotiert-bilinearen Gitter-
transferoperatoren darauf anwendet. Mit diesem Vorgehen 1&8t sich selbst bei der relativ
einfachen Konfiguration Sprung 1 kein konvergentes Mehrgitterverfahren mehr erzeugen.

Wie oben bereits angedeutet wird die Situation komplizierter, wenn es nicht mehr einfach
moglich ist, die Grobgitterkanten entlang der Spriinge auszurichten. Um dies zu demon-
strieren, modifizieren wir das obige Problem dahingehend, dafl wir nun einen kreisformi-
gen Viskositatssprung berechnen wollen. Das Grobgitter ist in Abbildung 4.22 dargestellt,
daneben in Abbildung 4.23 die Position der Region mit v = vs.

Auch mit dem v-adaptiven Gittertransfer konvergiert der einfache Vanka(2) hier nicht
mehr. Es zeigt sich, dafl bei der geblockten Variante eine Blockung entlang der Sprung-
kante von v ausreichend zu sein scheint. Die Abbildung 4.24 zeigt 3 verschiedene Varianten
entlang des gesamten Sprunges, wahrend in Abbildung 4.25 jeweils nur stiickweise entlang
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Abbildung 4.22: Grobgitter HEX 1 Abbildung 4.23: Viskositéitssprung

Abbildung 4.24: Blockungsvarianten 1 - 3

Abbildung 4.25: Blockungsvarianten 4 - 6

der Sprungkante geblockt wurde. (In dieser Darstellung sind die rosafarbenen Regionen
ungeblockt, ansonsten entspricht jede Farbe einem Block). Die Anzahl der Elemente pro
Block halbiert sich jeweils von Variante zu Variante.

Die gemessenen Konvergenzraten in Tabelle 4.24 belegen, dafl mit Hilfe der Blockung
entlang der Sprungkante ein effektiver Glatter fiir Probleme mit starken Spriingen in der
Viskositat konstruiert werden kann. Diese ersten Zahlen deuten darauf hin, dafl man bei
einer adaptiven Bestimmung des Sprunges beziehungsweise der zu blockenden Elemente
einige Dinge beachten muf}. Es ist vorteilhaft, entlang des gesamten Sprunges zu blocken,
anstatt nur stiickweise, auch wenn dies bei praktischen Anwendungen mit moglicherweise
langen Sprunglinien selten zu gewéhrleisten sein wird. Obendrein mufl der Patch um den
Sprung herum eine gewisse Mindestbreite haben. Dies fallt besonders bei der stiickweisen
Blockung auf, bei der die Variante 4 noch vergleichsweise gute Resultate liefert, wahrend
die beiden ’sparsameren’ Blockungen 5 und 6 gar nicht mehr, bzw. nur noch auf feinen
Gittern konvergieren. Die Tatsache, dafl die Konvergenzraten auf feineren Gittern besser
werden, obwohl die geometrische Grofle der Blocke sich nicht éndert, legt die Vermutung
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Intpol Intpol
-4 Blockung -4 Blockung
Level | Var 1 | Var 2 | Var 3 | keine Level | Var 4 | Var 5 | Var 6
31 0,26 | 0,49 - div 31 0,88 div -
41 0,19 | 0,21 | 0,25 div 41 0,28 div div
5( 0,10 | 0,13 | 0,35 div 51 0,20 | 0,34 div

Tabelle 4.24: Mehrgitterkonvergenzraten mit dem LMPSC-Glétter bei verschiedenen
Blockungsvarianten

nahe, daf} fiir die Performance des Glatters weniger die Geometrie der Patches ausschlag-
gebend ist, als vielmehr die Anzahl der Elemente, die diesseits und jenseits des Sprunges
zusammengefafit werden.

Dieser kurze Abschnitt sollt zeigen, dafl die in dieser Arbeit entwickelten Methoden durch-
aus auch erfolgreich auf Problemstellungen mit algebraischen Anisotropien angewendet
werden konnen. Auch hierbei zeigt sich noch einmal deutlich, daf§ fiir die optimale Kon-
vergenz des Mehrgitterverfahrens alle Komponenten angepafit werden miissen. Ohne die
adaptiven Gittertransferoperatoren INT=4 bzw. INT=5 waren in diesem Beispiel keine
guten Resultate zu erzielen. Dabei scheint es unerheblich, fiir welche der beiden Varianten
man sich entscheidet. In allen untersuchten Beispielen waren die gemessenen Konvergenz-
raten nahezu identisch. Die angestellten Untersuchungen fiir Konfigurationen mit einem
groflen Sprung in der Viskositat erheben nicht den Anspruch, vollstdndig zu sein, sondern
stellen den Ausgangspunkt fiir weitere Forschung dar. Besonders an der optimalen Aus-
gestaltung des Glétters ist noch einige Arbeit zu leisten, sowie auch der Einflu}; den der
Konvektionsterm samt Stabilisierung auf das Konvergenzverhalten ausiiben.
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Kapitel 5

Die Behandlung der Nichtlinearitit

In den bisherigen Betrachtungen haben wir uns ausschliellich auf Untersuchungen der
Komponenten des linearen Lésers konzentriert. Durch den Konvektionsterm werden die
inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen aber zu einem System nichtlinearer Gleichun-
gen. Bei nichtnewtonschen Fluiden kénnen noch weitere Nichtlinearitéiten auftreten. Ver-
wendet man im Falle von instationdren Gleichungen ein voll implizites, A-stabiles Zeit-
schrittverfahren von 2. Ordnung, wie z.B. das Fractional-Step-6-Verfahren (siche [48]), so
erlaubt dies die Verwendung grofier Zeitschritte. Diese groflien Zeitschritte fithren dazu,
daBl auch bei instationdren Problemen die Nichtlinearitdten signifikant werden.

Eine verniinftige Behandlung der Nichtlinearitét ist in diesen Féllen fiir die schnelle und
stabile Konvergenz des Verfahrens von entscheidender Bedeutung. Wie so haufig fiihrt
das Streben nach Geschwindigkeit auch hier zu einem Verlust an Robustheit, wiahrend die
stabilen Verfahren sehr aufwendig und damit langsam sein kénnen. Mit den Ergebnissen
dieser Arbeit haben wir, im Zusammenspiel mit dem in Kapitel 4 entwickelten Mehr-
gitterkomponenten ein Verfahren gefunden, das beiden Anspriichen weitgehend gerecht
wird.

5.1 Herleitung der nichtlinearen Iterationsverfahren

In Kapitel 2 wurde bereits das Prinzip der Defektkorrekturmethode geschildert, die die
Grundlage der nichtlinearen Iteration bildet. Der Vollstdndigkeit halber soll das an dieser
Stelle noch einmal wiederholt werden.

Das nichtlineare Problem, das es zu losen gilt, hat die Gestalt:
S (uh) B Up - fh
{ BT 0 o |~ 0| (5.1)
Hierbei ist der nichtlineare Operator im Fall der Navier-Stokes Gleichungen

S(u) = vL + K(u)
~ —vA-+(u-V)
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beziehungsweise

S(u) = aM+vL+ K(u)

~ a-—vA-+(u-V), (5.3)

wenn eine Diskretisierung der instationédren Navier-Stokes Gleichungen zugrunde liegt, mit
der Summe aus dem diffusiven (Laplace-) L und dem konvektiven Teil K (u) des Opera-
tors, plus der Massematrix M als Diskretisierung der Identitédt im Falle der instationédren
Gleichungen, wahrend

B ~ V, BT~V (5.4)
eine Diskretisierung des Gradienten bzw. der Divergenz darstellen.

Fiir den Deformationstensoransatz mit einer Viskositét, die auch von der Losung selbst
abhéngt, erhilt man ein Problem derselben Struktur, lediglich der Operator S(u) &ndert
sich zu der Diskretisierung des entsprechenden, nichtlinearen Operators

S(u) ~-V-rv(u)(V-+VH+u-V-. (5.5)

Zur Losung von Systemen dieser Art wird eine nichtlineare oder auch ’duflere’ Iteration
verwendet, die sich algebraisch schreiben 148t als:

u1+1_: u! ! N(u!) B T def?!
pl-I—l ] pl BT 0 def;

def! | [ S) B u | [ f
def; |7 | B" 0 P’ 0|’
sowie einem Dampfungsparameter w'. Der Operator

kh

(5.6)

ist ein Vorkonditionierer, auf den spiter noch nédher eingegangen wird.

Proposition 12. Unabhingig von der Wahl des Vorkonditionieres und von w' gilt: Wenn
die Iteration in (5.6) konvergiert, so konvergiert sie gegen die Lisung des Problems (5.1)

Beweis
Dies sieht man sofort aus (5.6), denn fiir einen Fixpunkt (u,p) gilt dann
N(u) B ' def
= _ u 5.7
0 “’[BT 0} {defp} (5:7)

Im Fixpunkt verschwindet also der Defekt und somit 16st (u, p) das Ausgangsproblem. O

92



5.1.1 Wahl der Vorkonditionierer

Bei der Wahl des Vorkonditioniereres hat man also erhebliche Freiheit. Da die Genauig-
keit der Losung (u, p) nur durch die zur Berechnung des Defektes gewéhlte Diskretisierung
bestimmt wird, kann man sich bei der Wahl des Vorkonditionierers ganz darauf konzen-
trieren, eine moglichst gute numerische Performance zu erzielen.

Durch den oben beschriebenen Defektkorrekturansatz ist es beispielsweise moglich, fiir
die Berechnung des Defektes und fiir den Aufbau des Vorkonditionierers unterschiedli-
che Diskretisierungen des Differentialoperators zu verwenden. So kann man, wenn das
zugrunde liegende Problem dies zulafit, zur Erzielung einer héheren Approximationsgiite
den Defekt mit einer numerisch sehr aufwendigen, aber hochgenauen Stabilisierung des
Konvektionsterms berechnen (sogar zentrale Differenzen sind moglich), fiir den Vorkon-
ditionierer dann allerdings ein robustes Upwind- oder Stromliniendiffusionsverfahren ver-
wenden. In [49] wurden hierzu ausgiebige Testergebnisse angegeben. Zur Demonstration
wollen wir an dieser Stelle nur ein Beispiel angeben, ndmlich die schon mehrfach erwéahnte
DFG-Benchmark Konfiguration [38] des umstrémten Zylinders. Die Tabelle 5.1 zeigt die
Anzahl der nichtlinearen Iterationen (NL) und die insgesamt benétigten Mehrgitterschrit-
te (MG) fiir die Reynoldszahlen 20 und 50 und verschiedene Dampfungsparameter w. Man
sieht, dafl auch fiir die hohere Reynoldszahl die zentrale Diskretisierung zur Konvergenz
gebracht werden kann. Hier erweist es sich, dafl die genaueren Diskretisierungen als Vor-
konditionierer nicht so effektiv sind, wie z.B. das U PW — 1.0. Dabei ist der Aufwand zur
Losung des Systems, gemessen in benotigten Mehrgitterzyklen, vergleichbar, in machen
Féllen sogar kleiner, als bei Verwendung einer Diskretisierung mit Stabilisierung.

Abbildung 5.1: Grobgitter fiir die Umstromung eines Zylinders

Zur Definition einer weiteren Klasse von moglichen Vorkonditionierungsoperatoren gehen
wir zuriick auf das kontinuierliche Problem (2.1). Dieses 148t sich in ein Nullstellenproblem
umformulieren, und zwar:

Finde u, p, so dafl

F(u,p; f) = é(llll_)u + Vp—f =0, (5.8)

wobel

S(u) :=—vA+u-V. (5.9)

Von dem so definierten Operator F' kann man nun die Fréchet-Ableitung bestimmen.
Diese hat die Gestalt:
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Re =20 Re =20 Re =20 Re =50 Re =50 Re =50
w=adaptiv w=1.0 w=0.8 w=adaptiv w=1.0 w=0.8
LEV | NL /MG | NL /MG | NL /MG || NL / MG | NL / MG | NL / MG
Diskretisierung UPW-1.0 — Vorkonditionierer UPW-1.0
3 5/ 15 5/ 15 7/ 22 8 / 25 8 / 30 11 / 41
4 5/ 15 6/ 18 7/ 21 10 / 29 10 / 29 12 / 35
5 5/ 14 6/ 17 8 / 23 11 / 32 10 / 29 13 / 38
Diskretisierung UPW-0.1 — Vorkonditionierer UPW-1.0
3 5/ 15 6/ 18 8/ 24 11 / 36 11 / 42 14 / 54
4 6/ 18 6/ 18 8/ 24 12 / 36 11 / 33 14 / 42
5 6/ 18 7/ 21 8/ 24 13 / 38 11 / 32 14 / 41
Diskretisierung UPW-0.1 — Vorkonditionierer UPW-0.1
3 5/ 17 6/ 20 7/ 24 10 / 34 9/ 32 12 / 47
4 5/ 15 6/ 18 8/ 24 11 / 33 10 / 30 13 / 39
5 5/ 15 6/ 18 8/ 24 12 / 35 11 / 32 13 / 38
Diskretisierung SD-0.25 — Vorkonditionierer SD-1.0
3 10 / 30 15 / 46 19 / 57 20 / 74 23 / 70 30 / 91
4 9/ 27 12 / 35 16 / 48 20 / 64 21 / 61 27 / 78
) 7/ 21 9/ 25 12 / 26 15 / 46 17 / 42 22 / 53
Diskretisierung SD-0.25 — Vorkonditionierer SD-0.25
3 5/ 17 6/ 22 8 / 28 11 / 38 10 / 35 13 / 48
4 5/ 16 6/ 19 8/ 24 14 / 41 12 / 37 14 / 44
5 5/ 14 6 /17 8 / 23 12 / 35 11 / 32 14 / 41
Diskretisierung C — Vorkonditionierer UPW-1.0
3 9 /27 11 / 33 14 / 42 100 /302 - /- -/ -
4 7/ 21 8/ 24 10 / 30 17 / 51 20 / 59 24 / 69
5 6/ 18 7/ 21 9 /27 13 / 38 13 / 38 16 / 47
Diskretisierung C — Vorkonditionierer UPW-0.1
3 7/ 24 7/ 23 9 /29 - /- -/ - -/ -
4 6 / 18 7/ 21 8/ 24 -/ - -/ - -/ -
5 6 / 18 6/ 18 8/ 24 13 / 38 11 / 32 14 / 41
Diskretisierung C — Vorkonditionierer SD-0.25
3 8 / 25 11 / 34 14 / 43 25 / 85 30 / 94 37 / 116
4 6/ 19 7/ 22 10 / 30 17 / 51 19 / 54 26 / 78
) 5/ 15 6/ 18 8/ 24 13 / 39 12 / 35 17 / 47

Tabelle 5.1: Nichtlineare Konvergenzergebnisse fiir den umstromten Zylinder
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Ro- [T YO0 ) 50
_ |:—I/L—|-K$.1)—|—R(u) Z] (5.11)

Dabei wollen wir mit K(u) ~ u- V(:) den Term mit Konvektionscharakter und mit
R(u) ~ (-) - Vu den “Reaktionsterm” bezeichnen. Mit diesem Operator 148t sich auf
kontinuierlichem Level ein Newtonverfahren formulieren. Ein Schritt dieses Verfahrens
lautet

n+1 n
e (20) - e () - e o

Um nun ein Newtonverfahren fiir das diskrete Problem zu erhalten, kann man von Glei-
chung (5.12) ausgehen. Eine Diskretisierung dieses Ableitungsoperators -in unserem Fall
wieder mit dem nichtkonformen Finite-Elemente Ansatz- liefert den diskreten Operator

~vL+K(u)+R(u) B ] . (5.13)

DF(u) = [ BT .

Hierbei wurden fiir die diskreten Operatoren L, K und R der Ubersichtlichkeit halber
dieselben Bezeichnungen verwendet, wie fiir ihre kontinuierlichen Entsprechungen. Das

def, . .
def, } (siche hierzu

Beziehung (5.6)). Damit ergibt sich das folgende diskrete Newtonverfahren:

prwe) (50 ) = e (5) - [ G | (5.14)

p

diskrete Analogon des Termes F'(u,p; f) ist gerade der Defekt

bzw.

untl u® o1 | defy
<pn+1) - (pn> - DF(u ) [ defp ] : (5'15)
Somit 148t sich das Newtonverfahren auch in unseren Defektkorrekturansatz (5.6) einord-
nen, und zwar mit der Wahl von w™ = 1 und

N(u) := —vL + K(u) + R(u). (5.16)

Hiervon ausgehend verallgemeinern wir den Ansatz und erzeugen so eine ganze Klasse
DF(u™)? von nichtlinearen Iterationsverfahren. Da der Reaktionsterm die numerischen
Eigenschaften des linearen Operators beeintréchtigen kann, definieren wir, mit einem Pa-
rameter o € [0, 1]:
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N(u)? := —vL + K(u) + o R(u), (5.17)
und damit

(5.18)

DF(u)’ = { Né%)a g ] .

Fiir ¢ = 1 erhélt man so wieder das oben definierte Newtonverfahren. Die Wahl ¢ = 0
liefert N°(u) := —vL + K(u) = S(u), womit das nichtlineare Verfahren zu einer ein-
fachen, klassischen Fixpunktiteration wird. Eine Wahl von 0 < ¢ < 1 liefert eine Art
interpolierendes Verfahren zwischen diesen beiden ’extremen’ Methoden. Zwar handelt es
sich dabei auch wieder lediglich um eine Fixpunktiterationen, das heifit, es ist nicht das
quadratische Konvergenzverhalten des Newtonverfahrens zu erwarten. In den folgenden
Abschnitten werden die numerischen Untersuchungen allerdings zeigen, dafl die Kontrak-
tionszahlen fiir Verfahren, die 'nahe’ bei dem Newtonverfahren liegen, deutlich besser
sind, als diejenigen der einfachen Iteration mit ¢ = 0. Leider verhindern die Schwierig-
keiten beim Losen der linearen Probleme mit iterativen Losungsverfahren oft den Einsatz
des Newtonverfahrens. Durch den Reaktionsterm kénnen prinzipiell beliebig groflie, ne-
gative Eintrige in die Hauptdiagonale der Matrix gelangen. Mit dem LMPSC-Verfahren
(4.2.3) als Glétter eines Mehrgitterverfahrens, sowie den anderen in Kapitel 4 entwickleten
Mehrgitterkomponenten ist es jedoch in den meisten Féllen immer noch mit vertretba-
rem Aufwand moglich, einen ’groflen’ Parameter ¢ zu wéahlen und somit eine drastische
Reduktion der benotigen nichtlinearen Iterationsschritte zu erzielen.

5.2 Vergleich des Newtonverfahrens gegen Fixpunk-
titerationen

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit einer eingehenderen Untersuchung, welchen Einflufl
die Wahl des Parameters o, und damit die Wahl des Verfahrens fiir die nichtlineare Itera-
tion hat. Es wird sich zeigen, daf fiir bestimmte Testbeispiele, bei denen bekanntermaflen
die Fixpunktiteration mit o = 0 Konvergenzraten in der Nédhe von eins besitzt -als Beispiel
sei hier das schon o6fter verwendete Driven-Cavity Problem im Bereich héherer Reynolds-
zahlen erwdhnt-, bereits die Verwendung eines moderat groflen Parameterwertes zu einer
drastischen Verbesserung des Konvergenzverhaltens fiihrt. Fiir die linearen Probleme, die
in einem solchen Verfahren auftreten, ist allerdings der klassische Vanka-Glétter, selbst
auf Gittern, die aus der regelméfligen Verfeinerung des Einheitsquadrates entstehen, weit-
gehend ungeeignet. Die LMPSC-Glétter, die urspriinglich fiir die Lésung von Problemen
entwickelt wurden, die aus Gitteranisotropie herriihren, erweisen sich auch in diesem Fall
als duflerst stabil und erlauben die Losung der auftretenden Probleme bereits mit mo-
deraten Blockgréflen. Hierbei finden vor allem die gitterorientierten Blockungsverfahren
Verwendung, da eine automatische Detektierung der problematischen Regionen iiber ein-
fache geometrische Argumente nicht angewendet werden kann. Entsprechende algebraisch
orientierte Blockungsmethoden sind bisher noch nicht entwickelt worden.
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Abbildung 5.2: Grobgitter fiir den umstromten Zylinder

5.2.1 Verhalten der nichtlinearen Iteration

Als erstes wollen wir ermitteln, wie sich die Wahl des Parameters ¢ im Vorkonditionierer
auf das nichtlineare Konvergenzverhalten auswirkt.

Betrachten wir wieder das Beispiel des umstromten Zylinders, mit dem Gitter in Abbil-
dung 5.2 als Grobgitter. Fiir die beiden Standardkonfigurationen Reynoldszahl 20 bzw.
50 (siche [38]) wurden bei Verwendung der zentralen Diskretisierung Rechnungen mit
der einfachen Fixpunktiteration sowie mit der vollen Jacobimatrix als Vorkonditionierer
durchgefiihrt. Dabei wurde die zentrale Diskretisierung verwendet, also ohne Stabilisie-
rung des Konvektionstermes. Es zeigt sich hier im iibrigen wieder, wie bereits in Abschnitt
3.2 gesehen, daf} die zentrale Diskretisierung auf groben Gittern und bei hoheren Reynolds-
zahlen nicht zur Konvergenz gebrach werden kann. Bereits in Tabelle 5.2 148t sich ablesen,
welches Potential in einer guten Wahl des Vorkonditionierers liegt. Man erkennt das theo-
retisch erwartete quadratische Konvergenzverhalten des Newtonverfahrens. Obendrein ist
bei dieser Probemkonstellation die Anzahl der im Newtonverfahren bendtigten nichtlinea-
ren Iterationen, im Gegensatz zu denen der einfachen Fixpunktiteration, fast unabhéngig
von der Reynoldszahl!

Reynolds 20 || Reynolds 50

Level |0 =0|0o=1|0c=0|0c=1
3 12 3 — —
4 10 3 26 3
5 8 2 15 2

Tabelle 5.2: Anzahl der nichtlinearen Iterationen

Nun ist der umstromte Zylinder ein relativ einfaches Bei-
spiel, da mehr oder weniger eine Hauptstréomungsrichtung
vorliegt und der Verlauf der Stromung in diesem stationéren
Bereich wenig Wirbel oder Riickstrémung aufweist. Wir
werden aber sehen, dafl die an diesem Beispiel gemachten
Beobachtungen auch bei 'hérteren” Problemen richtig blei-
ben.

Zur weiteren Analyse wurden einige Tests fiir eine Driven Abbildung 5.3: Grobgitter
Cavity Konfiguration auf dem Einheitsquadrat gerechnet. fijr Driven Cavity

Eine Driven Cavity Konfiguration als Testbeispiel bietet

sich hier besonders an, da die Erfahrung zeigt, daf hier gerade bei héheren Reynoldszah-
len und feinen Gittern die einfache Fixpunktiteration nur &uflerst langsam konvergiert.
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Obendrein ist das wirbelreiche Stromungsfeld ein Hartetest, da der zusétzliche Reaktions-
term im Vorkonditionierer héufig das Vorzeichen wechselt, was die daraus entstehenden
numerischen Eigenschaften der Iterationsmatrix schwer vorhersagbar macht.

Das verwendete Grobgitter (Abbildung 5.3) mit 25 Elementen ist relativ isotrop mit einem
maximalen Aspect-Ratio von 4. Level 6 entspricht einer Rechnung mit etwa 125.000 Un-
bekannten. Fiir v = 1072 ist in Tabelle 5.3 jeweils die Anzahl der nichtlinearen Iterationen
bis zur Erreichung des Abbruchkriteriums (||def|lo < 107'%) dargestellt. Schon hier sieht
man deutlich die Beschleunigung der nichtlinearen Iteration durch einen geeignet gewéhl-
ten Vorkonditionierer. Noch deutlicher wird der Effekt allerdings, wenn man sich die Re-
duktion des Defektes pro nichtlinearem Iterationsschritt anschaut (Tabelle 5.5 bzw. Grafik
5.4). Das volle Newtonverfahren zeigt hier das erwartete quadratische Konvergenzverhal-
ten, die Verfahren fiir ¢ = 0.5 und o = 0.75 deutlich verbesserte Kontraktionszahlen.
Es féllt auch auf, daf§ die Konvergenz durch die Wahl eines o > 0 gleichméafliger zu wer-
den scheint. Wahrend bei der einfachen Fixpunktiteration die Kontraktionsszahlen stark
schwanken (in dem Fall zwischen 0.4 und 0.9), sind diese fiir ¢ = 0.5 und o = 0.75 alle in
etwa gleich grofl. Dies ist allerdings eine einzelne Beobachtung, die einer eingehenderen
Untersuchung bedarf.

o= o=
Level | 0 [05]0.75 |1 Level | 0 [05[0.75] 1
4 21 | 13 9 |5 4 38119 | 14 |10
5 18] 12 8 |4 5 19 13| 10 | 8
6 17| 10 7 |4 6 17 ] 11 9 6
Tabelle 5.3: Nichtlineare Iterationen Tabelle 5.4: Nichtlineare Iterationen
bei zentraler Diskretisierung mit Stromliniendiffusion
o=
Iteration 0 0.5 0.75 1
1 0.53-10710.54-1071 [ 0.54-107"' | 5.4 - 1072
2 0.37 0.20 0.14 2.2-1071
3 0.36 0.28 0.16 6.2-1072
4 0.70 0.43 0.23 5.4-1073
5 0.89 0.42 0.27 5.0-107°
6 0.55 0.39 0.24
7 0.58 0.40 0.24
8 0.37 0.38 0.24
9 0.54 0.39 0.24
Rest 0.4—0.6 0.39

Tabelle 5.5: Reduktion des Defektes pro Iterationsschritt

Diese ersten Ergebnisse geben Grund zu der Annahme, daf§ nicht nur die komplette
Newton-Matrix, sondern bereits Ndherungen dazu einen guten Vorkonditionerer fiir die
Defektkorrektur abgeben. Allerdings haben wir bei dieser Rechnung eine zentrale Diskreti-
sierung gewéhlt. In praktischen Anwendungen wird man aber nicht ohne Stabilisierungen
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Abbildung 5.4: Reduktions des Defekts fiir verschiedene Vorkonditionierer

fiir die Konvektionsterme auskommen. Bei der Stromliniendiffusionsmethode erhilt man
dadurch einen Zusatzterm der Gestalt

d(u)(uVu,uVy), (5.19)

mit einem 9, das moglicherweise nichtlinear von der Losung u abhéngt. Die Fréchetablei-
tung hierzu ist im allgemeinen nicht mehr analytisch zu bestimmen. Noch schwieriger
ist es im Falle der Upwind-Stabilisierung, bei der man den zugrundeliegenden Opera-
tor nicht differenzieren kann. Um aufwéindige Verfahren zur numerischen Ableitung zu
vermeiden, kann man versuchen, als Vorkonditionierer fiir das stabilisierte System nur
eine unvollstdndige Jacobimatrix zu verwenden, indem man nur den schon bekannten
Reaktionsterm oR(u) hinzu nimmt. Tabelle 5.4 zeigt, dafi schon diese Modifikation zu
Verbesserungen des nichtlinearen Konvergenzverhaltens fiithrt, die mit denen aus Tabel-
le 5.3 durchaus vergleichbar ist. Im weiteren werden wir uns daher auf diese Art des
“Newton”-Vorkonditionierers fiir stabilisierte Probleme beschréanken.

5.2.2 Losbarkeit der linearen Probleme

Eine weitere Untersuchung des nichtlinearen Verhaltens ist nicht unabhéngig von den Be-
trachtungen zu den linearen Losern durchzufiihren. In Tabelle 5.6 kann man schon sehen,
welche Schwierigkeiten beim Losen der jeweiligen linearisierten Gleichgungssysteme auf-
treten. In der Tabelle sind noch einmal dieselben Rechnungen présentiert, wie im letzten
Abschnitt, jedoch diesmal zusammen mit dem verwendeten Glatter im Mehrgitterverfah-
ren. Die linke Zahl gibt jeweils die Anzahl der benotigten nichtlinearen Iterationsschritte
an, die Zahl daneben die durchschnittliche Anzahl der linearen Mehrgitterschritte pro
nichtlinearem Schritt.
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Vanka(2) 64 Glattungsschritte RE=100, = GGPatch 8 Gliattungsschritte RE=100,

o= o=
Level 0 0.5 0.75 1 Level 0 0.5 0.75 1
4 10/1.0 | 7/1.0 | 6/1.0 | 5/1.0 4 10/2.0 | 7/2.0 | 6/2.0 | 4/2.0
5 9/1.9|7/1.9]6/1.8|4/2.0 5 9/2.0|7/23]6/25|4/2.3
6 9/29|7/29|5/28|4/3.0 6 9/29|7/3.1]5/32|4/3.3

Vanka(2) 256 Glattungsschritte RE=1000, GGPatch 8 Glattungsschritte RE=1000,

g = g =
Level | 0 05 | 0.75 | 1 Level | 0 05 | 075 | 1
4 = 4 21/31 | 13/3.3 [ 9/34 | 5/5.4
5 — == === 5 18/3.0 | 12/3.7 | 8/4.4 | 4/4.3
6 — = === 6 17/31 | 10/4.0 | 7/4.3 [ 4/4.0

Tabelle 5.6: Nichtlineare Iterationen sowie durchschnittliche Anzahl linearer Mehrgitter-
schritte pro nichtlinearem Schritt bei zentraler Diskretisierung

Man sieht, daf fiir die niedrige Reynoldszahl bei Verwendung des einfachen Vanka(2)
Glétters (siche Abschnitt 4.2.2) keinerlei Probleme auftreten. Der Aufwand zur Losung der
Gleichungssysteme, gemessen in benotigten Mehrgitterschritten, steigt zwar mit zuneh-
mender Gitterverfeinerung leicht an, hélt sich aber in akzeptablen Grenzen. Bei Erhohung
der Reynoldszahl auf 1000 versagt dieser Glitter jedoch vollig. Selbst mit einer drasti-
schen Erhohung der Anzahl der Glattungsschritte konnte das Mehrgitterverfahren nicht
zur Konvergenz gebracht werden.

An dieser Stelle zeigt sich der Nutzen der grobgitterorientierten Blockungsstrategie beim
LMPSC-Glétter. In der rechten Spalte von Tabelle 5.6 sind die entsprechenden Zahlen
angegeben, wobei als Startlevel kq fiir die Blockung Level 2 gewéhlt wurde. Das heifit, die
Blockgrofle betrug 16 Elemente auf Level 4, 256 auf Level 6. Die Zahl der Glattungsschrit-
te wurde so gewihlt, dafl die Resultate fiir RE = 100 mit denen des Vanka(2) vergleichbar
sind. Wahrend der ungeblockte Vanka bei der Erhéhung der Reynoldszahl scheitert, er-
weist sich der geblockte als ausgesprochen robust. Ohne weitere Anpassungen konvergiert
mit diesem Glatter das Mehrgitterverfahren auch fiir RE = 1000. Fiir den linearen Loser
scheinen die entstehenden Gleichungssysteme auch nicht viel ’schwieriger’ geworden zu
sein. Die Anzahl der Mehrgitterschritte pro nichtlinearem Schritt steigt nur unwesentlich
gegeniiber der Rechnung bei niederer Reynoldszahl an. Obendrein ist bemerkenswert, dafl
diese Zahl nahezu unabhingig von der Gitterweite ist. Hier zeigt sich einmal mehr, dafl
das Konvergenzverhalten bei den geblockten Gléattern von der Struktur der Blocke stéarker
bestimmt wird, als von der Struktur des eigentlichen Gitters.

Die Zahlen zeigen auch noch einmal deutlich den Effekt des modifizierten Vorkonditionie-
rers. Das Newtonverfahren liefert die erwartete (fast) quadratische Konvergenz. Wie be-
reits eingangs am Beispiel des umstromten Zylinders gesehen, ist die Anzahl der nichtlinea-
ren Iterationsschritte dabei aufgrund dieser ’quadratischen” Konvergenz fast unabhéngig
von der gerechneten Reynoldszahl. Nicht nur das volle Newtonverfahren, sondern auch
die modifizierten Fixpunktiterationen fithren zu einer signifikanten Reduktion des nume-
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2 Glattungsschritte 8 Glattungsschritte
o= o=
Level 0 0.5 0.75 1 Level 0 0.5 0.75 1
4 199/8.5 | 16/10.2 | —/— | —/— || 4 131/3.0 | 15/3.1 | 11/4.0 | -/~
5 27 /52 13/76 | —/— | —/— || 5 27 /2.6 | 13/3.7 | -/ — | -/~
6 21 /53(12/80 | 8 /84| —/— || 6 21/2.5|12/3.6 | 8 /4.1 | /-

Tabelle 5.7: RE=2000, vierfache Blockgrofie

rischen Aufwandes. Vergleicht man beispielsweise bei RE = 1000 die Ergebnisse fiir o = 0
und o = 0.75 so sieht man, dafl das Verfahren mit o = 0.75 mit etwa 40% der nichtlinera-
ren Iterationen auskommt, der Aufwand fiir eine solche Iteration jedoch nur etwa 1/3 tiber
dem der unmodifizierten Fixpuktiteration liegt. Der Gesamtaufwand ist also bei o = 0.75
nur etwa halb so grof}, wie bei der Fixpunktiteration.

Dieses Verhéltnis bleibt auch weitgehend konstant, wenn man die Reynoldszahl weiter
erhoht. Tabelle 5.2.2 zeigt die Ergebnisse fiir RE = 2000. Hier ist man schon nahe an
der Grenze, bis zu der man noch die zentrale Diskretisierung verwenden kann. Mit der
Blockung, die wir in den vorherigen Beispielen verwenden hatten, kommt man hier, auch
bei einer Erhchung der Anzahl der Glattungsschritte, nicht mehr zum Ziel. Mit einer
VergroBlerung der Blockgroéfie erhélt man aber zumindest fiir die Fixpunktiterationen wie-
der eine Losung. In Tabelle 5.2.2 sieht man, dal die Zahl der Glattungsschritte hierbei
gar nicht so wesentlich ist. Selbst mit 2 Vor- und Nachglédttungsschritten erreicht man
in diesem Fall hinreichend gute Ergebnisse. Man sieht auch hier wieder, dal der Auf-
wand bei der Verwendung von ¢ = 0.75 in etwa halb so grof} ist, wie bei der einfachen
Fixpunktiteration, und das unabhéngig von der Zahl der Glédttungsschritte.

Um nun das Verhalten der verschiedenen Loserkomponenten fiir hohere Reynoldszahlen
untersuchen zu konnen, kommt man ohne eine Stabilisierung des Konvektionstermes nicht
mehr aus. Die Zahlen in den Tabellen 5.8 bis 5.10 wurden mit dem in 3.2.2 beschriebenen
Stromliniendiffusionsverfahren mit der Parameterwahl 6* = 1 gerechnet. Rechnungen mit
dem Upwindverfahren liefern vergleichbare Resultate.

An diesen Zahlen kann man ablesen, wie sensibel der Vanka(2) Glétter auch mit der
Stabilisierung auf die Erhohung der Reynoldszahl reagiert. Bereits bei RE = 5000 mufl
die Zahl der Glattungsschritte erhoht werden, um das Mehrgitterverfahren zur Konvergenz
zu bringen. Bei noch héheren Reynoldszahlen hilft auch das nicht mehr weiter. Selbst mit
extremer Glattung erhilt man bei keinem der Vorkonditionierer mehr Konvergenz. Man
muf hierbei im iibrigen zwischen zwei Phdnomenen unterscheiden. Die Probleme bei den
modifizierten Vorkonditionierern ¢ > 0.5 sind Probleme des linearen Losers. Durch die
zusétzlichen 'Reaktionsterme’ werden die numerischen Eigenschaften der Iterationsmatrix
so schlecht, daf§ der linearen Lo&ser nicht mehr in der Lage ist, die Gleichungssysteme
zu losen. Im Falle von o = 0 hingegen konvergiert die nichtlineare Fixpunktiteration,
wenn iiberhaupt, derart langsam, dal die Rechnung nach 200 nichtlinearen Iterationen
als 'divergent’ abgebrochen wurde.

Das geblockte LMPSC-Verfahren zeigt sich im Gegensatz zum Vanka(2) als vergleichs-
weise robust. Bei steigender Reyoldszahl ist zwar der Vorkonditionierer o = 1 auch nicht
mehr zu losen, aber gerade im Bereich um o = 0.5 bleibt das Verfahren ohne weitere
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Modifikationen sogar bis Re = 10.000 effizient. Eine Ausweitung des funktionierenden
o-Bereiches kann man, wie erwartet, durch eine Vergroflerung der Blockgrofle erzielen.

Vanka(2) 8 Vor/Nachglattungsschritte GG: 64 8 Vor/Nachglidttungsschritte
o= o=

Level 0 0.5 0.75 1 Level 0 0.5 0.75 1

4 38/4.8 | 19/5.9 | 14/5.9 | 10/5.7 4 38/2.9 | 19/3.7 | 14/3.7 | 10/3.8

5 19/4.4 | 13/52 | 11/55 | 7/38| |5 19/31 | 13/32 | 10/3.3 | 8 /35

6 17/48 | 11/53 | 9/53 | 7/54| |6 17/35 | 11/35 | 9/3.3| 6 /3.0

Tabelle 5.8: Driven Cavity, RE=1000, SD, 6§,=1

Vanka(2) 8 Vor/Nachglittungsschritte ~ GG: 64 8 Vor/Nachgléttungsschritte

g = g =
Level | 0 05 | 075 | 1 Level | 0 05 | 075 | 1
4 /- [21/95| -/ - | /| [4 —/— | 21/45 | 15/55 | /-
5 /= =/ 128/ | [5 — /= [ 17/47 [ 12/48 [ /-
6 42/6.0 [ 14/86 | 9/82|—/—| [6 A1/34 [ 13/45 | 9/46 | /-

Vanka(2) 32 Vor/Nachglattungsschritte

o =
Level | 0 05 | 075 | 1
1 — /= [21/6715/61 | /-
5 — /= [18/49 [ 11/66 | /-
6 41/35 | 15/5.3 | 10/7.0 | /-

Tabelle 5.9: Driven Cavity, RE=5000, SD, 6§,=1

Vanka(2) 32 Vor/Nachglattungsschritte ~ GG: 64 8 Vor/Nachgléttungsschritte

o= o=
Level | O | 05075 1 Level | 0 0.5 0.75 | 1
T T T 66|
5 ol /il B el B 5 /= 20/6.0 | -/~ | -/~
6 ol v/l B el B o 6 /| 18/6.3 | -/~ | /-
Vanka(2) 512 Vor/Nachglattungsschritte GG: 256 8 Vor/Nachgléttungsschritte
o= o=
Level | O | 05075 1 Level | 0 0.5 0.75 1
T T r T B3] |
5 iy oy iy iy 5 —/-[21/54 | 13/54 | —/-
6 iy iy iy iy 6 —/-[16/4.2 | 11/48 | -/~

Tabelle 5.10: Driven Cavity, RE=10000, SD, ¢%p=1
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Die bisherigen Tests bestétigen die starke Beschleunigung der nichtlinearen Iteration
durch die Hinzunahme des Reaktionstermes in den Vorkonditionierer. Die Beschleuni-
gung ist auch bei Verwendung einer Stabilisierung der Konvektionsterme zu beobachten,
wenn wir im Grenzfall 0 = 1 gar nicht mehr die zu dem Problem gehorige Jacobimatrix
haben. Da bei Hinzunahme des Reaktionstermes die M-Matrix Eigenschaft der Iterations-
matrix nicht mehr zu garantieren ist, wird das Losen der linearen Systeme mit steigender
Reynoldszahl und steigendem ¢ immer schwieriger. Als guter Kompromif§ hat sich die
Wahl von ¢ in der Gegend von 0.5 erwiesen.

Abschlieend wollen wir noch auf die Frage der optimalen Patchgrofie eingehen. Auch
wenn wir bei den Betrachtungen immer von der Zielsetzung ausgehen, dafl die lokalen
Probleme stets relativ klein sind, und mit Blick auf [4] und [5] hocheffizient gelost werden
konnen ist es doch fiir die praktische Realisierung des Verfahrens wichtig, zumindest eine
ungefdhre Kenntnis der benétigten Blockgréfien zu besitzen.

g = o =
BG| 03 0.5 0.75 BG| 03 05 | 0.75
1]28/6816/72| /- 1[35/79 [ 17/79| /-
A -/~ (1791 /- A]35/82 [ 17/7.7 | /-
16 | 28/6.8 | 16/7.3 | 10/26.7 16 | 35/85 | 17/74| —/-
64 | 28/5.1 | 16/5.0 | 10/7.7 64| 35/5.9 | 17/5.9 | —/-
256 | 28/3.9 | 16/4.0 | 10/4.3 256 | 35/4.8 | 17/4.9 | 13/5.5

Tabelle 5.11: Driven Cavity, RE=5000 Tabelle 5.12: Driven Cavity, RE=7500

Ermittlung optimaler Blockgréfien

Die in Tabelle 5.2.2 zusammengestellten Zahlen zeigen wieder die nichtlinearen Iterationen
sowie die Anzahl der linearen Mehrgitterschritte pro nichtlinearem Schritt. BG bezeich-
net die BlockgroBe auf dem feinsten Gitter (Level 5). Dabei wurde auf der Driven-Cavity
Konfiguration fiir zwei verschiedene Reynoldszahlen und verschiedene Werte von o der
Einflul der Blockgréfle auf das lineare Konvergenzverhalten untersucht. Man kann erken-
nen, dafl zu kleine Blockgrolen keinerlei stabilisierende Wirkung haben. Die Blockgrofie
4 erweist sich sogar haufig als schlechter als das vollig ungeblockte Verfahren. Dies 148t
sich verstehen, wenn man bedenkt, dal bei der BlockgroBe 1, also dem Vanka(2) pro Ite-
rationsschritt jeder Freiheitsgrad zweimal upgedatet wird, wihrend bei gréfleren Blocken
viele Freiheitsgrade nur einmal ’angefafit’” werden. Dieser Effekt iiberlagert bei geringer
Blockung offenbar den positiven Effekt des direkten Losens der geblockten Elemente. Ein
gewisser Bruch zeigt sich zwischen BG=16 und BG=64. Ab 64 Elementen pro Block wird
die lineare Konvergenz deutlich besser als die des Vanka(2). Diese Verbesserung steigert
sich mit weiterer Vergréflerung der Blocke. Ab BG=64 lassen sich auch, zumindest im Be-
reich mittlerer Reynoldszahlen, groflere Werte von o mit vertretbarem Aufwand losen. Bei
hoheren Reynoldszahlen mufl sogar noch weiter mit der Blockgréfe nach oben gegangen
werden.

Dieses Ergebnis bleibt auch auf anderen Konfigurationen giiltig. In Tabelle 5.13 sehen wir
die entsprechenden Zahlen fiir den umstrémten Zylinder bei einer Reynoldszahl von 50.
Auch hier erhédlt man ab einer Patchgréfie von 64 Elementen ein befriedigendes lineares
Konvergenzverhalten. Es féllt dabei lediglich auf, dafl sich im Gegensatz zu 5.2.2 die Kon-
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vergenzeigenschaften mit zunehmender Patchgrofie kontinuierlich verbessern. Man sieht
auch schon fiir BG=16 eine signifikante Verbesserung gegeniiber PG=4. Dies riihrt von
der wesentlich einfacheren Stromung im Fall des umstrémten Zylinders her.

g
BG| 0.3 0.5 0.75
1| /- /- | /-
4] 11/44 [10/436| —/-
16 | 11/13.6 | 10/16.6 | 7/13.6
64 | 11/6.4 | 10/6.5 | 7/7.4
256 | 11/2.9 | 10/3.0 | 7/2.9

Tabelle 5.13: Umstromter Zylinder, RE=50

Leider haben wir bisher keine Methode zur adaptiven Bestimmung der optimalen Block-
grofle fiir diese nichtlinearen Iterationen. Eine solche zu entwickeln wird ein Gegenstand
der zukiinftigen Forschung sein miissen. Im Moment 148t sich nur sagen, dafl bei praxis-
relevanten Stromungen eine Mindestblockgréfle von 64 verwendet werden sollte, um eine
signifikante Verbesserung und Stabilisierung des linearen Losers zu erzielen. Dies ist aber
lediglich eine untere Grenze. Im Einzelfall konnen auch wesentlich gréfiere Blocke notwen-
dig werden, besonders dann, wenn man zur Beschleunigung der nichtlinearen Iteration
groflere Werte o verwenden mochte.
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Kapitel 6

Ein voll gekoppelter Ansatz fiir die
Boussinesqg-Approximation

Bisher haben wir die Auswirkung der verschiedenen Mehrgitterkomponenten, allen vor-
an des geblockten LMPSC-Glétter anhand der stationdren Navier-Stokes-Gleichungen
untersucht. Wie bereits eingangs erwahnt, ist dies bei weitem nicht die einzige Anwen-
dungsmoglichkeit dieser Verfahren. Wir wollen zum Abschluf3 dieser Arbeit beispielhaft
noch die Erweiterung auf die Approximation temperaturgetriebener Stromungen mit
Hilfe der Boussinesq-Approximation darstellen. Haufig werden derartige Probleme mit
Operator-Splitting Ansétzen behandelt. Dabei 16st man den Navier-Stokes Teil und den
Energieteil der Gleichungen jeweils einzeln, gegebenenfalls zusammen mit einer dufleren
Iteration fiir eine bessere Kopplung. Im Gegensatz dazu losen wir das Problem direkt
als gekoppeltes System. Durch den Defektkorrekturansatz ist es wieder moglich, effekti-
ve Newton-artige Vorkonditonierer zu verwenden, die die nichtlineare Konvergenz gegen
die Losung (u,p,T') des Systems stark beschleunigen. Unter Verwendung des geblockten
Glétters konnen die entstehenden linearen Gleichungssysteme, wie im Falle der reinen
Navier-Stokes Gleichungen, effektiv mit einem linearen Mehrgitterverfahren gelost wer-
den.

6.1 Das Modell und die Diskretisierung

Das hier verwendete Modell fiir die Berechnung temperaturbehafteter Stromungen, ist die
klassische Boussinesq-Approximation [9]. Die Impulsgleichungen erhalten einen zusétzli-
chen Auftriebsterm, der proportional zur Temperatur ist und in Richtung j der Gravi-
tationskraft zeigt. Die Energiegleichung ist eine Diffusions-Konvektionsgleichung mit der
Stromungsrichtung u als Konvektionsrichtung (siehe Gleichung (6.1)).

u-Vu=y,Au—Vp—jTr+f~ V-u=0
(6.1)
u-VI'=vrAT + g
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Dabei ergibt sich, mit der Prandtizahl Pr sowie der Rayleighzahl Ra die Viskositét

g,
3

Vy =

= (6.2)

/1
Vr = . (63)
RaPr

Nach der Diskretisierung ist dann folgendes System zu losen:

sowie die Wirmeleitfahigkeit

Finde (u, T, p), so dafl

Su(u) B u f
0  Sp(u) O T | =1y (6.4)
BT 0 0 P 0

My ist hierbei die Massematrix beziiglich der Temperatur, Sr(u) analog zu S, (u) wieder
die Summe aus diffusivem und konvektivem Teil des Operators:

Sr(u) = vrL+ K(u) (6.5)
~ —I/TA : +(u : V)

Dieses System losen wir wieder mit dem bekannten Defektkorrekturansatz. Zur Konstruk-
tion eines effektiven Vorkonditionierers betrachten wir die Fréchetableitung des Operators
bzw. deren diskretisierte Form:

vuL + K(u) + R(u) My B
DF(u,T) = R(T) vrL+K(u) 0 |, (6.7)
BT 0 0

oder, mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 5.1,

N(u) MT B
DF(u,T)= | R(T) Sr(u) 0 |. (6.8)
BT 0 0

Dabei ist R(T") ~ (e - V)T ein Reaktionsterm analog zu R(u). Analog zum Vorgehen bei
den reinen Navier-Stokes-Gleichungen konstruieren wir daraus ein Klasse von Vorkondi-
tionierern durch die Einfiihrung eines Gewichtungsfaktors o, 0 < ¢ <1 vor den Reakti-
onstermen

N°(u) My B
DF°(u,T) = | oR(T) Sr(u) 0 |. (6.9)
BT 0 0

Damit kann man einen Schritt des Defektkorrekturverfahrens schreiben als
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untt u® def?
T =T | —wDFo(u™)™ ' | defy |, (6.10)
pn+l pn defz

wobei w einen optinalen Dampfungsparameter darstellt.

Wenn man den oben definierten Vorkonditionierer betrachtet, erkennt man, daf§ die Kopp-
lung von Geschwindigkeit und Temperatur noch iiber den Auftriebsterm in der Impuls-
gleichung und die Verwendung von u als Transportrichtung in der Energiegleichung hinaus
geht. Aus der Fréchetableitung entsteht der zusétzliche Reaktionsterm R(T'), der die Tem-
peratur noch zusétzlich an die Geschwindigkeit koppelt. Die Einbeziehung dieses Kopp-
lungsterms in das Verfahren verspricht eine beschleunigte nichtlineare Konvergenz. Wie
im Beispiel der Navier-Stokes-Gleichungen bleibt jedoch das Problem bestehen, die ent-
stehenden linearen Gleichungssysteme effizient 16sen zu konnen. Zu diesem Zweck werden
wir den geblockten LMPSC-Gléatter auf natiirliche Weise erweitern, damit er fiir dieses
Problem anwendbar wird.

6.2 Die Erweiterung des LMPSC-Glitters

Die Erweiterung des Gléatters zur Verwendung in dem gekoppelten System folgt einfach
dem in Kapitel 4.2.3 beschriebenen Konstruktionsprinzip.

Das Rechengebiet wird wieder in Teilgebiete oder Blocke eingeteilt.

NP
O, = U T;, Q= UQ (6.11)

JEI() i=1
Auf diesen €2; miissen dann lokale Unterprobleme gelost werden. Die lokale Steifigkeits-
matrix enthélt nun auch die Komponenten der Temperatur und hat die Gestalt

S11|Qi Smmi 5?13\91- Blg,
Sotj, Soz, Sz, B2lq,

Ay = |22 O2ies D2 an 6.12
Ssij0, Ss2i0, Ss, 0 (6.12)
Bl‘%i BQ\T;L' 0 0

Wie wir in (6.9) gesehen haben, ist keiner der Blocke gklIQi notwendigerweise gleich
null. Wieder ist die Idee bei dem Glétter, auf den Teilgebieten diese Matrizen mit Hil-
fe eines Schur-Komplement-Ansatzes exakt zu invertieren. Die zugehorige lokale Schur-
Komplement-Matrix P; hat dann folgende Gestalt:

- - - 1
Ste, Size, Sisje, BTq,

P, = B@iS@B‘Qi:[B1|TQI_,32‘TQI,,0] Saje, Saje, Sasia, B2, | - (6.13)
Ssie; Sazie, S3j0; 0

Um pro Block nun die Probleme der Form
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Az‘[ua T7p]T = [f’g’O]T (614)

zu 16sen, bestimmt man zuerst den Druck iiber

Pip = Bjo, S, [f. 9], (6.15)

und darauthin Geschwindigkeit und Temperatur aus

] =5 () [1) 010

Wie im Falle der Navier-Stokes-Gleichungen werden die lokalen Losungsschritte in eine
globale Jacobi- bzw. GauB-Seidel-Iteration eingebunden. Aus Griinden der einfacheren
Notation geben wir hier einen Jacobischritt an. In der Praxis wird dann aber ausschlieflich
die GauB-Seidel-Iteration verwendet:

Dabei ist 5’@ = {S’kllQi}z,l:I‘

u! ul-! ve g Byo, /TSu(u) My B] [u? f
A ) D s 0 0  Spu) 0of [T — |g
pl pl—l =1 B\’ZS;Z 0 0 BT 0 0 pl—l 0

Gleichung 6.17: Iterationsschritt (I — 1) — I

Fiir die Details sei auf Kapitel 4.2.3 hingewiesen.

Als Beispiel fiir die Leistungsfahigkeit sowohl des Newton-
verfahrens, als auch des Glétters haben wir eine modifizierte
Konfiguration des MIT-Benchmarks [16] gerechnet. Es han-
delt sich um eine temperaturgetriebene Stromung in einer
relativ stark gestreckten Geometrie. Das Gefaf ist achtmal
so hoch wie breit. Boden und Decke sind isoliert, die lin-
geheizt kalt ke Wand geheizt, die rechte gekiihlt (siehe Abbildung 6.1).
Das verwendete Grobgitter ist in Abbildung 6.2 zu sehen.
Im Gegensatz zur Geometrie ist dieses Grobgitter isotrop
gewihlt, mit einem maximalen Aspect-Ratio von etwa 3.
- Da die Losung des eigentlichen Benchmarkproblemes mit
isgliert # Ra = 3.4-10° und Pr = 0.71 instationir ist, haben wir bei
a . und Pr .71 instationér ist, haben wir bei
den hier angegebenen Beispielen die Rayleighzahl etwas re-
duziert. Die Tabellen 6.1 bis 6.3 zeigen die Resultate im Be-
Abbildung 6.1: Geometrie ~ reich 10* < Ra < 3.0 - 10°; dies entspricht einer Viskositit
von 1.5-1073 <y, < 8.4-1073. Angegeben sind hier wie-
der die Anzahl der nichtlinearen Iterationsschritte (um den Defekt auf 1071° zu driicken)
sowie die Anzahl der durchschnittlich pro nichtlinearem Iterationschritt benotigten linea-
ren Mehrgitterschritte. 500 nichtlineare Schritte bedeutet in dem Fall, daf3 die Rechnung
hier abgebrochen wurde, ohne die gewiinschte Genauigkeit erreicht zu haben.

isoliers”]

D\
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Abbildung 6.2: Isotropes Grobgitter fiir den MIT-Benchmark (90° gedreht)

Ahnlich wie bei den Driven Cavity Rechnungen in den vorherigen Kapiteln, konvergiert
auch hier die einfache Fixpunktiteration 0 = 0 nur sehr langsam. Auf dem feinsten hier
gerechneten Gitter mit ca 36.000 Zellen (was insgesamt etwa 250.000 Unbekannten ent-
spricht) benotigt die Fixpunktiteration im optimalen Fall etwa 50 Iterationsschritte. Bei
der Verwendung von ¢ = 1 kommt man jedoch mit etwa 6-8 Schritten aus. Da der Aufwand
zum Losen der linearen Gleichungssysteme in etwa derselbe ist, benotigt die Fixpunkti-
teration etwa 7 mal mehr Rechenleistung.

c=20 oc=1
Level | w=1|w=07|w=03|| w=1
3 43/18 1 34/1,4 | 90 /1,5 || 17/1,9
4 52/2,0 | 42/ 2,0 -/ = | 12/2,0
5 53/2,0 | 43/2,0 | 109/1,9 || 8 /2,1

Tabelle 6.1: 8-1 Geometrie, Ra = 10*

c=20 oc=1
Level | w=1 |w=07]w=03]| w=1
3 500/1,9 | 66/ 1,9 | 165/2,0 || 11/1,7
4 500/2,0 | 69/ 2,0 | 170/2,0 || 9 /1,4
5 500/2,0 | 68/ 2,0 -/ - 7/1.8

Tabelle 6.2: 8-1 Geometrie, Ra = 10°

c=20 oc=1
Level | w=1 |w=07]w=03]| w=1
3 500/2,0 | 500/2,2 | 81/ 2,0 | 14/3,0
4 500/2,1 | 500/2,8 | 65/ 2,0 7/3,6
5 500/2,1 | 500/2,5 | 51/ 2,3 6 /3,5

Tabelle 6.3: 8-1 Geometrie, Ra = 3.0 - 10°

Dariiber hinaus ist die Fixpunktiteration bei steigender Reynoldszahl nur noch schwer
iiberhaupt zur Konvergenz zu bekommen. Im Falle von Ra = 3 - 10° konvergiert sie nur
noch mit starker Ddmpfung der Defektkorrektur, also einer Wahl von w < 1 in (6.10).
Die Wahl eines optimalen Dampungsparameters ist sehr problemabhéngig. Man sieht,
besonders in Tabelle 6.2, dafl es dabei sowohl ein “zu grofi”, als auch ein “zu klein” geben
kann.

Das newton-artige Verfahren mit ¢ = 1 (aufgrund der Stabilisierung der konvektions-
terme handelt es sich nicht um die vollstdndige Fréchetableitung) erweist sich hier als
sehr robust und kaum von der Wahl der Rayleighzahl (und damit auch der Reynolds-
zahl) abhéngig. Mit zunehmender Gitterfeinheit nimmt zudem die Zahl der benétigten
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nichtlinearen Schritte ab.

Als Glatter wurde im Mehrgitterverfahren der erweiterte LMPSC-Glétter verwendet, und
zwar in der gitterorientierten Variante mit einer Blockgrofle von 16 Elementen auf dem
feinsten Gitter (GG: 16). Vergleichsrechnungen mit dem Vanka(2) zeigen wie erwartet,
daf sich die Zahl der Mehrgitterschritte dadurch spiirbar erhoht. So benotigt man etwa
bei Ra = 3.0 -10° auf Level 5 mit 5,1 statt 2,3 im Durchschnitt mehr als doppelt so viele
lineare Mehrgitterschritte. Hierbei ist im iibrigen zu beachten, daf§ der ungeblockte Van-
ka(2) Gléatter auf jedem Element immer noch die Kopplung der Komponenten u, p, und T
untereinander beriicksichtigt! Dies mag vielleicht auch erkldren, warum dieser Glatter
hier, wenn auch langsamer, immer noch zu einem konvergenten Verfahren fiihrt.

Nun wollen wir untersuchen, wie sich das Verfahren bei einer Kombination von einem
groflen o mit einem verzerrten Gitter verhélt. Hierzu rechnen wir noch einmal mit der
obigen Konfiguration, allerdings verfeinern wir das Gitter nun nicht mehr gleichméfig,
sondern, wie in Abschnitt 4.2.4 beschrieben, anisotrop in Richtung der beiden geheitzten
Winde. Bei den Rechnungen wurde der Paramter o« = 0.6 gewéhlt, was auf dem feinsten
Gitterlevel zu Zellen mit einem Anisotropiegrad von bis zu 90 fiihrt. Die Resultate fiir
den Vanka(2) sowie den LMPSC-Glitter sind in den Tabellen 6.5 und 6.4 zu sehen.

Qgniso = 0.6, c =1, w =1

Level | AR | Ra=10* | Ra =10° | Ra =3 - 10°
3 1516/ 2,0 |13/ 3.7 | div/ div
1 3612/ 25 |10/ 29 | 9/ 47
5 08/ 24 | 8/ 25 |div/ div

Tabelle 6.4: Vanka(2), 32 Glattungsschritte

Qaniso = 0.6, c =1, w=1

Level | AR | Ra = 10* | Ra = 10° | Ra =3 - 10°
3 1516/ 30 |13/ 2,7 |14/ 3.1
1 36112/ 20 | 9/ 1,9 | 8/ 2,0
5 08/ 24 |8/ 25 |7/ 34

Tabelle 6.5: LMPSC mit GG: 64 Glatter, 8 Glattungsschritte

Man erkennt, daf§ im Bereich der niedrigen Rayleighzahlen der Vanka(2) mit dieser Git-
terverzerrung noch recht gut zurecht kommt. Steigt die Rayleighzahl jedoch weiter an, so
versagt der ungeblockte Glatter vollig. Trotz der im Vergleich zum LMPSC-Glétter deut-
lich hoheren Zahl von Glittungsschritten kénnen die linearen Systeme im Falle Ra = 3-10°
nicht mehr zuverlassig gelost werden. Ganz anders der geblockte Glatter. Mit diesem las-
sen sich nicht nur die Probleme mit hoheren Rayleighzahlen 16sen, die gemessenen linearen
Konvergenzraten sind auch nahezu unabhéngig von der Grofle der Rayleighzahl. Die Wahl
des Blockungsverfahrens GG: 64, also grobgitterorientierte Blocke mit 64 Elementen auf
dem feinsten Level, fithrt in diesem Fall sowohl zu einem “Verstecken” der Gitteranisotro-
pie, da die Blocke selbst nahzu isotrop sind, als auch der Storungen durch den Operator.
Waéihrend bei den Rechnungen auf dem isotropen Gitter mit einer schwécheren Blockung
(GG: 16) (Tabellen 6.1 bis 6.3) fiir R = 3 - 10° ein deutlicher Anstieg der Zahl der Mehr-
gitterschritte pro nichlinearem Schritt zu beobachten war, bleibt dieser Anstieg bei der
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Blockung GG: 64 trotz der stirkeren Verzerrung der Elemente, relativ klein. Dies belegt
nun auch fiir das erweiterte System die in Kapitel 4.2.4 gemachte Beobachtung, dafl ab
einer Blockgrofie von 64 Elementen auf dem feinsten Level der Glétter relativ unempfind-
lich gegen Storungen des zugrundeliegenden Operators ist (vergleiche Tabellen 5.11 und
5.12).

Abschlielend soll hier noch angemerkt werden, dafl sich mit den geschilderten Beispie-
len die Anwendungsméglichkeiten des gekoppelten Zuganges in Kombination mit dem
LMPSC-Gléitter noch lange nicht erschépfen. Man denke beispielsweise an die Modellie-
rung von Turbulenzeffekten in Stromungen. Mit einem analogen Vorgehen, wie bei den
Boussinesq-Approximationen, kann man sich eine Erweiterung dieses Zuganges beispiels-
weise auf Zweigleichungs-Turbulenzmodelle wie die k — e-Modelle (siehe [33]) vorstellen.
Dabei werden, zusétzlich zu den Stromungsgleichungen, noch zwei Gleichungen fiir die
turbulente kinetische Energie k, sowie die Dissipation € berechnet. Diese beiden Werte
bestimmen mafigeblich die sogenannte Wirbelviskositéat v, ~ ’2_—2 Diese wird zu der kinema-
tischen Viskositidt v addiert und simuliert die Effekte mikroskopischer Strémungsphéno-
mene auf den makroskopischen Stromungsverlauf. Da bei derartigen Konfigurationen die
Randschichten in der Néhe fester Wénde sehr fein aufgelost werden miissen, ist man in
diesem Bereich meistens zur Verwendung stark anisotroper Elemente gezwungen; oben-
drein sind die Geschwindigkeitsfreiheitsgrade stark mit den turbulenten Gréfien gekoppelt.
Man hat also genau die Situation, fiir die die modifizierten Mehrgitterkomponenten und
besonders der LMPSC-Glétter entwickelt worden sind.

Eine Anwendung der neu entwickelten Verfahren auf ein k—e-Modell ist im Rahmen dieser
Arbeit nicht durchgefithrt worden. An dieser Stelle werden daher lediglich die zu untersu-
chenden Gleichungen sowie die Struktur der zu losenden diskreten Probleme angegeben.
Fiir die genaue Herleitung des Modelles siche beispielsweise [34].

Die (stationdren) Modellgleichungen haben die folgende Form:

—V(v+u»n)Vu) + u-Vu+Vp = f

-V-(v+wn)VEk) + u~Vk—%Vt|Vu+VuT‘2+g = 0

=V ((v+w)Ve) + u-Vs—cl}Vu+VuT‘2+CQ% = 0,
V-u =0

mit v, = cﬂg und gewissen Konstanten ¢;. Nach entsprechender Diskretisierung mufl das
folgende System gelost werden:

Finde (u, k, ¢, p), so dafl

L(k,e) + K(u) 0 0 Bl |u f
Ey(k,e,u)  L(k,e) + K(u) M o |k] |0 (6.19)
E5(u) 0 L(k,e)+ K(u) + My(k,e) 0f [e| |0] " 7
BT 0 0 ol [» 0

Hierbei ist der Diffusionsoperator L nun nicht mehr linear, da v; = 1(k,e), K(u) ist
wieder der Konvektionsterm, die neu hinzugekommenen Terme sind

Ei(k,e,u)u~1/2p |[Vu+ Vu’ 2 2 sowie My(k,e) ~ cpf -id.

Ex(uw)u ~ ¢ [Vu+ Vu'
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Als dufBlere, nichtlineare Iteration kann man hier wieder den Defektkorrekturzugang anwen-
den. Fiir den Vorkonditionierer ist eine mogliche, sehr suggestive Wahl die Linearisierung

L(k™ e™) + Ku") 0 0 B

D~F, — El(kn’en,un) L(kﬁn,gn) +K(u“) M 0
" By(u) 0 Lk, &) + K(u®) + My(k",e) 0|

BT 0 0 0

oder auch eine bessere Approximation der Fréchetableitung.

Die Defektkorrekturiteration lautet dann (mit einem optionalen Dampfungsparameter w™)

urtt u® de fun
1 ol i defin
S e A T B (6.20)
pn+1 pn d@fpn

Analog zum Anfang des Abschnitts 6.2 kann man die lokalen Schur-Komplement-Matrizen
aufstellen und den LMPSC-Gléatter auf diese Klasse von Problemen erweitern.

Bisher werden die & — e-Modelle meistens mit einem Operator-Splitting Ansatz behan-
delt, direkt-gekoppelte Anséitze werden kaum verwandt. Der Erfolg der in dieser Arbeit
entwickelten Methoden gibt jedoch Grund zu der Hoffnung, daf} sich die Verfahren auch
auf dem Gebiet der Turbulenzmodellierung erfolgreich einsetzen lassen. Ausgiebige Un-
tersuchungen zu diesem Thema werden Gegenstand der kommenden Forschung sein.
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Kapitel 7

Zusammenfassung/Ausblick

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir eingehend die verschiedenen Komponenten
untersucht, die in einem Lo&ser von inkompressiblen, stationdren Navier-Stokes-artigen
Gleichungen auftreten. Das Ziel, ein robustes Verfahren zu finden, das fiir ein mdéglichst
breites Spektrum von Problemen anwendbar ist, ohne dafl eine aufwendige Bestimmung
von Parametern, etc. nétig wird, ist weitgehend erreicht worden.

Bei der Diskretisierung hat sich, besonders auf gestérten Gittern, die nichtparametrische
Variante des rotiert-bilinearen, nichtkonformen Viereckselementes der parametrischen als
iiberlegen erwiesen. Dieses aus der Theorie bekannte Ergebnis war auch in praktischen
Rechnungen deutlich sichtbar. Fiir die notwendige Stabilisierung des Konvektionsterms ist
das Upwind-Verfahren der Stromliniendiffusion (SD) zumindest zur Zeit noch vorzuziehen.
Das stiitzt sich vor allem darauf, dafl sich die Bestimmung des Dampfungsparameters §*
bei der SD (siehe Kapitel 3.2.2) als schwierig gestaltet und signifikant vom jeweiligen
Problem abhéngt. Da die Performance des Verfahrens wiederum sehr stark von der Wahl
dieses Parameters abhédngen kann, ist das Upwind Verfahren aus Sicht der Robustheit
vorzuziehen. In jiingster Zeit entstandene Stabilisierungsmethoden, wie zum Beispiel das
TVD- oder FCT-Verfahren, arbeiten vollig parameterfrei nur auf Basis der Matrixeintrége.
Dies macht solche Verfahren sehr interessant fiir die Anwendung und die Entwicklung
sollte daher aufmerksam verfolgt werden.

Im Mehrgitterverfahren hat es sich gezeigt, daf§ nahezu alle Komponenten adaptiv an-
gepafit werden miissen, damit auf stark gestorten Gittern weiterhin eine gute Konver-
genz gewahrleistet werden kann. Bei den Gittertransferoperatoren sowie beim Aufbau der
Grobgittermatrizen wurde eine Methode erfolgreich eingesetzt, bei der adaptiv zwischen
der vollen, rotiert-bilinearen Interpolation und der konstanten Interpolation umgeschaltet
wird. Als Verzerrungsgrad, bei dem man auf konstant umschalten muf}; hat sich ein Wert
um 50 als optimal herausgestellt. Weiterhin wird die Grobgitterkorrektur mit einem adap-
tiv bestimmten Gewichtungsfaktor versehen. Die Tests haben ergeben, dafl die gewihlten
Gewichte zwar nicht immer bessere Verfahren liefern als optimal gewéhlte konstante Ge-
wichte. Jedoch ist das optimale konstante Gewicht wieder problemabhéngig und a priori
nicht bekannt, und eine falsche Wahl kann sehr leicht zum volligen Versagen der gesamten
Methode fiihren.

Die Modifikation des Glétters ist ein weiterer entscheidender Faktor. Ausgehend von dem
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sogenannten Vankaglédtter wurde der geblockte LMPSC-Glétter eingefiihrt, bei dem meh-
rere Gitterzellen zu sogenannten Patches zusammengefafit werden, auf denen die lokalen
Subprobleme exakt gelost werden. Regelt man diese Blockung so, dal man stark anisotro-
pe Elemente mit benachbarten Elementen zusammenblockt, bis der resultierende Patch
nur noch einen moderaten Aspect-Ratio hat, so ergibt sich, natiirlich immer zusammen
mit den oben erwihnten Adaptionen, ein lineares Mehrgitterverfahren, das in der La-
ge ist, weitgehend unabhéngig von Storungen im Rechengitter die auftretenden linearen
Gleichungssysteme effektiv zu l6sen. Natiirlich ist der numerische Aufwand im Vergleich
zum klassischen Vankaglatter grofler, da gegebenenfalls lokale Matrizen mit 100 oder mehr
Eintragen direkt invertiert werden miissen. Allerdings ist diese Matrizengréfie noch mo-
derat, und das Invertieren der Matrizen ein ertréigliches Ubel im Vergleich zur vélligen
Divergenz des Verfahrens. Obendrein darf man die Entwicklung des Glétters auch nicht
losgelost von der Entwicklung hardwareoptimierter Losungsverfahren betrachten, wie sie
im SCARC-Projekt ([4],[5],[27]) entwickelt werden. Hierbei gilt es zu beachten, da8 die
Grofle der Matrizen derart moderat bleibt, dafl sie in den schnellen Cache-Speicher mo-
derner Rechnerarchitekturen passen. Damit ist eine schnelle Losung der lokalen Probleme
gewahrleistet.

Bei der Behandlung der Nichtlinearitat in den Navier-Stokes-Gleichungen kommt es haufig
vor, daf} die einfachen Fixpunktiterationen duflerst langsam oder gar nicht konvergieren,
die Verwendung eines Newtonverfahrens aber ausscheidet, da die numerischen Eigenschaf-
ten der entstehenden Iterationsmatrizen einen Einsatz der klassischen Losungsverfahren
verhindern. Der Weg, der sich als erfolgreich erweist, ist die Kombination aus der Addition
von lediglich Teilen der Reaktionsterme, sowie dem Einsatz der geblockten Glétters. Da-
bei sollte der Reaktionsterm mit o = 0.5 gewichtet und fiir den Glétter eine gleichméfBige
Grofle von mindestens 64 Elementen pro Block auf dem feinsten Gitter gewihlt werden.
Ersteres fiihrt bereits zu einer signifikanten Beschleunigung der nichtlinearen Konvergenz-
raten, wiahrend letzteres die Losbarkeit der entstehenden Systeme sicherstellt. Wiederum
liefert dies nicht unbedingt die schnellsten Verfahren, jedoch ist die Wahl aus Robustheits-
sicht als optimal anzusehen. Leider ist es bisher nicht gelungen, die optimale Blockgrofie
adaptiv, d.h. anhand beispielsweise der Matrixeintrdge zu ermitteln. Der Wert 64 er-
gab sich empirisch aus den gemachten Tests und ist als Richtschnur zu betrachten. Im
Einzelfall kann es aber durchaus nétig sein, wenn man beispielsweise einen grofleren Pa-
rameterwert von o wéahlen mdochte, Blocke der Grofle 256 oder mehr zu wéahlen. Bei der
Entwicklung einer Methode, um die jeweils optimale Blockgréfie zu bestimmen, besteht
somit noch Forschungsbedarf fiir die Zukunft.

Abschlieflend haben wir gesehen, dafl sich die oben gemachten Erkenntnisse problemlos
auch auf groflere Systeme als die Navier-Stokes-Gleichungen iibertragen lassen. Bei der
Boussinesqapproximation blieben die im Navier-Stokes Fall gemachten Erkenntnisse weit-
gehend giiltig. Mit Hilfe des LMPSC-Gléatters ist es einfach moglich, das System direkt
gekoppelt zu 16sen. Ausgehend von diesen positiven Ergebnissen kann man daran den-
ken, in der Zukunft auch etwa Mehrgleichungsturbulenzmodelle wie das k — e-Modell mit
einem solchen direkten, gekoppelten Verfahren zu behandeln, oder vergleichbare Konfi-
gurationen, bei denen die Navier-Stokes-Gleichungen mit weiteren Gleichungen gekoppelt
sind.
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