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Vorwort

Die Methode, physikalische Modelle im Grenzfall unendlicher Raumdimensionen zu
betrachten, war in der theoretischen Physik schon immer von erheblicher heuristi-
scher und praktischer Bedeutung. In den letzten Jahren gewann sie zunehmendes
Interesse in der Theorie hochkorrelierter Kristallelektronen, nachdem sich heraus-
stellte, daf die resultierenden spezifischen Vereinfachungen fiir Hubbardartige Sy-

steme einen neuen Zugang zu solchen Modellen ercffnen.

Die mit unendlichdimensionalen Modellen gewonnenen Ergebnisse sind aber beziig-
lich ihrer Relevanz fiir endlichdimensionale Systeme mit Vorbehalt zu betrachten.
Ein Beispiel hierfiir sind Isingartige Spinsysteme, die im Grenzfall unendlicher Di-
mension exakt losbar werden. Da ihre Dimension durch die effektive Zahl wech-
selwirkender Nachbarn charakterisiert ist, bedeutet dies aber, daf§ mit dem unend-
lichdimensionalen System im Prinzip ein Mean-Field-Modell vorliegt — wesentliche
Korrelationen, die die Losung in endlichen Dimensionen erschweren, lassen sich hier

durch ein mittleres, selbstkonsistent zu bestimmendes Feld ersetzen.

Unter dieser Perspektive mufl auch die hier genauer zu untersuchende Behandlung
des Andersongitters in Form eines effektiven Einstorstellenproblems gesehen werden
— die inzwischen verbreitete Bezeichnung als Dynamische Mean-Field-Theorie tragt
diesen Einwénden bereits Rechnung. Zwar weifl man inzwischen, daf3 dieser Zugang
in unendlichen Dimensionen exakt ist, aber eine nihere Analyse der hierbei ver-
nachléssigten (bzw. artifiziell hinzutretenden) rdumlichen Korrelationen ist bisher

noch nicht durchgefiihrt worden.

Das Ziel dieser Arbeit ist daher eine Bewertung der Behandlung raumlicher Korre-
lationen in der Ndherung unendlicher Raumdimensionen. Das zugrundegelegte elek-
tronische Modell ist hier ausschliellich eine Standardvariante des periodischen An-
dersonmodells. Daneben wird aber auch erstmals eine ertragreiche Analogie zu dem
immer noch aktuellen Gebiet der Self-avoiding Walks formuliert. Diese gestattet, den

Gitteranteil des Andersonmodells und das asymptotische Verhalten des Self-avoiding



Walks auf der Basis eines gemeinsamen Formalismus zu behandeln.

Die sich hieraus ergebenden allgemeinen Erkenntnisse iiber die Charakteristika von
rdumlichen Korrelationen in d = oo fiihren zusammen mit den speziellen Ergebnissen
der numerischen Behandlung des Andersongitters zu einer kritischen Bewertung der

d=oo-Néherung.

Allein die grofie Vielfalt der verschiedenen storungstheoretischen Varianten, die fiir
das Andersonmodell entwickelt wurden, setzt der Ausfiihrlichkeit der hier angestreb-
ten Darstellung allerdings Grenzen. Es wird daher auch nur ein einziger Zugang,
namlich die XNCA, die fiir die Darstellung und Klassifikation der rdumlichen Kor-
relationen besonders geeignet erscheint, ausfiihrlicher geschildert. Verwandte Me-
thoden werden nur soweit angerissen, als sie fiir die hier stattfindende Diskussion
unendlicher Raumdimension relevant sind. Fiir Details sei auf die an entsprechender

Stelle angegebene Originalliteratur verwiesen.

Eine umfangreichere Darstellung sollen aber solche Methoden erfahren, die in die-
ser Arbeit speziell entwickelt wurden, um eine dimensionale Analyse der schwer-
punktméflig untersuchten raumlichen Korrelationen in der sogenannten Excluded-
Volume-Gittersumme durchzufiihren. Insbesondere der an dieser Stelle stattfindende
Briickenschlag zu der Theorie der Self-avoiding Walks erfordert einen kurzen Uber-
blick iiber dieses Gebiet.

Um die logische Entwicklung der Gedanken transparent zu machen, wurde eine
integrierte Darstellung einer thematischen Zweiteilung vorgezogen. Demnach ergibt

sich eine Gliederung geméf} der Folge:

e Motivation der Untersuchung aus der Hybridisierungs-Stérungstheorie
fiir das Andersongitter (Kapitel 2),

e Mathematische Darstellung iiber Excluded-Volume-Gittersummen

in verallgemeinerter Form und

e Losung durch dimensionale Analyse unter Verwendung der Lace-Ent-
wicklung (Kapitel 3),

e Anwendung auf den Self-avoiding Loop (Kapitel 4) und das Anderson-
gitter in hohen Dimensionen (Kapitel 5 und 6),

e Bewertung der Qualitidt der Ndherung unendlicher Dimensionen im

Hinblick auf die Behandlung rdumlicher Korrelationen (Kapitel 7).

Einige eher technisch-mathematische Berechnungen, deren Ergebnisse zwar benotigt
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werden, die aber den Argumentationsgang zu sehr unterbrichen, sind in den Anhang
verschoben. Zudem werden ergdnzende Bemerkungen oder Erlduterungen mitunter

in Fulnoten bzw. eingeriickten Abschnitten mit geringerer Schriftgrofie abgehandelt.

Zur besseren Lesbarkeit ist den einzelnen Kapiteln eine kurze Erlduterung der we-
sentlichen Voraussetzungen und Ziele des jeweiligen Abschnittes vorangestellt. Hier-
durch kann es zu einigen Doppelungen kommen, die es jedoch dem Leser, der nur
an bestimmten Aspekten des Themas interessiert ist, erleichtern, entsprechende Ab-

schnitte selektiv zu lesen.

Teile dieser Arbeit wurden bereits verdffentlicht:

e H. Keiter, T.Leuders, Ch. Melsheimer, P. Schénenberg (1995)
Comparison of various approaches to the Anderson lattice.
Physica B 206 & 207: 168

e H. Keiter, T. Leuders, P. Schénenberg (1995).
New Approaches to the Anderson Lattice System.
Journal of low temperature physics 99: 607-609

e H. Keiter, U. Kleineidam, T. Leuders (1997).
Magnetotransport for the Anderson impurity and lattice.
Physica B 230-232: 431-433



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einordnung des Themas

Ein typisches Vielteilchensystem (wie z.B. das elektronische System eines Festkor-
pers oder ein Polymer in Losung) besitzt eine sehr hohe Zahl von Freiheitsgraden und
fithrt in der Theorie auf nichttriviale, hochdimensionale Probleme. Es werden daher
zu Beginn einer theoretischen Behandlung zumeist stark vereinfachte Modellsysteme
betrachtet, von denen man annehmen kann, dafl sie die wesentlichen Ingredienzien

des realen Systems besitzen.

Ein geradezu typisches Beispiel fiir solche Systeme ist das Isingmodell, das seit seiner
Einfiihrung als fundamentales System der statistischen Physik gilt und immer wieder
als Ausgangspunkt neuer theoretischer Ansitze fungiert. Seine exakte Losung in
zwei Dimensionen durch ONSAGER gilt als Meilenstein der statistischen Physik, und
wenn auch seitdem die unterschiedlichsten Methoden fiir das Isingmodell entwickelt
wurden, so ist eine allgemeine analytische Losung, etwa in drei Dimensionen, nicht
in Sicht.

Zwei weitere Systeme, die zudem im Mittelpunkt der vorligenden Arbeit stehen

sollen, besitzen in dieser Hinsicht einen dhnlich paradigmatischen Charakter:

e Zur Untersuchung des Wechselspiels von lokalisierender Coulombwech-
selwirkung und Bildung delokalisierter Elektronenbédnder in metallischen
Verbindungen von Ubergangsmetallen, Seltenen Erden und Aktiniden
dienen sowohl das Hubbardmodell als auch das (periodische) Ander-

sonmodell. So einfach diese Modelle auch erscheinen mogen, es zeigt
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sich bislang keine umfassende Losung am Horizont.

e FEin auf den ersten Blick ganz anders geartetes Problem ist der soge-
nannte Self-avoiding Walk. Dieser 1463t sich als Modell fiir Polymere
auffassen, bei dem die vielfdltigen Wechselwirkungen eines Polymers mit
sich selbst auf das Verbot der Selbstiiberkreuzung reduziert werden. Und
obwohl ein solcher Self-avoiding Walk auf einem (hyper)kubischen Git-
ter gewissermaflen das primitivste denkbare System mit einem solchen
Excluded-Volume-Effekt darstellt, gibt es fiir den dreidimensionalen Fall

bisher keine exakten Resultate.!

Aufgabe einer mikroskopischen Theorie fiir solche Systeme ist es, relevante ma-
kroskopische Eigenschaften aus den mikroskopischen Modellparametern abzuleiten,
oder zumindest angemessene Niherungen fiir dieses Vorhaben zu formulieren. Dabei
erweist sich der Schritt von einem wechselwirkungsfreien System, bei dem die be-
teiligten Teilchen (bzw. Freiheitsgrade) voneinander unabhingig behandelbar sind,
zu einem System mit echter Wechselwirkung als betréchtlich. (Die wechselwirkungs-
freien Pendants der oben aufgefiihrten Systeme erweisen sich tatséchlich als trivial
l6sbar.) Dennoch kann die Losung eines wechselwirkungsfreien Systems ein sinn-
voller Ausgangspunkt fiir eine gute physikalische Beschreibung sein, ndmlich dann,
wenn das , Einschalten* der Wechselwirkung ein System erzeugt, das gleichsam ste-
tig aus dem ungestorten System hervorgeht. Auf der formalen Ebene fiihrt diese
Sichtweise zu dem klassischen Verfahren einer Storungstheorie, bei der alle interes-
sierenden physikalischen Grofien in eine Potenzreihe nach einem die Wechselwirkung
charakterisierenden Parameter entwickelt werden. Erfahrungsgeméf fithren aber sol-

che storungstheoretischen Formulierungen nicht zwangsldufig zum Erfolg, sondern

!Diese Feststellung wird durch die folgenden Bemerkungen, die sinngemé#f auch auf die anderen
genannten Modelle tibertragbar sind, unterstrichen: ,,Despite its simple definition, the self-avoiding
walk leads to mathematical problems which are simple enough to state to the mathematically
uninitiated, but which are very hard to solve and mainly still open.“ (SLADE)

,» The self-avoidance criterion raises complex problems beside which those of ordinary walks seem
quite insipid, difficult and fascinating as the latter really are in the absence of such comparison.*
(HAMMERSLEY und MORTON)



1.1. EFINORDNUNG DES THEMAS 9

konnen eine Vielfalt von Problemen bergen:

— In der Umgebung eines kritischen Punktes, an dem, beschrieben durch
einen Ordnungsparameter, eine Symmetrie gebrochen wird, versagen
storungstheoretisch gewonnene Ausdriicke und liefern keine Aussagen
iiber das kritische Verhalten.

—  Oft sind Storungsreihen nichtanalytisch in der Wechselwirkung und fiih-

ren auf lediglich asymptotisch konvergente Reihen.

— Einzelne Summanden der Stérungsreihe kénnen divergent sein, was mit-
unter durch angemessene Regularisierung und Renormierung, z.B. durch

unendliche Teilresummation behoben werden kann.

Fiir die beiden Modellsysteme, die im Zentrum der Arbeit stehen, ndmlich das An-
dersonmodell und den Self-avoiding Walk, sind alle diese Phdnomene von Bedeutung.
(Die konkrete Motivation fiir die gemeinsame Behandlung der beiden Systeme wird

erst spater erlautert werden.)

e In Parameterbereichen des Andersonmodells, wie sie fiir reale Syste-
me relevant sind, ist die Coulomb-Wechselwirkung gewohnlich grofler als
alle anderen Energieskalen und das wechselwirkungsfreie System ist kein
erfolgversprechender Ausgangspunkt fiir eine (ndherungsweise) Losung.
Eine Beschreibung, die einem solchen hochkorrelierten Elektronensystem
gerecht werden will, mufl daher diese Korrelationen soweit, wie es not-

wendig (und moglich) ist, von vornherein mitberiicksichtigen.

e Ganz dhnlich stellt sich die Situation auch fiir den Self-avoiding Walk
dar — auch wenn dieser auf den ersten Blick vollig anders geartet er-
scheint.? Im wechselwirkungsfreien Fall liegt ein sogenannter Random
Walk vor. Dieser ist jedoch (in drei Dimensionen) beziiglich seiner kriti-
schen Exponenten in einer anderen Universalitidtsklasse als jeder wechsel-
wirkende Walk, besitzt also ein vollig anderes kritisches Verhalten. Die
formale Schwierigkeit bei wechselwirkenden Walks besteht darin, daf
fir eine exakte Losung alle Mehrfachbesuche desselben Ortes (z.B. auf

einem gegebenen Gitter) bestimmt werden miissen. Dieses sogenannte

2Tatséchlich 148t er sich als N — 0 Grenzfall des N-Vektormodells (DE GENNES (1972), siehe
z.B. in MADRAS und SLADE (1993)) verstehen und ist damit eng verwandt mit dem Ising- und

Heisenbergmodell.
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Excluded-Volume-Problem taucht bei diagrammatischen Beschreibun-
gen von Gittersystemen jeder Art wieder auf und ist im allgemeinen

nicht geschlossen losbar.

Unter den vielfidltigen Bemiihungen, fiir solche hochkorrelierten Systeme giiltige Be-
schreibungen zu entwickeln, finden sich immer wieder Ansétze, die eine zunéchst
nicht auf der Hand liegende, mitunter diskontinuierliche Grofle identifizieren, die
sich als kleiner Entwicklungsparameter einer alternativen Stérungsentwicklung nut-
zen 1af3t. Zudem fiihrt die Existenz eines solchen Parameters auf einen neuen, nicht-
trivialen Grenzfall des Modells in Form der nullten Ndherung der entstehenden Ent-
wicklung. Man bezeichnet daher eine durch Abbruch der Entwicklungsreihe erzeugte
Néherung auch als kontrollierte Néiherung. Diese Bemerkungen seien fiir die beiden

hier besonders interessierenden Modellsysteme néaher erldutert:

e Im Falle des Andersonmodells kann z.B. der inverse Entartungsgrad

% einer Storstelle als ein solcher alternativer Entwicklungsparameter
fungieren (siehe z.B. den Reviewartikel von BICKERS (1987)). In diesem
Lichte 148t sich auch die in dieser Arbeit verwendete NCA (,,Non-crossing

Approximation) betrachten.

Eine frither Vorschlag zur Erweiterung der bekannten Methoden fiir das
Einstorstellen-Andersonmodell auf sein periodisches Pendant stammt
von KURAMOTO (1985). In der von ihm als XNCA bezeichneten Néhe-
rung fiihrt er einen neuen Parameter i ein, wobei er mit z,, die ,effektive
Zahl von Nachbarn, die ein Bandelektron sieht* bezeichnet. Diese Defini-
tion weist aber, wie noch zu erldutern sein wird, einige Unschliissigkeiten

auf.

Erst im Lichte einer neuen Sichtweise kristallisiert sich der wahre Cha-
rakter dieses neuen Parameters heraus. Entscheidende mathematische
Vereinfachungen fiir korrelierte Fermionen im Gitter ergeben sich nim-
lich, wenn man die Raumdimension d des Gitters formal als unendlich
annimmt. Der fiir die Klassifikation rdumlicher Korrelationen relevante
neue Kontrollparameter stellt sich somit als die inverse Raumdimensi-
on 5 heraus und liefert z.B. fiir das Falicov-Kimball-Modell den exakt

losbaren Grenzfall d=oo.

e Auch fiir den Self-avoiding Walk lassen sich solche alternativen Ent-
wicklungen ausmachen. Bereits mit der Definition des Modells des Self-

avoiding Walks im Rahmen der Modellierung der Physik von Polyme-
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ren durch FLORY (1949) konzentrierte sich das Interesse auf kritische
Parameter, wie z.B. den Exponenten v, der beschreibt, wie der mittlere
Radius eines Polymers mit seiner Lénge skaliert. Schon friih wurde deut-
lich, daf} hierbei die Dimension d =4 die Rolle einer oberen kritischen
Dimension spielt, d.h. da} oberhalb dieser Dimension der Self-avoiding
Walk sich weitgehend wie sein wechselwirkungsfreies Pendant (Mean-
Field-Modell) verhilt. Dies legte nahe, den Parameter ¢ = 4 — d als
Entwicklungsparameter zu betrachten und die entstehenden Ausdriicke
z.B. mit € = 1 als Ndherung fiir d = 3 auszuwerten. Erst in jiingster
Zeit jedoch konnte das Mean-Field-Verhalten des Self-avoiding Walks in
d > 4 streng bewiesen werden (HARA und SLADE 1992) — dies im {ibri-
gen mit Hilfe der sogenannten Lace-Entwicklung, von der noch die Rede

sein wird.

Aufgrund dieser Ausfiihrungen konnte man vermuten, dafl der bereits
erwahnte Grenzfall d— oo fiir den Self-avoiding Walk, der ja bereits
oberhalb seiner kritischen Dimension trivial wird, nicht von Bedeutung
ist. In dieser Arbeit wird jedoch eine Variante des Self-avoiding Walks,
ndamlich der geschlossene Self-avoiding Walk in einem echt unendlichdi-
mensionalen hyperkubischen Gitter eine zentrale Rolle spielen. Im Ver-
lauf der Argumentation wird sich herausstellen, daf fiir diesen die in-
verse Raumdimension 5 ein angemessener Entwicklungsparameter ist,
und der Ubergang d— 0o zu einem nichttrivialen Grenzfall fiihrt, wel-
cher iiber eine Mean-Field-Nidherung durch den entsprechenden freien

Random Walk hinausgeht.

1.2 Unendliche Raumdimensionen

In den allgemeinen Betrachtungen des vorigen Abschnitts ist bereits die besondere
Rolle des Grenzfalls unendlicher Raumdimension angeklungen. Im folgenden soll eine
kurze Ubersicht iiber die Bedeutung dieses Grenzfalls fiir die hier zu untersuchenden

Modellsysteme gegeben werden.

Unendliche Raumdimensionen spielen bereits in vielen Modellsystemen der stati-
stischen Physik eine Rolle als interessanter Grenzfall, so z.B. in bestimmten Spin-
systemen, deren Mean-Field-Nidherung in d=o00 exakt wird. Im Laufe des letzten
Jahrzehnts ist zudem ein reges Interesse an unendlichdimensionalen elektronischen
Systemen entstanden, seit METZNER und VOLLHARDT (1989) darauf hinwiesen,
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dafl d=o00 in gewissem Sinne eine bessere Niherung fiir das zwei- bzw. dreidimen-
sionale Hubbardmodell darstellt als d = 1. In der Folge wurden die verschiedenen
Vereinfachungen, die sich fiir viele unendlichdimensionale Systeme ergeben, ndher
beschrieben (z.B. MULLER-HARTMANN (1989)). Deren wesentlichste ist die Tatsa-
che, dafl die Selbstenergie lokal wird und nur noch ein Funktional der Greenfunk-
tion des Gitterplatzes ist. BRANDT und MIELSCH (1989) erkannten, daf sich mit
dieser lokalen Ndherung das Falicov-Kimball-Modell auf ein atomares Problem mit
zeitabhdngigem Hilfsfeld abbilden 148t.

Noch bevor die zentrale Rolle der Raumdimension bei der Behandlung von Gitter-
modellen zutage trat, gab KURAMOTO (1985) mit der XNCA bereits eine Methode
an, wie das Andersongitter sich auf ein effektives Single-Impurity-Andersonmodell
abbilden 148t. Hierbei gab er bereits den vollstdndigen Ausdruck fiir die Bestimmung
des effektiven Bandes an, ohne diesen allerdings konsequent fiir den Grenzfall d=o00
zu begriinden. Vorangegangene Bemiihungen, das Andersongitter durch ein effekti-
ves Einstorstellenproblem zu nidhern, wie die der LNCA (,Lattice-NCA*), werden
durch die XNCA (,eXtended-NCA“) erweitert. Dabei besteht die besondere Lei-
stung darin, die hierzu notwendigen Ndherungen durch einen kleinen Parameter zu
kontrollieren. Daf} diese Behandlung des Gitters in unendlichen Dimensionen exakt
ist, wurde allerdings erst im Rahmen der spéteren, allgemeinen Diskussion unend-
licher Raumdimensionen klar. Eine alternative Ableitung im Rahmen der Hilfsfeld-
formulierung geben HULSENBECK und QIN (1994). Diese erweist sich als dquivalent
zu den Bestimmungsgleichungen der XNCA (s. auch Abschnitt 2.4.3).

Die allgemeine Methode, ein Gittermodell in unendlichen Dimensionen exakt auf
ein effektives Einstorstellenproblem abzubilden, wird inzwischen von vielen Auto-
ren angewandt und existiert in unterschiedlichen Formulierungen. (Einen Uberblick
hieriiber geben GEORGES, KOTLIAR, KRAUTH und ROZENBERG (1996).) Unter den
unterschiedlichen Bezeichnungen fiir diese Methode finden sich z.B. ,local impuri-
ty self-consistent approximation® (LISA) oder ,dynamical mean-field theory*. Mit
letzterer soll angedeutet werden, dafl die rdumlichen Korrelationen in d=o00 ,,ein-
gefroren“ und durch ein selbstkonsistentes ,,gemitteltes Feld, ndmlich das effektive
Leitungsband, dargestellt werden, wihrend die iibrigen (,,dynamischen“) Korrela-

tionen weiterhin erhalten bleiben.

Die vorliegende Arbeit greift zur Behandlung des Andersongitters auf die urspriing-
liche Formulierung der XNCA zuriick. Diese wird hier jedoch konsequent als eine
Theorie fiir hohe Raumdimensionen diskutiert (Abschnitt 2.4.1). Die Korrelatio-

nen des Andersongitters werden systematisch nach lokalen Korrelationen und nach
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rdumlichen Korrelationen unterschieden. Erstere werden, wie beim Einstorstellen-
Andersonmodell bereits etabliert, naherungweise mit der NCA behandelt, also iiber
den Paramter % kontrolliert. Dariiberhinaus ergibt sich, dafl die raumlichen Korrela-
tionen, also solche, die beim Gitter gegeniiber dem Einstorstellenmodell hinzutreten,
alle iiber den Parameter 5 kontrolliert werden kénnen. Indem zudem alle Beitrige
nullter Ordnung in 5 aufsummiert werden, kann gezeigt werden, dafl die XNCA die

raumlichen Korrelationen in d=00 exakt behandelt.

Ein bisher ungelostes Problem vieler effektiver Einstorstellentheorien fiir das Ander-
songitter ist jedoch das Verhalten der numerischen Losungen im Temperaturbereich
unterhalb der Kondo-Temperatur. Solange die Temperatur nicht zu weit unter die
Kondotemperatur des Modells absinkt, beobachtet man das charakteristische Ver-
halten des korrespondierenden Einstorstellenmodells. Bei weiter abnehmender Tem-
peratur machen sich jedoch sogenannte Kohérenzeffekte, d.h. Beitrige des Gitteran-
teils des effektiven Einstorstellenproblems, bemerkbar, die die numerische Lésung
bald zusammenbrechen lassen. Es stellt sich dabei heraus, daf§ diese Pathologien
charakteristisch fiir gerade solche Rechnungen sind, die versuchen, die rdumlichen

Korrelationen in unendlichen Dimensionen exakt zu beriicksichtigen (Kapitel 6).

Diese paradoxe Situation, dafl ndmlich die (im Vergleich zu fritheren Anséitzen, wie
z.B. der LNCA) vermeintlich bessere Nidherung zu pathologischem Verhalten fiihrt,

gilt es im Verlaufe dieser Arbeit ndher zu untersuchen.

Auf Seiten der numerischen Losung werden hierzu mehrere Wege beschritten:

1. Parallel zu einer numerischen Auswertung der XNCA werden auch Néahe-
rungen, die nicht d=oc-exakt sind, herangezogen. Neben der LNCA, de-
ren Konzept sich in Abschnitt 2.4.2 kurz erliutert findet, werden auch
Modifikationen bzw. Mischformen der beiden Gitterndherungen nume-
risch ausgewertet (Abschnitt 6.2.2).

Die hierzu verwendete Darstellung der verschiedenen Theorien auf der
Grundlage einer gemeinsamen Formulierung wurde bereits von KEITER,
LEUDERS, MELSHEIMER und SCHONENBERG (1995) vorgestellt.

2. Im Rahmen der allgemeinen Untersuchung der rdumlichen Korrelationen
in Kapitel 3 wird sich die Moglichkeit ergeben, zu der d=o0-Ndherung
systematisch é—Korrekturen zu berechnen. Diese werden in Abschnitt
6.2.3 ebenfalls numerisch ausgewertet und es wird untersucht, inwiefern

sie zu einer Verbesserung der numerischen Situation fiihren.

Der hierzu verwendete Ausdruck fiir die beriicksichtigten é—Korrekturen
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wurde bereits von KEITER, LEUDERS und KLEINEIDAM (1997) ange-
geben. In der vorliegenden Arbeit wird er erstmals auf der Grundlage
einer allgemeinen Behandlung von Gittersummen, wie sie sich auch fiir
die Darstellung von Self-avoiding Walks eignen, streng abgeleitet (Kapi-
tel 3 und 5).

3. Da die Ursache fiir die numerischen Pathologien in der spezifisch selbst-
konsistenten Form der Bestimmungsgleichung fiir die rdumlichen Korre-
lationen liegt, soll diese auch unabhéngig vom lokalen Single-Impurity-
Problem untersucht werden (Abschnitt 6.4). Dazu ist es gelungen, ein
Modellsystem zu finden, das die zu den genannten Problemen fiihrenden
Strukturen korrekt wiedergibt, aber dennoch analytisch 16sbar ist. Auf
diese Art und Weise kann erstmals die konkrete mathematische Natur

des Losungszusammenbruchs analysiert werden.

Neben diesen numerischen Untersuchungen enthélt die Arbeit aber auch einen be-
triichtlichen Teil algebraischer und kombinatorischer Uberlegungen. Deren Bedeu-
tung erwéchst aus dem Zusammenhang zwischen den rdumlichen Korrelationen im
Andersongitter und den Self-avoiding Walks, aus dem sich einige wesentliche Er-

kenntnisse iiber die Qualitét einer d=oo-Naherung ergeben werden.

1.3 Self-avoiding Walks fiir das Andersongitter

Der Self-avoiding Walk findet seine Hauptanwendung als Modellsystem fiir die Be-
schreibung des Excluded-Volume-Effektes von Polymeren. (Einige Anmerkungen
hierzu finden sich in Abschnitt 4.1.) Daneben zeigte DE GENNES (1972) eine Verbin-
dung zur Theorie von Spinsystemen auf, indem er bewies, daf} sich der Self-avoiding
Walk als N — 0 Grenzfall des N-Vektormodells auffassen 148t und so eine nahe

Verwandschaft mit dem Isingmodell oder dem Heisenbergmodell aufweist.

Mit dieser Arbeit wird sich nun eine neue Anwendung des (angemessen zu verall-
gemeinernden) Self-avoiding Walks, namlich die Theorie des d=oo-Andersongitters
ergeben. Bei der storungstheoretischen Behandlung des Andersongitters werden die
Korrelationen in Form von Diagrammen représentiert. Auf diese Weise kann man lo-
kale und rdumliche Korrelationen unterscheiden und klassifizieren. Das Resultat der
Diskussion des raumlichen Anteils in hohen Dimensionen (Abschnitt 3.3) miindet in
einen Ausdruck, der Streuprozesse in Form eines zuriickkehrenden Weges durch das
Gitter beschreibt.
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Dieser wird kurz als ,,Gittersumme* bezeichnet und zeichnet sich dadurch aus,
daf} alle beteiligten Gitterpliatze verschieden sein miissen — was unter dem Begriff
FEzxcluded-Volume-Effekt zusammengefafit wird. Die hierin begriindete Analogie zum
Self-avoiding Walk wird in dieser Arbeit zu einer gemeinsamen Theorie fiir allge-

meine Fxcluded-Volume-Gittersummen in hohen Dimensionen ausgebaut.

Allein unter der Annahme einer bestimmten raumlichen Skalierung der elementa-
ren Sprungprozesse werden in Kapitel 3 exakte Ausdriicke fiir die Gittersumme in
d=o00 und die vollstindigen é—Korrekturen angegeben. Hierzu wird auf eine sehr
méchtige, moderne Methode zur Behandlung von Excluded-Volume-Korrelationen
bei klassischen Self-avoiding Walks, die Lace-Entwicklung, zuriickgegriffen. (Fiir ei-
ne iibersichtliche Darstellung des Werdegangs dieser Methode sieche MADRAS und
SLADE (1993).) Sie mufl dazu auf eine fiir diese Arbeit relevante Klasse verallge-
meinerter Self-avoiding Walks erweitert werden und liefert dann eine sehr elegante

diagrammatische Darstellung und Resummation der Gitterprozesse.

Die bisherige Anwendung der Lace-Entwicklung lieferte exakte Schranken fiir den
klassichen Self-avoiding Walk, die schliellich zu dem ersten strengen Beweis fiir das
Mean-Field-Verhalten des Self-avoiding Walks oberhalb von d =4 fiihrten (HARA
und SLADE (1992)). In dieser Arbeit wird die Lace-Entwicklung erstmals in ihrer ver-
allgemeinerten Form unter dem Aspekt unendlicher Raumdimensionen untersucht

und mit dem Ziel einer é—EntWicklung der Gittersumme ausgewertet.

Mit den Ergebnissen dieser allgemeinen algebraischen Betrachtungen lassen sich
nun sowohl die bereits oben erwidhnten Ausdriicke fiir die rdumlichen Korrelationen
des Andersongitters in der effektiven Single-Site-Behandlung ableiten, als auch

allgemeine Eigenschaften des klassischen Self-avoiding Walks untersuchen.

Auch wenn letzterer bereits seit den fiinfziger Jahren von verschiedenster Seite be-
trachtet wurde (fiir eine Ubersicht s. HUGHES (1995) oder SLADE (1987)), interes-
sierte man sich bislang ausschliefilich fiir seine Eigenschaften in endlichen Dimensio-
nen d. Dies ist im Lichte seines bereits erwdhnten Mean-Field-Verhaltens oberhalb
von d = 4 und der Tatsache, dafl er unter dem Aspekt eines Modellsystems fiir

dreidimensionale Polymere gesehen wurde, verstandlich.

Im Rahmen einer Untersuchung echt unendlichdimensionaler Systeme liefert diese
Arbeit jedoch ein unerwartetes Ergebnis fiir den geschlossenen Self-avoiding Walk,
der in diesem Grenzfall tatséichlich nichttrivial wird (Kapitel 4). Diese Feststellung
ist jedoch nicht nur von Bedeutung fiir die Theorie des Self-avoiding Walks. Vielmehr

soll in dieser Arbeit aufgezeigt werden, dafl dies eine unmittelbare Bedeutung fiir die



16 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Qualitit der d=oo-Ndherung des Andersongitters hat. Der Self-avoiding Walk 148t
sich ndmlich als stark reduziertes Modellsystem auffassen, dessen simplifizierende
Betrachtungsweise darin besteht, dafl er die storungstheoretische Summation von
Gitterprozessen zu einer reinen Abzdhlung solcher Prozesse abstrahiert. Auf diese
Weise a3t sich eine Klassifikation der durch die Gittersumme beschriebenen raumli-
chen Korrelationen vornehmen und beurteilen, inwiefern ein unendlichdimensionales

System den Fall endlicher Dimension angemessen beschreibt.

Bemerkung;:

An dieser Stelle ist noch eine Bemerkung zu den in dieser Arbeit verwendeten Bezeichnungen
in bezug auf die Raumdimension angebracht. An mehreren Stellen wird der Grenzwert fiir
unendliche Raumdimension (,d=00" bzw. ,,d— o) durch Korrekturterme fiir sogenann-
te ,hohe Raumdimensionen” ergénzt. Diese Bezeichnung soll immer so verstanden werden,

daf alle interessierenden Groflen (nach angemessener Skalierung) nach Potenzen der inversen

1
d

immer grofler als alle auftretenden Langenskalen ist. Betrachtet man z.B. Wege der Lénge

Raumdimension - zu entwickeln sind. Dabei ist wichtig, daf3 die formale Raumdimension d

n, so kann immer d > n angenommen werden. Das Landausymbol (’)(d%) bezeichnet Aus-
driicke, die fiir d— 0o mit = oder schneller verschwinden. Als ,,2

an »'d
auch Terme hoherer Ordnung in % verstanden, wenn sie relativ zu den entsprechenden Aus-

-Korrekturen“ werden

driicken fiir d— oo von der Ordnung O(%) sind, also z.B. eine O(Js)-Korrektur zu einem
O(4)-Ausdruck.



Kapitel 2

Storungstheorie fiir das

periodische Andersonmodell

In der Einleitung wurden bereits die Probleme, die die theoretische Beschreibung von
Schwerfermionsystemen durch ein periodisches Andersonmodell im Rahmen eines ef-
fektiven Einstorstellenansatzes aufwirft, angerissen. In diesem Kapitel sollen nun die
wesentlichen theoretischen Methoden, die zu einem solchen effektiven Einstorstel-

lenansatz fiihren, beschrieben werden.

Eine ausfiihrliche Ableitung der verschiedenen Zugénge, die hierzu in den letzten
Jahren entwickelt wurden, muf} allerdings aus Platzgriinden unterbleiben. Stattdes-
sen konzentriert sich diese Arbeit auf die Darstellung der als XNCA bezeichneten
Methode, da diese am deutlichsten eine geometrische Interpretation der zu unter-
suchenden Korrelationen im Gitter erlaubt. Die weiteren Methoden werden nur in-
soweit geschildert, als die wesentlichen Unterschiede zur XNCA herauszuarbeiten

sind.

Zunichst ist es jedoch nétig, die zu beschreibenden Systeme kurz zu umreifien (Ab-
schnitt 2.1) und die hier zugrundegelegte Form des periodischen Andersonmodells
zu konkretisieren (Abschnitt 2.2). Da die verschiedenen Ansitze fiir das Anderson-
gitter alle auf eine etablierte Storungstheorie fiir das Einstorstellen-Andersonmodell
zuriickgreifen, soll diese auch gleich im Anschluff (Abschnitt 2.3) in Form einer
pragnanten Ableitung zusammengefafit werden. Alle numerischen Rechnungen, de-
ren Ergebnisse in Kapitel 6 vorgestellt werden, beruhen auf den hier abgeleiteten

Ausdriicken.

17
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2.1 Schwerfermionensysteme

Eine Klasse von Materialien, die hinsichtlich ihrer elektronischen Eigenschaften als
hochkorrelierte Systeme angesehen werden miissen, sind bestimmte intermetallische
Verbindungen Seltener Erden (z.B. Ce, Yb) und Aktiniden (z.B. U). Sie werden
gekennzeichnet durch stark lokalisierte 4f bzw. 5f-Schalen, in denen zwischen den
Elektronen eine hohe Coulombabstolung wirkt. Diese magnetischen Storstellen sind
auch die Ursache des charakteristischen negativen Temperaturkoeffizienten des Wi-
derstandes, der bereits seit den dreiBiger Jahren an Ubergangsmetallverbindungen
bekannt war und erst durch KONDO (1964) eine theoretische Begriindung erfuhr.
Besitzt ein solches Kondo-System eine periodische Storstellenanordnung, so spricht
man von einem Kondo-Gitter. Mit sinkender Temperatur gewinnen hierin die Kor-

relationen zwischen den konzentrierten Storstellen zunehmend an Bedeutung.

Unterhalb einer charakteristischen Ubergangstemperatur, der sogenannten Kondo-
temperatur! Ty, die in der Gréfienordnung von einigen Kelvin liegt, verlieren die
Kondosysteme die magnetischen Eigenschaften der Storstelle, wie z.B. die typische
Curie-Weiss-Suszeptibilitit. Dies wird mit der Bildung eines Singulett-Zustandes er-
klart und geht einher mit dem Hervortreten einer schmalen Vielteilchenresonanz an

der Fermikante des Quasiteilchenspektrums.

Die verschiedenen Materialien, die man als Kondogitter auffassen kann, zeigen bei
tiefen Temperaturen ein sehr unterschiedliches Verhalten. In einigen Systemen, die
man als ,,Schwere Fermionen“ bezeichnet, findet man gegeniiber normalen Metal-
len um mehrere Gré8enordnungen erhohte Sommerfeldkoeffizienten der spezifischen
Wirme (z.B. Ce Alz: v ~ 1620 mJ/(mol K?)) und entsprechend auch vergroferte
Pauli-Suszeptibilitdten. Dies wird mit dem Vorliegen einer Fermifliissigkeit mit Qua-
siteilchen, welche eine stark vergroBerte effektive Masse (m*/m=10%—10%) besitzen,
erkldrt. Man findet aber auch antiferromagnetische Ordnung (U C'dyy, Ty =5K) und
Pauli-Paramagnetismus bishin zu tiefsten Temperaturen (C'e Cug). Als besonders in-
teressant muf} die Entdeckung von Supraleitung in Kondogittern gelten (C'e C'ug Sis:
T.=0.7K, U Bejs: T. = 0.9K), nicht zuletzt, weil die Existenz von magnetischen
Storstellen Supraleitung eigentlich stark unterdriicken sollte. Die in diesen Syste-

men vorliegende Ndhe von Antiferromagnetismus und Supraleitung 148t zudem die

'In Gittersystemen muf angenommen werden, da die Ubergangstemperatur T, aufgrund von
Wechselwirkungen zwischen den Storstellen nicht mit Tk zusammenfillt. Experimentell findet
sich jedoch oft keine signifikante Abweichung, so dafl auch in dieser Arbeit keine Unterscheidung
zwischen Tk und T, gemacht wird.
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Vermutung aufkommen, dafl hier ein unkonventioneller Mechanismus fiir die Bil-
dung von Cooperpaaren vorliegen koénnte. Dies ist in Verbindung mit der Suche
nach einer Theorie fiir die Hochtemperatur-Supraleiter (z.B. Y Bas Cusz O7 oder

Las_, Ba, CuOy) von grofiem Interesse.

Von den vielfiltigen theoretischen Zugéngen fiir solche Storstellensysteme (Quanten-
Monte-Carlo, Mean-Field-Theorien, Bethe-Ansatz, Variationsverfahren)? soll in die-
ser Arbeit nur der Weg einer Nichtstandard-Storungstheorie beschritten werden,
der sich im Fall der Einzelstorstelle bislang als sehr erfolgreich erwiesen hat. Die
Versuche, eine Verallgemeinerung auf das Gitter zu formulieren, stoflen allerdings
bereits bei Temperaturen in der Groflenordnung von Tk auf Schwierigkeiten. Dabei
ist bisher nicht klar, ob dies die zu erwartenden speziellen Kohéarenzeffekte des Git-
ters widerspiegelt oder nur das Ergebnis einer unzureichenden Naherung ist. Einen

Beitrag zur Aufklarung dieser Frage liefert die vorliegende Arbeit.

2.2 Das Andersonmodell

Zur Beschreibung von Verbindungen der Seltenen Erden bzw. der Actiniden werden
gewohnlich Varianten eines von ANDERSON (1961) eingefiihrten Modells verwendet.
Das Andersonmodell ist im wesentlichen gekennzeichnet durch die folgenden drei

Anteile, die den Hamiltonoperator konstituieren.

e Der Bandanteil Hg,,q beschreibt ein System delokalisierter Bandelek-
tronen. Elektronen in diesen Zustdnden werden als wechselwirkungsfreie
(Quasi)teilchen betrachtet.

e Der Storstellenanteil H;y modelliert die stark lokalisierten Storstellen-
niveaus, die in Form von Atomen der Selten Erden und Actiniden im
Kristall eingebaut sind. Die starke Coulombwechselwirkung zwischen
Elektronen, die in diesen Zustdnden lokalisiert sind, ist fiir die hohen

Korrelationen des Systems verantwortlich.

e Der Hybridisierungsterm Hpyyy, steht fiir den nichtverschwindenden Uber-
lapp zwischen den lokalisierten und delokalisierten Zustidnden. Hierdurch

treten die beiden Teilsysteme Hpa,q und Hy in Konkurrenz.

2Fiir eine Ubersicht siehe FULDE, KELLER und ZWICKNAGL (1988), HEWSON (1993) oder GRE-
WE und STEGLICH (1991).
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Die unterschiedlichen denkbaren Varianten des Andersonmodells sind insbesonde-
re beziiglich der Storstellenzahl und dem Detailliertheitsgrad der Parameterwahl

zu unterscheiden. In der vorliegenden Arbeit soll ein periodisches Andersonmodell
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(PAM) der Form

HPAM = Z 6kcl-cl_mckm + Z €f 7:;_mf7xm +V Z(C;vm tjm + f;vmcz—rl—m)

km rm

Hpand Hy Huyy,

zugrundeliegen. Hierzu sind einige Bemerkungen angebracht:

Die Storstellenniveaus am Gitterplatz x, fiir die eine IN-fache Entar-
tung angenommen wird, werden mit der magnetischen Quantenzahl m
indiziert. Die maximale Entartung von N =14 kann durch Spin-Bahn-
Kopplung oder Kristallfeldeffekte reduziert werden. Fiir ein Cer-Storstel-
lenatom mit einem j= g—Multiplett liegt z.B. eine sechsfache Entartung
vor (N=2j +1).

Die angenommene Entartung des Systems bezieht sich auch auf die wei-

teren Anteile des Hamiltonoperators: Die Bandzustdnde und damit die

+
km

le ist dies jedenfalls iiber die sphérische Darstellung der zugehorigen

¢, werden ebenfalls mit m indiziert. Im Falle einer einzelnen Storstel-
Wellenfunktionen moglich. Fiir ein Gitter 148t sich aber lediglich eine
Spinentartung, also eine Indizierung mit ¢ =7, | rechtfertigen, so daf}
das Modell strenggenommen fiir N > 2 eher eine formalisierte Verallge-

meinerung als ein reales physikalisches System darstellt.

Die Motivation, ein derartig vereinfachtes Andersonmodell zu betrach-
ten, ergibt sich zusammen mit der Annahme einer dispersionslosen,
m-erhaltenenden Hybridisierung V. Hieraus resultiert eine wesent-
lich vereinfachte Formulierung, bei der die Mischung der Zustédnde be-
ziiglich der ,verallgemeinerten magnetischen Quantenzahl® m allein iiber
die Coulomb-Korrelation verschiedener Kanéle auf der Storstelle statt-
findet. Eine spitere Erweiterung auf eine realistischere Hybridisierung

in Form des allgemeineren Ausdrucks
V. +V* e fF

FamC,
Mo J Trm -To Irmo ~rmJ o

ist dennoch nicht ausgeschlossen.

Ein Term fiir die lokale Coulombabstoflung der Form

Z U( ;rmfmm)( ;rm’f;vm’)

m<m/
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taucht im vorgestellten Hamiltonoperator (2.1) nicht mehr explizit auf.
Die Coulombenergie wird als so hoch angenommen (in Cer-Systemen be-
triagt sie typischerweise 5eV), dafi das Modell vereinfachend im Grenz-
fall U = oo betrachtet wird. Dies fiihrt dazu, dafl die Storstellen nicht
mehrfach besetzt werden konnen und allein durch die Zustdnde |0) und
|m) (m = 1...N) beschrieben werden. Man hat also den f-Teil des
Zustandsraumes auf solche Zustdnde einzuschrénken. Dies kann formal
dadurch geschehen, daf§ die f-Operatoren durch sogenannte Hubbard-
operatoren ersetzt werden (HUBBARD (1964)). Man kann aber ebenso
alle f-Operatoren mit Projektoren versehen, die gewéhrleisten, dafy der

eingeschriinkte Zustandsraum nicht mehr verlassen wird.?

fxm:: ( H (1_ ;—m’fxm’)) fxm
m!'#m

Die im folgenden durch einen Uberstrich gekennzeichneten neuen Ope-

ratoren f und f* erfiillen dadurch allerdings nicht mehr die Antivertau-

schungsrelationen von Fermioperatoren, die fiir die Formulierung eines

Wickschen Theorems unabdingbar sind.

e Wihrend beim Einstorstellenmodell das Elektronenband nur iiber sei-
ne Dichte in die Rechnungen eingeht, miissen fiir die Untersuchung der
rdumlichen Korrelationen im Gitter die geometrischen Details des zu
betrachtenden Bandes néher spezifiziert werden. Der Hamiltonoperator
Hpay enthélt in der obigen Darstellung (2.1) Bandelektronoperatoren
in Wannier- und Blochdarstellung. Diese gehen iiber eine Fouriertrans-

formation auseinander hervor:

1
= € Cikm

Com = —F7—
Nk:el.BZ

In Wannierdarstellung lautet der Bandanteil somit

Hpana = Y txyc;rmcym mit € = ZtOxeik‘”
TYym T

Vor allem im Hinblick auf den zu untersuchenden Grenzfall hoher Raum-

dimension wird als moglichst einfache Bandstruktur das Tight-Binding-

Band (siehe z.B. EcoNOMOU (1983) oder NOLTING (1992)) zugrunde-

gelegt, was einem Hopping ausschliellich zwischen néchsten Nachbarn

3Die f sind iiber die folgenden Relationen mit den Hubbardoperatoren X,,,,,,» := |m) (m/| gleich-
wertig: frﬁ = Xmo, fm = Xom, frtfm = Xmm-
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in einem hyperkubischen Gitter entspricht:

t fiir o,y nichste Nachbarn

t:zy - £6<x,y> = {

0 sonst
d

S e, =2t cos(k;)
i=1

Trotz der hier geschilderten Vereinfachungen gegeniiber einem realistischeren An-
dersongitter kann man annehmen, daf§ das Modell (2.1) weiterhin die wesentlichen

Eigenschaften eines Schwerfermionensystems wiedergibt.

2.3 Storungtheoretische Berechnung

des Einstorstellen-Andersonmodells

Eine wichtige Gemeinsamkeit aller in dieser Arbeit untersuchten Methoden zur Be-
handlung des Andersongitters besteht darin, daf sie die lokalen Korrelationen durch
ein (effektives) Single-Impurity-Andersonmodell beschreiben. Die Bemiihungen, die
Physik einer solchen magnetischen Storstelle in einer metallischen Umgebung theo-

retisch zu beschreiben, reichen inzwischen mehrere Jahrzehnte zuriick.

Dabei ist die bereits erwidhnte hohe Coulombabstoflung U zwischen Elektronen,
die an derselben Storstelle lokalisiert sind, die Ursache der starken Korrelationen
und 148t den Parameter U als Ausgangspunkt einer Stérungsrechnung ungeeignet

erscheinen.

Eine alternative Storungsrechung nach der vergleichsweise kleinen Hybridisierungs-

stiarke V' jedoch fiihrt auf eines der folgenden fundamentalen Probleme:

e Bei endlichem U enthélt der Hamiltonoperator des ungestorten Systems
mit der Coulombwechselwirkung einen Term, der nicht bilinear in Er-

zeugern und Vernichtern ist.

e Bei Annahme eines unendlichen U muf} der Hilbertraum auf Zustinde
mit unbesetzem oder nur einfach besetzem f-Niveau eingeschrinkt wer-
den. Die f-Operatoren (bzw. die Hubbardoperatoren) erfiillen in diesem
Raum aber nicht mehr die Antikommutatorrelationen, welche die Fer-

mistatistik garantieren.
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In beiden Fillen ist ein Wicksches Theorem fiir endliche Temperaturen (GAUDIN

(1960)) zur Zerlegung der Mehrteilchenerwartungswerte nicht mehr verfiigbar.

Die von KEITER und KIMBALL (1971) entwickelte Storungstheorie unterscheidet
sich von diagrammatischen Standardverfahren dadurch, daf sie nicht auf das Wick-
sche Theorem und eine Linked-Cluster-Entwicklung zuriickgreift. Von ihr ausgehend
lassen sich systematische Entwicklungen nach dem inversen Entartungsgrad % des
f-Niveaus sowie unendliche Teilresummationen durchfiihren (fiir eine Ubersicht vgl.
BICKERS (1987)).

Eine solche Teilresummation stellt die Non-crossing Approzimation (kurz: NCA) dar
(KEITER und KIMBALL (1971), KuRAMOTO (1983)). Sie liefert in weiten Parame-
terbereichen eine gute Beschreibung statischer und dynamischer Eigenschaften des
Single-Impurity-Modells. Insbesondere beschreibt sie die Bildung einer charakteri-
stischen Vielteilchenresonanz, der Abrikosow-Suhl-Resonanz, die fiir das Schwerfer-

mionenverhalten des Systems verantwortlich ist.

Auch in dieser Arbeit soll auf die NCA als Naherungsverfahren fiir die effektive
Storstelle des Gitterproblems zuriickgegriffen werden, da sie die Effekte der lokalen
Korrelationen fiir das Single-Impurity-Problem korrekt wiedergibt. In den folgenden
beiden Abschnitten werden die benottigten technischen Details der Methode kurz
erldutert.

2.3.1 Hybridisierungs-Stérungstheorie

Ausgangspunkt der hier verwendeten Storungstheorie fiir das Einstorstellen-Ander-
sonmodell ist der sogenannte atomare Grenzfall V' = 0, also eine Zerlegung des

Hamiltonoperators geméf

Hy = Hpana + Hy

- (2.2)
H = HHyb

H=Hy,+ H' mit {
wobei Hp,nq nun ein effektives Einteilchenband reprisentieren soll, das iiber den
effektiven Single-Site-Ansatz bereits Gittereffekte enthilt. Die folgende kurze Ab-
leitung orientiert sich an der Formulierung des Resolventenformalismus (KEITER
und MORANDI (1984)), bei dem die Diagrammregeln von vornherein im Energiebild

abgeleitet werden.

Als schreibtechnische Vereinfachung wird hier zunéchst eine N-fache Entartung der

f-Niveaus angenommen. (Die entsprechende Verallgemeinerung fiir eine Aufspaltung
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der entarteten Niveaus kann z.B. im Falle eines Magnetfeldes in naheliegender Weise
in Form eines Zeeman-Termes vorgenommen werden.) Das chemische Potential u sei

bereits in den Einteilchenenergien €, und €, enthalten.
Wird die Zustandssumme durch ein komplexes Konturintegral dargestellt

dz 1
Z=Spe P = ¢ = 7"
pe i .y

wobei die Integrationskontur alle Singularitdten der Resolvente ﬁ in positivem

Sinn umlaufen soll, so entspricht die Storungsentwicklung einer operatorwertigen

geometrischen Reihe

z—H z—Hy = z— Hj

n=0

Die Spur wird nun iiber eine vollstindige Basis des ungestorten Systems H, aus-

gefiihrt, deren Elemente als Produktzustinde gewahlt werden:

Hpaa |[N) = En|N)
Hylm) = en|m)

INm) :== |N)|m) mit {

Es bezeichnet also Ey die Gesamtenergie des Bandelektronensystems und ¢, die

0 firm=0
€ =
ef firm=1...N

Energie der Storstelle:

Zwischen alle Operatoren wird eine vollstdndige Basis eingeschoben und die Inte-
grationsvariable in jedem Summanden um die jeweilige Anfangsenergie des Bandes
Ey verschoben (z — z + Ey). Das ergibt

H z+1mz+1| H |N mz>

2=frme T T 2

n=0{N;m;} HZ—Gm EN—EN))

(Diese verkiirzende Schreibweise wird durch die Konvention Ny=N,, =N und my=

m,=m ermoglicht.)

Durch die spezielle Form des Hamiltonoperators und die gewéhlte Aufteilung in Hy
und H'

H' = Hyy, =V Z T

omk
ergeben sich nun nacheinander die folgenden Vereinfachungen. (Die f° und ¢” mit

0 = %1 bezeichnen Erzeuger bzw. Vernichteroperatoren.)
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Die Matrixelemente des Z&hlers lassen sich in den jeweiligen Teilrdumen
mit den Faktoren der Produktzustinde |N) |m) getrennt auswerten:
o Amlfur e fal m) (NT R, - R, IN)

{m;k;o;}
i=1...n

Die Zwischenzusténde |N;m;) (N;ym;| kann man tilgen, da ein gegebener
Satz von c- und f-Operatoren jeweils fiir nur genau einen Zwischenzu-

stand zu nichtverschwindenden Matrixelementen fiihrt.

Wegen der Einschrinkung des Hilbertraums fiihrt der f-Anteil zu der
Bedingung, daf} die f;‘;l abwechselnd ein f-Elektron erzeugen und im
nédchsten Schritt wieder vernichten. Entsprechend wird jeweils umge-
kehrt ein Bandelektron vernichtet bzw. erzeugt. Die Energienenner der
Zwischenzustédnde enthalten damit abwechselnd die Energie e bzw. 0

als lokalen Anteil.

Die Bandanteile der Energienenner Ey, —Ey beschreiben die Anregungs-
energien der Zwischenzusténde {iber dem Ausgangszustand |N). Fiir sie
gilt in Abhéngigkeit der k;

En,+1 = En, + 046,

Da die Energienenner durch die Subtraktion von Ey unabhingig vom
Ausgangszustand |N) sind, 148t sich die Teilsummation iiber das Band
ausfithren. Dies entspricht einer thermodynamischen Mittelung beziig-

lich des Systems der Bandelektronen:
1

ZBand N

e PEN (N| e Crimy |IN) = <CZZmn e Ckiml>HBand

mit Zgana = Son € PPN, Da Hpyng bilinear in den Erzeugern und Ver-
nichtern ist, 14t sich dieser Ausdruck mit dem Wickschen Theorem fiir
endliche Temperaturen (GAUDIN (1960)) als Summe iiber alle mogli-
chen vollstdndigen Paarkontraktionen schreiben. Jede Kontraktion fiihrt
zu einer Erhaltung der beteiligten Quantenzahlen m und k£ und einem
globalen Vorzeichen (—1)%, wenn s die Zahl der durchzufiihrenden An-
tivertauschungen bezeichnet. Die einzigen nichtverschwindenden Paar-

kontraktionen liefern die Beitrige

<Cchkm> = f(Gk) bzw. <Ckmczm> =1- f(ek)

1
it der Fermifunkti = S 1
mit der Fermifunktion f(e) e 4 1

25
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Damit ergibt sich ein Satz von Diagrammen T',, zu jedem Ausgangszustand |m), de-
ren Konstruktion durch die nachfolgend zusammengefafiten Regeln (S.27) beschrie-
ben wird. Sie fiihren auf die folgende Darstellung der durch Z = Z; Zg,,q definierten

Zustandssumme:

d
Zr=¢ = e Y Ry(z) mit Ru(z)= Y 7(2) (2.3)
2me
m 'Yerm
Die derart durch Diagrammsummation entstehenden R,,(z) werden auch als Propa-

gatoren bezeichnet.

Im weiteren Verlauf la83t sich durch Einfiihren einer Selbstenergie 3. eine teilweise Re-
summation von Diagrammen erzielen. Man betrachtet nur solche Diagramme, bei
denen der Ausgangszustand |N) zwischenzeitlich nicht wieder angenommen wird,
und stellt die Propagatoren als geometrische Reihe iiber diese sogenannten Selbst-
energieprozesse dar. (Formal 148t sich dies durch die Einfiihrung eines Projektors
Qn = 1 — |N) (N| erreichen, vgl. KEITER und MORANDI (1984)). Graphisch 148t
sich ein Selbstenergiediagramm leicht dadurch kennzeichnen, daf} es nicht durch
Zerschneiden einer lokalen f-Linie zerfillt. Zudem werden die ein- und auslaufenden
lokalen Propagationen entfernt. Bezeichnet I'> die Klasse aller solchen irreduziblen
Diagramme, die vom Zustand |m) ausgehen, so gelangt man zur Selbstenergiedar-

stellung
Ron(2) = ! mit Ta(z)= 3 y(2) (2.4)

z— €n — B (2) s
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Diagrammregeln fiir R,,(z), X,,(2), Z¢
(1) Man zeichne zu n=2p senkrecht angeordneten Vertizes von unten
nach oben abwechselnd n+1 durchgehende und gestrichelte Linien,
beginnend vor dem ersten Vertex und wéhle durchgehende Linien
fiir m=1... N und gestrichelte fiir m=0 (,,lokale Propagationen®).
Jeder Vertex erhélt einen Faktor V.

(2) Man verbinde auf der rechten Seite des Diagramms die Vertizes
paarweise miteinander unter Beachtung der Pfeilrichtungen der
durchgezogenen Linien (,Bandpropagationen“). Jede Linie erhélt
eine eigene Variable k, jede aufwirtsgehende Linie (Elektron) einen
Faktor 1—f (¢x) und jede abwirtsgehende Linie (Loch) einen Faktor

f(ex)-

(3) Jede durchgehende Elektronenlinie erhélt eine Quantenzahl m.
Uber alle inneren magnetischen Quantenzahlen m und Gitterim-

pulse k ist zu summieren.

(4) Jeder lokalen Propagation ist ein Energienenner —= zuzuordnen.
E erhélt man durch Summation aller Energien der Propagatoren,
die eine zwischen den entsprechenden Vertizes horizontal gezogene
Linie kreuzen: e; bzw. 0 fiir den lokalen Propagator und €; bzw. —¢;,

fiir jede aufwértslaufende bzw. abwirtslaufende Bandpropagation.

(5) Besitzen die Elektronenlinien s Uberkreuzungen, so ergibt dies

einen globalen Vorfaktor (—1)°.

Beriicksichtigt man allein irreduzible Diagramme (s.0.) und streicht zudem
jeweils die ein- und auslaufende lokale Propagation, so erhélt man 3,,(z) und
daraus R,,(z) gemé$ (2.4). Z; wird aus den R,,(z) iiber (2.3) berechnet.

Ist das System beziiglich m vollstdndig entartet, so erhédlt man nur zwei verschie-
dende Beitrige, die man mit Ry (bzw. Xy) fir m = 0 und mit R; (bzw. ) fiir
m=1...N bezeichnet.

Zur Illustration sind im folgenden einige Diagramme und ihre Beitréige abgebildet:
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B C
; ;
1 1
/N VON
1 1

K Dk'
1 1
1 1
N A K
1 1
/D/k
1
1
ON
1
1

(1= fler) (T = flew))

iz —epte)z(z—ep )z

fler) (1 — flew))

4
conv T rz—etea)z—eante)(z—€te)z
6 (L — fler ) f(exs) '
Py k%;kf; (Z o Gf)(Z - le)(z I A 31 +€k2)(z — €y T €y — €k4)
(1 — flers))

(Z — € — €y +€k2)(z _Ckl)(z - 6f)

Der jeweilige Faktor N? entsteht durch die Summation iiber p unabhéngige Quan-

tenzahlen m. Beispiel B ist kein Selbstenergiediagramm, Beispiel C a8}t sich durch

Renormierung eines Selbstenergiediagramms der Ordnung V2 gewinnen. Eine solche

Renormierung 148t sich systematisch durchfiihren, indem man die Selbstenergie als

Summe von Skelettdiagrammen auffalt und diese mit den vollstdndigen Propagato-

ren R,,(z) renormiert:

Sn(2) = 50 ({Ra}) + 50 ({Ra}) + ..

Als Skelettdiagramme kann man die Beispiele A und D identifizieren.

Analog zu der oben beschriebenen Storungsentwicklung 14t sich ebenfalls der f-

Elektronenpropagator G im Energiebild (d.h. in der Darstellung iiber Matsubara-
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frequenzen?) bestimmen.

B
Gyliw) = [dr e Gy(r) mit Gy(r) = ~ (T ] () 4(0)

Die analytische Fortsetzung von G(iw) in die obere komplexe Halbebene ergibt dann
die f-Spektraldichte iiber

1
ps(E) = ——Im Gy (E +id)

Die Stoérungsentwicklung von G in Resolventendarstellung (siehe z.B. KEITER und
MORANDI (1984))

, 1 pdz g,
Gf(zwn)zz 57 ¢ B Sp[

1 _ 1
z—Hfm

28
z—l—iwn—Hfm

fiihrt analog zur oben geschilderten Vorgehensweise zu einem Satz von Diagramm-

regeln:

Diagrammregeln fiir G (iw,)
Gegeniiber den Regeln fiir R,,(z) sind folgende Anderungen vorzunehmen:
(1’) Die Linie vor dem ersten Vertex ist auszulassen, es ist mit einer
durchgehenden Linie zu beginnen. Der erste und ein weiterer gera-
der Vertex werden als externe Vertizes hervorgehoben und erhalten
keinen Faktor V.

(2’) Zwischen den externen Vertizes wird links vom Diagramm eine
zusitzliche, abwértslaufende externe Linie mit der Energie iw,, ein-

gezeichnet.

(4’) Die externe Linie wird bei der Berechnung der Enegienenner mit-
beriicksichtigt.
Uber die ermittelten Beitrige muf lings einer alle Singularititen gegen den
Uhrzeigersinn umschliefenden Kontur integriert und mit der oben berechneten

Zustandssumme normiert werden. (Der Anteil Zg,,q kiirzt sich hierbei heraus.)

1 dz 4,
= p-—e "
Zyg) 2mi

4Zum Matsubaraformalismus finden sich Darstellungen z.B. bei FETTER und WALECKA (1971)
oder ABRIKOSOW, GORKOW und DSCHJALOSCHINSKY (1963).
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Man erhilt also alle f-Greenfunktionen gleichsam durch Aufschneiden der Zustands-

summendiagramme. Ein einfaches Beispiel hat die folgende Form

G
A

K
D G — N? V4Z (1 — flex))

0 (2 —ep Fiwy) (2 +iw, — €)

, f(ew)
(z—€r+iw,) 2z (2 —€p+ep) 2

b->

2.3.2 Non-crossing Approximation (NCA)

Die soeben definierte diagrammatische Storungsentwicklung liefert im Prinzip eine
vollstindige Beschreibung aller Beitrage zum Single-Impurity-Andersonmodell. Da-
bei werden im Rahmen der Selbstenergiedarstellung und der Skelettentwicklung be-
reits unendliche Resummationen der Storungsreihe vorgenommen. Eine vollsténdige
Resummation in Form eines geschlossenen Ausdrucks ist allerdings nicht moglich,
und so ist man darauf angewiesen, sich im Rahmen einer Ndherungsmethode auf
relevante Teilbeitrdge zu konzentrieren. Eine Methode, die dies leistet, ist die soge-
nannte Non-crossing Approrimation. Sie ist dadurch definiert, dafl nur der einfach-
ste Term der Skelettentwicklung X" beriicksichtigt wird. Dies fiihrt auf das
Gleichungssystem

Yo(z) = NV? zk:f(ek)Rl(Z —€r)
Yi(z) = V2 Z(l — f(er))Ro(z + €x) (2.5)

k

Die NCA-Gleichungen

Zusammen mit den Bestimmungsgleichung der Selbstenergieentwicklung

1 1
m Ry(z) =

Ro(2) = (2.6)

z— € —2q(2)
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bilden sie ein geschlossenes, nichtlineares Integralgleichungssystem.

Betrachtet man die NCA auf der Ebene der Basisdiagramme zu R,,(z), so 1afit sich
die Ndherung dadurch charakterisieren, daf3 ausschliefllich alle Diagramme ohne
Uberkreuzungen von Bandelektronenlinien beriicksichtigt werden (also die
Beispiele A, B und C, nicht aber Beispiel D). Auch die f-Greenfunktion 148t sich
bei Beschriankung auf diesen Diagrammtyp geschlossen berechnen. Das Beispieldia-

gramm G wird also z.B. mitberiicksichtigt.

, 1 dz 4, .

Der f-Propagator der NCA

_ _>7'_'4

Abbildung 2.1 Ry, Ry und Gy der NCA in graphischer Darstellung

Uberkreuzende Beitrige, also solche zu hoheren Skelettdiagrammen, kénnen durch
die Einfiihrung eines Vertexfaktors in den NCA-Gleichungen beriicksichtigt werden.
Das fiihrt auf Erweiterungen, wie die von GREWE und ANDERS (1994) durchgefiihr-
te, sogenannte Post-NCA. Deren Bedeutung fiir die vorliegende Arbeit wird im Ab-

schlukapitel kurz angerissen.

Man kann die besondere Eignung der NCA fiir den Fall hoher Entartung der Storstel-
le einsehen, wenn man %, den inversen Entartungsgrad der Storstelle, als kleinen
Parameter einer Entwicklung auffafit. Den Grenzfall N — oo kann man allerdings nur
sinnvoll definieren, wenn die Hybridisierungsstéirke angemessen mitskaliert wird und
damit das Gewicht von Hybridisierungsprozessen im Grenziibergang gleich bleibt.
Dies geschieht zweckméfBig durch die Skalierung

f/2
- N
Im Grenziibergang N — oo, V — 0 bleibt NV? dann konstant. Ermittelt man nach

V2

diesem Verfahren die Ordnung eines jeden Selbstenergiediagramms, so findet man
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das folgende Grenzverhalten: Die N gleichwertigen Diagramme des Typs A gehen
mit NV? = O(35), Diagramm C geht wie NV* = O(5r) und Diagramm D wie
NV®=0(35). Analysiert man analog auch den f-Propagator, so findet man, daf
die NCA alle Beitriage bis zur Ordnung % vollstindig beriicksichtigt und dariiber

hinaus Beitrdge hoherer Ordnung miteinbezieht.

2.4 Effektive Single-Site-Niherungen

Wihrend fiir das Single-Impurity-Andersonmodell (STAM) bereits seit seiner Ein-
fiihrung durch ANDERSON (1963) viele theoretische Methoden entwickelt wurden®,
erstreckt sich die theoretische Behandlung des Andersongitters im wesentlichen iiber
das letzte Jahrzehnt.

Wihrend das Single-Impurity Andersonmodell noch eine addquate Beschreibung von
Systemen mit geringer Storstellenkonzentration liefert, sind bei hoher Konzentrati-
on, d.h. insbesondere bei periodischer Anordnung der Storstellen an jedem Gitter-
platz, wie oben beschrieben, Kohérenzeffekte zu erwarten, zu deren Beschreibung

die rdumlichen Korrelationen beriicksichtigt werden miissen.

Es besteht daher ein starkes Interesse an der Konstruktion von Verfahren zur Be-
handlung des Andersongitters, die in der Lage sind, die fiir das Storstellengitter
spezifischen, neuen Phdnomene zumindest qualitativ zu beschreiben. Dazu wurden
in den vergangenen Jahren von mehreren Arbeitsgruppen parallel stérungstheoreti-
sche Verfahren entwickelt, deren Gegeniiberstellung und Diskussion im Hinblick auf
ihre Behandlung rdumlicher Korrelationen im Fokus dieser Arbeit stehen. Zu den
frithesten systematischen Ansétzen zihlen die XNCA (KuramoTo (1985)) und die
LNCA (GREWE (1987)). Aber auch spétere Formulierungen (z.B. HULSENBECK
und QIN (1994)) lassen sich hier einordnen.

Die erwédhnten Verfahren besitzen die folgenden Gemeinsamkeiten:

e Sie beruhen auf einer Stdrungstheorie nach der (im Vergleich zur lokalen
Coulombwechselwirkung kleinen) Hybridisierung zwischen den lokalen

Storstellenniveaus und dem delokalisierten Leitungsband.

e Sie behandeln das Storstellengitter auf der Basis eines effektiven Ein-
storstellen-Bildes. Dies bedeutet, dafl der Einflufl des Gitters allein tiber

SFiir einen Uberblick sei auf das Buch von HEWSON (1993) verwiesen.
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die Einfithrung eines effektiven Leitungsbandes modelliert wird. Dieses
Band wird wiederum aus den Streueigenschaften des effektiven Single-
Impurity-Systems ermittelt, so daf} sich ein System von Abhéngigkeiten

ergibt, das selbstkonistent gelost werden muf.

e Diese Beschreibungweise bedingt, dafl die im folgenden zusammenge-
fafBten Methoden wesentlich auf Formulierungen und Verfahren zuriick-
greifen, die im Rahmen der Behandlung des Einstorstellenmodells ent-
wickelt wurden. Dies bezieht sich vor allem auf die zugrundeliegende
Nichtstandard-Storungstheorie und die notwendige Ndiherung des Single-

Impurity-Problems durch die NCA, welche bereits vorgestellt wurden.

Fiir eine systematische Behandlung des Gitteranteils werden verschiedene N&herun-
gen vorgeschlagen, die die rdumlichen Korrelationen der kohérenten Streuung an
mehreren Storstellen beschreiben. Hierbei kann die Existenz eines kleinen Parame-
ters ({iber den Grenzfall hoher rdumlicher Dimension) eine kontrollierte N&herung

ermoglichen.

Im folgenden sollen die drei erwidhnten Ansétze kurz vorgestellt werden. Dabei liegt
das Gewicht im Sinne des Hauptgegenstandes der Arbeit auf der Darstellung der
raumlichen Korrelationen. (Die lokalen Korrelationen werden in allen drei Verfah-
ren im Rahmen einer NCA-Rechnung, wie sie in Abschnitt 2.3.2 geschildert wurde,
behandelt.) Die Darstellung konzentriert sich zudem auf die Formulierung der XN-
CA, da sich bei dieser der Grenzfall d=o00 am besten auf der Ebene der beteiligten

Elementarprozesse analysieren l&3t.

2.4.1 Die XNCA

Die von KURAMOTO und seiner Arbeitsgruppe unter dem Namen XNCA (,eX-
tended NCA*®) eingefiihrte Behandlung des Andersongitters (Kojima, KURAMOTO
und TAcHIKI (1984), KuraMmoTO (1985), Kim, KURAMOTO und KASUYA (1987a),
KiMm, KuraAMOTO und KAsuya (1990)) fu8t in ihrer methodischen Formulierung
wesentlich auf der Arbeit von KURAMOTO (1983). Hierin wird eine Stérungstheo-
rie fiir das Single-Impurity-Modell vorgestellt und als Naherungslosung werden die
oben beschriebenen NCA-Gleichungen abgeleitet. Die Beschreibungsweise ist aller-
dings im wesentlichen mit der bereits von KEITER und KIMBALL (1971) eingefiihrten

Theorie dquivalent.

Die Methode von KURAMOTO besitzt den Vorteil — zumindest formal — vergleichs-
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weise direkt zu einer effektiven Single-Site-Ndherung fiir das periodische Storstellen-
problem erweiterbar zu sein. Eine Besonderheit ist hierbei, daf§ zunéchst keine Neu-
formulierung der Hybridisierungs-Storungstheorie auf das Gittersystem vorzuneh-
men ist, sondern sofort ein effektives Single-Impurity-Modell definiert werden kann,
das sich fiir den Fall einer einzelnen Storstelle auf die bekannte Single-Impurity-

Storungsrechnung reduziert.

Die Definition einer Ndherung fiir das Andersongitter erfordert allerdings tieferge-
hende Uberlegungen zur Bedeutung riumlicher Korrelationen. Wihrend die Nihe-
rung des Single-Impurity-Modells im Rahmen der NCA durch den kleinen Parameter
% gerechtfertigt wurde (vgl. Abschnitt 2.3.2), benétigt man fiir Gittersysteme einen
weiteren Parameter, der eine kontrollierte Ndherung ermoglicht. KojiMmA, KURA-
MOTO und TACHIKI (1984) wihlen hier die Zahl i, wobei z, als ,effektive Zahl
nédchster Nachbarn, die das Bandelektron sieht, bezeichnet, aber nicht niher spezi-
fiziert wird. Man kann allerdings feststellen, daf z, nicht mit der Zahl der (geome-
trisch) néchsten Nachbarn (= 2d) gleichgesetzt wird, sondern vielmehr als zu einer

mathematisch giinstigen Skalierung frei zur Verfiigung stehend angesehen wird.

In der vorliegenden Arbeit wird allerdings, abweichend von den Originalarbeiten, die
Identifikation z, =2d vorgenommen und gezeigt, inwiefern sich die XNCA auf diese

Weise als Ndherung fiir hohe rdumliche Dimensionen schliissig formulieren 148t.

Im folgenden soll nun die Definition der XNCA als effektive Single-Site-N&dherung
gegeben und die durch die XNCA definierte Behandlung der rdumlichen Korrelatio-
nen in unendlichen Dimensionen diskutiert werden. Im Hinblick auf die zu erzielende
Darstellung des Gitterproblems als effektives Single-Site-Problem nimmt die XNCA

von vornherein die folgende Aufspaltung des Anderson-Hamiltonoperators vor:

HU = HBand + Z |:HI(-I$y)b + H(m)] +Hj("0)
x#0
HPAM == H() + H, mit S ~ d (28)
=:Hxo1

0
H' = HI(Jy)b

Als Storungsanteil wird nur die Hybridisierung an einem willkiirlichen Gitterplatz
(hier mit (0) bezeichnet) gewihlt. Das verbleibende System H, besteht aus der
lokalen Energie der ausgewéhlten Storstelle und einem fiktiven System Hy_;, das
entsteht, wenn aus dem Gitter die Storstelle (0) géanzlich entfernt wird. Man kann
dieses System Hyx_; als effektives Elektronenband, in das die ausgewéhlte Storstelle
eingebettet ist, auffassen, und tatséchlich reduziert sich dieses Band fiir den Single-

Impurity-Fall auch auf das ungestérte Band Hgayg.
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Mit der erlduterten Aufspaltung ergibt sich der wohlbekannte Ausgangspunkt fiir
eine storungstheoretischen Darstellung der Zustandssumme und der Greenfunktion
(siehe z.B. ABRIKOSOW, GORKOW und DSCHJALOSCHINSKY (1963)):

Z = Sp <e—5H0Te—foBdTH'(T))

Gi(r) = —Z7'Sp <Te_foﬁ ') f ) f(t))

In der hier gewihlten Kurzschreibweise sei der Index m an den f-Operatoren unter-

driickt. Der Operator T ist der Dysonsche bzw. Wicksche Zeitordnungsoperator.
Nun sei die Zustandssumme des fiktiven Systems Hy_; eingefiihrt:

Zn_1:=Spn_ge N
Durch den wie folgt definierten Projektionsoperator

P[ . ] = (ZN_l)_lspN_l[. . ]

wird die Wirkung des Teilsystems Hy_; herausgemittelt. Man beachte, dafy die Aus-

driicke nach der Projektion mittels P noch Operatoren im f(®-Raum bleiben.

Nun 148t sich Z formal iiber die Zustandssumme einer effektiven Storstelle Z; dar-

stellen:
Z - ZN_l,Zf
Zf = Sp f(0>R(ﬁ) (29)
(0) T
R(T) = e_THf PTe fO d/\H,()‘)

Nach einer Laplacetransformation
R(z) = — / dr e R(r)  R(B) = ¢ — e R(2)
0

erhalt man fiir die effektive Storstelle den Ausdruck

Zp = %eﬁ'zz}i’m(z) mit R, = (m|R(z)|m) (m=0...N)

Dieser Ausdruck entspricht der Darstellung (2.3) des Single-Impurity-Problems, und
man kann sich leicht iiberzeugen, daf fiir diesen Fall (Hy = Hpang + H](co), Hno1 =
Hpana) die oben beschriebene Storungstheorie (Abschnitt 2.3) reproduziert wird.
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Auch die Greenfunktion der effektiven Storstelle 148t sich mit Hilfe des Projektors

ausdriicken
_ - H(O) B /
6 = =27"Sp 1 (7P P (e 1A

Man beachte, dafl sich die Zustandssumme des effektiven Bandes Zx_; heraus-

gekiirzt hat und nicht mehr explizit auftritt.

Eine grofle Schwierigkeit, der jede direkte Stérungstheorie im Gitter begegnen muf,
ist, dafl das Excluded-Volume-Problem eine unmittelbare Definition einer Gitter-
selbstenergie verhindert. Im Rahmen des hier beschriebenen Projektionsformalismus
148t sich jedoch die Definition der Selbstenergie fiir das Einstorstellenproblem formal

direkt auf das Gitter iibertragen. Dazu wird der Projektionsoperator
Q=1-P

definiert. Dieser projiziert aus der Zustandssumme solche Terme heraus, die mit dem

Anfangszustand identisch sind. Mit der folgenden Selbstenergiedefinition
(0) T
S(r)=e THr PH(1)Te= QI M N gp (o)

erhédlt man nach Laplacetransformation im Energiebild

1
z—Hf—Z)(z)

R(z) =

Dies beweist, dafl im Single-Impurity-Fall die hier definierte Selbstenergie mit der
in (2.4) erkldrten identisch ist.

Bisher waren alle Umformungen dieses Abschnittes exakte storungstheoretische Um-
schreibungen. Das Excluded-Volume-Problem ist damit allerdings nicht umgangen,

sondern vielmehr auf die spatere Auswertung des effektiven Bandes verschoben.

Der elegante Projektorformalismus erlaubt es nun, das effektive Single-Impurity-
Problem besonders priagnant darzustellen. Der Einflufl des Restgitters mit N —1
Storstellen auf die Dynamik der effektiven Storstelle am Ursprung ist allein iiber

den Ausdruck
PTe™ foﬂ drH'(T)

bzw. in Selbstenergiedarstellung iiber

PH'(r)Te~ QI AN gp (o)
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vermittelt. Diese Ausdriicke beschreiben ein effektives Band und sind ebenso wenig
exakt losbar wie das volle Problem. Die nun notwendige Auswertung dieses effek-
tiven Bandes soll hier am Beispiel der Selbstenergiebeitrége niegdrigster Ordnung
in H' erfolgen. Dabei wird auch die Wirkungsweise des Projektors @ deutlich. Auf
eine ausfiihrliche Ableitung der Diagrammregeln sei hier zugunsten einer knappen
Darstellung der wesentlichen Aspekte verzichtet. Zum Zwecke der Vergleichbarkeit
seien die folgenden graphischen Darstellungen an die bereits fiir die Einzelstorstelle

verwendeten angelehnt.

In niedrigster Ordnung, d.h. in O(V?), ergeben sich die beiden folgenden, durch die

effektiven Bandkontraktionen definierten Beitrége:

I
Pcic, D /:\>\ Pc,cf

Abbildung 2.2 Beitrige O(V?) zur Selbstenergie

Die Indizes an den Fermioperatoren stehen verkiirzend fiir ihre Zeitabhingigkeit,

also z.B. ¢;:==c¢(7;). Der Zeitordnungsoperator wird ebenfalls unterdriickt.

Die néchste beitragende Ordnung O(V*) fiihrt auf den Term

Pc,Qci Qc,Qcf (2.10)

und den entsprechenden Ausdruck mit Erzeugern und Vernichtern an den jeweils an-
deren Stellen. Das abwechselnde Auftreten von Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren ist auf die spezielle Form des Storterms H' = Hyyy, zuriickzufiithren, ebenso
wie die Tatsache, dal eine Mittelung iiber eine ungerade Zahl von c-Operatoren

verschwindet.

Nach Ausfiihren aller Zwischenprojektionen erhilt man als einzig verbleibende Ter-
me

+
Pcycfe,cf — Peycg Peycy

Der zweite Summand korrigiert einen reduziblen Beitrag, der entsteht, wenn man

den ersten noch gemif der folgenden Kumulantenentwicklung ausschreibt:
Pcycge,cf = ) vollstindige Kontraktionen + Re,cf cocf (2.11)
= Pc,ci Peycf + Peycf Pegcy + Beyed cocy

Der Operator R bezeichnet dabei die hierdurch (und analog in héheren Ordnungen)

definierte kumulantische Mittelung. Diese 148t sich durch den Fall einer einzelnen
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Storstelle motivieren: Dort wird die Mittelung mit P durch eine einfache thermody-
namische Mittelung beziiglich Hg,nq ersetzt, bei der das Wick-Theorem anwendbar
ist. Die im Falle eines Storstellengitters hinzutretenden kumulantischen Beitrége
beschreiben also die Abweichung des effektiven von einem tatsdchlichen Einstorstel-

lenmodell.

Nimmt man die Selbstenergieentwicklung (2.10) und die Kumulantenentwicklung
(2.11) zusammen, so erhdlt man in der betrachteten Ordnung fiir ein anfinglich

besetztes f-Niveau die beiden folgenden Beitrige

+. .t
Reycz o0

_>__

Pcycf Pciey, A

Abbildung 2.3 Beitrage O(V*) zur Selbstenergie

Die beschriebene Vorgehensweise 143t sich analog in allen Ordnungen fortsetzen.
Dabei entstehen neben den Paarkontraktionen kumulantische Beitrage hoherer Ord-

nung.

Um nun zu einer geschlossenen Theorie zu gelangen, mufl eine Methode angegeben

werden, wie der effektive lokale Propagator
Go(7) = PTc(t)c*

zu berechnen ist. Dabei gilt es, die entstehenden, unterschiedlichen rdumlichen Kor-
relationen — einschliefllich der soeben beschriebenen Kumulanten — nach ihrer Be-

deutung in hohen Dimensionen abzuschétzen.

Die zunéchst vorzunehmenden Nédherungen, die fiir hohe Dimensionen exakt werden,

fiihren auf den folgenden Ausdruck fiir G.:

G’c = goo + Z Z 9oz, Tg;leg T... Tg;vlo (212)

I=1  A{x1,..2}
T F#xmVk,m=0...14+1

mit T = V2Gf und der Konvention xy = z;,7 = 0. Dieser beschreibt eine Reihe
von Elektronpropagationen durch das Gitter, wobei alle auftretenden intermedidren

Gitterplédtze voneinander und vom Ausgangsplatz verschieden sein miissen.
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Die Uberlegungen, die zu diesem Ausdruck fiihren, finden sich bei KojiMa, KURA-
MOTO und Tachiki (1984) und sollen hier kurz zusammengefafit werden. Fiir diese
Argumentation miissen alle Ausdriicke, die eine Mittelung iiber das Restgitter Hx_1
enthalten, in lokale Vertexteile und ungestorte Elektronpropagationen g,, zwischen
verschiedenen Gitterplitzen entwickelt werden. In diesem Bild kénnen nun die fol-
genden Nédherungen vorgenommen werden. (Eine detailliertere Begriindung ergibt
sich mit den Skalierungs- und Zahlargumenten, wie sie in Abschnitt 3.3 entwickelt

werden.)

e Die Beitrige aller Kumulanten verschwinden im Grenzfall d—oco. Der
Entwicklung der Viererkumulante BT c] cscy ¢; aus Bild 2.3 z.B. entspre-

chen in O(V*) die folgenden Gitterprozesse:

X0

N
-

Abbildung 2.4

Deren Verschwinden im Limes d — oo 1483t sich anhand des an spéterer
Stelle (3.5) néher diskutierten Skalierungsverhaltens des freien Elektro-

nenpropagators nachweisen.

e Mehrfachverbindungen zu einem Gitterplatz der Form

1
AN
1

1 1
X z

Abbildung 2.5
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verschwinden ebenfalls fiir d=o00 mit analogen Argumenten.

Durch das Einsetzen der Streumatrix 7" werden auch Gitterprozesse er-
zeugt, bei denen Uberzihlungen von Gitterplitzen auftreten. Als Beispiel
diene die folgende Abbildung

Abbildung 2.6

Diese sind wieder in d=o00 vernachléssigbar.

Durch Herausnahme des einzelnen Gitterplatzes (0) verliert das Restsy-
stem seine Translationsinvarianz. Die lokalen Streumatrizen sind somit
nicht mehr ortsunabhéngig und miifiten mit 7}, bezeichnet werden. Die
Abweichung von der fiir den Gitterplatz 0 berechneten Streumatrix ist

aber wieder von der Ordnung 5 und somit zu vernachléssigen.

Schlief3lich bleibt bei einer Storungsentwicklung noch das Problem zu be-
achten, daf ein etwaiges Linked-Cluster-Theorem im Gitter seine Giiltig-
keit verliert. Unverbundene Teilprozesse, sogenannte ,, Vakuumprozesse®,
lassen sich nicht mehr aus Zdhler und Nenner einer Storungsentwicklung
herauskiirzen. Dafl die Vernachléssigung von Vakuumprozessen dennoch
in unendlichen Raumdimensionen zu einem korrekten Ausdruck fiihrt,
148t sich daraus ablesen, daf} die im {ibrigen vollstindige Berechnung al-
ler Beitriage der Ordnung O(1) der XNCA zu einer geschlossenen Theorie
fiihrt, welche zu der spéter im Hilfsfeldformalismus abgeleiteten d=oo-
Storungstheorie dquivalent ist (s. Abschnitt 2.4.3). Letztere erweist sich
ebenfalls als beziiglich des rdumlichen Anteils exakte Theorie des unend-

lichdimensionalen Andersonmodells.

Nach der Eliminination aller Beitrdge, die in d=o00 offensichtlich verschwinden,

bleibt als zentraler Ausdruck fiir die Beschreibung der rdumlichen Korrelationen

im unendlichdimensionalen Andersongitter die Gittersumme (2.12). Sie enthélt die

nicht-lokalen Korrelationen des Andersongitters in Form des in Kapitel 3 ndher zu
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untersuchenden Excluded-Volume-Effektes und mufl ebenfalls in einer kontrollierten

Néherung bestimmt werden.

Kim, KURAMOTO und KASUYA (1990) geben hierzu die folgende Losung an. Sie

schlagen eine Skalierung des reduzierten freien Bandpropagators

gwy =Gxy — 9006:153/

mit dem Faktor ZL vor und berechnen die Gittersumme bis zur ersten Ordnung in ZL
nach einer Methode von BRouT (1960,1961) zur Summation in Spinsystemen mit
dem Ergebnis

Cu(2) — goo =/ (2)/1(2) = < 9k (2) > (2.13)

L+7(2) = 1(2) gk (2)
Die Skalierungsargumentation an dieser Stelle ist jedoch in mehrfacher Hinsicht

inkonsistent:

e Das Skalenverhalten des ungestorten Propagators g,, lat sich nicht
willkiirlich mit i festlegen, wenn z, eine konkrete Bedeutung als Zahl
néchster Nachbarn haben soll.

e Wird die Skalierung unabhéngig von der Sprungweite d(x,y) vorgenom-
men, so erhilt man divergierende Beitrdge von Spriingen zu entfernteren
Gitterplidtzen, da deren Zahl exponentiell mit dem Abstand ansteigt.
(Dieses Argument wird im folgenden Kapitel noch in konkreterem Zu-

sammenhang diskutiert werden.)

e Um eine nichttriviale Bestimmungsgleichung fiir das effektive Band der
Form (2.13) zu erhalten, miissen Beitrdge der Ordnung (’)(i) beriick-
sichtigt werden, so daf} fiir unendliche Raumdimensionen eine verschwin-

dende Korrektur resultieren wiirde.

Dennoch ist die so erzielte Bestimmmungsgleichung (2.13) in ihrer algebraischen
Form korrekt. Sie 148t sich bei Identifikation von 5 als korrektem Skalierungspara-
meter im Grenzfall d— oo, also in der Ordnung O(Z5) ableiten. Eine ausfiihrliche
Analyse dieser Ableitung — in einem etwas allgemeineren Rahmen — wird Gegenstand

des Abschnittes 3.3 sein.

Man muf§ also festhalten, dal die XNCA in ihrer urspriinglichen Formulierung die
zentrale Bedeutung der Raumdimension als Kontrollparameter noch nicht erkannt
hat, und daher mit einer vage belassenen ,effektiven Zahl von Nachbarn“ argumen-
tiert. Der Kern einer korrekten 5—Entwicklung des Excluded-Volume-Problems ist

in ihr jedoch schon enthalten.
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In Kapitel 3 wird daher ausfiihrlich diskutiert, wie der Grenzfall unendlicher Dimen-
sionen und damit der Kontrollparameter % fiir eine Berechnung der Gittersumme
korrekt zu behandeln sind. Die Bedeutung der rdumlichen Korrelationen und damit
der Excluded-Volume-Effekt wird dort sowohl im Rahmen der XNCA als auch dem
daraus abgeleiteten, stark vereinfachenden Modell des Self-avoiding Walks unter-

sucht werden.

2.4.2 Die LNCA

Auch die LNCA fiihrt zu einer Néherung des Gitters durch ein effektives Single-
Impurity-Modell. Sie unterscheidet sich aber in mehreren Aspekten von der XNCA:

1. Storungstheoretischer Ausgangspunkt ist eine Entwicklung nach der Hy-
bridisierung an allen Gitterpldtzen, d.h. eine Aufteilung des Hamilton-

operators geméf

Hpayt = Hpana + S Hy" + 3" HE), (2.14)
~~ - L/—’
:HO ::Hl

Dadurch miissen Hybridisierungsprozesse an allen Gitterpldtzen einbe-
zogen werden. Hierzu wird eine Erweiterung der fiir das Einstorstellen-
problem formulierten Resolventenmethode auf ein Gittersystem erforder-
lich. Eine solche findet sich bei GREWE und KEITER (1981) beschrieben.
Detaillierte Ableitungen sind auch bei SCHONENBERG (1989) und LEU-
DERS (1994) zu finden.

2. Erst ein ,,Aufschneiden® von korrelierten Prozessen fiihrt zu einer ef-
fektiven Single-Site-Theorie. Dabei bezieht sich die LNCA zunéchst auf
die Zustandssumme des Gittersystems, was zu leichten Abwandlungen
der resultierenden Gittersumme fiihrt. Diese werden weiter unten kurz

erlautert.

3. Die Vorgehensweise beim Entkoppeln der korrelierten, simultanen Pro-
zesse auf mehreren Gitterplitzen wird bei GREWE (1987) systematisch
erldutert. Allerdings ist die Entscheidung fiir die willkiirliche Entkopp-
lung bestimmter Prozesse durch die pragmatischen Zielsetzung der For-
mulierung einer effektiven Single-Impurity-Theorie begriindet, und wird
noch nicht auf einen Kontrollparameter wie etwa die inverse Raumdi-

mension bezogen.
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4. Die nicht-lokalen Korrelationen werden auch in der LNCA durch ei-
ne Gittersumme mit Gitterplatzausschluff beschrieben. Das Excluded-
Volume-Problem wird jedoch nicht weiter analysiert, sondern eine ein-
fache Ndherung fiir die Gittersumme angegeben. Im Gegensatz zur XN-
CA fiihrt diese Ndherung nicht auf eine exakte Losung des Excluded-
Volume-Problems in unendlichen Dimensionen. Inwiefern sie in endli-
chen Dimensionen dennoch zu relevanten Ergebnissen fiihren kann, wird
im Abschlufiteil der Arbeit diskutiert werden. Hierzu wird dann die in
Kapitel 3 vorzunehmende Analyse von raumlichen Korrelationen in un-

endlichen Dimensionen Kriterien liefern.

Die prinzipielle Vorgehensweise der LNCA soll anhand der beiden folgenden Ab-
bildungen illustriert werden. Die erste zeigt einen typischen stérungstheoretischen

Beitrag zu Z, an dem drei Gitterplitze beteiligt sind.

VON
1

:

AN AN ZON
1
1

Abbildung 2.7 Beitrag zu Z im Andersongitter

Die Korrelationen zwischen den Gitterplatzen driicken sich dadurch aus, dafl die
Energievariablen der Zwischengitterspriinge voneinander abhéngen. L&t man diese
Abhingigkeit ndherungsweise unberiicksichtigt, so 1d8t sich die Zustandssumme als

Produkt effektiver Einstorstellen-Zustandssummen Z; darstellen:

Z=(Z)"
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Dies geschieht durch die folgendermaflen definierte Ndherung des Gitterbeitrags:

e Man identifiziert geschlossenene Ringe von Elektronenpropagationen, die
sich auch iiber mehrere Gitterplitze erstrecken koénnen, (,one particle
rings“) und zieht diese auf jedem Gitterplatz, den sie beriihren (,local

attachment“) zusammen.

e Die lokale Bandpropagation wird mit den Streuprozessen auf den ande-
ren Gitterpldtzen renormiert, was graphisch durch einen offenen Kreis

symbolisiert wird.

e Da ein geschlossener Ring, der [ Gitterplatze beriihrt, hierbei [-fach {iber-
1

zéhlt wiirde, gewichtet man ihn mit dem Faktor ;5.

Wendet man dies auf den in Abbildung 2.7 dargestellten Prozef} an, so erhilt man
in graphischer Darstellung das folgende Ergebnis:

Abbildung 2.8 Aufschneiden und Renormieren in der LNCA

Auf diese Weise ersetzt die LNCA den lokalen Bandpropagator GG, durch einen effek-
tiven Bandpropagator G., der wiederum von der lokalen Streumatrix 7' = V2G £(2)

des effektiven Einstorstellenmodells abhéngt

Ge=gn+Y. Y 5900 T0nmT .. T guo (2.15)

=1 {x1,...,.x1}
T FZrm Vk,m=0...14+1

mit zog=x;,1 =0, bzw. in graphischer Darstellung
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}:>+%i> %i}

Abbildung 2.9 Der effektive Propagator G. in der LNCA

Das lokale effektive Einstorstellenproblem 16st die LNCA wiederum im Rahmen der
durch die NCA definierten Nidherung.

Trotz des unterschiedlichen Zugangs von XNCA und LNCA bleibt als einziger forma-
ler Unterschied im Ergebnis der Vorfaktor 1%1’ der auf die Tatsache zuriickzufiihren
ist, daf} die LNCA ein Naherungsverfahren fiir die Zustandssumme ist, wahrend die
XNCA die lokale f-Greenfunktion zum Ausgangspunkt macht. Formal ist jedoch der
Unterschied zwischen den beiden Gittersummen (2.12) und (2.15) nicht sehr grof.
Wie bei KEITER, LEUDERS, MELSHEIMER und SCHONENBERG (1995) gezeigt wur-
de, lassen sich beide Verfahren leicht durch Einfiihrung eines formalen Parameters

A auf gemeinsamer Basis behandeln. Die Gittersumme schreibt sich dann

G N =g0+> Y 9 ATGures AT ... AT guyo (2.16)

=1 A{x1,...,.x1}
T #rmVk,m=0...141

was einer Ersetzung der Form G.()\) = G.(T — AT) entspricht. Damit gelten nim-

lich die exakten Darstellungen

GXNCA — g(A=1) (2.17)
1

GuNea _ /d)\G(A) (2.18)
0

so dafl sich die Bestimmung des effektiven Bandes fiir beide Verfahren im wesentli-
chen mit denselben Methoden durchfiihren 148t.

Die LNCA in ihrer urspriinglichen Formulierung nach GREWE (1987) fiihrt keinerlei
Uberlegungen zur Bedeutung des Limes d=o0 in den soeben beschriebenen Nihe-
rungen aus. Auch bei der Berechnung der Gittersumme wird das Excluded-Volume-
Problem in einfachster Niherung dadurch beriicksichtigt, dafl allein die sofortige

Riickkehr ausgeschlossen wird

éc()\) ~ goo + Z Z 90ir AT Guran AT .. . AT g0

=1 {z1,....x1}
Tm ALy 1Ym=0...1—1
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mit xg = x;41 = 0. Diese sogenannte ,,Nachbarindexnéherung*(nia) 148t sich leicht

explizit auswerten®

Sr<nia> (\) 9k — Joo 91

so daf} sich fiir die LNCA mittels (2.18) der bei GREWE (1987) [3.4] angegebene
Ausdruck ergibt
GENCA = gog — T H(In(1 — T'(gr. — go0)) (2:20)

Die numerischen Resultate, die sich bei dieser Behandlung des Excluded-Volume-
Effektes ergeben, werden in Kapitel 6 mit anderen Verfahren verglichen. Eine Beur-
teilung dieser Methode wird mit Blick auf die allgemeinen Ergebnisse des Kapitels
4 zum Excluded-Volume-Problem im Abschlufikapitel stattfinden.

2.4.3 Die Hilfsfeldformulierung

Ein weiterer Zugang zur Beschreibung des Andersongitters wurde von HULSENBECK
und QIN (1994) angegeben. Hierbei handelt es sich ebenfalls um eine Abbildung auf
ein effektives Single-Impurity-Problem, das mittels NCA ndherungweise gelost wird.
Formal wird hier mit dem sogenannten Hilfsfeldformalismus gearbeitet, (vgl. z.B.
BRANDT und MIELSCH (1989)) und der auf BAYM und KADANOFF zuriickgeht.
Das Hilfsfeld A und die effektive Bandgreenfunktion G, stehen in der Beziehung

~ 1

G, = 2.21
P (2.21)

Aus den Bewegungsgleichungen folgen die Relationen

1 ~ 1
Ge=———=, Gy= = (2.22)
Z—)\—V2Gf Z—Gf—Zf—VzGc
mit der Selbstenergie Y, gemif}
Gp—— " (2.23)
F= Z —€f — Ef '

Fiir den Fall d =00 wird nun mit der sogenannten ,lokalen Ndherung®“ argumentiert.
Diese postuliert die k-Unabhdngigkeit der f-Selbstenergie, die in d=o00 exakt wird
(vgl. MULLER-HARTMANN (1989)). Dann erhélt man die Selbstkonsistenzbedingung

@:<—_J_fr> (2.24)
z—w—V3Gy

fDie Mittelung (...) wird im folgenden Kapitel niher erléutert.
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Dieser Satz von Gleichungen bestimmt das G., das als effektives Band in die NCA
eingeht. Nach einem Hinweis von H. KEITER erweisen sie sich als vollig dquivalent
zur XNCA, was man erkennt, wenn man nacheinander alle ,,Hilfsgrofien* eliminiert.

Die Gleichungen (2.21) bis (2.23) implizieren die einfachen Bewegungsgleichungen
Gy =Gy +GV*G.Gy und
G, =G, +G VGG, bzw. G, = G.+ G.V?G4G,
Damit 148t sich das gesuchte G, bestimmen

N € g(w)
Ge = 1+ V3G, <(1 +V2G;G.) (1 — Vzéfg(w))> (2:25)

mit g(w) = . Dies ist wegen Gy (14 V2G,G.) = Gy

5 g(w)
6= {17 Va6 (G g(w))> (2:20)

und damit identisch mit der Bestimmungsgleichung der XNCA, wie sie in Kapitel
5 abgeleitet werden wird. Alle numerischen Resultate dieses Ansatzes werden bei

Wahl derselben Parameter also mit denen der XNCA iibereinstimmen.



Kapitel 3

Das Excluded-Volume-Problem
bei Gitterwegen in hohen

Raumdimensionen

Im vorangegangenen Kapitel war aus der storungstheoretischen Behandlung des An-
dersongitters als zentrale Gleichung fiir das periodische Storstellengitter ein Aus-
druck fiir eine Summe iiber Gitterwege (2.12) hervorgegangen. Um Aussagen iiber
die durch diesen Term beschriebenen rdumlichen Korrelationen zu erhalten, soll er
an dieser Stelle innerhalb des grofieren Kontextes der Self-avoiding Walks untersucht

werden.

Nach einer Analyse der Verwandtschaft der beiden Systeme ,, Andersongitter und
,Self-avoiding Walk® und der Definition eines fiir die Zwecke dieser Arbeit benétig-
ten verallgemeinerten Self-avoiding Walks wird im Hauptteil des Kapitels eine ak-
tuelle Technik zur Behandlung von Self-avoiding Walks in hohen Dimensionen, die
sogenannte Lace-Entwicklung, angewendet. Die Ergebnisse des Kapitels stellen sich
in Form einer Entwicklung nach der inversen Raumdimension 5 dar, deren nullte

Néaherung das System in unendlichen Raumdimensionen beschreibt.

Neben der dimensionalen Entwicklung der Gittersumme des Andersongitters, von
der die Diskussion ausging und die in Kapitel 5 in ihren Konsequenzen weiter ana-
lysiert wird, ergibt sich auch die Moglichkeit, anhand der allgemeinen, formalen
Ergebnisse dieses Kapitels Aussagen iiber den zuriickkehrenden Self-avoiding Walk
zu gewinnen. Hierbei wird sich herausstellen, dafl in hohen Raumdimensionen beim

zurickkehrenden Self-avoiding Loop im Gegensatz zum offenen Self-avoiding Walk

48
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nicht alle Korrelationen verschwinden. Eine genauere Analyse dieses bisher in der
Literatur nicht beachteten Sachverhalts, aus dem man zudem Kenntnisse iiber rdum-
liche Korrelationen im Andersongitter gewinnen kann, findet im Anschluf} in Kapitel
4 statt.

3.1 Die Gittersumme und Self-avoiding Walks

Wesentliches Merkmal der verallgemeinerten Gittersumme?!:?

00 #
Gwy = Z Z Gzxy * Geize * -+ - " Gz 120 " Gzny (31)

n=0 Z1,...,&n

ist der durch das Ungleichheitszeichen iiber dem Summenzeichen angedeutete paar-

weise Ausschlufl von Indexgleichheiten:

#

. = )

L1yeeeyln L1y.9yTn

rEL A2 FYViFE]

Man kann jeden einzelnen Summanden des obigen Ausdrucks als eine Folge von
Spriingen, ausgehend vom Gitterplatz x iiber =y ...z, nach y auffassen. In diesem
Sinne représentiert jeder Summand einen Random Walk mit beliebiger Schrittweite.
Der Ausschlufl von Indexgleichheiten bedeutet dann, dafl der Weg durchs Gitter
niemals auf einen bereits besetzten Gitterplatz zuriickkehren kann, also einen Self-
avoiding Walk darstellt.

Der klassische Self-avoiding Walk, bei dem die Einzelschritte jeweils nur zu einem
unmittelbar benachbarten Platz im kartesischen Gitter erfolgen, stellt gleichsam das
Paradigma der durch (3.1) beschriebenen Systeme dar.

Die Schwierigkeit, eine solche, stark restringierte Summe auszufiihren, 148t sich mit

dem Schlagwort Fxcluded-Volume-Problem beschreiben. Dieses tritt immer dann auf,

!Die lokalen Streumatrizen T' werden hier unterdriickt, kénnen aber ohne Schwierigkeiten in
den Losungsausdriicken wieder riicksubstituiert werden, so dafl man aus dem hier definierten G
unmittelbar den effektiven Bandelektronenpropagator des Andersongitters zuriickgewinnen kann
(vgl. Abschnitt 5.1.2).

’Die Summation iiber Gitterplitze erstreckt sich immer {iber ein endliches, hyperkubisches
Teilvolumen des kartesischen Einheitsgitters R? C z? mit N Zellen:

Die Gitterkonstante a wird formal gleich 1 gesetzt.
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wenn es einem System verboten ist, eine Stelle im Raum (in diesem Fall einen
Gitterplatz) mehrfach zu besetzen. Zu theoretischen Schwierigkeiten kommt es dabei
erst, wenn man bei dem betrachteten System Wege beliebiger Linge beriicksichtigen
muf}. Dies ist z.B. beim hier betrachteten Andersongitter der Fall, da eine moglichst
vollstindige Resummation der Gitterstérungsreihe angestrebt wird. Dann macht
sich bemerkbar, dafl der Platzausschluf} eine globale Zwangsbedingung darstellt, die

Korrelationen zwischen Teilstiicken des Weges mit beliebigem Abstand erzeugt.

Ganz analoge Probleme stellen sich bei der Untersuchung des klassischen Self-avoi-
ding Walks. Dieser dient gewdhnlich als fundamentales Modell fiir lange, lineare
Polymere in guten Losungmitteln® (BARBER und NINHAM (1970) [Kap.7,9,10], SLA-
DE (1994)). Die durch die Beschrinkung auf feste Bindungslingen und ein diskre-
tes Raumgitter stark vereinfachte Modellvorstellung ist unbedeutend fiir Groflen,
die sich auf das asymptotische Verhalten von langen Ketten beziehen, wie z.B.
den Gyrationsradius eines realen Polymers. Der Self-avoiding Walk stellt somit
den einfachsten Vertreter einer Universalitdtsklasse mit denselben kritischen Ki-
genschaften dar.* Die aufgrund dieser Argumente interessierende Asymptotik des
Self-avoiding Walks macht aber eine genauere Betrachtung der langreichweitigen

Excluded-Volume-Korrelationen erforderlich.

Unter den zahlreichen Typen von korrelierten Random Walks (fiir eine Ubersicht
sieche HUGHES (1995) [Kap.7]) sind die meisten mehr oder weniger starke Modifi-
kationen des Self-avoiding Walks. Der Untersuchungsschwerpunkt der vorliegenden
Arbeit ist der an seinen Ausgangspunkt zuriickkehrende Self-avoiding Walk, der auch
als Self-avoiding Loop (SAL) bezeichnet wird. Er stellt ein Modell fiir lange Poly-
merringe in guten Losungsmitteln dar. Seine Bedeutung im allgemeinen Kontext der

Self-avoiding Walks wird im einleitenden Abschnitt von Kapitel 4 erlautert.

Der Self-avoiding Loop und sein nicht korrelierendes Pendant, der Random-Loop,

3In guten Losungsmitteln werden die Wechselwirkungen zwischen den Monomeren unterbunden,
und es verbleibt allein der Excluded-Volume-Effekt als Korrelationen erzeugende Wechselwirkung.
Am sogenannten ©-Punkt kompensieren die attraktive Monomer-Monomer-Wechselwirkung und
die Excluded-Volume-Abstoung einander derart, dal Polymere in diesem Regime durch (freie)

Random Walks beschrieben werden konnen.

*Eine kurze Ubersicht bietet der Artikel von SLADE (1994), eine ausfiihrliche Bibliographie
findet sich in dem umfassenden Werk von HUGHES (1995).
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werden am giinstigsten anhand ihrer erzeugenden Funktionen untersucht:

Random Loop Self-avoiding Loop

Anzahl der Loops
Qo Uan
der Lénge 2n 2 ? (3.2)

2n 2n

erzeugende Funktion | C'(z) = ) aznzd—n Gz)=> U2nil—n
n=1 n=1

Hierbei ist zu beachten, dafl im hyperkubischen Gitter nur Wege mit gerader Lénge
zum Ausgangspunkt zuriickkehren kénnen (ag, 11 = us,4+1 = 0 fiir n € Ny). Die in
der Literatur nicht iibliche Skalierung mit der inversen Raumdimension din wurde
gewihlt, da in dieser Arbeit hohe Raumdimensionen von besonderem Interesse sind.
Sie dndert nichts Wesentliches an den erzeugenden Funktionen (G(z) <+ G(J5)),
ist aber eine giinstigere Darstellung fiir den Grenziibergang d— oo. Da sich in 4.2.2
und 4.2.3 herausstellen wird, dal as, ~ us, ~ d", bleibt G(z) beim Ubergang Al

unendlichen Raumdimensionen endlich.

Die Gittersumme (3.1) beinhaltet nun auf die im folgenden beschriebene, natiirliche
Weise bereits das Problem des klassischen Self-avoiding Walks. Als Einschrittpro-
pagator wihlt man

z

) 1 fiir 6(z,y) =1
Gy = ﬁ 6<:v,y> mit 6<:v,y> = { ( )

3.3
0 sonst ( )

Dieser 1a8t also nur Spriinge zwischen Gitterpldtzen mit dem Abstand §(z,y) = 1
zu. Die Metrik 6 auf dem kartesischen Raumgitter Z? ist der Betragssummennorm

zugeordnet:
d
dy)=lle—ylh  mit Jluli=3_|ul
i=1

Sie definiert solche Gitterplatze als benachbart, die durch einen Schritt der Lange 1
lings der Koordinatenachsen erreichbar sind. Dabei wird zusétzlich fiir jeden Ein-
zelschritt mit der rein formal eingefiihrten komplexen Variablen z multipliziert. Auf
diese Weise verbleiben in der Gittersumme nur die Summanden, bei denen die Folge
der Indizes z,xq,... einen Weg représentieren, bei dem die jeweils aufeinanderfol-
genden Gitterplatze nichste Nachbarn sind. Damit ist das Pendant der Gittersumme
(3.1) fiir den geschlossenen Self-avoiding Loop

00 #
G = Z Z 9oz; “ Gzizs " - -+ " Grp_12n * 92,0 (34)

n=0 1,..., Tn
identisch mit der durch (3.2) bereits definierten erzeugenden Funktion G(z) des Self-
avoiding Loops bzw. bei Aufheben der Restriktionen mit der des Random Loops

C(z).
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Die im folgenden Abschnitt ausgefiihrten Berechnungen finden nun im Rahmen eines
allgemeineren Random-Walk-Begriffes statt. Die Einzelschritte werden nicht mehr
auf Spriinge zu nédchsten Nachbarn beschrinkt, sondern koénnen sich beliebig weit
iiber das Gitter erstrecken, wobei ihre ,, Sprungwahrscheinlichkeiten® vom Einschritt-
propagator g, des jeweiligen Problems kontrolliert werden. Wesentliche Anforde-
rung an diesen ist das — speziell an zuriickkehrende Wege angepafite — dimensionale
Skalierungsverhalten im Grenziibergang d — oo:

oy ~ A= 5" (3.5)
Dieses Skalierungsverhalten erfiillen insbesondere der Propagator des klassischen
Self-avoiding Walks (3.3) und der Bandelektronenpropagator (D.1) des Tight-Bin-
ding-Bandes (s. Anhang D). Die Uberlegungen dieses Kapitels gelten aber fiir alle

Gitterwege mit Einschrittpropagatoren, die gemif} (3.5) skalieren.

Eine weitere, wesentliche Bedingung fiir die folgenden Ausfiihrungen ist die Transla-
tionsinvarianz des Problems, die sich in der gitterperiodischen Translationsinvarianz
des Einschrittpropagators manifestiert®: g, . = gsy = go,y—». Hierdurch 148t sich das
Problem giinstig in den Fourierraum, d.h. in den Vektorraum des reziproken Git-
ters transformieren®. Dabei gelten die folgenden Transformationsformeln fiir eine
gitterperiodisch translationsinvariante Matrix A;, und deren Fouriertransformierte
A
A=~ Soe HFE WAL A=) Ay,
N < p

Mit dem Operator im Fourierraum

1
k
der linear und normiert ist und damit alle Eigenschaften eines Mittelungsoperators

besitzt, gilt

Az = Ao = (Ag) > Avey Ao = ((Ap)"™) (3.8)

Tlyeeeyln—1

PNicht relevant hingegen ist die Inversionssymmetrie (gz, = gya), die allerdings bei den hier
vorliegenden Problemen gegeben ist und mitunter zu Vereinfachungen ausgenutzt wird.

6Enthilt das endliche Gitter R? insgesamt N = Nj...Ny Zellen, so erstreckt sich die k-
Summation im Fourierraum iiber die N Zellen der ersten Brillouinzone R?, die z.B. als karte-
sisches Produkt der Mengen {271'2,—2 | n;=0,..., N;—1} gewihlt werden kann. Im Grenzfall N — oo
(R?=7%) geht die k-Summe in ein Integral iiber:

1 1 .
¥ (2m)d /[072ﬁ]dd b (3.6)

keRd
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3.2 Die Lace-Entwicklung der Gittersumme

Die oben beschriebene Analogie der Anderson-Gittersumme mit dem Self-avoiding
Walk auf hyperkubischen Gittern legt eine Behandlung mit Methoden nahe, wie sie
in den letzten Jahren fiir den Self-avoiding Walk in hohen Dimensionen entwickelt
wurden. Im folgenden wird daher eine Verallgemeinerung der in der mathematischen
Physik bekannten ,Lace“”-Entwicklung auf Gittersummen der obigen Form vorge-
stellt. Diese fithrt dann auf eine exakte Bestimmung der Gittersumme in unendlichen
Raumdimensionen und eine Berechnung aller Korrekturbeitrdige erster Ordnung in

der inversen Raumdimension.

Die Lace-Entwicklung wurde erstmals von BRYDGES und SPENCER (1985) ein-
gefiihrt, um kritische Exponenten des schwach wechselwirkenden Self-avoiding Walks
in hohen Dimensionen zu bestimmen. HARA und SLADE (1992a/b) bewiesen im Rah-
men ihrer Untersuchung des kritischen Verhaltens des , klassischen® Self-avoiding
Walks die Konvergenz der Lace-Entwicklung®. Seitdem gibt es im wesentlichen zwei

unterschiedliche Zugénge.

Bei der ersten Methode (vgl. z.B. MADRAS und SLADE (1993)) wird die fiir einfache
Random Walks geltende Dysongleichung durch Einfiihrung einer Selbstenergie auf
Self-avoiding Walks erweitert. Diese Selbstenergie wird dann induktiv durch sukzes-
sives Ein- und AusschlieBen von Uberkreuzungen entwickelt. Da dieser Zugang der
intuitivere ist, soll er auch der im folgenden Abschnitt ausgefiihrten Verallgemeine-

rung zugrundeliegen.

Die zweite Methode ist die urspriinglich von BRYDGES und SPENCER (1985) verwen-
dete und hat eher algebraischen Charakter. Hierzu findet sich eine kurze Arbeit von
ZEILBERGER (1997), in der er eine Axiomatisierung des , Lace“-Begriffes vornimmt
und die Lace-Entwicklung so in einen allgemeineren Kontext stellt. Sie erweist sich
damit als eine Verallgemeinerung des in der Kombinatorik wohlbekannten Prinzips
vom Fin- und Ausschluff. Auch diese algebraische Formulierung 148t sich auf Git-
tersummen der Form (3.1) und (3.4) verallgemeinern. Anhang A stellt diesen alter-

nativen, algebraischen Zugang in einer eleganten, diagrammatisch-kombinatorischen

"Die Bezeichnung ist inspiriert durch die Form der die Selbstenergien illustrierenden Diagram-

me, die einem mit ,Spitze“ besetzten Stoffrand gleichen (s. z.B. Abb 3.1).

8Ein Konvergenzbeweis der in dieser Arbeit vorgestellten Verallgemeinerung der Lace-Ent-
wicklung soll allerdings nicht gefiihrt werden. Der (computerunterstiitzte) Originalbeweis von Ha-
RA und SLADE erstreckt sich iiber zwei Arbeiten mit insgesamt iiber 130 Seiten und ist duflerst

technisch.
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Formulierung vor. Die Aquivalenz der beiden Methoden ergibt sich im iibrigen dar-

aus, daf sie im Ergebnis (auch diagrammatisch) identische Ausdriicke liefern.

Im folgenden soll nun ausgefiihrt werden, wie sich die Lace-Entwicklung, die in
der bisherigen Literatur zum Abzdhlen von Self-avoiding Walks (mit ausschlief3-
lich Néchste-Nachbar-Spriingen) verwendet wurde, allgemein zur Berechnung von
Excluded-Volume-Gittersummen {iber addquat skalierte Propagatoren (mit beliebi-

ger Sprungweite) eignet.

Es sei zunéchst mit QY (z, y) die Menge aller moglicher Gitterwege (Random Walks,
auch mit Selbstiiberschneidungen), die in n Schritten von z nach y gehen, bezeich-
net. Dabei sind 2 und y Punkte im hyperkubischen Gitter R? mit endlicher oder
unendlicher Dimension d € NU {oo}. In dieser verallgemeinerten Formulierung sind
Schritte mit beliebiger Schrittweite zugelassen. Die Einschrinkung auf Schritte nur

zu néchsten Nachbarn wird durch die konkrete Wahl des Einschritt-Propagators
g(x,y) gesteuert (vgl. (3.3)).

AuBerdem sei Q%(z,y) = U, Q0 (z,y). Mit Q,(z,y) und Q(z,y) werden dann die ana-
logen Mengen der Gitterwege ohne Selbstiiberschneidungen (Self-avoiding Walks)
benannt. Fiir z =y enthalte Q(z, z) nach Definition alle Gitterwege, die zu x zuriick-
kehren und die (mit der einzigen Ausnahme von x selbst) keine Selbstiiberschnei-
dungen besitzen, also gerade die Self-avoiding Loops. Ein einzelner Weg w € QY (z, y)

besteht dann aus den n Schritten

Zur Berechnung der Gittersumme (3.1) wird nun die bereits definierte erzeugende
Funktion fiir die Propagation eines Self-avoiding Walks (3.1) vom Gitterplatz « nach
y betrachtet

Gy = Z Ju(0)w(1) * -+ * Gu(n-1)w(n) (3.9)

we(z,y)
mit dem Einschrittpropagator g,, geméf (3.3). In Matrixform wird dieser Propagator

mit G ={Gyy},yere bezeichnet und tragt Information sowohl iiber zuriickkehrende
(SAL) als auch iiber nicht zuriickkehrende Wege (SAW).

Zur bequemeren Darstellung der folgenden Rechnungen werden noch die beiden

verwandten Propagatormatrizen G und G definiert

G=G-(G)-1 und G=1+G
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mit der Einheitsmatrix 1={0,y}, ere und dem durch (A) = Ay = A,, definierten
Operator. Obwohl G und G keine Diagonalinformation besitzen ((G)=0, (G)=1),
148t sich aus ihnen, wie im Anschluf} gezeigt werden wird, die gesuchte Gittersumme

G =(G) wiedergewinnen.

Die obigen Ausdriicke und die Propagatormatrix g des Einzelschrittes werden auf

folgende Weise graphisch dargestellt:

Matrixform Komponentenform gggr}éliissgr?teation
1 Oy :
g Yzy
G ny
_ . G
0 (z=y)
1 (z=vy)

Bemerkung:

Die drei Propagatoren G, G und G unterscheiden sich nur in der Struktur ihrer Diagonalen.
Die daraus resultierende unterschiedliche Bedeutung bei der (graphischen) Darstellung von
Gitterwegen 148t sich wie folgt charakterisieren:

G— Am erreichten Gitterplatz werden alle moglichen Riickkehrprozesse eingeschoben.
G— Beitrige, bei denen die Gitterplitze an beiden Enden des Propagators zusammen-
fallen, verschwinden.

G— In Diagrammen kann der Propagator auch zur Lénge null zusammenfallen.

Da die Lace-Entwicklung am einfachsten mit dem Propagator G durchgefiihrt wird,
muB noch gezeigt werden, wie man (G) aus & zuriickgewinnt. Hier gilt der einfache

Zusammenhang

G=(G)=(g+gG) = (gG)

Q-0 LN - o

Das letzte Gleichheitszeichen gilt nach Definition von G, das erste erklért sich dar-
aus, dafl die Ungleichheit x#w in der paarweisen Ungleichheit aller Punkte im Teil-

weg [w—x] bereits enthalten ist.

Die Lace-Entwicklung der Excluded-Volume-Gittersumme vollzieht sich nun in An-

lehnung an die Berechnung der unrestringierten Gittersumme. Bezeichnet man deren
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Propagatoren analog mit C' und €, so liBt sich die Gittersumme als Summe von

Matrizenprodukten schreiben®

y © 1
n=0 _g

Dies kann man auch dquivalent aus der Dysongleichung C=1+ gé’ ablesen.
Fiir den Propagator des Self-avoiding Walks wird nun eine formale Selbstenergie ¥

eingefiihrt, die den Random-Walk gleichsam durch ,,Excluded-Volume-Korrelatio-

nen‘ renormiert: 1

G=—"q 3.11
Tp— (3.11)
Dies entspricht der Dyson-Gleichung
G=1+¢gG+=G
(3.12)

o x=* to vox +o.'y X

Versucht man, in dieser zunéchst rein formalen Gleichung die Selbstenergie ¥ des
Self-avoiding Walks zu bestimmen, so ergibt sich das Problem, dafl im Unterschied
zum Random Walk der erste Schritt [0—y| mit dem Restweg [y—x| aufgrund der
Bedingung 0 ¢ [y—x] korreliert ist, was im Diagramm durch die gepunktete Linie

ausgedriickt wird:

S — T % (I)

Diese Korrelationslinie macht eine Darstellung des Diagramms (I) in der Form X- G
wie in (3.12) unmoglich. Tilgt man jedoch diese Korrelation, so ergibt sich der
folgende Korrekturterm: Es miissen alle Beitrdge abgezogen wird, bei denen der
Restweg an den Ursprung zuriickkehrt (0 € [y—x]). Dazu wird [y—x]| in die zwei
Teilwege [y—0] und [0—x] aufgeteilt. Zwischen diesen ergeben sich aber wieder
Korrelationen, da Gitterplatzgleichheiten zwischen beiden Teilwegen ausgeschlossen

werden miissen. Dies wird durch eine gepunktete Linie angedeutet. Da der Punkt

9Die Summation iiber die gebundenen Indizes bei der Matrixmultiplikation entspricht gerade
der Summation iiber Gitterpldtze: (A - B)zy = ), cre AzwBuwy. Ein Quotientenausdruck steht
symbolisch fiir eine Matrixinversion (71{ = A™!) und die Schreibweise % fir AB™! und B 14 ist
wohldefiniert, solange AB = BA:

AB™ ' =B 'BAB' =B 'ABB ' =B"'A4
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der Riickkehr zum Platz 0 auch schon bei y oder erst bei x moglich ist, mufl der
Propagator G (und nicht G, der bei der Linge 0 verschwindet) eingesetzt werden.
Als Ergebnis erhélt man:

- -, /\ (1)

Der entstandene Korrekturterm kann aufgrund der Korrelationen des letzten Teil-
weges mit dem vorausgehenden Loop wieder nicht in die Selbstenergie aufgenommen
werden. Ein Aufbrechen der Korrelationen fiihrt zu den folgenden, weiteren Korrek-
turen: Es miissen alle Prozesse abgezogen werden, bei denen die Teilwege [y—0] und
[0—x] einen oder mehrere gemeinsame Punkte enthalten. Sei mit w der erste Platz
in [0—x] bezeichnet, der bereits von [y—0] besucht wurde (dieser Platz kann kein
weiteres Mal besucht worden sein). Dann kann der Teilweg [0—w] bis zu diesem
w mit [y—w| und [w—0] keine weiteren Pléitze (auler w selbst) gemeinsam haben.
Ebenso miissen beim Teilen eines Weges durch Einfiigen des Punktes w die beiden
entstandenen Teilwege jeweils als disjunkt angenommen werden. Dies begriindet die
in Diagramm (III) eingetragenen gepunkteten Linien. Allerdings kénnen aufgrund
der speziellen Wahl von w die Teilwegepaare ([y—w]|,[w—x]) und ([w—0],[w—x]) je-
weils durchaus gemeinsame Pléitze (aufler w) enthalten, weshalb sich im Diagramm
(ITI) fiir diese Teilwegepaare auch keine Ausschluflinien finden. Die jeweilige Wahl
des Propagators G bzw. G erklirt sich daraus, dafl der gemeinsame Punkt w zwar
mit x oder y zusammenfallen kann (d.h. y€[0—x] oder x€[y—0]), aber w#0 gelten
muf, da der Platz 0 innerhalb von [0—x] und [y—0] nicht wieder auftauchen kann.

Die soeben beschriebene Korrektur stellt sich somit graphisch wie folgt dar:

o
<
o
<
o
<
o
<
Og
<
=
o
s
<

Bevor angegeben wird, wie nach dieser Methode fortzufahren ist, soll noch eine Ver-
einfachung der Darstellung vorgenommen werden. Die ersten beiden Propagatoren
gG eines Diagramms der in (ITa) dargestellten Form konnen durch ein G ersetzt
werden, da die Ungleichheit y#0 durch die mit dem Pfeil gekennzeichnete Korrela-

tionslinie bereits beriicksichtigt wird.
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Beim weiteren Vorgehen wird nun in derselben Weise wie oben die ,,stérende” Kor-
relationslinie zwischen [0—w] und [w—x] (s. Diagramm (IV)) wieder aufgeldst und
ein Korrekturdiagramm durch Einschub eines doppelt besuchten Gitterplatzes v
ermittelt. Die unterschiedlichen Propagatoren G und G erkliren sich wieder daraus,

daf} zwar v=0 und v=x eintreten kann, aber v#w gelten muf.

Fiihrt man die Entwicklung nach der inzwischen deutlich gewordenen Methode wei-
ter durch, so erhélt man bei jedem Schritt neue Diagramme der Form X G und damit
Beitrége zur Selbstenergie X, die mit ¥, ¥, ... bezeichnet seien. Das beschriebene

Verfahren resultiert so in der folgenden Reihendarstellung der Selbstenergie:

=) (-1)"%, Lace-Entwicklung (3.13)

Werden zur iibersichtlicheren Darstellung die (gepunkteten) Korrelationslinien un-
terhalb des Diagramms noch zu Gruppen paarweiser Ungleichheit zusammengefaf}t,
so ergibt sich die graphische Darstellung der Laces gemafl Abbildung 3.1. Da leicht
zu erkennen ist, wie die Reihe fortzusetzen ist, sei darauf verzichtet, die allgemeinen

Diagrammregeln noch einmal explizit anzugeben.

Lace Indexdarstellung Gitterplatzdarstellung

]

Abbildung 3.1 Laces in unterschiedlicher Darstellung
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Man beachte, dafl die Excluded-Volume-Korrelationen zwischen den Teilwegen nicht
beliebig weit iiber das Diagramm reichen, sondern sich maximal zum drittnéchsten

Teilweg erstrecken.

Fiir eine Diskussion der Dimensionalitit der 3, ist ein Wechsel von der Indexdarstel-
lung entlang der Teilspriinge zu einer Gitterplatzdarstellung giinstig. Diese entsteht
durch Zusammenziehen der Laces entlang ihrer Gleichheitslinien und ergibt die in

der rechten Spalte von Abbildung 3.1 dargestellten Graphen.

3.3 Die Gittersumme in hohen Dimensionen

3.3.1 Dimensionales Skalenverhalten der Laces

Im folgenden soll gezeigt werden, welches Skalenverhalten die einfachsten Laces im

Limes hoher Raumdimension d haben. Dabei wird sich herausstellen, dafl die Lace-

Entwicklung zwar nicht Term fiir Term einer Entwicklung nach 5 entspricht, wohl

aber ein giinstiger Ausgangspunkt fiir eine Identifikation der Beitrdge in O(1) und
1 t 10

O(3) in der dimensionalen Entwicklung der Greenfunktion G is

Zunichst ist festzustellen, dal das Skalenverhalten der Greenfunktion C' eines nicht-
restringierten Random-Walks in hohen Dimensionen mit dem des Einschrittpropa-
gators g iibereinstimmt!!: Cy, ~ gy, ~ d 2°%) . Die Einfiihrung von Restriktionen
durch Ausschlielen von Selbstiiberschneidungen dndert hieran nichts, und es ist
leicht zu erkennen, daf G=(G) ~ & gilt.

Damit ist auch bereits das dimensionale Skalenverhalten des ersten Laces ¥; gefun-

1Tm folgenden werden die drei Bezeichnungen O(1), O(4;) und d=o0 synonym verwendet.

"Das Skalenverhalten des Propagators g folgt leicht aus dem an spéterer Stelle (S.89) bewiesenen
Satz.
Allgemein gilt: Skalieren die beiden gitterplatzindizierten Matrizen A,, und B, gemif A,, ~
Byy ~ d—%=¥) 5o gilt fiir das Produkt (im Grenzfall d— oo und mit x#y) Coy=>", As2B.y ~
d=%@Y) (vgl. z.B. MIELSCH (1990), S.85f). Das behauptete Verhalten von G, folgt dann durch
Induktion. In Ergénzung hierzu ergibt sich fiir =y das folgende Verhalten:
— Fiir o < 1 divergiert die Summe.
- Fiir a > 1§ gilt Cpp ~ d=2*~Y9 mit einem 6=0,1,... je nach Struktur der Matrizen A und B.
(Haben z.B. beide leere Diagonalen, so gilt 6 =1.)
— Nur fiir @ = § ist Cpp = O(1), und zudem tragen alle Summanden mit gleichem Gewicht zu
diesem Skalenverhalten bei. Dieses Verhalten héngt unmittelbar mit der korrekten Skalierung der

Hoppingstérke in unendlichdimensionalen Systemen zusammen.
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den, denn durch Vergleich von Gleichung (3.10) und Abbildung 3.1 folgt ¥; = (G)

und daher:
(S0 = (96) = /O (3.14)

X X

Insbesondere ist ¥ gitterplatzdiagonal*® und skaliert wie

Das Skalenverhalten von X5 (s. Abbildung 3.1) erhélt man, wenn man zunéchst die
Korrelationen zwischen den drei beteiligten Teilwegen vernachléssigt und nur die
Korrelationen innerhalb der Teilwege beriicksichtigt, indem man jeweils einen Self-
avoiding Walk einsetzt. Der resultierende Beitrag sei mit 2%1) bezeichnet und lautet

ausgeschrieben:

2 = (€)' = LS - @ (3.15)

Er skaliert folglich gemé&f3
s ~ g 30)

Fiir x =y verschwindet der Ausdruck, und fiir z # y ist er relativ zu g¢,, von der
Grofenordnung O(%), muf also bei der Auswertung in d=oo nicht beriicksichtigt
werden. Bezieht man nun die Korrelationen zwischen den drei Teilwegen wieder
ein, so mufl man 29) um Prozesse korrigieren, bei denen die Teilwege Gitterpunkte
gemeinsam haben, was jedoch unweigerlich zu einer horeren Ordnung in 5 fiihrt.

Man kann also im Rahmen einer O(%)-Rechnung 5 ~ 28 annehmen.

Das néchste Lace X3 (s. Abbildung 3.1) ist nun nicht, wie man erwarten wiirde,
(relativ zu g) von noch hoherer Ordnung und tragt auch nicht erst im Falle einer
O(4)-Rechnung relevant. Vielmehr muf man zwei Anteile unterscheiden, indem
man bei der dritten Teilpropagation in X3 (vgl. Abbildung 3.1) den Propagator G
in 1+ G auflést (wobei die Korrelationen zwischen den Teilwegen bei der Argumen-

tation wieder keine Rolle spielen).

1. Der Anteil von X3, bei dem die beiden mittleren Gitterplatze zusammenfallen,

12DaB sich ¥ als das einzige verbleibende Lace in d= oo herausstellen wird, spiegelt die wohl-
bekannte Tatsache wieder, dafl die Selbstenergie analoger Gittersysteme in unendlichen Raumdi-

mensionen im Fourierraum k-unabhingig wird.
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ist gitterplatzdiagonal und sei mit 2:(),1) bezeichnet:

(Ei(il))mr = Z (Ga:yéyx)z = m = (3.16)

X y X y X

Sein Skalenverhalten ermittelt man geméfl
o 4 o0
(Eg))m -~ Z Z (dfg) N Zd& A2 g!
0=1 {ylo(xy)=0} =1

da die Zahl der Gitterplitze mit Abstand § gemifl d° zunimmt:

S 1 =0W)

{z]6(0,x)=0}
2;(),1) muf} bei einer O(%)—Rechnung also unbedingt beriicksichtig werden.

2. Der zweite Anteil von X5

(E)ey = Gy 3 (Ga:Ga) (G262 (3.17)

verschwindet hingegen fiir x = y und skaliert (aufgrund dhnlicher Argumente) wie
(S5) ey ~ 6730 mit 6 = d(x,y)

Damit ist 33 relativ zu g also von der Ordnung O(4) und bei einer O(=r)-Rechnung

zu vernachlissigen.

Fiir die weiteren Laces findet man mit analogen Argumenten, daf sie friihestens
bei einer O(Z5)-Rechnung zu beriicksichtigen sind. Eine einfache Fortsetzung der
hier angestellten Uberlegungen zur Ermittlung der Beitrige der Ordnung O(%)
und hoherer Ordnungen wird allerdings dadurch erschwert, dafl nun die Korrelatio-
nen zwischen den Teilwegen (z.B. in ¥5) wieder beriicksichtigt werden miissen. Ein

einfaches Renormieren von Skelettdiagrammen ist daher nicht mehr méglich.

Zusammenfassend gilt fiir die ersten beiden Terme einer Entwicklung!® von ¥ nach

3Der obere Index (0) bzw. (1) an der Selbstenergie bzw. an allen Propagatoren bedeutet im
folgenden immer, dafl es sich um die nullten bzw. ersten Terme einer Entwicklung nach % handelt

(im Falle von Skelettdiagrammen vor dem Einsetzen der Propagatoren).
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der inversen Raumdimension %:

d
» = -5 + =P_=b 4 O(%)
- 0 4 nM + O(d) (3.18)
~ O(F) ~ O(7)

Auf der Grundlage der dimensionalen Analyse der Laces 148t sich nun eine geschlos-
sene Berechnungsformel fiir die Gittersumme im Fall unendlicher Raumdimensionen
angeben. Das bedeutet, daf} sich in d=o00 die Excluded-Volume-Riickkehrprozesse
(Self-avoiding Loops) mit Hilfe der Lace-Entwicklung vollsténdig aufsummieren las-
sen. Dariiberhinaus wird im Anschlufl das vollstindige Korrekturglied erster Ord-

nung einer Entwicklung der Gittersumme nach % berechnet.

Die Darstellung bleibt dabei im Rahmen der in diesem Kapitel benutzten, allge-
meinen Formulierung von Gittersummen. Die konkrete Anwendung der Ergebnisse
auf Self-avoiding Walks und die Gittersumme des Andersonmodells wird in eigenen

Abschnitten der nachfolgenden Kapitel beschrieben.

3.3.2 Unendliche Dimensionen

In d=o0 ist der Analyse des vorangegangenen Abschnittes zufolge von allen Laces
allein 3; zu beriicksichtigen, d.h. >0 = -3 fiir d=o0. Da dieses ¥; identisch
mit der Greenfunktion der Gittersumme G selbst ist (3.10), ergibt sich die Bestim-

mungsgleichung
o 1 1

0) — —
i =) " 1-(g_am)

fiir den Propagator in d=00."* Aquivalent 148t sich dies fiir den nichtdiagonalen

(3.19)

Propagator G ausdriicken:

G0 _ g— G
1-(g—-GO)

(3.20)

Aus (3.19) erhilt man wegen (G) =1 bereits eine (implizite) Gleichung fiir den Dia-
gonalteil G des Propagators G, also fiir die Greenfunktion des zuriickkehrenden
Gitterweges. Diese kann man (durch geeignetes Ergénzen des Zihlers) auch noch

weiter umformen und erhélt:

<1 - (gl— G(O))> =1 und <1 _g(; f(2(0>)> =0 (3.21)

1Gkalare wie G(©) in Matrixgleichungen wie (3.19) stehen immer als Abkiirzung fiir die entspre-
chenden Diagonalmatrizen: G(© < G(© -1,
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Aus diesen beiden Ausdriicken — oder aber direkt mit G'=(gG) (3.11) — ergibt sich

eine selbstkonsistente Bestimmungsformel fiir G(©)

Diese Form ist es auch, die den spéteren Berechnungen zugrundeliegen wird.

3.3.3 Korrekturen erster Ordnung

Fiir die Bestimmung der Korrekturbeitrdge der ersten Ordnung in der inversen
Raumdimension sei die Gleichung (3.11) nach % entwickelt. Dazu schreibt man den
Propagator in der Form
G=G"+GY +0(5)
o) o)
Zur entsprechenden Entwicklung der rechten Seite von (3.11) dient die folgende

elementare Operatoridentitét

1 1 1 1 1 1 1
1—(A+B)_1—A+l—ABl—A+1—ABl—ABl—A+"'

~~

O(B?)

Es sei nun der Nenner der rechten Seite von (3.11) auf die Form 1 — (A+ B) gebracht
und so in A und B aufgeteilt, da A=O(1) und B=0O() ist. Dazu sind folgende

Punkte zu beachten:

1. ¥ = _%, ist ein Funktional des zu renormierenden Propagators und

als solches linear, d.h.

193

El(é(o) + G(l)) - El(é(o)) + 21(
O(1) 0]

(1))

v

)

46X

—~
=

2. Die zu ¥ beisteuernden Laces Y, und Y3 sind zunéichst nicht einmal
als Funktionale von Propagatoren darstellbar, denn zwischen den Teil-
propagationen gibt es noch Excluded-Volume-Korrelationen (vgl. Abbil-
dung 3.1). Diese kénnen aber, wie oben erldutert, vernachléssigt werden,

da sie zu Beitrdgen hoherer Ordnung fiihren. Die resultierenden Beitrige
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2 und = sind aber Funktionale (allerdings nichtlineare) von G und

werden zu £ (G) zusammengefaft's.

3. Da =™ nur in der Ordnung O(%) ausgewertet werden muB, geniigt es,

dieses mit dem Propagator G(©) zu renormieren, denn
MG + G0y = zV(GO) + O(%)

Die O(%)-Skalierungseigenschaft von ® M ist sozusagen in seine Struk-
tur eingearbeitet und wird nicht durch den renormierten Propagator

verandert.

Mit diesen Uberlegungen erhilt man fiir den Nenner 1 — (A + B)
1-(g+3%) =1-(g+3(G") +=(GV) + =D (GV) ) + O(%)

o(1) 0(3)

und somit fiir G' bis zur ersten Ordnung in
o o 1 1
GO L g = . + _ .
1-(g-2(G")  1-(g-%(G7))
1
: — +0(%
(g _m @) O
Den ersten Summanden nach dem Gleichheitszeichen identifiziert man als G aus
(3.19), und so erhilt man

(3.23)

(BOGO) + =M(GO))

v

GV =GO (-2,(GW) + 2 (GO) - =) (GO)) GO (3.24)

Die Korrektur zu G kann somit als Streuung an einer ,,é-Stﬁrung“ des un-
endlichdimensionalen Gitters aufgefalit werden. Um aus dieser Formel einen
Ausdruck fiir den noch zu bestimmenden Diagonalanteil von G zu erhalten, benutzt
man wieder (3.10). Wegen der Linearitit von (...) erhilt man G = (gGM) und
somit

G = (gGO (-%,(GM)) GO + (gGO (£{(GV) - = (G)) GO (3.25)

Man erkennt wie oben, daB 2;(G®) = GW ist, und kann, da zudem ¥ skalar ist,
die Gleichung (3.25) ganz nach G auflésen

o — <gé(0) (2§1>((;(0)) — 2:())1)((;(0))) (‘;(0)>
) 1—|—<g- ((”;(0>)2>

15Da G und G dieselbe Information tragen, kann man 3" und (" wahlweise als Funktionale

(3.26)

des einen oder anderen auffassen. Aus Eindeutigkeitsgriinden seien hier die Formen =M (G) und
»© (@) festgelegt, wie es der Darstellung der Diagramme in (3.16) und (3.17) entspricht.
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Der somit gefundene Ausdruck fiir die O(+)-Korrektur der Gittersumme ist also ein

1
d
0)

explizites Funktional des Propagators G(© in d=o00. Allerdings hingt er auch von

dessen Nichtdiagonalelementen, also den nicht-zuriickkehrenden Gitterwegen ab.

Abschlieflend soll die der letzten Gleichung anhaftende Asymmetrie (zusétzliche
Multiplikation mit g zu Beginn) noch eliminiert werden. Dazu dient die folgende,

aus der Dysongleichung (3.12) abgeleitete, exakte Identitét:
gG=(1-2)G -1

Da in der Ordnung O(1) die Identititen Z=3%0 = -2, (G®)=—-G©® gelten und X
insbesondere diagonal ist, kann man durch Anwenden des Diagonaloperators (...)
(und evtl. Multiplikation mit geeigneten Faktoren) die folgenden drei Relationen er-
halten, mit denen sich der obige Ausdruck vereinfacht. Die erste ist gleichbedeutend
mit der bereits bekannten Beziehung (3.10) (man beachte (G©)=1).

(9G) = (1+G")
L+ (g(G)?) = (1+GO)(G)?)
(g-GUX) = (1+GNG"X) - (X)

Schliefflich 148t sich noch einen Wechsel von der Darstellung mit G zur Darstellung
mit G mittels G =1+ G© und ((G©)?) =1+ ((G®)?) vollzichen. Benutzt man
nun noch die folgenden einsichtigen Bezichungen (das Argument G(® der Selbst-

energiefunktionale ist der Ubersichtlichkeit halber unterdriickt)

(3) = 0
(x=Myy = (xy)sl’ (= ist skalar)

=G0 — (GO % _ m
= = =Paoy NN\ @

so erhélt man nach einiger Rechnung die Bestimmungsgleichung fiir die O(%)-Kor-

rektur in folgender einfacher Form:

:Q5+2'Q4

G
14+ Q-

— Q4 (3.27)




66 KAPITEL 3. EXCLUDED-VOLUME IN HOHEN DIMENSIONEN

mit den abgekiirzten Grofien

— 2 _ —
o = (@) _ savay
Qi = (SP(G)ED) R (3.28)
0 = (GUEPEMED) = Y EVAYENGYEY
Ry

_\\ N RN
\ \ \
\ \ \

/ / /

// __// __//

Abbildung 3.2 (@)>, Q4 und Q5 in Index- und Ortsraumdarstellung

Dieses Ergebnis wurde bereits von KEITER, KLEINEIDAM und LEUDERS (1997)
angegeben und ergénzt die vorldufige Summation bei KEITER, LEUDERS und SCHO-
NENBERG (1995). Mit der in diesem Kapitel vorgestellten Ableitung mit Hilfe der
Technik der Lace-Entwicklung liegt ein Beweis fiir seine Vollstdndigkeit vor.

Die konkrete Bestimmung der Gittersumme bis einschliefllich der ersten Ordnung in

L also des Ausdrucks G(® + G, vollzieht sich insgesamt in folgenden Schritten:

(i) Berechnung des lokalen Propagators nullter Ordnung G© mittels
der selbstkonsistenten Gleichung (3.22).

(ii) Bestimmung des zugehorigten Nichtdiagonalteils G(*) nach (3.20).

(iii) Hieraus lassen sich @2, @4 und @5 nach obigen Formeln und damit
G berechnen.

Besitzen die Propagatoren des jeweiligen Gittersummenproblems Translationsinva-
rianz, so ist es mitunter giinstiger, die Berechnungen im Fourierraum durchzufiihren.
Dort werden dann Matrixgleichungen wie z.B. (3.20) skalar. Das vollstindige System

von Gleichungen, explizit im k-Raum ausgeschrieben, lautet:

1 Gk
G0 — —

N zk: 1-— (gk — G(O))
_ gr — GO
11— (g —GO)
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Q2

Q4

1 ~(0)\2
=G
N k
1 ~(0) ~(0) ~(0) ~(0
m Z Gl(cl)Gl(@)G/(fs)Gl(ﬁ)*thks
k1,k2,k3
1 ~(0 ~(0) ~(0) ~(0
m Z (G/(ﬂl))zG/(@)G/ga)G/(cl)—h-i-ks
k1,k2,k3
Qs +2-Qq4

1+Q> ~

67



Kapitel 4

Der Self-avoiding Loop

in unendlichen Raumdimensionen

Mit Hilfe der Lace-Entwicklung wurden im vorangegangenen Kapitel Bestimmungs-
relationen fiir verallgemeinerte Walks in hohen Dimensionen hergeleitet. Diese las-
sen sich insbesondere auf die , klassischen* Formen des Self-avoiding Loops und des
Self-avoiding Walks anwenden. Als fundamentale, stochastische Modelle sind diese
seit. Jahrzehnten von grofem Interesse. (Fiir eine Ubersicht siehe die lesenswerten
Darstellungen von HUGHES (1995) und von MADRAS und SLADE (1993).)

Bei allen bislang bekannten Untersuchungen des asymptotischen Verhaltens von
Random Walks wird immer eine endliche, wenn auch mitunter hohe Raumdimensi-
on zugrundegelegt. Im vorliegenden Kapitel soll erlautert werden, inwieweit, selbst-
vermeidende Gitterwege in genuin unendlichen Raumdimensionen® ein bisher noch
nicht beschriebenes, nicht-triviales Verhalten zeigen, das sich nicht aus den bekann-

ten Resultaten ableiten 1483t.

Es soll daher zunichst der aktuelle Kenntnisstand zum asymptotischen Verhalten
von Self-avoiding Walks und Loops in endlichen Dimensionen umrissen werden. Im
Hauptteil des Kapitels folgt dann eine ausfiihrliche mathematische Analyse des Ver-
haltens unendlichdimensionaler Self-avoiding Loops. Abschlielend wird die Bedeu-
tung der Ergebnisse fiir allgemeine, unendlichdimensionale Gittersummen, insbe-

sondere fiir die effektive Single-Site-Ndherung des periodischen Andersonmodells

!Unter ,,genuin unendlich® wird hier der in der Einleitung beschriebene Grenzprozef verstan-
den, bei dem die formale Raumdimension immer sehr viel grofler als alle auftretenden Wegléngen
gewéhlt wird (d > n).

68
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aufgezeigt.

4.1 Die Asymptotik von Walks und Loops

In Analogie zu klassischen statistischen Systemen werden Random Walks und Self-
avoiding Walks anhand charakteristischer Konstanten wie z.B. kritischer Exponen-
ten untersucht. Im Hinblick auf die Forderung einer unendlichen Resummation von
Gitterprozessen in storungstheoretischen Berechnungen, aber auch auf die Bedeu-
tung des Verhaltens langer Polymere (s. Abschnitt 3.1) ist das asymptotische Ver-

halten der beiden folgenden Gréflen von Bedeutung:

e Die Zahl der Self-avoiding Walks ¢, verhilt sich gemafl
Cn ~ p'n) 7t fiir n — oo

mit dem kritischen Exponenten vy und der sogenannten Zusammenhangs-
konstanten u. Fiir die Zahl der Self-avoiding Loops u,, gilt ein dhnliches
Gesetz, wobei man die zugehorige Zusammenhangskonstante mit ftpoiygon

bezeichnet.

e Fiir die mittlere quadratische Anfangs-End-Distanz p, gilt:

n weQn

on :ﬁi S (lw()l2)? ~

Im Falle eines Random Walks ndhme der kritische Exponent v den Wert

% an. Man spricht hier von ,Brownscher Diffusion® bzw. ,Gauflschem
Verhalten . Beim Self-avoiding Walk ist hingegen v > % zu erwarten, da
die Endpunkte durch die Excluded-Volume-Korrelationen auseinander-

getrieben werden.

Die Universalitdtshypothese besagt, daf die kritischen Exponenten v und v nur von
der Dimensionen des Systems abhingen, nicht dagegen von Details des Walks. So
erwartet man, dafl Walks auf unterschiedlichen Gittern derselben Dimension und
mit unterschiedlich modellierter Excluded-Volume-Wechselwirkung dieselben kriti-

schen Exponenten besitzen?. Die Zusammenhangskonstante 1 hingegen spiegelt die

2So fiihrten BRYDGES und SPENCER (1985) die Lace-Entwicklung zunéchst fiir schwach selbst-
vermeidende Walks ein. Die in der vorliegenden Arbeit untersuchten verallgemeinerten Walks, bei
denen mit angemessen skalierter Sprungwahrscheinlichkeit auch Spriinge zu weiter entfernten Git-
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Geometrie des jeweils betrachteten Gitters wider und wird auch als effektive Koor-
dinationszahl bezeichnet. Fiir den (freien) Random Walk ist p die tatséchliche Zahl

der néchsten Nachbarn im Gitters.

Die beiden oben genannten Skalengesetze und die Existenz der Exponenten sind
fiir d =2 und d = 3 bislang unbewiesene Vermutungen, die aber durch eine grofle
Zahl von Arbeiten auf den Gebieten der exakten Aufzihlung und der Monte-Carlo
Simulation untermauert wurden. Fiir den Fall d >4 konnten analytische Methoden

(wie z.B. die Lace-Entwicklung) strenge Ergebnisse liefern.

terplitzen zugelassen sind, gehoren ebenfalls zu derselben Universalitidtsklasse wie der klassische
Self-avoiding Walk. Die in diesem Abschnitt referierten Ergebnisse wurden meist fiir klassische
Self-avoiding Walks mit ausschliefllich Nichste-Nachbarn-Spriingen ermittelt, lassen sich aber zum
Teil auf eine groflere Klasse von Walks verallgemeinern.

1
n

3SHAMMERSLEY und MORTON bewiesen die Existenz von p = lim,, o (cn) = aus der sogenannten

Submultiplikativitit cprm < cpcm.
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Die folgende Tabelle soll einen groben Uberblick iiber den aktuellen Kenntnisstand
geben. (Ausfiihrliche Angaben finden sich bei HUGHES (1995) [7.3].) Die Werte fiir
i beziehen sich hier auf ein hyperkubisches Gitter. Erlduterungen zu der Herkunft
der Werte finden sich in der Fuinote?.

Random Walk Self-avoiding Walk
Theorie | gemessen Theorie gemessen
(d=3) |d=1%| d=29 | d=39 |d>49 | (d=3)
L 2d 1 2.638Y | 4.684%
v 1 0.499") 1 39 105929 | 1 0.588")
v 1 2 2o 111629 | 1

Fiir die Belange dieser Arbeit wesentlich ist die Aussage, daf3 die kritischen Exponen-
ten des Self-avoiding Walks ab der Dimension d =4 mit denen des Random Walks
identisch sind, d.h. daf} der Self-avoiding Walk , gaufisches“ (oder auch ,brown-
sches®) Verhalten annimmt. In Analogie zum kritischen Verhalten vieler statistischer
Modelle bezeichnet man daher die Dimension d =4 als obere kritische Dimension
des Self-avoiding Walks und den Random Walk als das Mean-Field-Modell zum Self-
avoiding Walk.

Auf der Ebene der nicht-universellen Konstanten p ist folgendes festzustellen: Auf-
grund des Ausschlusses der sofortigen Riickkehr muf} die triviale Relation p < 2d—1
gelten. Aus der Betrachtung von Wegen, die immer nur in positive Achsenrichtung
fortschreiten, folgt die untere Schranke d < p. HARA und SLADE (1993) verbes-

4Bemerkungen zur Tabelle:
2) In einer Dimension wird der Self-avoiding Walk ballistisch, die angegebenen Koeffizienten sind
daher trivial.
) Die Werte wurden durch Lichtstreuungsexperimente an einem verdiinnten Polymer (Polyste-
ren) in einem guten Losungsmittel (Benzen) bzw. einem Losungsmittel am ©-Punkt (Cyclohexan)
bestimmt (CoTTON (1980)). Als Ma$ fiir die Ausdehnung diente allerdings nicht p,,, sondern der
Gyrationsradius R und als Maf fiir die Lange n die Molekiilmasse W, so dafl das Skalengesetz
R ~ WY lautet.
©) Streng bewiesene, exakte Werte fiir d = 2,3 sind bislang unbekannt.
4) Aus einer groBen Zahl von Arbeiten (vgl. HUGHES (1995), [7.3.8]) werden hier repriisentativ die
Werte nach GUTTMAN (1987) angegeben, die mittels exakter Aufzihlung gewonnen wurden.
¢) Die rationalen Werte wurden von NIENHUIS (1982) fiir das Honigwabengitter berechnet und
sind — in Ubereinstimmung mit der Universalititshypothese — mit den numerisch bestimmten
Naherungswerten fiir das quadratische Gitter konsistent.
D Fiir d=4 werden die Skalengesetze noch durch einen logarithmischen Faktor der Form (log n)%
erginzt. Die Werte von v und v fiir d > 5 wurden von HARA und SLADE (1992a/b) exakt nachge-

wiesen.
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serten mit Hilfe der Lace-Entwicklung die erstmals (1964) von KESTEN aufgestellte

L-Entwicklung von p zu

1316 102
=2d—1—-— — — — O(%
# 20 " aE  aE o TO@)

Im Grenzfall d— oo sind die wesentlichen Korrekturen also durch sofortige Riick-

kehrprozesse bestimmt, langreichweitige Korrelationen spielen keine Rolle.

Die Self-avoiding Loops sind in endlichen Dimensionen mit den Self-avoiding Walks

durch die zunéchst iiberraschende Identitit

Hpolygon =

verbunden (z.B. HUGHES (1995) [7.2.4]). In ihrer Asymptotik sind also der offene
und der geschlossene Typ des Self-avoiding Walks nicht zu unterscheiden. Hieraus
folgt fiir die asymptotische Zahl der Self-avoiding Loops in hohen, aber endlichen

Dimensionen
Upp ~ (2d)"(1+O(3))  firn>d>1 (4.1)

Man konnte nun aufgrund der vorangegangenen Feststellungen vermuten, dafl in
d= oo das Excluded-Volume-Problem unbedeutend wird und unrestringierte (gauf}-
sche) Walks eine angemessene Niherung darstellen. Dies ist fiir offene Self-avoiding
Walks auch tatséchlich der Fall, wie im Anhang C nachgewiesen wird. Fiir geschlos-
sene Random Loops hingegen soll durch die im folgenden Abschnitt vorgestellten
Berechnungen gezeigt werden, dafi sich fiir einen Raum von genuin unendlicher Di-

mension ein vollig anderes Verhalten ergibt.

4.2 Random Loops und Self-avoiding Loops

4.2.1 Asymptotische Verfahren

Die in Abschnitt 3.1 eingefiihrte Methode der erzeugenden Funktionen macht das
Problem der Random Walks analytischen Methoden zuginglich. Im Falle der zuriick-
kehrenden Gitterwege (Random Loop und Self-avoiding Loop) ergibt sich jedoch eine
besondere Schwierigkeit bei der Anwendung dieser Methode. Die in (3.2) definierten
erzeugenden Funktionen C'(z) und G(z) erweisen sich als nicht-analytisch. Die Fol-

ge ihrer Koeffizienten steigt so stark an, dafi die Potenzreihe den Konvergenzradius
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R = 0 besitzt (R~! = limsup,, ., |a,|"/"). Dies ist unabhiingig von der speziellen di-
mensionalen Skalierung der Einzelschritte und kann als Folge des iiberexponentiellen

Anstieg der Anzahl der Diagramme erklart werden.

Dieses Verhalten steht im Kontrast zu dem der offenen Gitterwege (Random Walk
und Self-avoiding Walk), bei denen alle erzeugenden Funktionen konvergierende Po-
tenzreihen sind. In diesem Fall erlaubt die Kenntnis der Konvergenzradien — besser
noch die Kenntnis der Lage und der Residuen aller Singularitéiten der erzeugenden
Funktion — Riickschliisse auf das asymptotische Verhalten der Koeffizienten (z.B.
WILF (1990) Kap.5). Im Falle von nicht-konvergenten (singulidren) Potenzreihen
gibt es keine allgemeinen Methoden (GUTTMANN (1989) [Abschnitt 9.1]).

Allerdings 148t sich auch mit nicht-konvergenten erzeugenden Funktionen mathe-
matisch sinnvoll operieren. Diese sind ndmlich unabhingig von ihrem analytischen
Verhalten auch rein algebraisch im Ring der formalen Potenzreihen wohldefiniert.
Innerhalb dieses Rings kann man (mit Einschrinkungen) nicht nur Addition und
Multiplikation, sondern auch Operationen wie Differentiation, Substitution, Inver-
sion und Ermittelung einer reziproken Funktion ausfiihren (WILF (1990), Kap.2).
Alle im folgenden als Potenzreihen angegebenen Ausdriicke sollen in diesem Sinn

verstanden werden.’

4.2.2 Der (freie) Random Loop

Bevor die Korrelationen, die sich fiir einen Self-avoiding Loop in hohen Dimensio-
nen ergeben, berechnet und bewertet werden konnen, mufl zunéchst eine knappe
asymptotische Analyse des nichtrestringierten, zuriickkehrenden Gitterweges vorge-

nommen werden.

Da beim Random Loop keine Restriktionen der Gittersumme wie bei (3.4) vorliegen
oo
C= Z Z 9oz, * Grixa -+ - Grp_12n 92,0 (42)
n=0 gzq,...,x,ERZ

kann der Ausdruck direkt mit Hilfe von (3.8) in den Fourierraum iibertragen und

geschlossen berechnet werden:

C(z) = i((gk(z))n> = <gk7(2)>

n=1 - gk(z)

5 A generating function is a clothesline on which we hang up a sequence of numbers for display.“
WILF (1995), S.1
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Dabei ist 4

2
gr(2) =2 —d > cosk; (4.3)

=1

:wk
der fouriertransformierte Einschrittpropagator des Random Walks. Ein Mittelwert

der Form (f(wg)) 148t sich durch ein Integral iiber den Parameter w mit Hilfe von
1 o0
= S flwr) = [ dwplw)f()
k —00
mit der (dimensionsabhéngigen) Dichte p geméfl (D.4)

Z(S w— wy) /dscos sw) (Jo(m))d

ausdriicken. Dieses Vorgehen ist vollig analog zur Bestimmung der freien Zustands-

)

dichte des Elektronenbandes wie sie in Anhang D (mit gy = z_lek

durchgefiihrt wurde.

Damit erhidlt man einen expliziten Ausdruck fiir die erzeugende Funktion des Ran-

dom Loops bei beliebiger Raumdimension d:

o0

:fmmow =/mmm£@L (4.4)

1 — 2w 1 — (2w)?

Die letzte Form ergibt sich, wenn man beachtet, dafl alle ungeraden Anteile des
Integranden verschwinden, oder gleichbedeutend, dafl nur Loops gerader Léinge exi-

stieren.

Hier sieht man auch, woran eine reguldre Potenzreihendarstellung um z = 0 schei-
tert. Fiir alle z € C\R ist C'(z) aufgrund der Integraldarstellung analytisch, fiir alle
z # 0 auf der reellen Achse hat der Integrand jedoch die Pole w = +1, was fiir C/(z)
zu einem Analytizitdtsschnitt lings R fiihrt. Eine Potenzreihenentwicklung um z=0

kann daher auch keinen endlichen Konvergenzradius besitzen.

Da aufgrund dieses Charakteristikums analytische Methoden zur Bestimmung des
asymptotischen Verhaltens scheitern, mufl man die Koeffizienten a., auf anderem

Wege gewinnen:

Die obige Darstellung iiber das Integralmittel liefert

C(z) = <§:(zw)2n> = i<w2n>22n

n=1 n=1
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Damit sind die Zahlen

1 d2n

Qap = mﬁ C(2)

L= = [ o g

offensichtlich gleichbedeutend mit den Momenten der Dichte p(w). Exakte Werte
fiir die as, in endlichen Dimensionen lassen sich jedoch mit den kombinatorischen
Darstellungen, wie sie im Anhang B présentiert werden, weitaus einfacher bestim-
men. An dieser Stelle sollen lediglich die zum Vergleich mit dem Self-avoiding Loop

benotigten Werte fiir unendliche Dimensionen bestimmt werden.

Da, wie schon festgestellt, die ,, Dispersionsrelation* des Random Loops (wy, in (4.3))
formal identisch mit der des Bandelektronpropagators (e in (D.1)) ist, 148t sich auch
die im Anhang D hergeleitete Entwicklung fiir die zugehorige Dichte n(w) iibertragen
(es ist lediglich t=1 zu setzen)

W[

p(w) = i di <—) mit p® (w) = 2\1/%6_( )

mit den geraden Korrekturpolynomen r™ wie in (D.11) dargestellt.

Das Ergebnis fiir d=o00 erhilt man sofort® mit ry(z) = 1:

:Z /dwe_ﬁ_zw :Z

700 n=1 n'
also
2
— ") g 4 o@ar ) (4.5)
Die néchsten Korrekturen folgen analog: Aus ri(z) = —%- + ?i — & erhilt man

nach kurzer Rechnung die Korrektur néchsthoherer Ordnung.

) (d" _ (M> d"‘1> +O(d?)

n! 4

Dieses Resultat 148t sich auch mit rein kombinatorischen Mitteln, wie sie im Anhang

B entwickelt werden, erreichen (vgl. (B.3)).

oo
T(n+3 2n)!
Es gilt / ds ™" §2n = (:n+;) = \/g(ia;zn'
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4.2.3 Der Self-avoiding Loop

Die vorangegangenen Rechnungen zeigen, dafy der zuriickkehrende Random Loop im
Gegensatz zum offenen Random Walk in endlichen Dimensionen bereits eine nicht-
triviale dimensionale Entwicklung besitzt (B.2). Obwohl er den Excluded-Volume-
Effekt noch génzlich unberiicksichtigt 148t, ben6tigt man die Naherung d =00, um
eine einfache, geschlossene Darstellung der Koeffizienten zu erhalten (4.5). In diesem
Abschnitt wird sich nun zeigen, welche Auswirkung die korrekte Berticksichtigung
der Excluded-Volume-Korrekturen in unendlichen Raumdimensionen fiir den Self-

avoiding Loop hat.

Wie schon oben erldutert, trivialisiert der offene Self-avoiding Walk in unendlichen
Raumdimensionen zu einem freien (gauBschen) Random Walk. Etwaige Riickkehr-
prozesse konnen in d=o0 vernachléssigt werden. In dieser Hinsicht zeigt der zum
Ausgangspunkt zuriickkehrende Self-avoiding Loop jedoch ein génzlich anderes Ver-
halten. Trotz der Naherung d=oo0 mufl man eine gewisse Klasse von elementa-
ren und zusammengesetzten Riickkehrprozessen beriicksichtigen. Diesem Verhalten
tragt durch ihre charakteristische selbstkonsistente Gestalt (3.22) die mit Hilfe der
Lace-Entwicklung gewonnene Bestimmungsgleichung fiir die erzeugende Funktion

des Self-avoiding Walks in unendlichen Dimensionen G®(z) Rechnung.

Zu dieser Gleichung existieren die dquivalenten impliziten Relationen (3.21), eine
explizite Formel 148t sich allerdings nicht angeben. Eine numerische Behandlung
der durch (3.22) reprisentierten nichtlinearen Integralgleichung — wie im Falle der
spater durchzufithrenden XNCA — ist nicht sinnvoll, da man an dem asymptotischen
Verhalten der Koeffizienten interessiert ist und die Koeffizienten der erzeugenden
Funktion als mehrfache Ableitungen numerisch nicht zuverldssig bestimmbar sind
— zumal hier zusétzlich nichtanalytisches Verhalten vorliegt. Als eine naheliegende
Moéglichkeit der Bestimmung der us, bleibt daher nur eine algebraische Berechnung

der Koeffizienten der erzeugenden Funktion G(z) des Self-avoiding Loops.

Die Bestimmungsgleichung fiir G(®) in d=o00 sei dazu in die Integraldarstellung des
vorigen Abschnitts gebracht. Da hier wieder nur Wege mit gerader Schrittzahl vor-

kommen, miissen zudem nur gerade Potenzen von z beriicksichtigt werden.”

0 ={raer )

Entwickelt man den Ausdruck und setzt die Momente des freien Random Loops

"In diesem Abschnitt sind alle Rechnungen in der d=oco-Niherung aufzufassen, und der dies

anzeigende Index (0) wird unterdriickt.
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(w?™) ein, so erhélt man eine Gleichung fiir die formale Potenzreihe G(z). Die sich

ergebenden Koeffizientengleichungen fiir die ug;) konnten mit Hilfe von symbolischer

Computeralgebra (MATHEMATICA, siehe z.B. WOLFRAM (1992)) bis zur 19. Ord-

nung bestimmt und mit der Zahl ag;) = (2??!)! der unrestringierten Random Loops in
d = oo verglichen werden:
on 2 o2 )
2 2 1.000
0.3333
6 32 0.2667
8 432 0.2571
10 7936 0.2624
12 181120 0.2722 10 -
14 4893696 0.2829 0.9
16 152027904 0.2930 0.8
18 5325676544 0.3019 0.7
20 207464343552 0.3094 0.6
22 8892954624000 |  0.3158 05
24 415956264345600 0.3211 04
26 21084401714724864 | 0.3256 o3l * Laeee Jieeeeas|le
28 1151503642237272064 0.3293 0.2 teet
30 67419863002851573760 0.3324 o1
32 4213377103479567482880 0.3350
34 279972060057241280053248 0.3373 065 10 15 20 25 30 35
36 19712670236808003650584576 0.3393 ug))
38 | 1466158742296702001879187456 |  0.3410 Abbildung 4.2 a(—S’)
2n

Abbildung 4.1
Exakte Aufzdhlung der Self-avoiding Loops

in d=o0

Man erkennt die Tendenz, dafl trotz unendlicher Raumdimensionen das Selbstiiber-
schneidungungsverbot bei den angegebenen Wegldngen eine deutliche Einschrén-
kung bedeutet. Eine Vernachlissigung der Excluded-Volume-Korrelationen, indem
man den Self-avoiding Loop in d =00 durch den freien Random Loop ersetzt, ist also

nicht zu rechtfertigen.

Ob sich allerdings das hier erkennbare Verhalten auch in den asymptotischen Bereich
fortsetzt, 14t sich aus den geringen Wegléngen, die man durch exakte Aufzdhlungen
gewinnen kann, nicht extrapolieren. Es muf} also der Grenzwert des Quotienten
ué‘i} / ag;) exakt bestimmt werden. Wenn dieser gegen 1 konvergierte, erwiese sich der

Self-avoiding Loop in unendlichen Dimensionen als asymptotisch trivial.
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Dafl aber tatsichlich selbst in d=o00 noch ein betrichtlicher Teil der Korrelatio-
nen durch den Excluded-Volume-Effekt verbleibt, ist die Aussage des im folgenden

bewiesenen Satzes.

Satz: In unendlichen Raumdimensionen hat unter den zuriickkehrenden Gitterwe-
gen (Random Loops) der Anteil solcher Wege, die keine Selbstiiberschneidungen
aufweisen (Self-avoiding Loops), als Funktion der Schrittzahl einen Grenzwert < 1,

namlich

. Uap 1
lim — = -
n—r00 azn e

Die Zahl der Random Loops verhilt sich daher asymptotisch wie
1(2n)!

Uy ~ 2 d O fiird > 0> (4.6)

Beweis: Als Ausgangspunkt sei die folgende zu (3.22) dquivalente Form der Selbst-
konsistenzgleichung fiir die erzeugende Funktion G(z) gewéhlt (vgl. (3.21))

1:<1+G(i)—zw>:§<1z%0f)>

Mit der Zustandsdichte p(® in unendlichen Dimensionen (D.6) findet man in der

rechten Seite die Integraldarstellung der komplexen Errorfunktion als Hilberttrans-
formierte der Gauifunktion wieder und erhélt damit die folgende implizite Form der
Selbstkonsistenzgleichung:
- lﬁw(l —i—G(z))
z 21 2
Da zur Bestimmung der wus, die asymptotische Entwicklung von G(z) um z =0
benotigt wird, sei die Errorfunktion ebenfalls asymptotisch um % = oo entwickelt

(ABRAMOWITZ und STEGUN (1972) [7.1.23])

(2m)!
|

N P > 1

Yo w(iy==1+ _

21 w(3) 2 mzzjl m!  z2m
Nach einigen Umformungen erhélt man die transzendente Bestimmungsgleichung
fir G(2):

6 = 3 O (1 +ZG<z>>2m

!
o= m!
(Im Vergleich mit dem Ausdruck fiir die erzeugende Funktion des dazugehorigen

unrestringierten Loops

C(Z) — i (2m)!z2m

|
m=1 m:
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erkennt man die spezifische Form der Selbstkonsistenz, die bei Beriicksichtigung der

d=oo-Korrelationen hinzutritt.)

Zur Berechnung der Koeffizienten des derart bestimmten G(z) werden sowohl G(z)

als auch entstehende Zwischenausdriicke formal in Potenzreihen entwickelt:

2m
= 2m - 2l - _ (m) ,2n
G =2 om™ g T&TE <1+G<z>> o

Damit ergibt sich folgendes System linearer Differenzengleichungen, das dquivalent

zur betrachteten Selbstkonsistenzgleichung ist

-1
T = —ZTiSH'
i=0

n—1 ( 1)
qr(lm) = Z ka Tn—k

k=0

6 = S gzm Cmt mf J@m—ny (2 —n))!
n=1 n! =0 (m —n)!

Diese Gleichungen sind iterativ nach dem Schema
(m) (m)
S1ye-y St T s T =7 Q1 e T TSI

auflosbar. Da der Beweis im wesentlichen auf einer asymptotischen Entkopplung
des Gleichungssystems beruht, ist es zum Zwecke einer Abschétzung von Zwischen-
ergebnissen giinstig, die Koeffizienten gemifl ihrem asymptotischen Verhaltens zu

gewichten:

(20)!
!

Mit dieser Normierung bedeutet s,, die relative Zahl aller geschlossenen Random

_(2m)! -

Sm = Sy, und =

m!

Walks in unendlichen Dimensionen, die nicht selbstiiberschneidend sind:

~ U2m

m —

Q2m

Die Iterationsgleichungen fiir §,, und 7, schreiben sich dann als

S

m!(2(m —n))!

Sm = 2 e S TTCT (48)
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und man kann zeigen, dafl mit |§,,| < 1 auch || beschrénkt bleibt. Zur Bestimmung

von 3, fiir grofle m ist eine explizite Formel fiir 0™ giinstiger:

= Y = Y mlnl% <(2?)'>Ai,:ixi]

7!

Iyeeslm {Aiti=o0,1,...
Ih+...+lm=n E)\i:m
Ei)\i:n

In der letzten Darstellung sind alle identischen Monome in den 7; zusammengefaf3t
worden. In dieser Darstellung kann man die Beitridge der grofiten Ordnung in m
isolieren: Im Fall m > n hat der kombinatorische Faktor maximale m-Potenz, wenn
A1 =n und A\g = m — n ist. Dann gilt

m m\ (21\" _, . 2"m" _, .
= (1) (3) it ot = Z85 4 o

Dies erméglicht fiir grofle m ein Aufbrechen der Gleichungskette, und §,, hingt
im Grenzfall n — oo nur von 7; = —1 ab. Untersucht man den kombinatorischen

Koeffizienten in (4.8) auf sein Verhalten fiir m > n, so ergibt sich mit ¢2™) ~
(Z(mfn))
n

2(n-n) 7(7:;(3(2‘),_(2’2;: — (7,)" (% + O(m"—1)> m DL o

Die Summanden, fiir die man nicht m > n annehmen kann, lassen sich ebenfalls
als O(m™') abschétzen, so dal man im Grenzfall grofler m das gewiinschte Ergebnis
erhélt:

1
-1 . x _*
+0(m™) — lim Sm =~ ]

m—o0

Eine erst kiirzlich erschienene, rein mathematische Arbeit iiber die Kombinatorik
konvezer Polygone (STARK und WORMALD (1997)) — im iibrigen die erste, die auch
beliebig hohe Dimensionen d mitberiicksichtigt — bestétigt dieses Ergebnis.

Anmerkung:

Bemerkenswert ist, daf eine verwandte kombinatorische Fragestellung, das sogenannte Ren-
contre-Problem, dasselbe Grenzverhalten zeigt: Betrachtet man unter allen Permutationen
von n Elementen nur diejenigen, die keine Fixpunkte (o(i) = i) besitzen und bezeichnet

deren Zahl mit s,, so findet man

Das obige Ergebnis fiir Self-avoiding Walks 148t sich allerdings nicht auf offensichtliche Weise
hierauf reduzieren.
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4.3 Bedeutung der Ergebnisse

Vergleicht man die bekannte asymptotische Formel fiir den Self-avoiding Loop in
endlichen Dimensionen (4.1) mit dem neuen Ergebnis fiir genuin unendliche Dimen-

sionen (4.6)

U ~ (2d)*"(1+ O(3)) firn>d>1 (4.1)
1 (2n)!
Uy ~ g(nil)d”(l +O(3)) fird>n>1 (4.6)

so fallen die folgenden Unterschiede ins Auge:

1. In endlichen Dimensionen skaliert der Koeffizient wus, zunichst mit d"
(4.6), fiir asymptotische Weglingen jedoch schlieBlich wie d* (4.1). Die-
ses Verhalten spiegelt sich im oben erwdhnten Zusammenfallen der Zu-
sammenhangskonstanten p und pipoiygon Wider. In unendlichen Dimensio-
nen hingegen besteht bei allen Weglédngen eine Skalierung mit der Form

Uop d".

2. In unendlichen Dimensionen steigt die Zahl der Wege tibererponentiell
mit n (ug, ~n™). Dies 148t sich leicht dadurch erkldren, dafl fiir beliebig
hohes n Loops mit der Lange 2n und mazimaler Dimensionalitit d=n
existieren, die fiir endliche Dimension ab n > d ausgeschlossen sind. Ge-
nau diese Klasse von Wegen ist es, die im Fall unendlicher Raumdimen-
sion zur Gittersumme hinzukommt und die das asymptotische Verhalten

dominiert.

3. Diese neue Klasse von echt unendlichdimensionalen Korrelationen ist
auch die Ursache dafiir, dafl der unendlichdimensionale Self-avoiding
Loop nicht mit seinem unkorrelierten Pendant zusammenfillt und sich
sich auch im Grenzfall nicht-gaufisch verhilt. Mathematisch spiegelt
sich diese Tatsache in dem Faktor £ wider, der in (4.6) gegeniiber (4.5)

hinzutritt.

Der letzte Punkt ist eine Besonderheit des zurickkehrenden Self-avoiding Loops. Der
offene Self-avoiding Walk zeigt dieses auflergewohnliche Verhalten in unendlichen Di-
mensionen nicht, sondern wird entprechend dem endlichdimensionalen Self-avoiding
Walk oberhalb der kritischen Dimension d =4 trivial. Da dies fiir den Fall genuin
unendlicher Raumdimension in der Literatur bisher nicht untersucht wurde, gibt

Anhang C einen kurzen Beweis hierfiir.
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Daf} der Self-avoiding Loop in unendlichen Dimensionen nichttrivial bleibt, 148t sich
auch anhand eines anschaulichen Argumentes leicht verstehen: Wihrend der offene
Walk bei jedem Schritt mit der Wahrscheinlichkeit 1 in eine neue Raumrichtung
geht, wird der zuriickkehrende Walk gezwungen, fiir jeden Schritt in eine bestimmte
Raumrichtung, in derselben Raumdimension auch wieder einen Schritt zuriick aus-
zufithren. Dadurch steigt die Wahrscheinlichkeit der Selbstiiberschneidung und der
Excluded-Volume-Effekt erzeugt Korrelationen, die auch in d=o0 nicht verschwin-

den.

Die Situation ist aber eine vollig andere, wenn man eine hohe, aber endliche Dimen-
sion d zugrundelegt. Alle Rechnungen des vorangegangenen Abschnittes waren un-
ter der Voraussetzung d > n vorgenommen worden, wobei n die jeweils betrachtete
Wegldnge bezeichnet. Die asymptotischen Aussagen fiir n — oo werden fiir We-
ge, deren Dimensionalitit (vgl. S.145) in die GroBenordnung der Raumdimension
kommt (also 2n ~ d), aber ungiiltig. Die durch die Einengung asymptotisch lan-
ger Wege in einen endlichdimensionalen Raum entstehenden Korrelationen werden
in ,hohen* Raumdimensionen (im Sinne der Einleitung) aus dem folgenden Grund
nicht beriicksichtigt: Alle Rechnungen fiir hohe Dimensionen sind Entwicklungen
um den Punkt 5 = 0. Dabei bleibt das spezifisch unendlichdimensionale Verhalten
dieses Ausgangspunktes jedoch in jeder Ordnung einer Korrekturrechnung bestehen.
Aus diesem Grunde kann eine Korrektur endlicher Ordnung die beschriebenen, fiir
den Fall d=o0 spezifischen Korrelationen nicht eliminieren. Dies deuten bereits die
kombinatorischen Berechnungen im Anhang B fiir den nichtkorrelierenden Random
Loop an. Eine Verbesserung der d=oo-Werte durch O(;)-Korrekturen vermag nur
bei endlichen Wegléngen die tatsdchlichen Werte fiir endliche Dimensionen besser
zu approximieren. Dies zeigt sich besonders deutlich an der Tabelle zum Ende des
Anhangs B. Man erkennt, wie die Tatsache, dafl bei hoheren Wegldngen der Walk
gezwungen ist, in bereits besuchte Raumdimensionen zuriickzukehren, dazu fiihrt,
daf} die ersten Korrekturen einer dimensionalen Entwicklung die Zahl der Wege nicht

mehr korrekt wiedergeben (fiir a(!) etwa ab n ~ d).

Die in diesem Kapitel fiir den unendlichdimensionalen Self-avoiding Loop untersuch-
ten Phénomene treten in derselben Weise auch bei einer Ndherung hoher Dimen-
sionen fiir die Gittersumme der effektiven Single-Site-Niherung des Andersongitters
auf, so dafl man die folgenden allgemeinen Aussagen zum Excluded-Volume-Problem

bei zuriickkehrenden Gitterwegen treffen kann:

Der unendlichdimensionale Self-avoiding Loop ist generisch von jedem endlichdi-

mensionalen verschieden. Korrekturen durch eine nach endlich vielen Schritten ab-



4.3. BEDEUTUNG DER ERGEBNISSE 83

brechende Entwicklung nach 5 verbessern nur die Néherung fiir kleine Weglédngen.
Die Asymptotik (und damit das Verhalten fast aller Beitréige der Gittersummation)

bleiben die eines unendlichdimensionalen Weges.

Dies 148t sich auch in der folgenden Form ausdriicken:

Die Grenziiberginge d— oo und n — 0o sind nicht vertauschbar und fiihren im be-
trachteten Fall zu nichtiquivalenten Systemen. Die Niherung d=oo (und eine Ent-
wicklung um diesen Grenzfall) ist also nur bedingt geeignet, um das Verhalten end-

lichdimensionaler Systeme zu approzimieren.

Diese Erkenntnisse werden zusammen mit weiteren Uberlegungen zum Anderson-

gitter in eine Bewertung der Ndherung hoher raumlicher Dimension einflieflen.



Kapitel 5

Das Andersongitter

in hohen Dimensionen

5.1 Die Gittersumme in hohen Dimensionen d

In diesem Abschnitt werden konkret die Ausdriicke fiir die d=oo-Ndherung und
die é—Korrekturen der Gittersumme fiir das Andersongitter berechnet, wozu die in

Kapitel 3 in allgemeinem Rahmen gewonnenen Ergebnisse verwendet werden.

5.1.1 Das Tight-Binding-Band in hohen Dimensionen

Zur korrekten Ldsung der Gitter-Selbstkonsistenzgleichung in d=oco und in O(%)
mufl das ungestorte Elektronenband, beschrieben durch den Propagator g,,, nach
der inversen Raumdimension bis zur ersten Ordnung entwickelt werden. Es wird dazu
als einfachstes Modell beweglicher Ladungselektronen ein Tight-Binding-Band mit

einem isotropen Hopping ausschliellich zwischen néichsten Nachbarn angenommen:

t fiir nichste Nachbarn

0 sonst

tmy - t~5<m,y> = {

Damit die Modelle in verschiedenen Dimensionen vergleichbar bleiben und ein ver-
niinftiger Grenziibergang zu unendlichen Raumdimensionen resultiert, wird die Ska-
lierung der Hoppingstéirke geméf ¢ := ﬁ vorgenommen (vgl. METZNER und VOLL-
HARDT (1989)). Die mit der Dimensionszahl sich erhthende Beweglichkeit der Elek-
tronen wird auf diese Weise durch ein verringertes Hopping kompensiert, so dafl eine

endliche kinetische Energie und eine nichttriviale Banddichte im Grenzfall d— oo

84
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verbleiben. Eine Verallgemeinerung fiir ein Hopping iiber mehrere Gitterplitze ist
nach MULLER-HARTMANN (1989) méglich, solange man sich auf Spriinge entlang

der Koordinatenachsen beschrankt.

Im folgenden werden alle bendtigten Eigenschaften des Propagators g,, des Tight-
Binding-Bandes angegeben. Die zugehérigen Rechnungen und Angaben zu weiteren
Korrekturen finden sich im Anhang D.

Der Diagonalteil der Bandelektron-Greenfunktion im Grenzfall d=o0, d.h. in nullter

Ordnung in %, lautet

Jmz >0

W = 5 (3)

Joo\2) = o= 2

mit der komplexen Errorfunktion w(z) (ABRAMOWITZ und STEGUN (1972) [7.1.4]).
Das fiihrt zu der gauiférmigen Spektraldichte

Rle

1 1 . 2
PO (w) = ——Im gff (w +i0) = 5=~ (31)

2t\/T
Ebenfalls benotigt wird die Korrektur erster Ordnung in %
1 1 2 0 2z

9((10)(75) = [Ch (g) 9(()0)(2) + 502 (g)] (5.1)
mit den Korrekturpolynomen

1 4 2 Lo 3

@ (z) = Z(—4x + 1227 — 3) @(x) = 5(25[) — 5x)

Alternativ kann man diese Korrektur aufgrund von (D.10) auch in der folgenden
Form ausdriicken:

1 1t4 1
9(()0) = _gzg([)o}

Die nichtdiagonalen Elemente g,, lassen sich mit analogen Methoden berechnen. Es

stellt sich heraus, daf} fiir die folgenden Betrachtungen, bei denen das Endergebnis

nur bis auf O(;)-Terme genau sein muB, die fiihrende Ordnung in % ausreicht':
s | 1O (o 1 .
Gy =d 2 75 5,700 (2) +O(d 2) mit d=4(x, y) (5.2)

'Diese Beziehung gilt allerdings nur in niedrigster Ordnung, in hoheren Ordnungen lassen sich
die Gitterspriinge nicht durch einfaches Ableiten der diagonalen Greenfunktion ausdriicken, son-
dern sind vielmehr Linearkombination verschiedener Ableitungsordnungen. Das prizise Resultat
findet sich im Anhang D, dort sieht man insbesondere, dal g,y = gy
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Der Propagator im Spezialfall ndchster Nachbarn sei mit go; bezeichnet. Es gilt

1,0
g =d 2t&900 + O(%) (5.3)

Mit diesem Riistzeug a8t sich insbesondere die %—Korrektur der Gittersumme durch

einfach auszuwertende Ausdriicke darstellen.

Bei der gewihlten Skalierung der Hoppingstirke ergibt sich mit (5.2) das fiir die
allgemeinen Berechnungen des Kapitels 3 benotigte Skalierungsverhalten des Ein-

schrittpropagators:
8(z.y)

Goy ™~ d

Somit lassen sich die Ergebnisse des Abschnittes 3.3 auf die Bestimmung der Gitter-
summe des periodischen Andersonmodells in der Ndherung hoher Raumdimensionen

anwenden.

5.1.2 Die Gittersumme des Andersongitters in d=o0

Die in Abschnitt 3.3 gewonnenen, vergleichsweise abstrakten Ausdriicke fiir d=00
(3.22) und die %-Korrekturen (3.27) stellen allerdings noch Identitéten fiir Matrizen
dar, deren Groéfle mit der Zahl der Gitterplitze skaliert. In diesem und dem folgen-
den Abschnitt sollen diese Ausdriicke fiir das konkrete System des Andersongitters
berechnet und so explizit formuliert werden, dafl sie analytischen Fragestellungen

zuganglich sind.

Dazu muf} zunéichst die lokale Streumatrix 7'(z) = V2F(z) wieder in die Gittersumme
resubstituiert werden. Da die lokale Streuung im folgenden als translationsinvariant
angesehen wird, geschieht dies am einfachsten, indem jedem Propagator (sowohl
dem Einschrittpropagator g als auch dem gesuchten, effektiven Propagator G) ein
T zugeordnet wird. Das ist gleichbedeutend mit den Ersetzungen G — T - G und

g — T - g in den jeweiligen Bestimmungsgleichungen.

Fiir den lokalen effektiven Propagator in d=oo erhélt man aus (3.22)

0)(,) — 9k (2)
@) <1—T<z><gk<z>—a<°><z>>> (54)

Hierbei wurde bereits die Darstellung des Diagonaloperators (...) im k-Raum (3.7)

gewihlt. Der ungestorte Bandpropagator gi(z) = ﬁ erfiillt die Identitét

(gr(2)) ™" — 2 = (gr(z — )7
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und daher kann man den obigen Ausdruck umformen zu

gr(2) _ 1 - aulz — T(z) )
1—T(2)(ge(2) — GO(2)) 1+ T(2)GO(z) 7" 1+ T(2)GO)(z)

Nach Mittelung a8t sich so die Matrixgleichung (3.22) bzw. die k-Summe (5.4)
als eine einfache skalare Selbstkonsistenzgleichung iiber die ungestorte lokale Band-

greenfunktion ¢(® mit verschobenem Argument schreiben:

1 7(:)
ST TR T T TR ) >9)

G0

Fiir die Berechnung der néchsthéheren Ordnung werden auch die nichtdiagonalen
Anteile Gg;) in der d =o00- Ndherung bendétigt. Durch eine den soeben durchgefiihrten

Umformungen analoge Rechnung erhélt man

T(z) Gl T(z) )
1+ T()GO))2 Y T 1T TR)60 ()

GO (z) =

ry

(5.6)

wobei der reduzierte Einschrittpropagator g durch g, = gy — G000y definiert wird.
Man sieht insbesondere sofort, da G(®) alle Symmetrien von g erbt, so z.B. Ggg =

G‘é%) und die Skalierungseigenschaft

d(z.y)
2

o 8w
GO ~d (5.7)

5.1.3 Die Gittersumme des Andersongitters in O(3)

Bevor nun die Ergebnisse des Abschnittes 3.3 auch auf die dimensionalen Korrek-
turen des Andersongitters angewandt werden, sei noch eine wichtige Feststellung
vorausgeschickt. Beim Ubergang zu einer O(%)-Rechnung miissen nicht nur Korrek-
turen weiterer beitragender Gitterwege geméif} (3.27) einbezogen werden, es ist auch
zu beachten, dafl der Einschrittpropagator g,, fiir den Grenzfall d=oo bestimmt
worden war. Er mufl ebenfalls um %—Beitriige korrigiert werden. Man muf} also in

( (1) (1)

der Selbstkonsistenzgleichung (5.5) g((]?)) durch go?)) + g5 mit gy aus (5.1) ersetzen,

wobei sich ein etwas anderes G0 ergibt:

) = ! “ goo(z — T(z)
14+ T(2)G)(z) 14+ T(2)GO)(z)

) (5.8)

G®) enthilt also neben allen Beitréigen fiir d=o00 zusitzliche i-Korrekturen. Die

im folgenden berechneten Korrekturbeitriage sind allerdings aufgrund ihrer Struktur
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bereits von der Ordnung O(=), hier muf} also nur das aus (5.5) und (5.6) bestimmte

1
d
Gg’y) eingesetzt werden.

Im folgenden soll ausgefiihrt werden, wie aus den abstrakten Ausdriicken im Orts-
raum und im k-Raum, die gegen Ende von Kapitel 3 angegeben wurden, konkrete,
elementar auswertbare Berechnungsformeln fiir die Korrekturterme 5, Q4 und Qs

erwachsen.

Mit von nun an unterdriicktem Argument z sei abkiirzend g = ¢(z) definiert als

1

q: _——
1+ TG

Zudem wird das haufig auftauchende, verschobene Argument mit Z = z — T'(2)q(2)
abgekiirzt. Damit gilt fiir den in alle )-Ausdriicke einzusetzenden, nichtdiagonalen
d = oco-Propapagator G(0:

Ggﬁ) = ¢" Gy (2)

Bei der Resubstitution von T'(z) lautet die Gleichung fiir die 2-Korrekturen (3.27)

G (z) = T(lz) <Q51++2@Q4 - Q4> (5.9)

Die Berechnung von Qs = T? <(C¥,(€0)(2))2> bereitet keine Schwierigkeiten, wenn man
((g1(2))?*) = —L£g(z) beachtet:

Q2 = —T?¢*(g'(2) + 9°(2)) (5.10)

(g steht abkiirzend fiir g(()g), die Ableitung ¢' ist eine partielle, vor Einsetzen des

Argumentes Z.)

Zur vereinfachten Berechnung von Q4 mufl noch die folgende Uberlegung angestellt
werden. Betrachtet man die Definition von @4 im Ortsraum (3.28), so erkennt man,
daB aufgrund des Skalenverhaltens (5.7) in fithrender Ordnung in % nur Spriinge zu
ndchsten Nachbarn von Belang sind:

STGINAGE))? =2d - (GI)) + O(L)

xr

Mit (5.6) und (5.3) fithrt das schlieflich auf

Qu =321t ¢ (2))' + O() (5.11)
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Etwas mehr Schwierigkeiten bereitet der Ausdruck fiir @5 (s. Abb. 3.2 auf Seite 66):
Qs = L GRI(GY)°G
.y

Es miissen hier in niedrigster Ordnung in % nur die Beitridge beriicksichtigt werden,
bei denen x und y néichste Nachbarn sind. Dann bleibt aber noch die Summe iiber
néichste Nachbaarpare (x,y)
> GRGY
(z,y) N.N.

zu bestimmen. Dazu sei die Summe aus einer anderen Perspektive betrachtet: Statt
den Gitterplatz 0 festzuhalten und alle ndchsten Nachbarpaare (z, y) zu durchlaufen,
kann man aufgrund der Translationsinvarianz ein festes Paar (0, 1) néchster Nach-
barn wihlen und alle indirekten Wege von 0 iiber beliebiges x nach 1 durchlaufen.
Dabei erhélt man genau den gleichen Satz von Wegen wie in der ersten Summe,
wenn man das Paar (0, 1) in jede Raumrichtung genau einmal legt. Die Summe ist

also gleichwertig mit folgendem Ausdruck
Y Go Gy

Es gilt nun die folgende Identitét fiir jeden Propagator der Form g, =

, un-
Z—€L
abhéngig von der Dimension oder der Dispersion, solange nur die auftauchenden

Summen konvergieren:

Satz: Seien x und y beliebige Gitterpliatze, dann gilt

0
Z garw gwy &ga:y(z)
Beweis: Durch Fourierdarstellung und Ausnutzen der Relation 2gx(z) = —g2(2)

erhilt man

Z Z —lkl ’LU :E —zkz(y w)gkl( )gk:2(z)

kl,k2
k(y—=) (y—=)
zk: gk N 6‘2:N2:e g (2
L]

So einfach diese Aussage zu beweisen ist, impliziert sie doch die wesentliche Tat-
sache, dafl der indirekte Sprung zwischen Gitterpldtzen genauso skaliert wie der
direkte Propagator. Dies bedeutet insbesondere, dafl man fiir Skalierungsfragen Zwi-
schenpunkte vom Grade 2 eliminieren kann. Die unmittelbare Verallgemeinerung auf
mehrere Zwischengitterplitze lautet:

W O _ S(zyy)
Z Gizy - Gony = (—1) n!@gmwd 2

21...2n



90 KAPITEL 5. DAS ANDERSONGITTER IN HOHEN DIMENSIONEN

Aufgrund dieser Betrachtungen erhélt man schlief8lich fiir Q5 den Ausdruck

Qs = —éT"’qw(t g(2))* (g"(2) +29(2)g'(2)) (5.12)

Die auftretenden héheren Ableitungen von g = ggp kann man mit Hilfe der Rekur-

sionsformel (D.7) bestimmen.

5.2 Das Anderson-Fano-Gitter in d=o00

Die Giiltigkeit der Gitter-Selbstkonsistenzgleichung (3.22) in unendlichen Raumdi-
mensionen ist nicht auf das periodische Andersonmodell beschrankt, sondern kann

auch auf andere Modellsysteme mit einem analogen Gitteranteil angewandt werden.

In Abschnitt 2.4 wurde erldutert, wie das Gesamtsystem des Andersongitters in ein
lokales Problem und die den Gittereinflufl beschreibende Gittersumme aufgetrennt

wurde:

e Das lokale Problem ist ein effektives Single-Site-System und umfaf}t
alle lokalen Korrelationen, wie sie z.B. beim Single-Impurity Anderson-
modell durch die lokale Wechselwirkung U entstehen. Diese lassen sich
nur niherungsweise und in gewissen Parameterbereichen (z.B. mit der

NCA) behandeln.

e Die nicht-lokalen Korrelationen werden durch das Excluded-Volume-
Problem der Gittersumme, das in dieser Arbeit untersucht wird, be-
schrieben. Dieses 148t sich in unendlichen Raumdimensionen ezakt 16sen.
Im Falle endlicher Dimensionen stellt die Selbstkonsistenzgleichung der
Gittersumme eine Ndherung dar, die durch Hinzunahme von dimensio-

nalen Korrekturen noch verbessert werden kann.

Um die Qualitéit dieses effektiven Single-Site-Ansatzes zu priifen, soll er in die-
sem Abschnitt auf ein exakt losbares Gittersystem angewandt werden. Ein solches
entsteht z.B., wenn man im periodischen Andersonmodell die lokale Coulombwech-
selwirkung U =0 setzt?. Dieses wechselwirkungsfreie Andersonmodell, das auch als
Anderson-Fano-Modell bezeichnet wird, kann z.B. die Bildung virtuell gebundener
Zustande erkliaren (vgl. HEWSON (1993), [Kap.1.4]). Es soll nun — parallel zu der vor-

Dies ist dquivalent zum Grenzfall n=1, dem Andersongitter mit nur einem Spinkanal.
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gestellten Behandlung des vollen Andersonmodells — mit Hybridisierungs-Stérungs-
theorie berechnet werden. Da das Modell aber nur noch Einteilchenterme enthélt,
148t es sich — sowohl in seiner Einstorstellenform als auch in der periodischen Form
— exakt 16sen. (Eine kurze Losung mit Hilfe von Bewegungsgleichungen findet sich
im Anhang E.) Im Vergleich wird festzustellen sein, daf§ die Berechnung iiber die

Gittersumme den exakten Grenzfall reproduziert.

Bemerkung;:
Neben dem hier betrachteten Grenzfall U — 0 des periodischen Andersonmodells gibt es
noch weitere, exakt 16sbare Grenzfiille (sieche z.B. CzyCcHOLL (1986))

e Im Fall V' — 0 entkoppeln Band und Storstellen, und der Hamiltonoperator ist
bereits einteilchendiagonal. Die Selbstkonsistenzgleichung reproduziert diesen
Trivialfall: Fiir V =0 wird das Band nicht modifiziert — effektives und un-
gestortes Band sind identisch — und das lokale System ist ein triviales lokales
Mehrniveausystem, das man exakt diagonalisieren kann.

e Ahnlich wird der Grenzfall eines unendlich schmalen Bandes €, — € trivial.
Das Andersonmodell wird ein rein lokales Problem, das exakt diagonalisiert
werden kann. Die Bandspektralfunktion wird durch einen Deltapeak mit re-
normierter Energie dargestellt. Auch diesen Grenzfall reproduziert die Selbst-
konsistenzgleichung.

e Als einziger nicht-trivialer Grenzfall, der weiterhin echte Vielteilcheneffekte
beinhaltet, bleibt der gemischte Grenzfall U — 0o, N — oo bei gleichzeitig ver-
schwindender Hybridisierung V2 — 0, so da NV? =T konstant bleibt. Wie
auch in den beiden vorangehenden Fillen existiert allerdings kein generisches
Gitterproblem, und die rdumlichen Korrelationen, die durch die Gitterselbst-

konsistenzgleichung représentiert werden, verschwinden.

Als einziger, exakt l6sbarer Grenzfall, bei dem ein echtes Gittermodell zu I6sen ist, bleibt
also das U =0-Andersongitter.

Der Hamiltonoperator des Anderson-Fano-Gitters hat in k-Darstellung die folgende
Gestalt:

Hpamu=0 = > excicp +er > [ [ + VO ci fo + ficr)
k k %

Eine Behandlung dieses Systems iiber einen effektiven Single-Site-Ansatz vollzieht
sich nun in den folgenden Schritten: Da das lokale Problem wechselwirkungsfrei ist,
muf nicht auf die NCA als Ndherung zuriickgegriffen werden. Seine f-Greenfunktion
148t sich vielmehr exakt angeben (E.5), allerdings muf} die ungestorte (V' =0) Single-

Impurity-Bandgreenfunktion G{*) durch die des effektiven Bandes G. ersetzt werden:

1

Gep = =
Tk Z—Ef—V2GC
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G, wird iiber die Gitterselbstkonsistenzgleichung in d=o00 (5.5) berechnet:

SRS W1 () YU <7 I
Gc_1+V2GfGC G (2 1+V2Gch)

Mit Hilfe der beiden T-Matrix-Gleichungen (E.4) des effektiven Single-Impurity-Mo-
dells

Ge=Go+ G VGG, wd Gyp= A=+ A V°G,

z—€f ¢ z—ef
kann man noch die echte Bandgreenfunktion G. ermitteln und das Argument der

Selbstkonsistenzgleichung vereinfachen. Es ergeben sich die beiden Gleichungen

Gl = G- L) 19
Gy(z) Z,lef + % - GU(z — ZY;) '

Diese stimmen mit den exakten Losungen des periodischen Modells (E.3) aus An-
hang E iiberein. Offensichtlich gilt dieses Gleichungssystem in allen Dimensionen
und fiir jedes Band, so dafl auch bei endlicher Dimension die fiir d=o00 ermittel-
te Gittergleichung exakt ist. Das manifestiert sich darin, da} die Selbstkonsistenz

beziiglich G. aus den Gleichungen herausgefallen ist.

Die effektive Single-Site-Nidherung (d=oo-Ndherung) fiir das Andersongitter wird
im Grenzfall U — 0 exakt.



Kapitel 6

Numerische Ergebnisse

fiir das Andersongitter

Die bisherigen Aussagen iiber die Qualitéit der ndherungsweisen Beschreibung end-
lichdimensionaler Systeme durch unendlichdimensionale Modelle fanden im Rahmen
der Analyse von allgemeinen Random bzw. Self-avoiding Loops statt. Im vorange-
gangenen Kapitel wurden die allgemeinen Resultate fiir Gittersummen in hohen Di-
mensionen schliefllich auf das Andersongitter in der effektiven Single-Site-N&dherung
angewandt. Dies fiihrte zu expliziten Ausdriicken, die einer numerischen Auswertung
zuganglich sind. Damit kdnnen nun konkrete, selbstkonsistente Berechnungen vorge-
nommen werden, woraus sich weitere Kriterien fiir die Qualitdt der d=oo-Naherung

und ihrer i—Korrekturen ergeben.

Zunéchst seien einige kurze Erlduterungen zu den verwendeten numerischen Verfah-
ren vorausgeschickt. Fiir Details sei auf den Abschnitt F.1 im Anhang verwiesen.
Sodann werden die selbstkonsistent berechneten Ergebnisse fiir verschiedene effek-
tive Single-Site-Ansétze vorgestellt und interpretiert. Da die fiir d =o0o-Rechnungen
charakteristische Divergenzproblematik wesentlich durch die Struktur der Bestim-
mungsgleichung fiir das effektive Band bedingt sind, soll deren Losungsstruktur in
einem letzten Abschnitt noch einmal unabhéngig vom Single-Impurity-Problem sy-

stematisch analysiert werden.
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6.1 Numerische Verfahren

Die hier vorzustellenden verschiedenen Variationen der effektiven Single-Site-Theorie
des Andersongitters setzen sich entsprechend der theoretischen Formulierung aus
zwei Teilproblemen zusammen. Fiir beide muf3 in einer numerischen Behandlung

mit dem Computer eine addquate Losung implementiert werden.

e Es miissen die durch die Gittersumme (2.12) représentierten raumlichen
Korrelationen in ihren unterschiedlichen Naherungen berechnet werden.
Hierzu gehoren die bereits bekannten Formulierungen der LNCA (2.20)
und XNCA (5.5), die Ergdnzung der XNCA um dimensionale Korrektu-

ren (5.9), sowie noch vorzustellende Mischformen dieser Ansétze.

e Es muf} die lokale f-Streumatrix eines Single-Impurity Systems mit belie-
big vorgegebenem effektiven Band berechnet werden. Hierzu werden die
NCA-Gleichungen (2.5), (2.7) herangezogen.

Beide Teilprobleme sind in hohem Mafle nichtlinear, so dafl das Gesamtproblem
selbstkonsistent gelost werden muf}. Es ergibt sich demnach bereits die in Abbildung
6.1 dargestellte, mehrfach selbstkonsistente Grobstruktur eines effektiven Single-
Site-Problems (s. Abbildung 6.1):

e Das Single-Impurity-Problem wird (zunéchst fiir ein ungestortes Elektro-
nenband pg) durch Iteration der NCA-Gleichungen (2.5) bis zur Selbst-
konsistenz geldst (a)' und die lokale f-Greenfunktion G (2.5) aus den

berechneten Selbstenergien bestimmt (b).

e Aus der lokalen Streumatrix 7 = V2G; (c) wird eine neue effektive
Bandgreenfunktion G, bestimmt (d). In d=o0 geschieht dies aus der
Selbstkonsistenzbedingung (5.5). Im Fall der LNCA 148t sich G, explizit
berechnen (2.20).

e Die resultierende, neue effektive Banddichte p = —%Sméc (e) geht dann
in die Neuberechnung des Einstorstellenproblems ein. Erst wenn die ef-
fektive Banddichte selbstkonsistent reproduziert wird (gemessen nach

einem numerischen Giitekriterium), endet die Iteration.

L(a)—(e) beziehen sich auf Abbildung 6.1.
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Abbildung 6.1 Struktur einer effektiven Single-Site-Rechnung

Die Schwierigkeiten, die sich bei der numerischen Behandlung der NCA-Gleichungen
ergeben, sind bereits seit langerem bekannt und sind vor allem auf die beiden fol-

genden Probleme zuriickzufiihren:

Zum einen verschwinden die beteiligten Propagatoren nicht unterhalb einer Grund-
zustandsenergie, sondern besitzen exponentiell auslaufende Enden, deren Beitrige
bei numerischer Intergration divergieren kénnen. Um dem abzuhelfen, miissen die
NCA-Gleichungen in eine modifizierte Darstellung gebracht werden, in der sie eine
numerisch stabile Losung erlauben. Die hier verwendete dquivalente Formulierung
der NCA-Gleichungen findet sich in Anhang F.1 beschrieben.

Zum zweiten ergibt sich durch die stark singuldren Strukturen, die sich bei tiefen
Temperaturen ausbilden, die Notwendigkeit, die beteiligten Dichten bzw. Greenfunk-
tionen fiir eine numerische Integration flexibel an den relevanten Stellen abzustiitzen.
Dies wird allein durch die im Laufe der Iteration variierende effektive Banddichte
unabdingbar. Um diese Schwierigkeiten zu bewiltigen, wurde eine Methode ent-
wickelt, die beteiligten, nur numerisch zuginglichen Funktionen automatisch geméafl
der Verteilung ihres spektralen Gewichtes abzustiitzen. Dabei wird im Verlaufe der
[teration das Stiitzstellennetz immer wieder an Verdnderungen in der Funktion an-

gepafit. Eine kurze Erlauterung dieses Verfahrens wird in Anhang F.2 vorgestellt.

Das entwickelte Programm ist somit in der Lage in weiten Parameterbereichen, oh-
ne individuelle Anpassung von bestimmten Prozeduren, d.h. ohne duflere Eingriffe,
effektive Single-Site-Rechnungen durchzufiihren. Insbesondere lassen sich so die un-
terschiedlichen Resultate der verschiedenen Autoren, sowie auch weitere, zukiinftige

effektive Single-Site-Ansitze behandeln und vergleichen. (Anhang F gibt zu diesem
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Zweck eine kurze Ubersicht iiber die Leistungsmerkmale und Hauptstrukturen des

Programms.)

Insbesondere sind alle in dieser Arbeit vorgestellten numerischen Resultate mit dem
beschriebenen Programm erzeugt worden. Fiir die Originalergebnisse der verschie-

denen Autoren sei auf die jeweils angegebenen Literaturstellen verwiesen.

6.2 Effektive Single-Site-Rechnungen

fiir das Andersongitter

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, daf} die im folgenden vorgestellten Ergebnis-
se alle aus Naherungen stammen, die sich allein durch ihre Behandlung der rdumli-
chen Korrelationen — beschrieben durch die Excluded-Volume-Gittersumme (2.12) —
unterscheiden. Die verwendeten (’)(é)—Korrekturen wurden zwar beziiglich der Aus-
wertung der Gittersumme vollstéindig aufsummiert, weitere Ergédnzungsterme zu den
d=o00-Abschitzungen des Einstorstellenansatzes geméfl der Argumentation in Ab-

schnitt 2.4.1 bleiben hier allerdings unberiicksichtigt

In den folgenden Abschnitten gelte die verkiirzte Schreibweise G := G, :G(()%) fiir den
effektiven Bandpropagator, T:=T(z) =V?2G/(z) fiir die Streumatrix und ¢ := gop fiir

die jeweils verwendete lokale Greenfunktion der ungestérten Bandpropagation.

6.2.1 Ergebnisse der XNCA

Zur Berechnung der Gittersumme in der XNCA wurde fiir den effektiven Propagator
G, die Selbstkonsistenzgleichung (5.4) abgeleitet. Die Mittelung (...) lieff sich da-
bei durch einen Ausdruck, der allein das ungestérte Band bei einem verschobenem

Argument (5.5) auswertet, ersetzen:

1 T
XNCA __
G = Trreeer 9 T T pgeer)

mit dem GauBiband g geméf (D.5) und (D.6).

Bei der zugehorigen selbstkonsistenten Berechnung des Andersongitters wurden die

folgenden Parameter zugrundegelegt:
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Hoppingstéirke t =1/(24/m)eV = 0.282eV

= Bandbreite D = 0.399eV

f-Energie ep = —0.20eV (P1)
f-Entartung N =6

Hybridisierungsstirke V2 = 0.011(eV)?
Kondotemperatur Tk =165.7TK

Die Kondotemperatur (fiir das Single-Impurity-System) wurde nach der Formel

1
. NWO N €f
TK_D( D ) exp <NW0)

mit der Hybridisierungsintensitit Wy = nl' = V?p.(er) und der Bandbreite D =
(E?) ermittelt (vgl. z.B. HEWSON (1993)).

Die folgenden beiden Abbildungen zeigen die typische Temperaturabhingigkeit der
f-Spektraldichte. Unterhalb der Kondotemperatur entsteht in der f-Dichte p; die
charakteristische Abrikosow-Suhl-Resonanz (Abbildung 6.2), die bereits fiir das Sing-
le-Impurity-System (SI), das den Fall verdiinnter Storstellen beschreibt, charakteri-
stisch ist (Abbildung 6.3).

4.0
5.0 3 4 3.0
100 K
120
4.0
1 1.0
i 30 0.0
E 05
)
g 2.0
1.0
00 L L L L L L L L L
-0.02 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

E/eV

Abbildung 6.2
f-Dichte p; der XNCA fiir (P1)
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Abbildung 6.3
f-Dichte p; der Single-Impurity-Rechnung (SI) fiir (P1)

Die gegeniiber dem verdiinnten System hinzutretenden Gittereffekte erkennt man
deutlichsten an der Spektraldichte des effektiven Bandes p(FE) (Abbildung 6.4). An
der Stelle, an der in der f-Dichte die Resonanz entsteht, erfihrt das effektive Band
eine zunehmende Verstirkung. Uber die Selbstkonsistenz wirkt diese erhohte Band-
dichte auf die f-Dichte zuriick. Mit abnehmender Temperatur wird diese Struktur
in der Banddichte stark singuldr und nimmt die Form eines nichtanalytischen Peaks
an. Sobald dieser Peak voll ausgebildet ist, bricht die selbstkonsistente Bestimmung
des effektiven Bandes zusammen. Dieser Zusammenbruch findet bei einer typischen
Temperatur 7 in der Gréflenordnung von etwa 0.5T statt. Oberhalb von T\ gibt
es in der Temperaturabhéngigkeit der f-Dichte jedoch kein Anzeichen fiir dieses sin-
guldre Verhalten. Das Einstorstellensystem (Abbildung 6.3), bleibt bis zu wesentlich
tieferen Temperaturen losbar. Auch erscheint der Einflufl der vergroflerten effektiven
Banddichte auf die Resonanz in der f-Dichte gering. (Weitere Bemerkungen hierzu
folgen am Schlufi des Abschnittes.) Der Zusammenbruch der XNCA 148t sich also
allein anhand der Eigenschaften der Selbstkonsistenzleichung charakterisieren — was
in Abschnitt 6.4 geschehen soll.
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Abbildung 6.4
Effektive Banddichte p und

ungestorte Banddichte py der XNCA

Die hier beschriebene Verhaltensweise der numerischen Losungen der XNCA findet
sich bei allen Autoren, die das Andersongitter in d =00 mit der effektiven Einstorstel-
lenmethode behandeln. Unterhalb von T fiihrt eine Bestimmung der effektiven
Dichte durch Iteration bis zur Selbstkonsistenz nicht mehr zu einer stabilen Losung,
sondern zeigt divergentes Verhalten im Bereich des Peaks. Um dennoch zu Tempe-

raturen unterhalb von T\ vorzudringen, werden zumeist zwei Wege beschritten:

e Durch verfeinerte numerische Analyse lassen sich im Bereich des Peaks
weitere instabile Losungen ausmachen?. Setzt man aus ihnen eine durch-
gehende Losung zusammen, so findet man, dafl die effektive Banddichte
unter Beibehaltung ihrer singuléren Struktur weiter anwéachst. Auf diese
Weise gelangt man allerdings nur zu unwesentlich niedrigeren Tempera-
turen. Im Schlufiteil dieses Kapitels (Abschnitt 6.4) wird sich heraus-
stellen, warum dieses Vorgehen physikalisch nicht zu rechtfertigen ist.
In allen Darstellungen dieser Arbeit sind daher auch unterhalb von T)
keine effektiven Banddichten mehr angegeben.

2Personliche Mitteilung von P. SCHONENBERG. Vgl. auch die Abbildungen 8.6 und 8.7 bei
GRUISSEM (1995).
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e Fine weitere Moglichkeit, das singuldre Verhalten zu umgehen, besteht
darin, die Selbstkonsistenz dahingehend abzuschwéchen, dafl man nur
endlich viele Iterationsschritte durchgefiihrt. Die Bedeutung dieses Ver-

fahrens wird im folgenden Abschnitt 6.2.2 ndher untersucht.

An dieser Stelle sollen die Ergebnisse zweier typischer d=oo-Rechnungen eingeord-

net werden.

HULSENBECK und QIN (1994) arbeiten mit einem zur Selbstkonsistenzgleichung
dquivalenten Gleichungssystem (vgl. Abschnitt 2.4.3) und stolen folglich auf das-
selbe pathologische Verhalten in der numerischen Losung des Andersongitters. Sie

wihlen das in d=o00 korrekte Gaulband als ungestortes Band und die Parameter

Hoppingstérke t =0.5eV

= Bandbreite D =0.707eV

f-Energie ef = —0.15eV (P2)
f-Entartung N =6

Hybridisierungsstirke V? = 0.01(eV)?

Kondotemperatur T = 588K

Hiermit 148t sich die in obiger Arbeit angegebene Temperaturabhéngigkeit der ef-
fektiven Banddichte im wesentlichen bestétigen (Abbildung 6.5). Bei T\, ~ 25K =~
0.5Tk findet der charakteristische Zusammenbruch unter Ausbildung einer singulé-
ren effektiven Banddichte statt. Die Autoren geben ebenfalls an, bei tieferen Tem-
peraturen numerische Schwierigkeiten mit Instabilitdten in der Bestimmung des ef-
fektiven Bandes zu haben. (Die dort angegebenen absoluten Temperatur- und Ener-
giewerte sind allerdings inkonsistent und scheinen auf einer falschen Skalierung, die

nicht mehr zuriickverfolgbar ist, zu beruhen.)
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Abbildung 6.5

Effektive Banddichte p fiir (P2)

Im Gegensatz zu den bisher vorgestellten Rechnungen legen KiM, KURAMOTO und
KAsuyA (1987a und 1990) ein Kastenband mit halber Breite D zugrunde:

1 z/D+1
= — Ogi
2D " z/D—1

Dies ist allerdings mit der Annahme unendlicher Dimensionen nicht vereinbar, da

p(E):%G)(D—|E|), 9(2)

nach dem zentralen Grenzwertsatz jedes kartesische Produkt identischer eindimen-
sionaler Dispersionen fiir d— oo in ein Gauflband miindet. Fiir die spezifischen Pa-

thologien der Gitter-Selbstkonsistenzschleife scheint dies aber unerheblich zu sein.

Es werden die folgenden Parameterwerten zugrundegelegt® (1eV = 11604K):

Bandbreite D = 10*K = 0.862eV

(Kastenband !)

f-Energie € = —1500K = —0.129eV

f-Entartung N =6 (P3)

Hybridisierungsstiarke W, =42.91K
= V2 =0.0064(eV)?
Kondotemperatur T =16.0K

3Der Wert fiir Wy ist in der Arbeit mit 135 = 500/7 nicht korrekt angegeben und wurde fiir
die vorliegenden Rechnungen korrigiert.
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Hiermit lassen die die Ergbnisse der Arbeit oberhalb der Zusammenbruchstempe-
ratur, die hier T\, ~ 7.5K betrigt, reproduzieren. Wieder ist die Ausbildung der
singuldren Struktur in der Banddichte deutlich zu erkennen (Abbildung 6.6).
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0.50 : : : : : : :
=0.002 0.000 0.002 0.004 0.006
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Abbildung 6.6
Effektive Banddichte p und
ungestorte Banddichte p, fiir (P3)
6.0
15.0 : : :
77.5K
: 140
XNCA——
s
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3 20K
3
) = 0
& \ -020 -0.10 0.0 |0.10
5.0 50K
00 1 1 1
~0.005 0.000 0.005 0.010 0.015
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Abbildung 6.7
f-Dichte py fiir (P3)
XNCA und zugehoriges Single-Impurity-System
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Daneben 148t sich aus den gleichzeitig dargestellten f-Dichten der vollen Gitter-
rechnung (XNCA) und der Einstorstellenrechnung (SI) (Abbildung 6.7) eine weitere
Tatsache entnehmen: Die Vielteilchenresonanz wird abhinging von der Tempera-
tur durch die Gittereffekte einmal verstarkt (7"=20K) und ein anderes Mal abge-
schwécht (T =50K). Man kann also keineswegs von einer ,kooperativen Verstér-
kung“ des Kondoeffektes sprechen (vgl. KiM, KAsuyA und KuramMOTO (1987a).
Diese belegen die Verstarkung lediglich bei der Temperatur T=20K.) Vielmehr ist
bei hinreichend tiefen Temperaturen eher die entgegengesetzte Beobachtung zutref-
fend (HULSENBECK und QIN (1994)). Nach den obigen Beobachtungen ist dieser
Effekt aber in keinem Fall von Bedeutung, da er lediglich die Zusammenbruchstem-

peratur leicht verschiebt.

Die Methode, die die Autoren verwenden, um auch jenseits des Zusammenbruchs
noch numerische Losungen zu erhalten (XNCA-1), wird im folgenden Abschnitt

naher betrachtet.

6.2.2 Ergebnisse von LNCA, XNCA-1 und Mischformen

Ein héufig gewdhltes Verfahren, den Losungszusammenbruch bei der numerischen
Berechnung des effektiven Bandes zu umgehen, ist, die Selbstkonsistenzgleichung
nicht auszuiterieren. KiM, KAsuyA und KuraMOTO (1990) schlagen z.B. vor, sich
mit einer einfachen Iteration zu begniigen, und bezeichnen die so entstehende Nihe-
rung mit XNCA-1:

1 T
GXNCA 1 _ 1+Tg g(z_ 1+Tg)
Dies wird mit einem stérungstheoretischen Argument, das den Fehler als O(V°)
klassifiziert, begriindet. Diese Ndherung ist jedoch in d=oco (und auch beziiglich der
von den Autoren vertretenen O(i)—Néherung) nicht mehr korrekt. Zudem belegen
sie die Ubereinstimmung der numerischen Ergebnisse lediglich fiir die f-Dichte der
XNCA und der XNCA-1 bei T' = 20K, welche jedoch bei tieferen Temperaturen

zunehmend voneinander abweichen.

Ebenso wie die XNCA-1 ist auch die LNCA, die von den rdumlichen Korrelatio-
nen der Gittersumme lediglich die sofortige Riickkehr ausschliefit (2.19), nicht in
d=o00 exakt. Auch hier ist kein Losungszusammenbruch festzustellen (vgl. GREWE
(1983b)), und die Losungen konnen bis zu deutlich tieferen Temperaturen verfolgt
werden. Die folgende gemeinsame Darstellung von XNCA-1 und LNCA bei abneh-

mender Temperatur mit den Parametern (P1) macht dies deutlich.
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Abbildung 6.8
Effektive Banddichte p
von XNCA-1 und LNCA fiir (P1)

Besonders auffillig ist die bei beiden Verfahren sich ausbildende Feinstruktur des
Peaks, die in anderen Parameterbereichen durchaus noch ausgepriagter sein kann.
Wieso diese bei selbstkonsistenten Rechungen, wie der XNCA nicht entsteht, 1463t
sich erkennen, wenn man das fortschreitende Entstehen der Divergenz bis zum
Losungszusammenbruch in der folgenden Abbildung verfolgt. Sie zeigt, wie die voll-
stdndige selbstkonsistente Losung von der Iterationszahl der Gitterselbstkonsistenz-
gleichung abhéngt. Die entstehenden Naherungen wéren somit als XNCA-1, XNCA-
2, etc. zu bezeichnen. Es wurde der Parametersatz (P1) und eine Temperatur einmal
unterhalb und einmal oberhalb T\ gewihlt.
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Abbildung 6.9
effektive Banddichte p
der XNCA-1, XNCA-2 etc. fiir (P1)

Bei T' < T\ erkennt man, wie die zusétzliche Mulde sich bei fortschreitender Itera-
tionstiefe immer stiarker gegen die Stelle verschiebt an der die Singularitit entsteht,
bis die Losung schliefflich zusammenbricht. Oberhalb der Zusammenbruchstempe-
ratur 148t sich dieselbe, allerdings schwicher ausgepréigte Entwicklung verfolgen.
Fiir dieses Verhalten 148t sich die folgende Erkldrung, welcher auch auf der Ebe-
ne der Self-avoiding Loops Bedeutung zukommt, angeben. Nichtselbstkonsistente
Verfahren, wie die LNCA oder die XNCA-1 beriicksichtigen nur Excluded-Volume-
Korrekturen auf einer endlichen Lingenskala lings des Weges durch das Gitter.
Die Iterationstiefe entspricht dann der Einbeziehung von Korrelationen auf immer
groflerer Liangenskala. Das Verschwinden der Feinstrukturen des Peaks bzw. die Di-
vergenz deuten somit ein weiteres Mal daraufhin, dafl fiir d=o00 die langskaligen

Korrelationen das System dominieren.

Die hier bereits angedeutete Verwandtschaft der nicht selbstkonsistenten Verfahren
148t sich mit Hilfe einer gemeinsamen Formulierung von XNCA und LNCA (KEI-
TER, LEUDERS, MELSHEIMER und SCHONENBERG (1995), s.a. Ende Abschnitt

2.4.2) auch auf formaler Ebene verstehen. Von den Gewichtungsfaktoren % wird
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zunéchst durch Einfiihrung eines formalen Parameters A abgesehen (2.16). Das
Ergebnis G<*~ der d=oo-exakten Summation der Excluded-Volume-Effekte wird
dann durch die parametrisch von A abhéingende Selbstkonsistenzgleichung bestimmt

1 AT
<oo> _ _
@GN = oree o Y T TEare )

(6.1)

Der einfachen Iteration in der XNCA-1 entpricht die mit <!> indizierte Losung, die

aus der folgenden Gleichung zu gewinnen ist

1 AT

<1>)\: - -
G 1+)\ng(2 14+ AXTg

) (6.2)

Die mit <™®> bezeichnete Niherung, die bei alleiniger Beriicksichtigung des Aus-
schlusses sofortiger Riickkehr entsteht, ist bereits in (2.19) angegeben und lafit sich

durch einige Umformungen in die folgende Form bringen

Gnin>()) = (ﬁ) G () + (1 _ ﬁ) g (6.3)

Sie ist also (bis auf die Vorfaktoren) als eine einfache konvexe Linearkombination

aus XNCA-1 und der Single-Impurity-Losung g zu identifizieren.

Wiéhrend die drei Ausdriicke (6.1)—(6.3) fiir eine unterschiedliche Behandlung der
rdumlichen Korrelationen stehen, 148t sich die Wahl der Gewichtungsfaktoren nun

iiber die Behandlung des Parameters A steuern. Dabei erhélt man neben der XNCA
und LNCA auch Mischformen

A= Jodh...|A=0
G<*> | XNCA | YNCA
G<1> | XNCA-1 ST
G<nia> LNCA

Die YNCA wurde bereits in der letztgenannten Arbeit eingefiihrt. Sie stellt gleichsam
eine Mischform aus der LNCA und der XNCA dar, indem sie die Gittersummen-
prozesse in d= o0 vollstdndig beriicksichtigt, diese aber mit den LNCA-Vorfaktoren
versieht. Da die parametrische Integration keinen Einflu} auf die Selbstkonsistenz-

struktur hat, ergeben sich bei der YNCA dieselben Divergenzprobleme.

Um einen Uberblick zu geben, werden in Abbildung 6.10 die Ergebnisse der verschie-
denen Néherungen bei denselben Modellparametern gegeniibergestellt. Die geringere
Verstarkung der Banddichte der LNCA gegeniiber der XNCA-1 14t sich aus dem
Ausdruck (6.3) verstehen. Dort wird dem XNCA-1-Propagator G<'> der ungestorte
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Propagator g beigemischt. Die schwichere Auspriagung des YNCA-Peaks gegeniiber
dem XNCA-Peak ist allein auf die Gewichtungsfaktoren zuriickzufiihren, bzw., was
gleichbedeutend ist, auf die Parameterintegration, die gleichsam eine Mittelung iiber
Systeme mit wachsender Ankopplung der lokalen Streuprozesse (A € [0;1]) darstellt.
Dadurch wird die Anndherung an das divergente Verhalten verlangsamt, aber nicht

umgangen.

002 o000 o002 o004 o006
Abbildung®6.10
Banddichten p der verschiedenen N&herungen
fiir (P1) und T'= 75K

Als wichtigstes Ergebnis des hier vorgenommenen Vergleichs ist die folgende Tatsa-

che festzuhalten:

Der Zusammenbruch der Losung fir das effektive Band hédngt nicht mit der un-
terschiedlichen Gewichtung der Mehrplatzprozesse zusammen, sondern ist charak-
teristisch fiir alle Ndihrungen, die die unendlichen Raumdimension insofern kor-
rekt behandeln, als sie die Bestimmungsgleichung fiir das effektive Band vollstindig
selbstkonsistent losen. Dies entspricht nach der Analyse der vorangegangenen Ka-
pitel der Beriicksichtigung von geschachtelten Riickkehrprozessen jeder Ordnung bei

der Berechnung der Fzxcluded-Volume-Korrekturen.

6.2.3 Ergebnisse der XNCA mit é—Korrekturen

Angesichts der geschilderten Probleme in unendlichen Raumdimensionen liegt es na-

he, die Modellbeschreibung hinsichtlich ihrer Dimensionalitét zu verbessern. Hierzu
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dienen die in Abschnitt 5.1.3 bestimmten 5—K0rrekturausdrﬁcke fiir die Gittersumme
des Andersonmodells, die zusammen mit den Ergebnissen des Anhangs D numerisch
direkt ausgewertet werden konnen. Fiir die so entstehende, mit XNCA-d bezeichnete
Rechnung ergibt sich mit den Parametern (P1) das in Abbildung 6.11 dargestellte
Verhalten.

Zunéchst ist zu beachten, dafl bereits das ungestérte Band durch die é—Korrekturen
(D.12) modifiziert wird. Insbesondere wird die Zustandsdichte bei E = 0 erkennbar
verringert. Das fiithrt auch zu einer Abschwéchung der Abrikosow-Suhl-Resonanz, so

daf} der Bereich des Zusammenbruchs erst bei tieferen Temperaturen erreicht wird.

Zwar ist obiger Ausdruck fiir die é—korrigierte Zustandsdichte immer noch normiert
und besitzt dieselbe mittlere quadratische Breite. (Weitere Bemerkungen hierzu fin-
den sich im néchsten Abschnitt.) Um jedoch die XNCA und die XNCA-d, d.h.
das d=o00-System und das O(é)—System, hinsichtlich des Einflusses der f-Resonanz
miteinander vergleichen zu kénnen, mufl man eine entsprechende Reskalierung vor-
nehmen. Dies soll hier dadurch geschehen, dafy der XNCA dieselbe ungestoérte Band-
dichte zugrundegelegt wird, wie der XNCA-d. Das Ergebnis ist in Abbildung 6.12
dargestellt.

p(E)/ (V)"

0.7 : : : :
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020
E/ev

Abbildung 6.11
Effektive Banddichten p
der XNCA-d fiir (P1),d=3
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Abbildung 6.12
Effektive Banddichten p
der XNCA-d und XNCA fiir (P1), d =3

Man kann also feststellen, daf} die é—Korrekturen qualitativ keinen wesentlichen
Einfluf} auf den Zusammenbruch der Selbstkonsistenzgleichung haben*. Dieses Ver-
halten 148t sich auch aus der algebraischen Struktur der é—Korrekturen begriinden.
Die Korrekturterme )2, Q4 und @5 sind lediglich Funktionale des Ausdruckes nullter
Ordnung G . Dieser ist aber ebenso wie im Fall d=oo selbstkonsistent zu bestim-
men und zeigt alle typischen Pathologien.

Eine allgemeine Bewertung einer 5—Entwicklung findet in der Zusammenfassung (Ka-
pitel 7) statt. Zunéchst sollen jedoch noch einige weitere Feststellungen zu den Gren-

zen einer %—Entwicklung anhand des ungestorten Systems getroffen werden.

1Quantitativ findet lediglich eine leichte Verschiebung in der Zusammenbruchstemperatur T}
statt. Diese hiingt davon ab, wie man die Parameter der zu vergleichenden XNCA-d und XNCA
wéhlt. Die von KEITER, LEUDERS und KLEINEIDAM (1997) konstatierte Abschwéchung der Di-

vergenz hingt offenbar wesentlich mit der verringerten Dichte des ungestorten Bandes bei E = 0
zusammen.
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6.3 Dimensionale Entwicklung

des ungestorten Bandes

In diesem Abschnitt soll belegt werden, inwiefern die Problematik einer d=oo-
Berechnung als Ausgangspunkt fiir eine %—Entwicklung bereits fiir das ungestorte
Leitungsband ersichtlich wird. Dazu werden die in Anhang D abgeleiteten explizi-
ten Ausdriicke fiir die ersten Glieder einer é—Entwicklung des Tight-Binding-Bandes
(D.12) ndher untersucht.

pO(E):ﬁ >2[1+§<—%+Z(£)2—i<2—€)4>+%(...)+...1

S

e_(

Setzt man hierin konkret d =1, 2, 3, so ergeben sich die in Abbildung 6.13 bis 6.15
dargestellten Banddichten. Die mit n = 2,...,12 bezeichneten Kurven zeigen die
vollstindig bis zur Ordnung O() entwickelte ungestérte Banddichte der jeweiligen
Dimension d. Zudem werden in den eingeschobenen Darstellungen die in niedrigster
Ordnung korrigierten Dichten der jeweiligen exakten Dichte und dem Gauflband in

d=o00 gegeniibergestellt.

0.40

0.30

0.20

0.10

0.00

-0.10
0.

Abbildung 6.13
O(4)-Entwicklungen der
ungestorten Banddichten in d =1
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Abbildung 6.14
O(77)-Entwicklungen der
ungestorten Banddichten in d = 2
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Abbildung 6.15
O(77)-Entwicklungen der
ungestorten Banddichten in d = 3
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Aus den dargestellten Banddichten ergeben sich zwei fundamentale Einwénde gegen

die physikalische Korrektheit einer solchen Entwicklung.
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1. Zunéchst ist zu bemerken, daf} alle hier dargestellten Dichten normiert
sind und dieselbe mittlere quadratische Breite haben. Diese Eigenschaft
ergibt sich bei der 5—Entwicklung automatisch. Die verringerte spektra-
le Dichte bei £ = 0 kann bei gleichbleibender Breite aber nur durch
Bereiche kompensiert werden, in denen die Dichte negativ wird. Dieses
unphysikalische Verhalten stellt sich allerdings in den Modellrechnungen
als unproblematisch heraus. Die negativen Werte befinden sich in den ex-
ponentiell unterdriickten Randbereichen und beeinflussen das Verhalten

des Systems an der Fermikante nicht.

2. Gravierender scheint aber der folgende Einwand: Die Korrekturausdriik-
ke der verschiedenen Ordnunge zeigen, dafl man fiir die Dimension d=3
und noch weniger fiir d=2 und d=1 eine angemessene Approximationen
der endlichdimensionalen Biander erhélt. Die beste Korrektur ergibt sich
noch fiir n = 2. Hierbei werden die Dichten tendenziell korrekt modifi-
ziert, von einer Darstellung der Van-Hove-Singularitéten ist man jedoch
noch weit entfernt. Bei Mitnahme hoherer Ordnungen verschlechtert sich
das Ergebnis zunehmend. Die resultierenden Oszillationen, die in d =2
und 3 bei hoheren n ebenfalls so ausgeprigt werden wie fiir d=1, machen

die Entwicklung schnell unbrauchbar.

Die Ursache hierfiir liegt darin begriindet, daf} es sich um eine asym-
ptotische Entwicklung handelt (siehe z.B. DINGLE (1973) oder NEGELE
und ORLAND (1988)). In diesem Szenario erreichen die Korrekturen fiir
eine (von d abhingige) Ordnung n eine optimale Approximation und
verschlechtern sich von da an rapide. Bessere Approximationen hoher-
er Ordnung erhilt man allein durch Wahl eines entsprechend kleineren

Parameters 5.

Dieses fiir asymptotische Entwicklungen typische Verhalten fiihrt zu der Feststel-
lung, daf bereits fiir das ungestorte endlichdimensionale System der Grenzfall d=o00
kein giinstiger Ausgangspunkt ist. Fiir die physikalisch relevanten Dimensionen d=

1,2, 3 ist also zweifelhaft, ob 5 ein hinreichend kleiner Parameter ist.
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6.4 Analytische Eigenschaften

der d=oo-Selbstkonsistenzgleichung

Alle Eigenschaften, die bei der Erweiterung des Einstorstellenmodells zum Ander-
songitter hinzutreten, wurden durch die Selbstkonsistenzgleichung (5.5) der XNCA

in der Ndherung unendlicher Raumdimensionen bestimmt:

R g
“1x7¢ VT irTG

(6.4)

(Die charakteristischen Eigenschaften des freien Propagators g wie z.B. der Schnitt
langs der reellen Achse und das asymptotische Verhalten setzen sich somit auf die
durch (6.4) bestimmte Losung fiir G fort.)

Bei der vorausgegangenen, ausfiihrlichen numerischen Analyse dieses Kapitels hat
sich gezeigt, dafl es die spezifische selbstkonsistente Form der Bestimmungsgleichung
ist, die in bestimmten Parameterbereichen den Zusammenbruch der physikalischen
Losung bewirkt. Um die derart unterbrochene Selbstkonsistenzschleife der XNCA
auch zu tieferen Temperaturen fortzusetzen, kénnen die bereits erwiahnten nume-
risch instabilen Teillosungen herangezogen werden. Sie bestehen aus zwei Teildsten
und lassen sich bis in den Bereich einer asymptotischen Losung der Selbstkonsistenz-
gleichung der Form G'= —% hinein fortsetzen. Hier deutet sich bereits ein genaueres

Bild von der Struktur des Zusammenbruchs an.

Ein einfaches Zusammensetzen von derart ermittelten Teillosungen ist allerdings aus
dem folgenden Grund nicht angemessen: Erhélt man in verschiedenen Bereichen auf
der reellen Achse (z=x + id) mehrere Greenfunktionen mit unterschiedlichen Gel-
tungsbereichen, so kann man diese nicht durch abschnittsweise Definition konsistent
zusammenfiigen. Eine naives Zusammensetzen der Spektraldichten, die den Ima-
ginérteil der Greenfunktionen beschreiben, 148t sich nicht gleichzeitig auch fiir die
Realteile erreichen. Dies liegt an der Kausalitdtsbedingung fiir die Greenfunktionen,
die sich in der Kramers-Kronig-Relationen niederschlégt. Diese verbindet Real- und
Imaginérteil auf eine nichtlokale Weise (d.h. entlang der gesamten reellen Achse)

miteinander und a8t so keine stiickweise Neudefinition zu.

Um das pathologische Verhalten der Selbstkonsistenzgleichung zu verstehen, ist also
eine genaue Kenntnis der Losungsstruktur der Selbstkonsistenzgleichung unerléfilich.

Diese soll im folgenden Abschnitt untersucht werden.
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6.4.1 Exakte Losungen der Selbstkonsistenzgleichung

Da die Selbstkonsistenzgleichung fiir den Propagator des effektiven Bandes G das
Ergebnis der Ndherung unendlicher Raumdimension ist, muf§ als ungestorter Pro-
pagator g der zur Gaufldichte gehorende eingesetzt werden. Dieser ist mit der kom-
plexen Errorfunktion verwandt (D.5) und damit echt transzendent, was eine exakte,

geschlossene Losung unmoglich macht.

Um dennoch Informationen iiber die Lésungsstruktur der Selbstkonsistenzgleichung
zu erhalten, wird das ungestorte Elektronenband im folgenden durch algebraisch
einfacher zu behandelnde Biander ersetzt. Als solche einfache Modellsysteme erweisen

sich das Lorentzband pioo)r und das Quadrat des Lorentzbandes pgo)r:

(n) _ 1
PLor ™= Cn o Ty

Diese haben mit Blick auf das Gaufiband die folgenden Vorteile:

e Sie fiihren zu einer algebraisch auflésbaren Selbstkonsistenzgleichung, da

sie nicht transzendent sind.

e Sie haben in der komplexen Ebene die Topologie einer Greenfunktion (im
Gegensatz zum Propagator g(z) (4.3) beim bereits untersuchten Problem

des Self-avoiding Loops)

e Das Lorentzband approximiert in seinen Potenzen das Gauflband gleich-
méBig (s. Gleichung (6.5)). Man kann daher annehmen, daf§ es die topo-
logischen Eigenschaften der Losung des Gaufibandes gut widerspiegelt.

Diesen Vorteilen stehen mathematisch eng mit ihnen zusammenhéngende Vorbe-
halte gegeniiber, die sich aber fiir die folgenden Untersuchungen als nicht relevant

erweisen.

e Im Gegensatz zur vom Gauflband erzeugten Errorfunktion, die eine gan-

ze Funktion ist, besitzt die Greenfunktion ,verdeckte* Pole (s.u.).

e Die Lorentzbidnder haben keine endliche Reichweite und besitzen daher
nicht alle Momente der Energiemittelung. Dem einfachen Lorentzband

kann man nicht einmal eine Breite zuschreiben.

Die zu den normierten Potenzen des Lorentzbandes

(n) 4” (n')2 1
PLor = — ' ) a1
T (2n)! (224 1)+
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gehorenden Greenfunktionen gl(f))r bestimmt man mit Hilfe des Residuensatzes:

(n) _ pLor(x)d — / dr
Gror(2) ooz v Cn_ (z —x)(x + i)t (x — g)nt!

Fiir Jmz > 0 schliefit man die Integrationskontur in der unteren Halbebene und be-
rechnet das Integral aus dem Residuum bei x = —i, wo eine Polstelle n-ter Ordnung
vorliegt, und erhélt:

() () — " ym n!(2n — m)! 1
gLor( )_ 2(2) (n_m)|(2n)| (Z+i)m+1

Fiir n = 0,1, 2 fiihrt dies zu den folgenden Béndern und Greenfunktionen?®

5 _ _ 1 0,y _ 1L

pLor(x) - 71'(1,‘2 + 1) gLor(z) 244

(1) . 2 (1) . 1 1 . z4+ 2
pLor(x) - 71'(1‘2 + 1)2 gLor(z) -

v (z4+14)2 (2 +1)2

prole) = g el = S T e T s

Die Greenfunktionen gl(f))r sind offensichtlich alle meromorph in C mit einer n+1-

fachen Polstelle bei —i. Dieser Pol ist jedoch ,,verdeckt“, da die obige Darstellung nur
fiir Jmz > 0 gilt. Die Darstellung der Greenfunktion in der unteren Halbebene erhélt
man in diesem Fall aus G(z) = G(2), also durch formales Substituieren i — —i. Dies
fiihrt dann auf den charakteristischen Analytizitatsschnitt auf der rellen Achse mit

P () = —LTm o) (x + i6).

Es bleibt noch nachzutragen, inwiefern das Lorentzband das Gauflband approxi-
miert. Um fiir verschiedene n € N Béinder vergleichbarer Breite zu bekommen, muf

man die ,ogé)r noch mit \/n skalieren:

pu(x) = = pln (%)

1

Die Breite der p, konvergiert fiir n— oo gegen o = und es gilt

S

2

~ \/NT — €

Wallis Produkt®

5Die Koeffizienten der Greenfunktionen bleiben fiir wachsende n nicht etwa konstant, wie man

aus der Darstellung fiir n = 0, 1, 2 vielleicht ablesen mochte. Lediglich der nullte Koeffizient bleibt

fiir alle n erhalten, da die Greenfunktion das asymptotische Verhalten g&)r(z) ~ % besitzen muf.
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Aufgrund der einfachen Struktur der lorentzartigen Greenfunktionen kann man nun
eine exakte Losung fiir die Selbstkonsistenzgleichung angeben. Zunéchst ist festzu-
stellen, dal wegen der Asymptotik (g ~ L fiir 2 — co) die Selbstkonsistenzgleichung
(6.4) unabhdingig von der Struktur des ungestirten Elektronenbandes, insbesondere

also auch beim Gauf}- und beim Lorentzband, die Lésung

1

‘O =1

(6.6)

besitzt. Diese wird im folgenden als asymptotische Lésung der Selbstkonsistenzglei-
chung bezeichnet. Aus physikalischer Sicht ist sie zu verwerfen, da sie fiir hohe
Energien nicht abfillt. Allerdings hat diese Losung, wie im folgenden gezeigt wird,
einen betrédchtlichen Einflul auf das allgemeine Losungsverhalten der Selbstkonsis-

tenzgleichung.

Ein offensichtlicher Einbruch der Losung wird durch den Analytizitdtsschnitt von
gl(f))r auf der reellen Achse bewirkt. Dies macht sich bemerkbar, sobald das Argument
der Selbstkonsistenzgleichung die reelle Achse schneidet, was fiir zu grole Werte der
Streumatrix 7' zu erwarten ist. Dieses Phdnomen zeigt sich fiir z = x + 40 entlang

der reellen Achse, sobald die folgende Bedingung nicht mehr erfiillt ist:

T 1
R > < —=7 —— .
Mg 20 e ple) < ——m(—7) 6.7)

Das bedeutet gerade, dafl die Spektralfunktion der asymptotischen Losung und die

interessierende selbstkonsistente Losung sich schneiden.

Konkretere Aussagen iiber dieses Problem und weitere Aspekte der geschilderten

(0) 1)

Lor und pior gemacht werden.

singuldren Verhaltensweisen sollen nun anhand von p
Dabei sei die Analyse beschrankt auf die obere komplexe Halbebene Jm z > 0, das

Verhalten in der unteren erhélt man immer analog vermittels G(z) = G(z), was dem

Austausch ¢ <+ —i in allen beteiligten Greenfunktionen gleichkommt.

(A) Losung fiir das Lorentzband

Die Gleichung (6.4) mit g°) (z) = — wird gelost durch

1
G(z) = fir J >7J
(2) P ir Jmz m1+TG

6 ABRAMOWICZ und STEGUN (1972)[6.1.49]
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Auf der reellen Achse (z = x +140) ist die Giiltigkeitsbedingung wieder gleichbedeu-
tend mit (6.7). Bemerkenswert ist, daf} diese physikalische Losung innerhalb ihres
Giiltigkeitsbereiches identisch mit der freien Losung ist, d.h. dal die lokale Streu-
ung T' dberhaupt nicht an das Band ankoppelt. Erst wenn die lokale Streuung (in
Form von —23Jm T (z)) zu groB wird und daher die asymptotische Losung das un-
gestorte Band schneidet, bricht diese Abkoppelung zusammen und man kann keine

Greenfunktionslésung mehr angeben.

Es ist jedoch anzumerken, dafl das einfache Lorentzband in dem Sinne entartet ist,
daf} es aufler der asymptotischen Losung und der reproduzierten ungestérten Band-
dichte keine weiteren Losungen mehr erzeugt. Das allgemeine Verhalten der Selbst-
konsistenzgleichung, wie es aus numerischen Berechnungen fiir den Fall des Gauf-
bandes hervorging, ist somit nicht typisch wiedergegeben. Daher soll im folgenden
das quadrierte Lorentzband mehr Aufschluf} iiber die Art dieses Losungsiibergangs

geben.

(B) Loésung fiir das quadrierte Lorentzband

Fiir diesen Fall fithrt die Selbstkonsistenzgleichung (6.4) mit gl(}())r(z) = (513;2 zu einer

quadratischen Gleichung und wird durch den folgenden Ausdruck gelost:

Gl = L _( 4) 68

z+i 2T (2) (z+1)?

fiirjmz>3m1+TG

Fiir z = 241 reduziert sich die letzte Bedingung wieder auf (6.7). Natiirlich existiert
ebenfalls wieder die asymptotische Losung (6.6). Die weitere, nichttriviale Losung

spaltet sich offenbar in zwei Aste auf.

Zur ndheren Untersuchung der Losungsmannigfaltigkeit sei nun zunichst angenom-
men, dafl das Argument der Wurzel sich nur in einer Umgebung der 1 bewegt, die
die 0 nicht enthélt. Dies ist z.B. der Fall, wenn man sich auf hinreichend grofie z
beschréinkt, oder im Grenzfall hinreichend kleiner Hybridisierung (T =V?G; — 0)
sogar fiir alle z. In diesem Falle besitzt die Wurzel zwei analytisch von z abhédngende
Losungszweige, die man geméf £1/1+ z=+(1+4 3z — 12> 4+ ...) in eine Potenzrei-
he entwickeln kann. Man erkennt so, daf} die beiden Losungen GG der ungestorten
physikalischen Losung (G, — gI(JlO)r) bzw. der ungestorten unphysikalischen Losung

(G- — —%), an die sie sich jeweils asymptotisch annéhern, zugeordnet werden
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koénnen:
1 i 2T
G = O(T? o
+(2) z+i+(z+i)2+(z—|—i)4+ (T°) = 9o
1 1 ‘ oT 1
G (2) = —=+ G LO(T?) = — =

T z+i (2402 (z2+9)3

Wird nun T'(z) zu grof}, wie dies zuerst im Bereich der Fermikante auftritt, so de-
finiert (6.8) nicht mehr ein Paar von eindeutigen, analytischen Loésungen, sondern
vielmehr eine einzige analytische Funktion iiber einer zweibléittrigen Riemannschen
Fliche (siehe z.B. BEHNKE und SOMMER (1965)). Diese entsteht dadurch, dafl man
die komplexe Ebene lédngs eines Halbstrahles aufschneidet und zwei identische Ko-

pien iiberkreuz zusammenheftet. (s. Abbildung 6.20.)

4iT(z)
) (2+4)
punkt erster Ordnung’. Dieser Ubergang findet statt, sobald der Verzweigungspunkt,

An allen Nullstellen des Wurzelargumentes (1 + ) entsteht ein Verzweigungs-
definiert durch das Wurzelargument, in die obere komplexe Halbebene eintritt, also
fiir .

=— mit Jmz >0

Diese Ubertrittsbedingung 1i8t sich nicht allein am Imaginiirteil der beteiligten
Greenfunktionen, also an den Spektraldichten, ablesen. Nimmt man aber verein-
fachend an, dafl der Realteil von 7" bei =0 verschwindet (was bei symmetrischer
Streudichte, also bei symmetrischem JmT der Fall ist), so erhéilt man als Bedingung
1 4(1—12%) 1 1

Dieser Fall tritt, wie anhand der folgenden Berechnungen zu sehen sein wird, im all-
gemeinen frither ein, als der der Ubertritt des unphysikalischen Astes in die negative
komplexe Ebene geméf (6.7), denn vor einer Aufspaltung der Losungen gilt

2 1

1 .
px>P+:_;G+>PZZ;m bei x =0

"Verzweigungspunkte einer analytischen Funktion zeichnen sich vor anderen Stellen dadurch
aus, daf} sich die Funktion in keiner noch so kleinen Umgebung analytisch eindeutig definieren 148t.
Setzt man die betreffende Funktion von einem Analytizitdtspunkt aus sukzessive lokal analytisch
fort und umkreist dabei den Verzweigungspunkt, so wechselt man von einem Blatt auf das néchste.
Kehrt man beim zweiten Umlauf wieder zuriick zum Ausgangspunkt zuriick, so handelt es sich um

einen Verzweigungspunkt erster Ordnung.
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6.4.2 Darstellung des Lésungszusammenbruchs

Um das hier angedeutete komplizierte Verhalten des sukzessiven Zusammenbruchs
physikalisch eindeutiger Losungen zu illustrieren, sei im folgenden eine konkrete
Modell-Streumatrix 7'(z) angenommen. Als Modell-f-Dichte sei gewéhlt:

a 1 a 1
E)=— —~
psB) = B 1 T R (BT

Dies entspricht einer typischen f-Dichte einer Anderson-Storstelle, wie sie auch aus
der NCA resultiert, und beschreibt die beiden folgenden, wesentlichen Aspekte:

e das f-Niveau bei e, =—0.5, das aufgrund der Hybridisierung lorentzfor-
mig auf A = mp.(0)V? verbreitert ist (Im folgenden ist a., = 0.5,b., =
0.25,V?=0.01 gewéhlt.)

e die schmale Abrikosow-Suhl-Resonanz an der Fermikante (z = 0). Sie
wurde der einfachen Rechnung wegen ebenfalls lorentzférmig modelliert.
Das Anwachsen dieses Peaks mit sinkender Temperatur wird iiber den
Parameter a kontrolliert. (Im folgenden ist immer b = 0.01 und a €
[0.1,0.6].)

Die Groflen wurden so gewéhlt, dafl die Modelldichte die voll selbstkonsistent be-
rechnete Situation gut widerspiegelt.

0.8

0.03 - 4 0.7

0.02 r

p(E)/ (ev)™

0.01 -

/\j ‘ .

0.00 ! 0.0
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

E/ev

Abbildung 6.16 Modelldichten zur exakten Berechnung der Gittergleichung
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a) Ungestorte Modell-Banddichte pgo)r(:(;) (rechte Skala)
b) Spektraldichte der Modellstreumatrix  (linke Skala)
Vips(z) = —2Im T (z) (a=0.1)

Modifikationen aufgrund von Riickwirkungen der modifizierten effektiven Banddich-
te werden hierbei nicht beriicksichtigt. Dieses Vorgehen ist zu rechtfertigen, da die
vollsténdig selbstkonsistenten numerischen Berechnungen aus Abschnitt 6.2.1 ge-
zeigt haben, dafl der Losungszusammenbruch wesentlich von der Spektraldichte der
Streumatrix 7" kontrolliert wird. Leichte Verdnderungen der Streumatrix fithren le-
diglich zu einer geringen Temperaturverschiebung des hier interessierenden Verhal-
tens, ohne einen qualitativen Einflul zu haben. Ebenso wurde die konkrete Mo-
dellierung der Strukturen in der f-Dichte durch Lorentzpeaks aufgrund der sich
ergebenden algebraischen Vereinfachung gewihlt. Sie hat keinen relevanten Einfluf}

auf das interessierende Verhalten der Selbstkonsistenzgleichung.

Betrachtet man nun die effektive Banddichte bei Temperaturen oberhalb des Zu-

sammenbruchs, so erhélt man folgendes Bild:
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Abbildung 6.17
Banddichten der zu pgo)r gehorenden Gittergleichung

Man erkennt, daf} die beiden Losungséste an der Fermikante charakteristische Peaks

entwickeln, die auf die Vielteilcheresonanz in 7'(z) zuriickzufiihren sind. Dabei ist der
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Giiltigkeitsbereich des unphysikalischen Losungsastes p_ durch die Argumentbedin-
gung (6.7) stark auf eine Umgebung der Singularitit einschrinkt. Noch deutlicher
wird diese Einschréankung in der folgenden Abbildung, in der die Spektraldichten der
beiden Aste auf die positive imaginire Halbebene fortgesetzt und nur im Bereich
der Giiltigkeit der Losung aufgetragen sind. (Die logarithmische Auftragung, sowie
die Wahl des symmetrischen Falls (a., =0 nur in dieser Abbildung) wurden um der

deutlicheren Darstellung willen vorgenommen.)

Abbildung 6.18 Physikalischer (unten) und unphysikalischer Ast (oben)
log(—+JIm G+) bei a=0.27,a., =0.

Man erkennt auf der Vorderfliiche des Plots (also bei Jm z=0) die beiden Aste der
Banddichte. Eine Vergroflerung des Bereichs um die Fermikante £ =0 findet sich
weiter unten in Abbildung 6.20.

Die Wahl des grofieren Streuparameters a =0.27 fiihrt erkennbar zu einer Annéhe-

rung der beiden Peaks. Dieses Verhalten wird in den folgenden Abbildungen deutlich:
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Abbildung 6.19 Verschmelzen der Losungsaste p4
(Darstellung wie in Abbildung 6.17)

Bei weiter anwachsender Streumatrix 7' nihern sich die beiden Aste einander an, wo-
bei sich an der Resonanzstelle immer deutlicher eine nichtanalytische Peakstruktur
auszubilden beginnt. Sobald die beiden Aste sich beriihren, verschmelzen sie derart,
dafl man beim Durchlaufen des Energieparameters durch eine jeweils korrekte Wahl

des Astes an der Verzweigungsstelle wieder Analytizitéit erreichen kann.

Will man jedoch eine auf der gesamten Energieachse definierte Losung erhalten,
so mufl man eine Nichtanalytizitit an der Uberkreuzungstelle in Kauf nehmen, da
der unphysikalische Ast nur auf einem beschréinkten Energieintervall existiert. Diese
Vorgehensweise verbietet sich jedoch, wie bereits oben erldutert, aus physikalischer
Perspektive. Eine derart zusammengesetzte Spektraldichte besitzt keine eindeutige
Greenfunktion.

Eine anschaulichere Vorstellung davon, was bei diesem Ubergang im einzelnen ge-

schieht, erhélt man, wenn man die Fortsetzung der Lésungen in die positive komplexe
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Halbebene auftrigt:

Abbildung 6.20 Verschmelzen von physikalischem und unphysikalischem Ast

zu einer mehrdeutigen Funktion iiber einer Riemannschen Flache

1
——JIm G4 bei a=0.28 und ae, =0.
T
(Der obere Zweig ist zur besseren Sicht auf den

Verzweigungspunkt teilweise ausgespart.)

Man erkennt deutlich die Struktur einer mehrdeutigen Losung iiber einer zweiblétt-
rigen Riemannschen Fliche und den in die positive imaginire Halbebene eingetre-
tenen Verzweigungspunkt. Nach dem Ubertritt des Verzweigungspunktes verlauft
notwendigerweise eine ganze Kurve mit der Bedingung Jm (% 1+ (;fr—fy) =0 vom
Verzweigungspunkt bis zur rellen Achse, wo sie in den Spektraldichten bemerkbar
ist. Der Selbstschnitt der Riemannschen Fléche findet allerdings nur im Imaginérteil
statt. Die Realteile an diesen Stellen sind — mit der einzigen Ausnahme des Verzwei-

gungspunktes selbst — durchaus verschieden.

In (6.9) wurde der Eintritt des Verzweigungspunktes, der das Aufspalten der Losun-

gen fiir die Banddichte erzeugt, im Falle einer symmetrischen Spektralfunktion cha-
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rakterisiert iiber den Schnitt der Spektralfunktion der asymptotischen Losung mit
einer Dichte p, (der keine physikalische Bedeutung zuzumessen ist). Die folgen-
den Abbildungen stellen dar, wie diese Verschmelzung der Losungséste zu einer

zweiblédttrigen Losung mit diesem Schnitt einher geht:

a=0.24 a=0.25 a=0.26

Abbildung 6.21 Verschmelzen der Lésungsaste p4
ac, =0, sonst wie in Abbildung 6.17, zusétzlich p,

Bei weiter wachsender Streumatrix dréngt die absinkende asymptotische Losung
die beiden anderen Losungen immer weiter zusammen (Abbildung 6.22) bis der
der unphysikalische Losungsast vollstdndig verschwindet. Schliellich entstehen sogar
Definitionsliicken im physikalischen Ast, was durch das Hineinlaufen des Argumentes

der Selbstkonsistenzgleichung in die negative komplexe Halbebene verursacht wird.

a = 0.495 a=0.5 a = 0.505
/ asympt.Lsg. s asympt.Lsg. / asympt.Lsg.
0.65 / pLur 0.65 / me 0.65 / pLur
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Abbildung 6.22 Endgiiltiger Zusammenbruch
der Lésungen bei groBer Streumatrix 7.
(Bezeichungen wie in Abbildung 6.17)

Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dafl die hier beschriebenen Singularitdten
nicht von den ,verdeckten“ Polen der Lorentzbénder bei —i herriihren und inso-
fern kein Artefakt der Ndherung des Gaufibandes durch lorentzartige Bander sind.
Alle hier beschriebenen Phénomene treten ebenso bei der physikalisch korrekten

GauBldichte auf, wie aus den umfangreichen numerischen Daten aus Abschnitt 6.2
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zu ersehen ist. Dies bedeutet nichts anderes, als daf} die zugehorigen Selbstkonsi-
stenzgleichungen wohl algebraisch verschieden, aber dennoch topologisch dquivalent

sind.

Die Grenzen der numerischen Losung der Selbstkonsistenzgleichung im Rahmen ei-
ner effektiven Single-Site-Behandlung des Andersongitters lassen sich auf der Grund-

lage dieser Erkenntnisse folgendermaflen zusammenfassen:

Beim Zusammenbruch der Loésungen der Gittergleichung mufl man offensichtlich

zwei Uberginge deutlich unterscheiden:

e das Zusammentreffen der Singularitdten an der Fermikante und deren

Verschmelzung zu einer zweideutigen Losung und

e das Uberkreuzen der asymptotischen Losung mit dem physikalischen
Ast. Dies zerstort eine physikalische Losung vollsténdig und findet erst
deutlich spater statt.

Man kann daher festhalten, daf} ein Zusammenbruch der Losbarkeit der Gitterselbst-
konsistenz bereits dann zu konstatieren ist, wenn sich eine singulére Struktur in der
Spektraldichte ausgebildet hat.

Zwar 143t sich auch weiterhin eine mathematisch wohldefinierte Losung angeben,
und zwar in Form einer mehrdeutigen Greenfunktion iiber einer Riemannschen
Flache, diese ist jedoch physikalisch nicht sinnvoll zu interpretieren. Eine Rekon-
struktion der Dichte aus Teill6sungen ist ebenfalls aus den oben erlduterten Griinden

zu verwerfen.

Insbesondere 148t sich der Zusammenbruch der physikalischen Lésung nicht durch
eine Verfeinerung der eingesetzten numerischen Methoden beheben. Er ist vielmehr

der benutzten Selbstkonsistenzgleichung inhdrent.



Kapitel 7

Zusammenfassung und Bewertung

7.1 Zusammenfassung

Zu Beginn dieser Arbeit wurde ein stérungstheoretischer Zugang zum Anderson-
gitters vorgestellt. Dazu war zunéchst die Behandlung der lokalen Anteile in Form
der wohlbekannten diagrammatischen Hybridisierungs-Stérungstheorie fiir die Ein-
zelstorstelle zusammenfassend darzustellen. Die Einbeziehung rdumlicher Korrela-
tionen, wie sie beim Andersongitter hinzutreten, wurde exemplarisch anhand der
XNCA vorgestellt. Dabei wurde dieser Formalismus konsequent als Grenzfall un-
endlicher Raumdimension aufgefaf3t. Aus den Schwierigkeiten bei der numerischen
Auswertung bei tiefen Temperaturen, auf die alle Arbeitsgruppen stieflen, welche das
Andersongitter in unendlichen Dimensionen behandeln, ergab sich die Motivation,

die Qualitiat der d=oo-Ndherung ndher zu untersuchen.

Die aus der Gitterstérungstheorie resultierende Excluded-Volume-Gittersumme bil-
det den Ausgangspunkt aller folgenden, detaillierteren Untersuchungen. Hierbei wur-
den verschiedene neue Methoden zur Analyse des Excluded-Volume-Effektes im Hin-

blick auf seine Charakteristika in hohen Dimensionen entwickelt:

e Es wurde eine Interpretation der Gittersumme des Andersonmodells als
erzeugende Funktion eines verallgemeinerten Self-avoiding Walks vorge-
stellt. Die so erzielte Darstellung erlaubt es, das Andersongitter und den
Self-avoiding Loop mit denselben Methoden zu behandeln (Abschnitt
3.1).

e Mit der Lace-Entwicklung konnte eine Methode, die sich in der Theorie

127
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der Self-avoiding Walks als sehr méchtig erwiesen hat, fiir die hier zu
untersuchenden Excluded-Volume-Effekte in der Gittersumme nutzbar

gemacht werden.

e Die Lace-Entwicklung wurde in dieser Arbeit zum ersten Mal fiir echt un-
endlichdimensionale Systeme eingesetzt und lieferte nach einer ausfiihr-
lichen dimensionalen Analyse aller relevanten Diagrammbeitrige exakte
Ausdriicke fiir die Gittersumme in d=oco sowie fiir die vollstdndigen 5—
Korrekturbeitriage. Es liegt hiermit erstmals eine strenge Ableitung fiir

die é—AuSdriiCke vor.

e Die é—Korrekturen wurden konkret fiir das Andersongitter ausgewertet

und als Grundlage einer potentiellen Verbesserung der XNCA verwendet.

e Im Falle des Self-avoiding Loops konnte aus dem d=oo-Ausdruck be-
wiesen werden, dafl der Anteil nichtiiberkreuzender Loops in unendli-
chen Dimensionen asymptotisch gegen den endlichen Wert % konver-
giert. Dieses Resultat ist angesichts der bisherigen Kenntnisse iiber end-
lichdimensionale Self-avoiding Walks besonders iiberraschend. Die Ab-
weichung vom Mean-Field-Verhalten erwies sich als spezifisch fiir die

geschlossene, unendlichdimensionale Variante des Self-avoiding Walks.

Die genannten Ergebnisse fiir den Self-avoiding Loop erlangen eine unmittelbare
Bedeutung fiir die Behandlung des Andersongitters in d=o0, d.h. fiir die effekti-
ve Einstorstellenmethode, wenn man den Self-avoiding Loop gleichsam als verein-
fachtes Modellsystem auffafit. Wéhrend der effektive Bandpropagator alle in d=o00
relevanten Gitterprozesse aufsummiert, werden von der erzeugenden Funktion des
Self-avoiding Walks diese lediglich gezdhlt. Innerhalb dieses Bildes ergibt sich der

folgende Haupteinwand gegen eine d =oo-Nédherung:

Wihrend in jeder hohen, aber endlichen Dimension der Self-avoiding Loop triviali-
stert, also alle rdumlichen Korrelationen irrelevant werden, bleibt der unendlich-
dimensionale Self-avoiding Loop offenbar vom freien Random Loop verschieden.
Das bedeutet aber, daff das unendlichdimensionale System gewissermajen artifizi-

elle Korrelationen erzeugt, die in keinem endlichdimensionalen System auftreten.

Abschlieflend wurde der Blick zunéchst wieder auf die alleinige Betrachtung des
Andersongitters in der effektiven Single-Site-Naherung verengt. Hier konnte anhand
numerischer Untersuchungen verschiedener mit der XNCA verwandter Variationen
der effektiven Einstorstellenformulierung gezeigt werden, dafy die numerischen Pro-

bleme der verschiedenen Gruppen allein auf die spezifische selbstkonsistente Form
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der Bestimmungsgleichung fiir das effektive Leitungsband zuriickzufiihren sind. Es
wurde deutlich, dal Modifikationen wie die LNCA und die XNCA-1, welche die-
se selbstkonsistente Form aufbrechen, um zu tieferen Temperaturen zu gelangen,

keinen Losungszusammenbruch finden.

Dies ist auch in der Terminologie der Self-avoiding Walks zu verstehen: Ein Walk,
bei dem allein die sofortige Riickkehr ausgeschlossen ist, besitzt gleichsam nur ein
yendliches Gedéchtnis® und fallt nicht in dieselbe Universalititsklasse wie ein echter
Self-avoiding Walk. Eine Beriicksichtigung der in dieser Arbeit explizit ermittelten 5—
Korrekturen zur XNCA vermochte an der Divergenzproblematik nichts Wesentliches

zu andern.

Da aber zunéchst nicht auszuschlielen war, dal es bisher unerkannt gebliebene
Lésungen der Selbstkonsistenzgleichung gibt, wurde erstmals der Versuch unternom-
men, die spezifische Losungsstruktur der Gleichung umfassend zu ermitteln. Dies
gelang durch die Einfiihrung von Modelldichten, die zu derselben , topologischen
Struktur® wie der des vollstdndigen Ausgangsproblems fiihren. Hierdurch wurde
eine exakte Losung der Selbstkonsistenzgleichung moglich, die einen wvollstindigen
Uberblick iiber die topologische Struktur der Losungsgesamtheit gab, so daf die an-
deutungsweisen Ergebnisse einer anfénglichen numerischen Suche nun verstanden
sind. Als wichtigstes Ergebnis ist zu nennen, daf§ der Losungszusammenbruch mit
der Ausbildung einer mehrdeutigen Losung iiber einer Riemannschen Flédche einher
geht. Da eine solche Losung zwar von mathematischem Interesse, aber physikalisch
nicht verwertbar ist, muf} festgestellt werden, dafl bereits mit der Ausbildung eines
nichtanalytischen Peaks im effektiven Band eine physikalische Losung nicht mehr
existiert, so dafl auch das Zusammensetzen bzw. die Auswahl von Teillésungen, wie

es hdufig praktiziert wird, nicht zu rechtfertigen ist.

Eine Bewertung des Versuches, die d=oo-Ergebnisse durch eine 5—Entwicklung zu

verbessern, 1483t sich auf der Basis der folgenden Ergebnisse vornehmen:

1. Die 5—K0rrekturen der Gittersumme, die zur XNCA-d fiihren, liefern
fiir das Problem des Losungszusammenbruchs keine Abhilfe (Abschnitt
6.2.3). Die rdumlichen Korrelationen des %-Systems bleiben im wesent-

lichen dieselben wie die des d=o00-Systems.

2. Bereits fiir das ungestorte Leitungsband fiihrt eine é—EntWicklung nicht

zu zufriedenstellenden Ergebnissen (Abschnitt 6.3).

3. Analoge Schwierigkeiten lassen sich auch bei der Untersuchung des freien

Loops feststellen (Anhang B). Korrekturen endlicher Ordnung in % liefer-
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ten nur fiir Wege endlicher Linge eine Verbesserung. Das asymptotische

Verhalten blieb das eines unendlichdimensionalen Self-avoiding Loops.

Hiernach 148t sich die folgende Kritik an einer d=oc0-Rechnung als Ausgangspunkt

fiir eine %—Entwicklung festhalten:

Korrekturen in der inversen Raumdimension eines genuin unendlichdimensionalen
Systems vermdégen mitunter ein endlichdimenionales nicht hinreichend zu approxi-
mieren. Durch Beriicksichtigung einer endlichen Zahl von Ordnungen gelangt man
nicht von dem typisch unendlichdimensionalen Verhalten fort. Solchermafen korri-

gierte Systeme bleiben genuin unendlichdimensional.

Dies 1483t sich so verstehen, dafl die spezifisch unendlichdimensionalen Korrelatio-
nen auf jeder Léngenskala stattfinden und somit nicht durch Terme, welche nur

Korrelationen auf endlicher Langenskala beriicksichtigen, korrigiert werden kénnen.

7.2 Ausblick

Angesichts der vielfiltigen Probleme, die eine Theorie fiir das Andersongitter der-
zeit noch aufweist, wére es sehr wiinschenswert, wenn sich hier in naher Zukunft
Fortschritte erzielen lieflen. Dies gilt umso mehr, als sich die bekannten Methoden
fiir das Andersonmodell mit einer einzelnen Storstelle als sehr erfolgreich herausge-
stellt haben. Jedoch scheint die Hinzunahme von Kohérenzeffekten durch die pe-
riodische Storstellenstruktur eine nichttriviale Erweiterung jenseits des effektiven
Einstorstellenmodells zu erfordern. Hierbei mufl das Hauptaugenmerk darauf liegen,
eine angemessene Beschreibung rdumlicher Korrelationen zu finden. An dieser Stelle
kann allerdings keine Prognose gegeben werden, wie eine radikal neue Beschreibung
auszusehen hat. Vielmehr soll angedeutet werden, auf welchen Wegen eine weitere
Untersuchung des Andersongitters auf der Basis einer effektiven Einstorstellentheo-

rie fortschreiten konnte.
(a) Verbesserungen des lokalen Problems

Da dem Prinzip nach jede effektive Einstorstellentheorie auf der Reduktion des Git-
terproblems auf ein Single-Impurity-Problem mit effektivem Band beruht, ist es in
jedem Fall wiinschenswert, die Behandlung des Single-Impurity-Problems zu verbes-

sern.

(a1) Als flexibelste Methode fiir die Einzelstorstelle wurde bisher meist die
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(a2)

(as)

auch in dieser Arbeit verwendete NCA herangezogen. Es wire interessant
zu untersuchen, wie sich etwaige Verbesserungen dieser Methode, also
eine verbesserte Beschreibung lokaler Korrelationen, auf das Gitterpro-
blem auswirken. Es ist bekannt, dafl die Abrikosow-Suhl-Resonanz von
der NCA in ihrer Hohe iiberschitzt wird und zudem leicht von der Fer-
mikante in Richtung positiver Energien verschoben wird. Die sogenannte
Post-NCA (ANDERS und GREWE (1994)), die hohere Vertexkorrekturen
in die NCA-Gleichungen einbezieht, liefert hier leichte Verbesserungen:
Der Resonanzpeak wird schwécher und riickt ndher an die Fermikante
heran. Der Einfluff auf die Gittertheorie diirfte sich jedoch als unerheb-

lich herausstellen.

Eine genauere quantitative Aussage zu der Uberschiitzung der Resonanz
ist insofern von Interesse, als die in dieser Arbeit abgeleitete Gleichung
fiir den Losungszusammenbruch (6.7) eine Bedingung fiir die Grofle
der Streumatrix, also letztlich der f-Dichte ist. Eine deutlich friihere
Sattigung der lokalen Streuung kénnte auch die Divergenzen des d=oo-

Systems beseitigen.

Zu den weiteren aktuellen Ansétzen, die zu einer Verbesserung der NCA
fithren konnen, zdhlt der kiirzlich entstandene Vorschlag von KEITER
und KILI¢ (1998), die in der Stérungsreihe enthaltenen Pauliprinzipver-
letzungen zu beriicksichtigen. Bisher ist aber in dieser Richtung keine

der NCA gleichkommende Resummation gelungen.

Wie anhand der numerischen Ergebnisse aus Abschnitt 6.2 zu erken-
nen war, ist der typische Losungszusammenbruch der XNCA allen echt
selbstkonsistenten Bandbehandlungen eigen. Hierbei entsteht zwar in
der effektiven Banddichte eine Singularitét, die f-Dichte reagiert hierauf
jedoch nur schwach und wéchst wie im entsprechenden Einstorstellen-
system mit fallender Temperatur weiter an (siehe besonders Abbildung
6.3). Das liegt darin begriindet, dafi die NCA im wesentlichen nur auf die
Banddichte an der Fermikante, nicht aber auf die sich ausbildende Nicht-
analytizitat reagiert. Zudem tritt diese von der Fermikante verschoben
auf, so dafl auch die Post-NCA hier keine Abhilfe schaffen kann. Wie
sich eine scharfe Struktur von der Art, wie sie sich in der Banddichte
ausbildet, jenseits der NCA auf das Gittermodell auswirken kann, bleibt

zu kliren — insbesondere mit Blick auf Punkt (ey).
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(b) Verbesserungen des Gitterproblems

Die vorangegangenen Uberlegungen haben die Beschreibung des Andersongitters
iiber eine Selbstkonsistenzgleichung, also die Annahme eines d=oo-Systems, als
gegeben hingenommen. Angesichts der vielfiltigen in dieser Arbeit vorgebrachten
Vorbehalte gegen die d=o0-Nédherung des Andersongitters ist es aber angebracht,

den Schwerpunkt zukiinftiger Untersuchungen auf eine angemessene Behandlung der

Gitterbeitrige zu legen.

(b1)

(b2)

(bs)

(ba)

Auch wenn gezeigt wurde, dafl jede Korrektur endlicher Ordnung in
5 zum d=o00-System nicht zu einer besseren Approximation endlicher
Dimensionen fiihrt, so ist dennoch vorstellbar, dafl gewisse unendliche
Resummationen der 5—Entwicklung hier eine Verbesserung bringen. Bei
der Bestimmung eines Ausdrucks fiir die 5—K0rrekturen wurde allerdings

deutlich, wie schwierig sich ein solches Unterfangen gestalten kann.

Es ist weiterhin zu bedenken, dafl mit der XNCA nicht allein die durch
die Gittersumme beschriebenen Korrelationen fiir den Grenzfall d=o0
gendhert bestimmt wurden. Auf dem Weg der Ableitung der XNCA wur-
den weitere Beitrige der Ordnung 5, welche sich auf das Linked-Cluster-
Problem, Anteile einer Kumulantenentwicklung und die fehlende Trans-
lationsinvarianz bezogen, identifiziert und weggelassen (vgl. Abschnitt
2.4.1). Bei einer Verbesserung in Richtung einer angemessenen Beschrei-
bung endlicher Dimensionen liegen in einer diesbeziiglichen Erweiterung

der Theorie allerdings erhebliche Komplikationen.

Ein wichtiger Schritt auf dem Weg zu einem besseren Verstédndnis der
rdumlichen Korrelationen des Andersongitters ist sicherlich, zunéichst
einmal die Gittersumme in endlichen Dimensionen n#dher zu untersu-
chen. Dabei wird man mit einem anderen, fiir endliche Dimensionen
spezifischen Typ von Korrelationen umzugehen haben. Speziell auf ho-
he Dimensionen angelegte Methoden, wie z.B. die Lace-Entwicklung,
versagen hier. Ein méglicher Zugang wére hier sicherlich — analog der
Vorgehensweise fiir Self-avoiding Walks — die Gittersumme mit Monte-

Carlo-Techniken auszuwerten.

Zieht man in Betracht, welch ein méchtiges Werkzeug die Lace-Entwick-
lung bei der Betrachtung von Korrelationen in hochdimensionalen Syste-
men darstellt, so ist sicherlich eine Ubertragung der hier vorgestellten

Ergebnisse auf andere Gittertypen denkbar. Angesichts der Universa-
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litdtshypothese, die besagt, dafl das kritische Verhalten eines Systems
im wesentlichen nur von der Dimension! abhéngt, ist allerdings kein
prinzipiell abweichendes Verhalten zu erwarten. Zudem gilt es hier, fiir
mehrfach zusammenhingende Gitter? sinnvolle hochdimensionale Ver-

allgemeinerungen zu finden.

Allgemein muf} aber folgendes festgehalten werden: Auch wenn unendliche Raumdi-
mensionen eine problematische Naherung fiir das Andersongitter darstellen, muf
dies noch nicht bedeuten, dafl die effektive Einstorstellenmethode zu verwerfen
ist. Die urspriingliche lokale Ndherung, die &lter als die hier vorgestellten d=oo-
Rechnungen ist, postuliert nur, dafl man die Selbstenergie als Funktional der lokalen
Grofen, d.h. der diagonalen Propagatoren wéhlen kann. Dabei ist aber die genaue
Form dieses Funktionals noch nicht festgelegt. Zwar hat das in dieser Arbeit ver-
wendete Funktional die Eigenschaft, in unendlichen Dimensionen exakt zu werden,
doch scheint es aufgrund seiner in dieser Arbeit ausfiihrlich beschriebenen Patholo-
gien keine angemessene Beschreibung fiir reale Systeme zu sein. Im Vertrauen auf
den Wert einer lokalen Ndherung gilt es daher, ein besseres Funktional zu finden. Ob
dieses weiterhin zu singuldrem Verhalten in der effektiven Banddichte an der Stelle

der Abrikosow-Suhl-Resonanz fiihrt, ist allerdings noch offen.

(c) Weitere Ansétze

(c1) Eine ganz andere Interpretation der numerischen Pathologien der Selbst-
konsistenz erhélt man, wenn man die Enstehung einer Nichtanalytizitit
beim Zusammenbruch als Andeutung eines Phasentibergangs ansieht. Ex-
emplarisch wurde hier die Moglichkeit der Stabilisierung einer Schach-
brettphase im Hinblick auf die Moglichkeit eines antiferromagnetischen
Tieftemperaturverhaltens des Storstellengitters untersucht. Hierzu wur-
de angenommen, daf§ die lokalen Groflen auf nichtdquivalenten Gitter-
plétzen eines (unendlichdimensionalen) hyperkubischen AB-Gitters ver-
schieden sein kénnen. Mit Hilfe einer Erweiterung der in dieser Arbeit
vorgestellten Methoden zur Bestimmung der Gittersumme in d=o00 auf
Gitter vom AB-Typ, die eine entsprechend verringerte Translationsinva-
rianz besitzen, konnten die folgenden Bestimmungsgleichungen ermittelt

werden. (Die jeweiligen Grolen auf den A und B-Plitzen werden mit ei-

'Die Abhéngigkeit von der Dimension des Ordnungsparameters ist hier nicht von Belang. Im
Hinblick auf die Analogie zum N — 0-Limes des N-Vektormodells ist diese als null anzunehmen.

’In einem einfach zusammenhiingenden Gitter ist das Self-avoiding-Walk-Problem mangels
Riickkehrmoglichkeit trivial.



134 KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG UND BEWERTUNG

nem . indiziert.)

Ay
Go=iipq, 8= 5)
- _ |x=5% —
mit A= p——y (ALA_=1)
und Si = m

Dies ist eine zweidimensionale, nichtlineare, implizite Bestimmungsglei-
chung fiir die G4 und fiithrt natiirlich fiir AL =1 wieder auf die Selbst-
konsistenzgleichung des homogenen Systems (5.5). Auf der Grundlage
dieser Formel sind sicherlich numerische Berechnungen mdéglich. Eine
einfache algebraische Uberlegung gibt jedoch Anla8 zu der Vermutung,
dafl diese Bemiihung nicht ohne weiteres erfolgreich sein wird. Hierzu sei
ein T mit symmetrischer Dichte angenommen, so dafl man sich auf die
Untersuchung von z=0 beschrinken kann. Es vereinfacht sich die Selbst-
konsistenzbedingung zu der folgenden Gleichung mit den Hilfsgréflen @)

und 7

Q*9(Q)— Q=7 mit —Q:=4/5;S_ und 7:=/T,T-

Man erhilt dabei die gesuchten G aus

1 /(7
Gi:_T_i <@+1>

Da eine Brechung der Translationsymmetrie nur innerhalb des vollstan-
digen effektiven Storstellenproblems moglich ist (bereits die 7% miissen
in Schachbrettphase vorliegen), wurde ein einfaches Funktional der Form
T(G)=—ia(1 + ibG) betrachtet. Damit findet man, daf§ eine Losungs-
verzweigung nur unter der Bedingung b < 0 mdglich ist. Das ist gleich-
bedeutend mit einem py, das mit zunehmender Banddichte sinkt. Mit
der NCA ist ein solches Verhalten jedoch nicht zu erreichen. Ein lo-
kaler Ansatz hingegen, der auf Strukturen der Ableitungen von G rea-
giert, etwa auf Nichtanalytizitdten an der Fermikante, konnte eine solche
Aufspaltung ermoglichen. Hier wére ein interessanter Ansatzpunkt fiir

zukiinftige Untersuchungen.

(e2) Es bleibt noch als hochst interessant zu erwéihnen, dafl eine zunéchst
nicht direkt verwandte theoretische Methode ganz dhnliche Verhaltens-
weisen wie das d=oo-Andersongitter zeigt. Die sogenannte CPA (,,Co-

herent Potential Approximation“) ist eine néherungsweise Losung von
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Elektronen in einem Kristall mit Unordnung, d.h. mit stochastischem
Potential V. Ahnlich wie in der XNCA gilt es hier, Streuprozesse unter
Beachtung des Excluded-Volume-Problems aufzusummieren. Es ist be-
kannt, daf§ die CPA ebenfalls in d=o0c0 exakt wird. Desweiteren weisen
viele Versuche, die CPA iiber die lokale Ndherung hinaus um Korrela-
tionen innerhalb von Clustern zu erweitern, zu mehrdeutigen Spektral-
dichten (siehe z.B. CzycHOLL (1977)).

Eine direkte Formulierung der CPA iiber die Excluded-Volume-Gitter-
summe dieser Arbeit ist allerdings nicht gelungen, da die Summationsre-
striktionen des Unordnungsproblems von prinzipiell anderer Natur sind.
Hier ldge dennoch ein interessanter Ansatz fiir weitere Untersuchungen,
da man hoffen kann, dafl sich aus den strukturellen Gemeinsamkeiten
Riickschliisse auf die allgemeine Natur der rdumlichen Korrelationen er-
geben.

7.3 Fazit

Angesichts der vielfiltigen Vorbehalte, die sich im Verlauf der Argumentation gegen
den Limes unendlicher Raumdimensionen ergeben haben, sollten zukiinftig hoch-
dimensionale Néherungen mit Vorsicht interpretiert werden. Im Gegensatz zu der
Situation bei gewissen isingartigen Spinsystemen, bei denen die N&herung zu einem
Mean-Field-System fiihrt und somit Korrelationen vernachlissigt werden, muf} bei
der dynamischen Mean-Field-Theorie fiir Hubbardartige Systeme damit gerechnet
werden, daf fiir das genuin unendlichdimensionale System sogar Korrelationen hin-
zutreten, die in endlichen Dimensionen keine Bedeutung haben. Hier mufl man sich
vergewissern, ob die Theorie nicht Artefakte erzeugt, die in den realen physikalischen

Systemen, die man zu beschreiben trachtet, keine Entsprechungen haben.

Dieses unterschiedliche Verhalten im Grenzfall unendlicher Dimensionen 148t sich
durch die unterschiedliche Qualitit der jeweiligen Korrelationen erkliren. Sind sie
eher lokal, so liefert der Grenziibergang d — 0o einen lokalisierten Grenzfall, sind sie
aber eher ausgedehnt, so resultieren Korrelationsbeitrdge von rdumlich ausgedehn-
ten Strukturen, wie z.B. asymptotisch langen Wegen. Diese kénnen dann in unend-
lichen Dimensionen derart dominieren, dafl wie im Fall des Self-avoiding Loops das
Mean-Field-Verhalten ausbleibt, oder gar, wie fiir die Selbstkonsistenzgleichung des
Andersongitters, eine zu grofle lokale Streuung die theoretische Beschreibung des

Systems génzlich zum Zusammenbruch bringen kann.
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Ein neuer Zugang, der diesbeziiglich Verbesserungen erzielen will, kann nach den
hier getroffenen Feststellungen dies nicht auf dem Wege endlicher Korrekturen mit
dem Ausgangspunkt d=oco tun. Vielmehr miifiten in starkem Mafle Korrelationen
in echt dreidimensionalen Systemen beriicksichtigt werden. Daraus, daf fiir das un-
gleich einfachere System des Self-avoiding Walks gerade drei Dimensionen die pro-
blematischste Situation darstellen, 148t sich ersehen, daf} dies eine iiberaus schwierige
Aufgabe ist.



Anhang A

Die algebraische Lace-Entwicklung

Im folgenden wird eine Verallgemeinerung der algebraischen Formulierung der Lace-
Entwicklung auf Gittersummen der Form (3.1) vorgenommen. Diese Methode wur-
de von BRYDGES und SPENCER (1985) eingefiihrt, um das kritische Verhalten des
schwach selbstvermeidenden Random Walks in hohen Dimensionen zu berechnen,
und spéter von HARA und SLADE (1992a/b) fiir den klassischen Self-avoiding Walk

weiterentwickelt.

An dieser Stelle soll gezeigt werden, wie die algebraische Entwicklung und ihre gra-
phische Darstellung die Diagrammtechniken zur Berechnung der Gittersumme in
unendlichen Dimensionen und die diagrammatische Berechnung der é—Korrekturen
aus vorangehenden Arbeiten (LEUDERS (1994), MELSHEIMER (1994), GRUISSEM
(1995), KEITER, LEUDERS und SCHONENBERG (1995), KEITER, KLEINEIDAM und
LEUDERS (1997)) verallgemeinert und erweitert.

Mit den Bezeichnungen wie vor Gleichung (3.9) kann man die Gittersumme in der

Form

Glz.y) = D Goow@ - Jotrtwm = Y Gw)

weQ(x,y) weQ0(z,y)

(mit n = n,,) iiber das Funktional
G(w) = Gw(O)w(1) * - " Ju(n-l)w(n) H (1 - 6”‘ ((U)) (Al)
0<i<j<n

=K, (w)

2

ausdriicken, wobei auch 6;;(w) == d,(i)w(j) als ein Funktional des jeweiligen Random

Walks w zu lesen ist.

Das Funktional K : Q° — {0, 1} ist gleich 1, wenn w keine Selbstiiberschneidungen

137



138 ANHANG A. DIE ALGEBRAISCHE LACE-ENTWICKLUNG

besitzt, und verschwindet im anderen Falle. Multipliziert man die Produktdarstel-

lung von K aus, so erhidlt man

Kuw)= > 1l (=0i;(w) (A.2)

Dabei enthilt G, :={T' | C {(4,7) | 0 < i < j < n}} alle moglichen Mengen von
Paaren aus {0,1,...,n}. Jedes I € G,, 148t sich graphisch als Diagramm darstellen
(siehe z.B. Abbildung A.2).

Die Summation iiber alle I' € G:=U,, G, als Ausgangspunkt einer Excluded-Volume-

Entwicklung der Gittersumme birgt jedoch zwei Probleme:

1. Es ergibt sich eine grofie Zahl von (iiberzéhlten) Beitrégen, die sich auf-

grund verschiedener Vorzeichen z.T. gegeneinander aufheben:

2. Bei einer dimensionalen Analyse ergébe sich, dafl die einzelnen Kt nicht

zu einer festen minimalen Ordnung in 5 beitragen:

@ Beitrag zu O(3) fir z#y
1

x vy x y Beitragzu O(1) fiir z=y

Das fiihrt dazu, daf} fiir eine %—Berechnung schwer zu iiberblickende Fa-
milien von Diagrammen summiert werden miissen (vgl. LEUDERS (1994),
MELSHEIMER (1994)).

Die daher riihrenden Schwierigkeiten lassen sich durch eine geschickte partielle Re-
summation umgehen. Eine solche Resummation stellen die ,Laces® dar, die hier
vermittelt durch eine sogenannte , Lace“-Abbildung eingefiihrt werden. Eine Lace-
Abbildung ¢ ordnet jedem I' € G einen reduzierten Graphen ¢(I') C I' zu. Fiir die
Ziele der vorliegenden Arbeit wird ¢ BRYDGES und SPENCER (1985) folgend durch
folgende Reduktionsvorschrift definiert:
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Seien bereits (s1,%1), ..., (sg, tx) € [' ausgewéhlt.

(a) Gibt es Kanten (s,t) € I' mit |s <, <t (x)| , so wihle unter

diesen diejenigen mit maximalem t, darunter wiederum diejenige

(eindeutige) Kante mit minimalem s als (spi1,tg11). Wiederhole
Schritt (a), solange es Kanten mit der Eigenschaft (x) gibt.
2@'
s ot
Gibt es keine Kanten mit (*) mehr, so fahre mit b) fort.

b) Gibt es Kanten (s,t) € T' mit |t < s (f)| , so wihle diejenigen

(s,t) € ' mit minimalem s > t;, und darunter wiederum diejenige

mit maximalem ¢ als (Sgy1,txs1). (Dies kommt dem Beginn einer
neuen Zusammenhangskomponente gleich und tritt z.B. gleich zu

Beginn ein.) Kehre wieder zu Schritt (a) zuriick.

: 1 :: 2.
<l —_—

(c) Das Verfahren endet, wenn es keine Kante (s,t) € ' mit (x) oder
(t) mehr gibt.

Abbildung A.1 Konstruktion der Lace-Abbildung /¢

Die Funktionsweise des durch die Schritte (a)—(c) definierten Algorithmus soll an

dem folgenden Bild noch einmal illustriert werden:

Abbildung A.2
Reduktion eines Graphen durch die Lace-Abbildung /¢

Diejenigen Graphen, die durch ¢ nicht mehr reduziert werden kénnen, bezeichnet
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man als Laces: L,,:={[ € G, | {((I')=T}, L:= U, L,. Eine zu einem Lace L hinzu-
gefiigte Kante (s,t), die von der Lace-Abbildung wieder reduziert wird, nennt man
kompatibel zu L. Die Menge der zu einem Lace L kompatiblen Kanten bezeichnet

man mit
C(L) =A{(s,t) ¢ L | L(LU{(s,t)}) = L}
Man priift leicht nach, daf§ die Lace-Abbildung ¢ die folgenden fundamentalen Ki-

genschaften besitzt:

(i) «)cr
(i) /(I)CGECTI'=(G ) ¢(T)
(iii) £(T'1) = 4(T2) = (T UT) = 4(T)

Allein aufgrund dieser Eigenschaften kann man die beiden folgenden Aussagen veri-

fizieren!

e (2=, d.h. ¢ ist eine Projektion

e (=L LCTCLUC(L)
Genau die T, die (im booleschen Gitter) zwischen L und LUC/(L) lie-
gen, werden durch ¢ zu L reduziert. Diese Eigenschaft erweist sich als

grundlegend fiir die Lace-Entwicklung.

Mit Hilfe der durch (A.1) definierten Lace-Abbildung ¢ wird nun die Summendar-
stellung des durch (A.2) dargestellten charakteristischen Funktionals K umgeformt.
Fiir einen Weg w € Q,, gilt:

K@) = ¥ ((H (—6st<w>>) (Nz { M el D

LeLy, \(s,t)eL (D)=L |(s,t)eT\L

= > (-pH ((H (ds(w)) I (1—53t(w)))

LeLly, s,t)EL (s,t)eC(L)

— 1 (w)

Die letzte Klammer definiert das charakteristische Funktional x 1 eines Laces, mit

'Die Eigenschaften (i)-(iii) aziomatisieren gemiff ZEILBERGER (1997) den Begriff der ,Lace-
Abbildung* und fiihren zu einer abstrahierten Lace-Entwicklung. Die Wahl einer Abbildung ¢ mit
den Eigenschaften (i)-(iii) kommt der Wahl eines entsprechenden Lace-Begriffs und der zugehérigen
Lace-Entwicklung gleich. Man hat so die Moglichkeit, neben dem hier beschriebenen ¢ weitere, dem
jeweiligen Problem angepafite Lace-Abbildungen zu konstruieren.
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dem sich K (w) vereinfacht schreiben 148t als

K(w) =Y (-1)"xi(w) (A.3)

Lel

Dabei ist |L| die Zahl der Kanten des Laces L, wihrend n;, die Zahl der Punkte des

zugrundeliegenden Weges bezeichnet.

Die Summe iiber alle Graphen reduziert sich also auf eine Summe iiber alle Laces.
Die charakteristische Funktion
Ky = | 1 Tl £ 6) ¥}
0 sonst
wird ersetzt durch eine (vorzeichengewichtete) Summe iiber die den Laces L zuge-

ordneten, charakteristischen Funktionale

1 fiir w(i) = w(7) Y{i,5} € Lund w(i) # w(j) ¥{i, j} € C(L)
xz(w) =
0 sonst

Bemerkung;:

An dem Ausdruck (A.3) kann man erkennen, inwieweit die Lace-Entwicklung eine Verallge-
meinerung des aus der Kombinatorik bekannten Prinzips des Ein- und Ausschlusses ist. In
einer allgemeineren Darstellung ersetzt man die Kantenmenge eines Graphen I' € G,, durch
eine Menge von Eigenschaften I' C P. Fiir eine Eigenschaft p € P und ein Element w aus
einer allgemeinen Menge X testet das Funktional d,(w), ob w € X die Eigenschaft p hat.
Damit ermittelt die Summe

S KW =Y [I0-6,)
weX weX peP

die Zahl Ny aller w € X, die keine Eigenschaft aus P haben. Der einzelne Summand N (L)
der Lace-Entwicklung dieses Ausdrucks

S KW= DM W)

weX Lel weX
—_——— —_——
No N(L)

entspricht dann der Zahl aller w € X, die alle Eigenschaften aus L und keine Eigenschaft
aus C'(L) besitzen. Die Zahl Ny bestimmt man also durch Ein- und Ausschluf} bestimmter,
durch die Lace-Abbildung ¢ charakterisierter Teilmengen.

Das klassische Prinzip vom Ein- und Ausschluf} erhilt man, wenn man als Lace-Abbildung
die Identitéit ¢=idp wihlt. Dann ist jedes L C P ein Lace und C(L) ist fiir alle L leer. Fafit
man alle Mengen L C P mit gleicher Anzahl von Eigenschaften |L| zusammen, so erhélt
man

No=) (-1)"N,
n

wobei N,, die Zahl der Elemente w € X mit genau n Eigenschaften bezeichnet.
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Aus (A.1) und (A.3) ergibt sich die Lace-Entwicklung fiir den Propagator G(w):

G(x,y)zz L( Z G(w)x ()) mit n = ny

Lec weNY (z,y)

Die hiermit durchgefiihrte Resummation der Beitrdge zur Excluded-Volume-Gitter-
summe durch die Lace-Entwicklung soll abschlielend noch eine weitere, im Prinzip
von den vorangegangenen Ausfithrungen unabhéngige Vereinfachung in Form einer
Selbstenergie-Resummation erfahren. Dazu stellt man fest, dal man jeden Graphen
I' € G (und parallel das entsprechende Funktional Kr) auf offensichtliche Weise
nach zusammenhdingenden Teilgraphen (bzw. Faktoren in einer noch zu definieren-
den Funktionalalgebra) zerlegen kann. Ein I' € G, heifle zusammenhdingend, wenn
VEe{l,...,n—1} 3(4,j) € T : i < k < j. Es bezeichne G¢ C G, die Menge der
zusammenhéngenden Graphen. Entsprechend sei (in Analogie zu K (w) und G(w))
definiert

J(w) = ng;c IT (—:4( (A.4)

(i,)€T

0
W) = o) - Gutrtwn) * Tn(w) (A.5)

Um das Funktional K nach seinen Zusammenhangskomponenten zu zerlegen, mufl
eine Multiplikation erklart werden, d.h. die K, miissen in eine umfassende (gradu-
ierte) Algebra A eingebettet werden. Wenn A,, den Vektorraum der linearen Funk-
tionale auf Q0 bezeichnet (z.B. K,, € A,, g € A1, Ay = R), so ist A eine direkte
Summe A=@>° , A, was insbesondere bedeutet, daf} ein Funktional aus .4 immer
nur mit seiner n—Komponente auf ein w € Q2 wirkt. Das Produkt zweier Funktionale

wird nun iiber die Verkettung (o) von Wegen definiert:
(A-B)(w) = A(w1)B(we) fiir A€ A, B€ A, |wi|=m,|ws] =k, w=wjowsy

Mit diesen Definitionen 148t sich jedes K, in zusammenhingende J und jedes G in

zusammenhéngende X zerlegen:

K = 1+ > (I1+J)" (1, ist das neutrale Elemenent in A;)

n=1
1
G = 1+ +¥) = A6
nzlg T1-(g+x) (4.6)

Nachdem fiir die Selbstenergieentwicklung der Gittersumme die Funktionale J und
Y bereitgestellt sind, kann fiir diese ganz analog wie fiir K und G eine Lace-

Entwicklung formuliert werden. Dabei wird die Summe iiber alle zusammenhé&ngen-
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den Diagramme (G¢) durch eine Summe iiber zusammenhingende Laces L ausge-
driickt:

Jw) = 3 ) xp(w)

LeLe

Bw) = > (-DHGwhxew)

Lece
Eine Teilsummation iiber alle Laces gleicher Ordnung |L| und die Summation iiber
alle Wege w € Q°(z, y) ergibt schliefSlich

o0

S(zy) =3 (=1)" Za(x,y) (A7)

n=1

mit X, (z,y) = Z ( Z G(W)XL(W))

(Lece | |Ll=n} \WER (z.y)

Die mittlere Spalte der Abbildung (3.1) auf S.58 stellt die Struktur der einfachsten
Laces X, dar. Als vereinfachend fiir die Zusammenfassung der Laces in Klassen mit
gleichem |L| stellt sich dabei heraus, dafl jedem n € N eine eindeutige Kanten-
struktur aller L € £° mit |L|=n entspricht, die als Skelettdiagramm der Laceklasse
L bezeichnet sei. Jede Kante aus L bedeutet eine Platzgleichheit und wird durch
einen runden Bogen oberhalb des Weges dargestellt. (Dieser reprisentiert somit die

ds-Faktoren von xr.)

Das Skelettdiagramm einer Laceklasse mufi nun noch durch alle Prozesse, die mit
den Ausschlufbedingungen in C'(L) vertriglich sind, renormiert werden. Dies 146t

sich in zwei Forderungen untergliedern:

1. Alle Prozesse, die jeweils zwischen zwei benachbarten Punkten des Ske-
lettdiagramms eines Laces stattfinden, miissen Self-avoiding Walks sein.
Die benachbarten Endpunkte von Lace-Kanten kénnen in bestimmten
Fillen zusammenfallen. Daf} die dort eingeschobenen Prozesse dann auch
die Lange 0 haben konnen, wird durch die fetten (anstelle der doppelten)

Linien gekennzeichnet.

2. Zudem miissen je zwei Teilwege, die durch eine mit L kompatible Kan-
te aus C'(L) verbunden werden konnen, paarweise diskunkt sein. Dies
wird durch die gestrichelten Linien unterhalb des Diagrammes darge-
stellt. (Diese représentieren somit die (1 — d5)-Anteile von xr.) An den
Diagrammen (3.1) kann man so zu jedem Lace L die Menge aller kom-
patiblen Linien C'(L) ablesen.
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Die durch die Definition der Lace-Abbildung ¢ erzeugten zusammenhéngenden Laces
erweisen sich als vollig identisch mit den Ausdriicken, wie sie in Abschnitt (3.2)
durch iterative Korrektur der Dysongleichung erzeugt wurden. Damit sind die beiden

unterschiedlich abgeleiteten Lace-Entwicklungen dquivalent.

Abschlieflend sei noch angemerkt, dafl die zusammenhédngenden Laces genau die
minimal zusammenhdngenden Diagramme darstellen, d.h. solche, die durch Léschen
irgendeiner Linie unzusammenhéngend werden. Durch diese Eigenschaft ist die Lace-
Entwicklung jedoch noch nicht eindeutig charakterisiert, vielmehr ist sie erst durch
Festlegung einer Lace-Abbildung ¢ wohldefiniert. Diese legt ndmlich fest, welche

Diagramme jeweils zu einem bestimmten Lace L € L reduziert werden.



Anhang B

Kombinatorische Berechnung
des Random Loops

in hohen Dimensionen

In Abschnitt 4.2.2 wurde das asymptotische Verhalten des Random Loops in hohen
Dimensionen mit analytischen Mitteln berechnet. An dieser Stelle wird nun alter-
nativ eine rein kombinatorische Herleitung angegeben. Diese gibt Einblicke in das
geometrische Verhalten der Random Loops und fiihrt zusétzlich zu einem exakten

Ausdruck fiir die Zahl der Random Loops fiir jede Linge und Raumdimension.

Um die Zahl as, aller Random Loops der Lénge 2n zu bestimmen, werden zunéchst
k aus d Dimensionen ausgewahlt und alle zuriickkehrenden Wege der Léange 2n und
Dimensionalitiit k betrachtet. Es bezeichne p% die Zahl der Loops der Linge 2n
und Dimensionalitdt k. Dabei ist die Dimensionalitdt eines Loops die minimale Di-
mension eines kartesischen Unterraums, in den der Loop eingebettet ist. Hat man
einmal £ Dimensionen aus d ausgewihlt, so mufl der Weg in jeder dieser Dimensio-
nen gleichviel Schritte vorwérts wie riickwirts machen. Unter allen (2n)! moglichen
Permutationen dieser Einzelschritte sind jeweils (ay!)? identisch, wenn ay die Zahl
der Schritte in die k-te Dimension bezeichnet. Es ist daher
(2n)!

=3 ()il s > (B.1)

k=0 a€P(n,k

Dabei ist « ein Multivektor aus der Menge aller Partitionen der Zahl n in k positive

Summanden o € N

k
P(n,k) ={a e N||ja| = a; =n}
i=1

145
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und «o! steht abkiirzend fiir aqlas!...ag!. Formal kann man dabei in der obigen

Summe mit £ = 0 beginnen, wenn man P(n,0) = {} setzt.

Um nun eine systematische Entwicklung dieses Ausdrucks nach Potenzen von d zu

erhalten, entwickelt man den Binomialfaktor
d 1 & om) am
m=0
mit den hierdurch definierten Stirlingzahlen 1.Art S,gm) und erhélt
(s
Qon = Z Z 1 Hen " (B.2)
m=0 \k=m '
Zur Bestimmung der beiden fiihrenden Ordnungen von as,,, miissen nun g und g~
berechnet werden. Nun gilt:
P(n,n) ={(1,1,...,1)} = p; = (2n)! und
(n — 1)(2n)!
2

Pn,n—1)={(2,1,...,1),(1,2,1,...,1),...,(1,...,1,2)} = u*! = )

und damit ergibt sich
n—1 n—
20) | s (sél (n—1)(2n)! 5 l><2n>!) + 0@

n =d"
@ nl -2

Nach Einsetzen der Stirlingzahlen (S("~1) = — (72’) ) erhdlt man fiir as), die Zahl der

Random Loops bis zur zweithochsten Ordnung;:

__(2n)! n (2n)! n—1 n—2
o = ! = e O ) (B.3)
aby

Nun soll noch ein geschlossener Ausdruck fiir as,, der fiir alle Dimensionen d gilt,
angegeben werden. Die Menge der Partitionen, die durch P(n, k) beschrieben wird,
sei dazu folgendermafien umgedeutet. Man zéhlt, wie oft in einem o € P(n, k) jede
Zahl i vorkommt, und definiert a;:=|[{j|a; = i} fir = 1,...,n. Dann ist der

Vektor a = (ay,...,a,) aus der Menge
p(n.k)={a e Ny | > a; =k}
i=1

So z.B. wird (1,4, 2,1), aber auch jede Permutation davon, durch (2,1,0,1,0,0,0,0)
dargestellt. Damit kann man eine Summe iiber a € P(n, k) der folgenden Form auf

eine Summe iiber a € p(n, k) umschreiben:

> M=k ¥ [

a€P(n k) j=1 acp(n,k) i=1
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Dies ist offensichtlich moglich bei

My, = (2n)!

e e (B.4)

In der letzten Zeile hat man dabei den Multinomialkoeffizienten 3.Art abfaktorisiert

n!
N (. g
(n5a)" = (n;a1,...,a)" = (IHoragy!. . (nh)*a,!

der die Anzahl der Partitionen einer n-elementigen Menge in a; Teilmengen der

jeweiligen Grofe ¢ beschreibt.

Setzt man den Ausdruck (B.4) in (B.1) ein, so kann man die nach FAA DI BRU-
NO benannte Ableitungsformel anwenden (vgl. ABRAMOWICZ und STEGUN (1972)
[24.1.2.C))

dn n
oo =Y S (ma)l ¥ o o) g (0) g (@) g )"

k=0 aep(n,k)

wenn man f(z)=x9 setzt und

)=

n=0 (n')2
Dann ist J™|,—g = L und f®)(z) =d(d—1)...(d—k+1) = (z)k! und man findet:

o = COL A ey

n! dzn

(B.5)

z=0
J(x) ist mit der Familie der Besselfunktionen iiber J(z) = Jy(2iy/z) verwandt.

In dieser Form wurden algebraisch einige exakte Werte bestimmt, um die Qualitét
der O(1)-Niherung zu bewerten. Die ag]) sind nur angegeben, solange sie als sinn-

volle Approximation angesehen werden konnen.

d 1 2 3 4 5
2n | asp aéln) aop aéln) Aon, aéQ aop aéln) Aop, aéQ
2 2 2 4 4 6 6 8 8 10 10
6 6 36 36 90 90 168 168 270 270
6 20 400 240 1860 1620 5120 4800 10900 10500
8 70 4900 44730 190120 107520 551950 420000
10 | 252 63504 1172556 7939008 32232060
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Man sieht deutlich, daf} sogar schon beim unrestringierten Random Loop eine Ent-
wicklung nach der inversen Raumdimension nur fiir kurze Wegldngen zu einer sinn-

vollen Approximation fiir endliche Dimensionen fiihrt.



Anhang C

Der Self-avoiding Walk in d=o0

Als zentrales Ergebnis des Abschnitts 4.2.3 steht die Tatsache, dafl der Self-avoiding
Loop in genuin unendlichen Dimensionen nicht zum Random Loop trivialisiert. Im
Gegensatz zu dem in Abschnitt 4.1 erlduterten Fall endlicher, aber hoher Dimensio-
nen findet also kein Ubergang zu Mean-Field-Verhalten statt. Dies wird am deut-
lichsten aus dem in dieser Arbeit bewiesenen asymptotischen Verhalten der Koeffi-
zienten (4.6) und (4.5)

(2n)! (2n)!

1
n 1 n 1

und fiihrt letztlich zu unterschiedlichen erzeugenden Funktionen:
G(z) # C(2) + O(}) (1)

Daf} dieses besondere Verhalten in unendlichen Dimensionen spezifisch fiir den ge-
schlossenen Typ des Self-avoiding Walk (SAL) ist, soll im folgenden gezeigt werden.

Dazu seien an dieser Stelle entsprechend der Definition 3.1 die erzeugenden Funk-
tionen C'*(z) fiir den offenen Random Walk (RW) bzw. G*(z) fiir den offenen Self-

% soll

avoiding Walk (SAW) in unendlichen Dimensionen eingefiihrt. (Das Zeichen
andeuten, dafl in diesem Anhang auftauchenden Groflen sich auf offene Walks be-

ziehen.)

Anzahl der Walks b
n Cn
der Léange n
erzeugende Funktion | C*(z) = ) b, G (z) =) cp-—
="y = "y

149
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Ein entscheidender Unterschied zu Definition (3.2) besteht in der stérkeren Ska-
lierung der n-Schrittprozesse mit 5 statt mit %. Diese ist dem asymptotischen
Verhalten des Random Walks und des Self-avoiding Walks angemessen (es gilt
¢p ~ by, ~ d") und garantiert sinnvolle erzeugende Funktionen im Limes d— oco.
Der zusétzliche Faktor 2 im Nenner ist lediglich eine willkiirliche Konvention und
fiihrt zu einer besonders einfachen Darstellung der erzeugenden Funktion des Ran-
dom Walks. Dieser ist nicht wesentlich von seinem endlichdimensionalen Pendant

verschieden und 148t sich sofort berechnen:

z
11—z

by = (2d)" = COX(z)=

Im Falle des Self-avoiding Walks fiihren die Selbstvermeidungen zu Korrekturen in
der erzeugenden Funktion, so daf} ¢, < b, gilt. Diese Korrekturen werden im folgen-
den durch kombinatorische Uberlegungen ermittelt, und es wird sich herausstellen,
daf im Grenzfall d — oo im Gegensatz zu (C.1) die erzeugenden Funktionen identisch

werden:

G*(2) = C*(2) + O(3) (C.2)

Damit ist dann gezeigt, dal auch im Fall genuin unendlicher Dimensionen der Self-

avoiding Walk zum Random Walk trivialisiert.

5 seien die Random

Walks (und spéter auch die Self-avoiding Walks) in Klassen von Wegen gleicher

Zu einer systematischeren Entwicklung nach Potenzen von

Dimensionalitit eingeteilt. Als Dimensionalitit eines Weges ist die minimale Dimen-
sion eines kartesischen Unterraums, in den er eingebettet werden kann, zu verstehen.
Hat man einmal £ Dimensionen aus d ausgewéhlt, so sind unter allen 2"n! moéglichen
Kombinationen der Einzelschritte je a!:=ajlas!. .. a;! identisch, wenn «y, die Zahl

der in die k-te ausgewihlte Dimension gehenden Schritte ist. Mit
k
P(n,k)={ala e N* |a| = a; = n}
i=1

wird folglich die Menge aller Partitionen von n in k positive Zahlen beschrieben.

Diese Einteilung entspricht dann der folgenden Umschreibung der Koeffizienten b,
des Random Walks:

=3 (o ey 2 (03

!
k=0 acP(nk) &

Dabei ist v* die Zahl der Wege der Linge n und Dimensionalitit k. Offensicht-
lich hiingt 7* mit der Zahl der Mengenpartitionen ohne Beachtung der Reihenfolge
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zusammen und ist daher aus den Stirlingzahlen 2.Art berechenbar:
v =2nklsk (C.4)

Formal kann man in der obigen Summe mit £ =0 beginnen, wenn man P(n,0)={}

bzw. S(EU) =0 vereinbart.

Um nun eine systematische Entwicklung nach Potenzen von d zu erhalten, wird der
Binomialfaktor in (C.3) mit den Stirlingzahlen 1.Art S,gm) entwickelt:

n 1 n m
bo= 0 d" 5 3 S (C.5)
m=0 S k=m

erhélt man fiir den Random Walk natiirlich das triviale Ergebnis b, = (2d)" zuriick.

Fiir den Self-avoding Walk sind nun die v, in (C.5) durch neue Koeffizienten zu
ersetzen:

A

Die 6* enthalten alle Information iiber die Uberkreuzungsausschliisse und beschrei-
ben somit die Excluded-Volume-Korrelationen. Man kann diese 6% deuten als die
Zahl der Wege der Liange n und Dimensionalitit k&, die Selbstiiberschneidungen auf-

weisen. Die ¢, lassen sich damit in folgender Form schreiben:

n n 27m m
e = (2d)" = 3 2d)" YD S50 (C.6)
m=0 k=m :

Offensichtlich benétigt man zur Bestimmung der Anteile der Potenz d™ nur die 6%
mit m < k£ < n. Damit erhdlt man fiir die ersten Glieder der é—Entwicklung die

folgenden Aussagen:
1. O(5):

Da ein Weg der Linge und Dimensionalitdt n sich nicht selbst {iberkreuzen kann,
ist 0" = 0, und daher ist in nullter Ordnung ¢, = (2d)" + O(d"'). Man kann also
hier bereits feststellen, daB C*(z) = G*(2) + O(3).

2. O(%)z

Wiéhlt man fiir einen Weg der Lange n nur n—1 Dimensionen, so erhélt man genau

dann eine Selbstiiberschneidung, wenn (a) die beiden Schritte in diese Dimension
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direkt aufeinander folgen (n—1 Positionen innerhalb des Weges und n—1 mogliche
Raumrichtungen) und (b) sie in entgegengesetzte Richtungen erfolgen (2 von 4 = 22

Paritétskombinationen). Also ist
St =2(n—-1)2-2"2(n-2)! = 2" *(n—-1)!(n—1)

Mit S Y = 1 ergibt sich die Korrektur

e = (2d)" — (2d)" (n—1) +O(d"2) (.7)
el
und damit
G<(z) = C*(z) - % i(n—l)zn L o) (C.8)
R ey

Man erkennt insbesondere, daf3 diese Korrektur nur fiir d > n sinnvoll ist. Schon

bei n = 2d + 1 resultiert offenbar der unsinnige Wert ¢! = 0.

Auf der Grundlage dieser Methode ist nun eine allgemeine Entwicklung auch in
hoheren Potenzen von 5 denkbar, da man aufgrund von (C.6) nur selbstiiberschnei-
dende Wege hoher Dimensionalitéit betrachten muf}. Eine Systematisierung der Be-
trachtungen miifite noch die kombinatorischen Faktoren 2;—:”61? weiter ausreduzieren
und nach einfachsten Typen von Selbstiiberschneidungen klassifizieren. Diese finden
bei Betrachtung der Korrektur (2d)~™ ja unabhéngig von der Weglidnge n nur in
kleinen Teilabschnitten der Groflenordnung m statt.

Ein Vergleich der fiir hohe Dimensionen in erster Odnung berechneten c{!) mit exak-
ten Werten fiir ¢,, in endlichen Dimensionen (entnommen aus FISHER und GAUNT
(1964)) soll die typische Qualitét solcher Korrekturrechnungen illustrieren. Fiir jede
Dimension d befindet sich in der ersten Spalte jeweils die ¢,, in der zweiten die c,(})

aus (C.7), soweit sie noch als sinnvolle Approximation angesehen werden kénnen.

n d=2 d=3 d=4 d=5 d=6

Cn CS) Cn CS) Cn CSLI) Cn CSLI) Cn CSLI)
1 4 4 6 6 8 8 10 10 12 12
2 12 12 30 30 56 56 90 90 132 132
3 36 32 150 144 392 384 810 800 1452 1440
4 100 64 726 648 2696 2560 7210 7000 15852 15552
5 284 3534 2592 18584 16384 64250 60000 173172 165888
6 780 16926 127160 98304 570330 500000 1887492 1741824
7| 2172 81390 871256 5065530 4000000 20578452 17915904
8 | 5916 387966 5946200 44906970 224138292 179159040
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1
2d

kann) fiir alle Wege bis zur Linge n=m+1 exakt. Man kann aber feststellen, daf3

Eine Entwicklung bis zur m-ten Ordnung in o5 ist (wie man schon aus (C.6) ersehen

jede nach endlichen Ordnungen abbrechende Entwicklung nach 5 nur bis zu einer

Wegliange n ~ d giiltig sein kann.

Abschlieflend soll noch dargestellt werden, wie die soeben abgeleitete Trivialisierung
des genuin unendlichdimensionalen Self-avoiding Walks sich leicht durch Riickgriff

auf die Ergebnisse der Lace-Entwicklung in Kapitel 3 ableiten 148t.

Die erzeugende Funktion 148t sich analog zu (3.1) iiber eine Gittersumme darstellen

00 *
G;y = Z Z Grzy " Geize - -+ " Gz 120 Gzny

n=1 Z1,...,Xn
Die im Vergleich zu G unterschiedliche dimensionale Skalierung wird durch die Wahl

eines entsprechend skalierten Einschrittpropagators gewéhrleistet:

1 fiir 6(z,y) =1

0 sonst

z

gxy —_ 5<$,y> mlt 5<$,y> — { (Cg)

2d
Aufgrund dieser stérkeren Skalierung kann man zeigen, daf alle Laces (s. Abbildung
3.1) im Limes d — oo verschwinden. Da mit den Laces auch die gesamte Selbstenergie
(3.13) verschwindet, folgt aus (3.11) die Aquivalenz von Self-avoiding Walk und
Random Walk:

R e

Das Verschwinden aller Laces 148t sich wie folgt einsehen: Da die fiir die Berechnun-
gen des Self-avoiding Loops in d =oco angenommene Skalierungsbedingung (3.5) den
hier auftretenden Fall (C.9) einschlieBt, braucht man nur noch ¥; zu betrachten.
Daf} dieses verschwindet, kann man anhand von Abzdhlargumenten analog zu den
Betrachtungen in Abschnitt 3.3.1 zeigen. Ebenso einfach 148t sich dies erkennen,
wenn man feststellt, dafl alle Mittelungen (...) geméf 3.8 im Grenzfall d=c0 auf-
grund der Uberskalierung verschwinden miissen (vgl. Anhang D). Nach (3.10) und
(3.14) gilt daher
T =(gG") =0

Wegen der auch hier giiltigen Relation G* = (gé’x> (3.14) bedeutet dies, daff die
Wahrscheinlichkeit einer Riickkehr des Self-avoiding Walks gleich null ist.

Mit der in d=o0 giiltigen Relation (3.20) findet man
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und damit wegen G* = Y., G, = G_, noch einmal

Jrk=0 z

:1—9k:0_1—2

G*(2)

Man erkennt aus den obigen Ausfiihrungen, dafl die Besonderheit des geschlossenen
Self-avoidings Loops, die ihn vor dem Self-avoiding Walk auszeichnet und die fiir sein
auflergewohnliches Verhalten in genuin unendlichen Dimensionen verantwortlich ist,
letztlich darauf zuriickzufiihren ist, daf ein Loop der Liange 2n nur mit d" und nicht

mit d?" skaliert.



Anhang D

Der Elektronenpropagator
des Tight-Binding-Bandes

in hohen Raumdimensionen

Um elektronische Gittersysteme in hohen Dimensionen untersuchen zu konnen, ist es
unerlédBlich, zu kliren, wie Systeme unterschiedlicher Dimensionalitit d € NU {co}
miteinander in Beziehung stehen und wie der Grenziibergang d — oo durchzufiihren
ist. Hierzu dienen die in diesem Anhang durchgefiihrten Berechnungen zum Propaga-
tor des Tight-Binding-Bandes (vgl. z.B. ASHCROFT und MERMIN (1976) [Kap.10]).

Das umfangreiche Interesse der letzten Jahre an unendlichdimensionalen Systemen
geht auf METZNER und VOLLHARDT (1989) zuriick, die erstmals aufzeigten, welche
mathematischen Vereinfachungen sich in d=00 ergeben. Dabei gaben sie insbeson-
dere an, wie das Hopping in Abhéngigkeit von der Raumdimension skaliert werden
muf}, um im Grenziibergang d — oo eine endliche Banddichte und damit ein nicht-
triviales Leitungsband zu erhalten. Zur mathematischen Begriindung wird gewéhn-
lich der zentrale Grenzwertsatz aus der Stochastik angefiihrt (s. z.B. SPITZER (1976),
S.64), dessen Bedeutung man an dieser Stelle folgendermafien verstehen kann: Wenn
jede Raumdimension mit derselben Dispersion und damit auch derselben Breite, die
im wesentlichen durch die Hoppingamplitude ¢ gegeben ist, zur Banddichte beitriagt,
so ergibt sich in der Summe von d identischen Einzelbeitrdgen im Grenzfall d — oo
eine GauBverteilung mit der Breite ¢tv/d. Diese bleibt endlich, wenn ¢ mit % skaliert

wird.

Der zentrale Grenzwertsatz mufl aber keineswegs herangezogen werden. Im folgen-

155
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den wird dargestellt, wie mit elementaren Mitteln das Elektronenband anhand seines
Propagators in unendlichen Dimensionen berechnet werden kann. In einem weite-
ren Abschnitt werden dann in demselben Rahmen Korrekturterme in einer dimen-
sionalen Entwicklung ermittelt. Der resultierende O(Z)-Propagator wird fiir eine
selbstkonsistente, numerische Behandlung des Andersongitters in Abschnitt 5.1.3

benotigt.

D.1 Darstellungen

Beim einfachsten Tight-Binding-Ansatz wird fiir die Hoppingstéirke angenommen

t fiir nichste Nachbarn

t:zy - £6<x,y> = {

0 sonst

Fiir den Grenziibergang d— oo wird die Hoppingstirke dabei gemif ¢:= ﬁ ska-

liert. Der (ungestorte) Elektronpropagator hat im Energie-Impulsbild die denkbar

einfache Darstellung!:

1 d
gr(2) = — mit e =2t _ cos(k;) (D.1)
Z T 6 i=1

Hieraus wird nun der Propagator im Ortsraum bestimmt. Die verwendeten Konven-
tionen und Bezeichnungen fiir Ortsraum und reziproken Raum sind den Ausfiithrun-
gen ab Seite 51 zu entnehmen.

( ) / ddk eikm
z\ % = o N
g0 0,27 (2m) 2 — €

d'k o o
— [ o) [ s T T im0
0,21 0

o0 d 2 dk . o; .
— . ds e'5* v i2stcosk ikx;
(—1i) /0 se g_ ( 27r6 e

0

Die Faktoren des Integranden identifiziert man im wesentlichen als Besselfunktio-
nen von ganzzahliger Ordnung J,(2st) (siehe ABRAMOWITZ und STEGUN (1972)

'Bis auf triviale Umnormierungen ist g, mit der Greenfunktion des freien Random Walks
identisch (vgl. HUGHES (1995), [3.3]). Diese beschreibt die Ubergangsamplitude von x nach y und
entsteht aus einer unrestringierten Gittersumme mit den Einzeliibergangswahrscheinlichkeiten t,.:

#

o0
Jay(2) = 27 Z z " Z towy “teres oo tay_ya, tany

n=0 T1yeeny Tn
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[9.1.21]). Bezeichnet man nun die Anzahl der Komponenten z;, fiir die |x;| = { gilt
o0

mit my, so erhélt man die Darstellung ||z||; = 3 [-m;. Die Besselfunktion J; taucht
1=0

gerade m;-mal im Produkt auf, daher gilt:

Guy(2) = (—1) /0 ds eﬁ (" n(2st))™ (D.2)

Im Spezialfall x = y ergibt sich

: > 152 s d
doo(z) = (—2)/0 ds e (To(22)) (D.3)
woraus sich die Spektraldichte in jeder Dimension d iiber p(w) = —1Jm goo(w + id)
Zu p
_ > as 2st d
p(w) = /0 P cos(sx) (J[)(ﬁ)) (D.4)

berechnen 14f3t. Das Ergebnis kann man fiir d =1 und d =2 noch explizit angeben
(vgl. EcoNomou (1983), [5.30, 5.39]), fiir d = 3 148t sich das Integral numerisch
auswerten. Fiir niedrige Dimensionen erhélt man die charakteristischen Van-Hove-
Singularitdten, wahrend fiir hohere d die Spektralfunktion bereits gut durch eine

Gauflkurve approximiert wird.

0.40

030 |

0.10 -

0.00

Abbildung D.1  Zustandsdichten p(E) des Tight-binding Bandes,
normiert auf t=1 fiir d=1, 2, 3,4, 00
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D.2 Unendliche Raumdimensionen

Im Grenzfall unendlicher Dimension gilt

(JO(%))CI — et fiir d— o0

und somit erhélt man fiir g(()g), den lokalen Propagator in d=o00,

1 7 e 1yr
ds e e~ D" = d =Y _w( D.5
a0 ( / 5e 2t/T Yo T2t w(z) (D-5)

~

Dabei bezeichnet w(z) die komplexe Errorfunktion (ABRAMOWITZ und STEGUN
(1972) [7.1.4]). Da goo(2) so bereits in Spektraldarstellung vorliegt, liest man sofort
die Spektraldichte ab:

1. 1 —(2)2
pOw) =~ Im gl () = 5= e~ (D.6)

~

Abschlieflend sei noch eine Relation zwischen den Ableitungen der Errorfunktion an-
gegeben, die die Zuriickfithrung héherer Ableitungen g™ := %g(n) des Propagators
g:= g(()g) auf niedrigere erlaubt. Diese Relationen folgen aus den entsprechenden Glei-
chungen fiir die komplexe Errorfunktion (nach ABRAMOWITZ und STEGUN (1972)

[7.1.20]) und ergeben sich durch partielle Integration.
2

/() =~ =1
0" = e + g ) 0.7)

Wegen 2 gi(z) = —gi(z) iibertréigt sich dies auch auf

n—+1

<QZ+1> = (—1)n+1(n + 1)!8zn+1g(z) - %(2}5)2 (z(gx) — <g£—1>) (D.8)

D.3 Reihenentwicklung in der Raumdimension

Nimmt man den Grenzfall d=o0c0 als Startpunkt einer Reihenentwicklung in l, SO

hat man in (D.3) hohere Glieder des Integranden in der systematischen Potenzrei-
henentwicklung zu beriicksichtigen. Mit der Abkiirzung z := st gilt

()" = e ANV — 52 L (0

=
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Dabei erweisen sich die p,(z) als Polynome vom Grad 4n. Fiir die niedrigsten Ord-
nungen hat die %—Reihe die Form

]__lx_4_|_i __x6+x_8 _+_i il’s_'_l‘_m_l‘_m +
d4 & 9 32 d3 192 36 384 o
Setzt man dies fiir den Integranden in (D.3) ein, so ergeben sich Integrale, die man

(0)

auf Ableitungen von ¢:= gog umschreibt geméf

(i) [ et sty = (it g2 (D.9)

Fiir die O(%)-Korrektur zu gy ergibt sich so der Ausdruck

00 . 8 t4 84
doo = lZ pn((—lt)@)] 90 = 900 — 3775190 +O(d™) (D-10)
n=0

Einen vollstdndigen Ausdruck fiir die (’)(%)—Entwicklung des ungestorten Propaga-
(0)
0

tors g erhélt man, wenn man die Ableitungen von gy, im obigen Ausdruck mit Hilfe

der Rekursionsformel (D.7) eliminiert. In jeder Ordnung kann man dann die Terme
. (0) . . . arp
proportional zu g,,’ und die rein polynomialen Terme sammeln und erhélt einen

Ausdruck der folgenden Form:

e¢]
1 n . n n)/ z 0 n)z
goo(2) = 3 =g (2) mit gy’ (=) =V (g0 () + 3037 (5) (D)
n=0

Die rl(")(:[:) sind dabei Polynome mit rationalen Koeffizienten. Durch Imaginérteil-

bildung erhélt man die entsprechende Gleichung fiir die Zustandsdichte
1. _
p(w)= —_Jm g(w + i0)

Da die Polynome reell sind, bleibt lediglich

=1

plw) =Y M) mit M (w) =" ()" () (D12)
n=0
Die r\") () wurden mittels symbolischer Arithmetik mit dem Programmpaket MA-

THEMATICA (WOLFRAM (1992)) ermittelt

rhoO=Exp[-x"2/4]1/(2 Sqrt[Pi])
JD=Exp[-s~2]*

Normal [Series [Exp[Log[BesselJ[0,2 s D]]1/D"2+s~2],{D,0,0rdnung}]]
rhoD=Integrate[JD*Cos[s x],{s,0,Infinity}]/Pi
rho=rho0*(Collect[rhoD/rho0,D] /. D->1/d4"(1/2))
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Die ersten Korrekturpolynome TE") haben die folgende Form:

r%o) (z) =1

réo) (z) =0

r%l)(z) = —%4—%2’2—% 4

rél)(z) = —gz + izs

r£2)(z) = —% - 2—222 %24 - %26 + %zg
7“;2) (z) = %z — %23 ;—;225 — 3%27

Abschlieflend sei noch angemerkt, daf man wegen (D.9) auch das Produkt von Bes-
selfunktionen in der Darstellung des nichtdiagonalen Propagators g,, (D.2) ganz

analog zu gg in eine Potenzreihe entwickeln und jeden Summanden durch Ableitun-

gen von g[()g) darstellen kann. In hochster Ordnung ergibt das:
5|10 (o 1 .
Goy = d 2 15 5, J00 (2) + O(d 2) mit 0 = 0(z,y) (D.13)

Damit ist das Skalierungsverhalten g, ~ d*%ﬂm,y)’ das fiir die in Kapitel 5.1 durch-
gefithrte Berechnung der Gittersumme in hohen Dimensionen gefordert wurde, auf

analytischem Wege nachgewiesen.



Anhang E

Exakte Losungen der

Andersonmodelle fiir U =0

In diesem Anhang wird die ezakte Losung des Single-Impurity- und des periodi-
schen Andersonmodells fiir verschwindende Wechselwirkung U =0 (Anderson-Fano-
Modell) in Form der lokalen Greenfunktionen angegeben. Diese werden fiir die Dis-
kussion der effektiven Single-Site-Ndherung im Grenzfall U — 0 in Abschnitt 5.2
benotigt.

E.1 Das periodische Anderson-Fano-Modell

Setzt man im periodischen Andersonmodell die Wechselwirkung U = 0, so erhilt

man in k-Darstellung den folgenden Hamiltonoperator:
Hpamu=o = Y _excicy+ep Y fil [ +V Qo el fi + fifer)

Wegen der Translationsinvarianz reduziert sich die Losung auf das Aufsuchen einer

2-Matrix
o \ _ [ Bi Cr
I Vi Ok i

mit den neuen Einteilchenoperatoren ¢, und f;, in denen H Diagonalgestalt hat.

Die Losungen erhilt man dann aus dem Gleichungssystem®

{ai,a;} =0 , {af,a;} =0y , [Hya]=a; mitd= (if)

17, ] steht fiir den Kommutator und { , } fiir den Antikommutator.
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Die neuen Einteilchenenergien €, und € (die f-Elektronen erhalten einen Dispersi-

on) der hybridisierten Elektronen erhilt man dann nach einiger Rechnung als

’ ‘f ’“>> (B.1)

_ . €. —€ 4v2
ef,k = €f+%<1— 1+m

(Man beachte die vollstindige Symmetrie zwischen den f und den c¢-Teilchen.)

Zur Vergleichbarkeit mit der Gitterselbstkonsistenzlésung wird noch die Green-
funktion des Modells benogt. Diese erhilt man am einfachsten nach der Methode
der Bewegungsgleichungen (z.B. FETTER und WALECKA (1971)). Ausgehend von
der Matsubara-Greenfunktion? Ga.5(7) = —(T,A(7)B) bildet man die Matsubara-
Transformierte und deren eindeutige analytische Fortsetzung in die obere und untere

imaginire Halbebene G 4.5(z). Die Bewegungsgleichung wird dann zu
2 Gap(z) = ({A B}4) + Grams(2)

Die Bewegungsgleichungen fiir die verschiedenen Greenfunktionen Gck;cﬁ, Gck;f,j’

G, .+ und G, .+ laBt sich dann auflésen, und man erhélt
fkvck. fk.vfk.

1
Gep=G, (2) = PR
Z*Ef
1
rei=Gy g+ (2) PR (E.2)

Fiir die lokale Greenfunktion G.(z):=+ Y1 G.x(7) und das entsprechende Gy(z)
ergibt sich schliellich die Losung

Gelz) = GO -2 -
Gile) = o+ ey GO - ) |

mit G = L ¥, —L als der ungestérten (V =0) lokalen Bandgreenfunktion. Des

Z—€f
weiteren gelten die T-Matrixgleichungen

G =GY +GPVG.GY wd  G.=GO 4+ GOVIGEY (E.4)
mit G;O) = z_lef. Die Energien des hybridisierten Systems (E.1) findet man in den

Polen der Greenfunktion wieder, also z.B. die €, als Nullstellen von (z—e€g)(z—€f) —
V2=0.

2A und B seien hier Fermioperatoren.
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E.2 Das Single-Impurity Anderson-Fano-Modell

Das Einstorstellensystem bei U =0 besitzt den Hamiltonoperator
Hgianm,u=o = ZGkC/J{Ck +efHf+— Z i f+ e
k

Der Faktor v/N ergibt sich notwendig zwischen dem f in der Ortsdarstellung und
den ¢ in der Quasiimpulsdarstellung. Der Hamiltonoperator, wie auch die resultie-
renden Greenfunktionen des Problems, besitzen keine Translationsinvarianz mehr,
die lokalen Propagatoren am Platz der Storstelle lassen sich aber dennoch leicht
berechnen:

GO 1

c ;c+(z) < ‘72
k7k 1-— K/ZGEO)G;O) (GEO))_I
z— €f (E.5)

GC(Z) = % Zk G

Gy 1

1-v26G060 2 — ¢ - V26l

Gp(2)=Gppe(2) =

Hier gelten wieder dieselben T-Matrixgleichungen wie im analogen periodischen Pro-

blem.



Anhang F

Die Numerik der Gitter-NCA

Die in Abschnitt 2.3.2 abgeleiteten NCA-Gleichungen sind in ihrer dortigen Form
noch nicht fiir die numerische Losung geeignet. In diesem Anhang soll daher eine
Variation der NCA-Gleichungen, die der numerischen Behandlung zugénglich ist,

kurz erlautert werden.

Auf der Grundlage dieser Gleichungen wurde ein Programm erstellt, das der numeri-
schen Auswertung der in dieser Arbeit vorgestellten verschiedenen Behandlungen des
Andersongitters zugrunde lag. Da es sehr flexibel einsetzbar ist und seiner Struktur
nach leicht Erweiterungen zulédfit, kann es auch fiir Analysen eventueller zukiinfti-
ger effektiver Single-Site-Theorien verwendet werden. Daher sollen in einem zweiten

Abschnitt die Moglichkeiten des Programms in Grundziigen erldutert werden.

F.1 Numerik der NCA-Gleichungen

Um die Gleichungen (2.5) und (2.6), die die Non-crossing Approximation konstitu-
ieren, in eine numerisch auswertbare Form zu bringen, ist es zunéchst angeraten, die
komplexe Konturintegration auf Integrale ldngs der reellen Achse umzuschreiben.
Dabei wird an dieser Stelle keine N-fache Entartung der Storstelle vorausgesetzt, so

daf} z.B. auch der Fall einer magnetischen Aufspaltung eingeschlossen ist.
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Die benétigten Groflen sind

e die Propagatoren Ry(w), R,,(w) und ihre Selbstenergien ¥y(w), X, (w) ,

e die Spektraldichten der Propagatoren

1
pm(w) = —=Om R,,(w) fiir m=0...N
m

e die Spektraldichten der f-Greenfunktionen

1
Prm(w) = —;’Jm Gm(w) firm=1...N

Die Variable w variiert in allen Gleichungen ausschliefilich knapp oberhalb der reellen
Achse (w = z+10). Die k-Summe iiber die Brillouinzone 148t sich zudem als einfache

Energieintegration iiber eine (effektive) Banddichte p(e) ausfiihren.

Damit ergibt sich das folgende NCA-Integralgleichungssystem (m =1...N):

Sale) = V7 32 [ e 1@t — 1
Ry(w) = ﬁ(:; 2]
S = V? [ de o)1= F() R+ 3
m= .
2= [ de )+ 3 pufe) 5
) = (14 eﬁw>_Z de € pfe + )0 Q

Die reellen Integrale erhélt man (unter gewissen Bedingungen an die Resolventen-

funktionen) durch Deformation der Integrationskontur.

In dieser Form laft sich der Satz von Bestimmungsgleichungen fiir die R,,(w) im
Prinzip mittels reeller Integrationsroutinen selbstkonsistent 16sen, sofern die beson-
dere singuldre Struktur der beteiligten Propagatoren beriicksichtigt wird. Bei der
abschlieflenden Integration zur Bestimmung von Z; und py (4), (5) ergibt sich aller-
dings eine Schwierigkeit fiir die numerische Behandlung: Der Exponentialfaktor e=%¢

divergiert fiir e — —o0, und die Spektraldichten p,,(w) verschwinden nicht unterhalb
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der Grundzustandsenergie des Systems, sondern fallen exponentiell ab, was zu nume-
risch schwierig zu behandelnden Ausldufern des Integranden fiihrt. Diesem Problem
kann man begegnen, indem man entweder das exponentielle Flankenverhalten der
Spektraldichten mitmodelliert und die Integrale in diesem Bereich getrennt berech-
net, oder aber durch Einfiihrung neuer Hilfsdichten, die eine giinstigere Asymptotik
besitzen (BiCKERS (1987)). Die Hilfsdichten p,, werden folgendermaflen definiert:

pm(€)=Z2"te P p(e) firm=0...N

Diese zunichst rein formale Umschreibung?! ist insofern hilfreich, als man die Hilfs-
dichten auf numerisch stabile Weise aus einem weiteren selbstkonsistenten Integral-

gleichungssystem gewinnen kann, das aus den obigen NCA-Gleichungen ableitbar

ist:
i) = VA Ro(@)P 32 [ deple) (e = o) 7
pn(@) = V2 [Bu(@) [ de ple)f(w = )pule) 8]

Sind die R, erst {iber [1]-[4] bestimmt, lassen sich mit diesen effektiven NCA-
Gleichungen die p,, gewinnen, aus denen man wiederum die physikalisch relevante
f-Greenfunktion ohne numerische Konvergenzprobleme mit der folgenden Formel
erhélt:

Grm(w) = [ de [pole)R(e +w) = po(€) R(e — w)] 9]

Bei der Losung der effektiven NCA-Gleichungen ist noch zu beachten, dafl diese —
im Gegensatz zu den urspriinglichen NCA-Gleichungen — instabil gegeniiber einer
Umnormierung der p,, sind. Eine entsprechende exakte Normierungsbedingung fiir
die py, liefert die Bestimmungsgleichung fiir Z; (5). Diese fiihrt auf

> / de pm(€) =1 [10]

m=0...N ",

Mit ihrer Hilfe sollte die Normierung der p; nach jedem Iterationsschritt wiederher-

gestellt werden.

'Fiir eine physikalische Interpretation der p,, vgl. BICKERS (1983) [Abschnitt IL.B].
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F.2 Bemerkungen zum NCA-Programm

Fiir die umfangreichen Rechnungen, die fiir die verschiedenen Variationen der Gitter-
NCA ausgefiihrt wurden, wurde ein Programmpaket in der Programmiersprache
C** entwickelt. In diesem Abschnitt werden die herausstechenden Leistungsmerk-

male des Programms kurz beschrieben.

e Der Grundbaustein des Programms ist die numerische Losung der NCA-Glei-
chungen fiir das Single-Impurity-Andersonmodell. Hierbei kann eine Wahl ge-

troffen werden zwischen

— beliebigen Leitungsbéndern (Das Kastenband, das Gauflband und seine

O(%)-Korrektur sind bereits implementiert. )
— entarteten oder nicht-entarteten f-Niveaus in beliebieger Anzahl

— einer Rechnung mit und ohne Magnetfeld.

Fiir letztere wird das Magnetfeld iiber einen Zeeman-Term in allen Einteil-

chenenergien an das System angekoppelt.

e Das Programm erlaubt Berechnungen fiir verschiedene effektive Single-Site-

Ansdtze fiir das Andersongitter, wie z.B.

— Néherungen fiir hohe Raumdimension: XNCA und
XNCA mit é—Korrekturen XNCA-d

— nicht-kontrollierte Ndherungen: LNCA und XNCA-1

— weitere Mischformen

Die besonderen Anforderungen an eine numerische Losung der Gitter-NCA-Glei-
chungen bedingen einige programmiertechnische Besonderheiten, von denen hier die

wichtigsten genannt werden sollen:

e Bei der Losung der NCA-Gleichungen entstehen extrem scharf gepeakte Struk-
turen in den beteiligten Funktionen, die zudem noch im Verlauf der Iteration
wandern, so daf} ein festes dquidistantes oder logarithmisches Stiitzstellennetz
nicht praktikabel ist. Daher wurde eigens ein adaptives Verfahren entwickelt,
das ohne vorherige Kenntnis der entstehenden Strukturen diese immer pas-
send abstiitzt. Je nach Wahl verschiedener Gewichtungsfaktoren werden dort

Stiitzstellen akkumuliert, wo das spektrale Gewicht einer Funktion oder ihrer
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Ableitungen besonders grof} ist. Die folgende Skizze illustriert das Funktions-

prinzip.
Eine Funktion (.--) entwickelt an einer
><'" X bisher schlecht abgestiitzen Stelle einen
v X Peak und wird so auf einem inadiqua-
XX K ten Stiitzstellennetz ausgewertet (x).

Die Prozedur readjustnet bestimmt
nun eine diskrete Summationsfunktion
(o), die linear interpoliert wird (—).
Ein neues Stiitzstellennetz wird derart
bestimmt, dafl die Werte der Summati-

onsfunktion dquidistant sind.

Hinzu kommen unterstiitzende Prozeduren, die Netze verschmelzen, ausdiin-
nen, verfeinern oder glitten. Zur Optimierung kann ein Satz von Parametern
gewiahlt werden, z.B. um starke Verdnderungen in der Ableitung, wie sie z.B.

die Fermifunktion zeigt, angemessen abzustiitzen.

Eine verallgemeinerte Faltungsprozedur convolute verkniipft iiber eine wéhl-
bare Funktion F' eine beliebige Anzahl von komplexwertigen Funktionen f;(z)
mit jeweils eigenem Stiitzstellennetz, verschobenem Argument w; und vorzei-
chenbehafteter Integrationsvariable o; = +1 und integriert mit einem Trapez-
verfahren dariiber.

o0

/ F(fi(o1oy +wq), ..., fuloww, +wy))

—00

Auflerhalb ihres Abstiitzungsbereichs werden die Funktionen als null angenom-

men. Diese Prozedur kann zur Faltung benutzt werden, aber auch z.B. um die
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integrale Anderung oder Absolutnorm einer Funktion zu bestimmen.

e Die verschiedenen auftretenden NCA-Gleichungen ([1],[3],[7] und [8]) besitzen
eine gemeinsame Struktur und lassen sich daher alle mit derselben Integrati-

onsprozedur integrate_nca auswerten. Diese allgemeine Struktur lautet:

Yo (W) }

= 2 3 i ceflos- €6 —W Oc € — W Gm(e)
st =V, [ et o

m:ml_oo ﬁm(e)

Fiir die verschieden NCA-Gleichungen sind dann die folgenden Parameter zu

wahlen

Gleichung ™Mo M, my...mg | 0. | Of
NCA [1] 0lt..N] 1..N | 1]1
NCA [3] m m 0 -1 1
effektive NCA [7]| 0 |1...N| 1...N 1| -1
effektive NCA [8] | m m 0 -1|-1

Abschlieflend soll die Struktur des Programms durch ein FluBldiagramm, das die
wesentlichen Elemente enthélt, veranschaulicht werden.
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—— .| Initidisiere Py |- -
rrr—— Initialisiere Ry ‘

[
Readjustiere [T~ @
Netz |3 [1] \

,,,,,,,

|
|

Readjustiere 7

Netz m

Normiere | [10]
[vamios]

;

Abbildung F.1 Struktur des NCA-Programms

(a) Die Propagatoren R,, werden mit einem konstanten negativ-imaginiren Wert
initialisiert.
(b) Das Prinzip der Netzreadjustierung ist im vorangehenden Text erldutert.

(¢) Es hat sich aufgrund der Form der effektiven Dichten p,, als giinstig her-
ausgestellt, diese mit den an der Vertikalen durch das Maximum gespiegelten
Dichten p,,, zu initialisieren (personliche Mitteilung von F. STEPHAN).

(d) Zu Beginn wird das Band mit der freien Banddichte initialisiert.
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