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Kapitel 1

Einleitung

Bei der theoretischen Untersuchung von Festkorpern mufl man zur Kenntnis nehmen,
daf eine Losung des vollstéandigen quantenmechanischen Problems in solchen Syste-
men durch die Vielzahl von gekoppelten Freiheitsgraden grundsétzlich verhindert
wird. Die Aufgabe der theoretischen Festkorperphysik ist es daher, Ndherungsver-
fahren zu finden, die bei einer bestimmten Materialklasse und im Hinblick auf die
jeweilige physikalische Fragestellung zu einer angemessenen Beschreibung fiithren. In
einem ersten Schritt miissen hierzu diejenigen Anteile im Hamiltonoperator iden-
tifiziert werden, die einen dominanten Einflul auf die zu untersuchenden Grofien
haben. Auf diese Weise erhélt man einfachere Modell-Hamiltonoperatoren, die al-
lerdings in der Regel auch nicht exakt diagonalisiert werden kénnen. Daher miissen
in einem zweiten Schritt geeignete Naherungsverfahren zur Behandlung solcher Mo-
dellsysteme entwickelt werden. In der Regel lassen sich um so genauere Néherungen
finden, je einfacher ein Modell aufgebaut ist. Andererseits kann es sein, dafl be-
stimmte Phénomene, wie sie in realen Materialien vorkommen, im Rahmen zu stark
vereinfachter Modelle grundsétzlich nicht verstanden werden kénnen. Im Einzelfall
muf} daher ein verniinftiger Kompromify zwischen der experimentellen Relevanz und
der theoretischen Handhabbarkeit eines Modells gefunden werden.

Die zur Untersuchung der elektronischen Eigenschaften von 3d-Ubergangsmetallen
und ihren Verbindungen iiblicherweise herangezogenen theoretischen Konzepte zei-
gen in exemplarischer Weise diese beiden konkurrierenden Naherungsphilosophien.
Auf der einen Seite findet man “Korrelationstheorien”, die sich bemiihen, moglichst
genaue Aussagen iiber die einfachsten in Frage kommenden Modelle zu gewinnen.
Hierbei handelt es sich insbesondere um das Hubbard-Modell [I] und seine einfach-
sten Erweiterungen (fiir einen Uberblick: siehe [2]). Auf der anderen Seite stehen
Dichtefunktionaltheorien, die im Prinzip zwar sdmtliche elektronischen Freiheitsgra-
de eines Systems beriicksichtigen, dabei jedoch auf heuristisch hergeleiteten Energie-
Funktionalen basieren.

Die hier vorgelegte Arbeit hat zum Ziel, beide Forderungen an die Qualitit einer
Néherung zumindest teilweise zu erfiillen. Hierzu wird eine Klasse von Mehr-Band-
Hubbard-Modellen eingefiihrt, die eine angemessene Modellierung von 3d-Uber-
gangsmetallen und ihren Verbindungen gestatten. Zur Untersuchung dieser Hamil-
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

tonoperatoren verallgemeinern wir Variationswellenfunktionen, wie sie von Gutz-
willer zum Ein-Band-Hubbard-Modell vorgeschlagen wurden [3], auf den Fall be-
liebig vieler Orbitale und werten sie im Limes unendlicher Raumdimension analy-
tisch aus. Fiir die Teilklasse der Mehr-Band-Hubbard-Modelle mit reinen Dichte-
Wechselwirkungen verallgemeinern wir weiterhin die sogenannte Gutzwiller-Néhe-
rung zur Auswertung der Gutzwiller-Wellenfunktion.

Bei den Verbindungen der 3d-Ubergangsmetalle ist die lokale Elektron-Elektron-
Wechselwirkung (U) von der Grofienordnung der jeweiligen Bandbreite (W) und
hat daher einen dominanten Einfluf} auf die elektronischen Eigenschaften dieser Sy-
steme. Das Wechselspiel zwischen der abstolenden Coulombwechselwirkung, die eine
Lokalisierung der Elektronen anstrebt, und der kinetischen Energie, die dieser Loka-
lisierung entgegenwirkt, fithrt in der Eisengruppe zu einer Reihe von interessanten
Phé&nomenen:

Zunichst sind an dieser Stelle die magnetischen Eigenschaften der 3d-Ubergangs-
metalle und ihrer Verbindungen zu nennen. Hier gibt es einerseits die grofle Klasse
magnetischer Isolatoren, bei denen die Coulombwechselwirkung wesentlich grofler
als die Bandbreite ist (U > W). In diesen Systemen kommt es zu einer Ausbil-
dung lokaler magnetischer Momente an den Ubergangsmetallatomen. Diese Momen-
te sind {iber Austauschwechselwirkungen gekoppelt, so dafl sie im Grundzustand in
der Regel antiferromagnetisch, bisweilen aber auch ferromagnetisch geordnet sind.
Zur Beschreibung von magnetischen Isolatoren werden iiblicherweise Spinmodelle
wie das Heisenberg-Modell herangezogen. Im Rahmen einer storungstheoretischen
Behandlung lassen sich solche Spinmodelle im Limes grofler Coulombwechselwirkung
tatsdchlich als Grenzfélle rein elektronischer Hamiltonoperatoren herleiten [4, [5].

Magnetische Ordnung tritt in der Eisengruppe jedoch auch bei Metallen auf (fir
einen Uberblick siehe [6, [7, §]). Dieses Phiinomen nennt man itineranten Ferromag-
netismus und die bekanntesten Beispielsubstanzen sind die Elementkristalle von Ei-
sen, Kobalt und Nickel. Im Gegensatz zu den magnetischen Isolatoren ist hier we-
niger klar, welcher Hamiltonoperator sozusagen ein “Minimalmodell” zur Beschrei-
bung solcher Substanzen darstellt. Es gilt mittlerweile zwar als gesichert, daff im
Ein-Band-Hubbard-Modell unter bestimmten Bedingungen Ferromagnetismus auf-
treten kann, doch erscheinen die hierfiir erforderlichen Systemparameter (d.h. die

lokale Coulombwechselwirkung und der Zustandsdichteverlauf) nicht sehr realistisch
(siehe z.B. [9]).

Eine denkbare Verbesserung dieses Modells besteht in der Beriicksichtigung von
Wechselwirkungen zwischen Elektronen an unterschiedlichen Gitterplatzen. Hier
gibt es Terme (insbesondere den direkten Austausch), die tendenziell eine ferromag-
netische Losung bereits bei kleinerer Coulombwechselwirkung stabilisieren. Auch in
diesen Modellen muf} jedoch eine sehr asymmetrische Zustandsdichte mit scharfen
Maxima an den Bandkanten angesetzt werden, um einen ferromagnetischen Grund-
zustand zu erhalten [10].

Demgegeniiber wird es ein Ergebnis dieser Arbeit sein, daf} eine Beriicksichtigung der
Bandentartung, wie sie in den 3d-Ubergangsmetallen immer vorliegt, ganz natiirlich
zu ferromagnetischen Losungen fithrt. Hierzu wird ein Modell mit zwei entarteten



Bandern untersucht, wobei sowohl fiir die Hiipfmatrixelemente als auch fiir die lo-
kalen Coulomb- und Austauschwechselwirkungen realistische Parameterwerte ange-
setzt werden.

Itineranter Ferromagnetismus wurde auch intensiv mit Hilfe der Spindichtefunktio-
naltheorie untersucht (siehe z.B. [T1]). Neben den schon erwihnten grundsétzlichen,
konzeptionellen Einwénden gegen diese Methode sind jedoch auch signifikante Unter-
schiede zum Experiment festzustellen. Zum einen findet man experimentell deutlich
groflere effektive Massen, was ein Hinweis auf relativ starke Elektronenkorrelationen
ist. Zum anderen gibt es im Einzelfall auch deutliche Abweichungen bei der Form der
Fermifldchen oder bei der relativen Besetzung der e, /t5,-Orbitale [12]. Weiterhin zei-
gen neuere Photoemissionsexperimente, dafl die atomare Multiplettstruktur in den
itineranten Ferromagneten noch deutlich wiederzufinden ist [I3]. Ein Verstdndnis
dieser Experimente ist im Rahmen der Dichtefunktionaltheorie kaum méglich.

Eine weitere Klasse interessanter Phinomene in den 3d-Ubergangsmetallen sind die
korrrelationsinduzierten Metall-Isolator-Uberginge, z.B. in den Substanzen RNiOj
(R = Pr,Nd, Sm, Eu), NiS oder V5,05 [14]. Solche Ubergiinge treten als Funktion
der Temperatur oder des (hydrostatischen oder chemischen) Druckes auf und sind
eine direkte Folge der Elektron-Elektron-Wechselwirkung. Im Rahmen einer theore-
tischen Modellierung ist auch von Bedeutung, wie dieser Ubergang als Funktion der
Systemparameter, z.B. der Coulombwechselwirkung U, ablauft.

Beim sogenannten “Mott-Ubergang” [16] ergibt sich oberhalb einer kritischen Wech-
selwirkungsstérke Us ein Ubergang vom metallischen in den isolierenden Zustand
alleine auf Grund der Coulombwechselwirkung der Elektronen. Hierzu ist also weder
die Beteiligung schwach korrelierter Ligandenatome (wie beim “Ladungs-Transfer-
Ubergang”; siehe [15]), noch die Aushildung einer antiferromagnetischen Bandliicke
erforderlich. Das “Standardmodell” zur Untersuchung des Mott-Ubergangs ist das
Ein-Band-Hubbard-Modell. Da dieser Ubergang bei mittlerer Kopplungsstérke auf-
tritt (U =~ W), versagen storungstheoretische Naherungsansétze zu seiner Beschrei-
bung. Es ist dagegen schon linger bekannt, dafi bei der Auswertung der Gutzwiller-
Wellenfunktion zum Ein-Band-Hubbard-Modell in unendlicher Dimension ein Mott-
Ubergang auftritt [T7]. Ein Ergebnis dieser Arbeit wird sein, daB sich dieser Uber-
gang in Mehr-Band-Systemen zumindest im Rahmen des Gutzwiller-Verfahrens si-
gnifikant von demjenigen im Ein-Band-Fall unterscheiden kann. Dies ist ein Hin-
weis darauf, dafl das Hubbard-Modell zur theoretischen Modellierung von Mott-
Ubergingen in realen Materialien zu einfach sein kinnte.

In Kapitel 2 stellen wir zunéchst die allgemeine Klasse von Hamiltonoperatoren vor,
die wir in dieser Arbeit untersuchen wollen. Die zugehorige Klasse von Variations-
wellenfunktionen wird anschlieend in Kapitel B eingefiithrt. Weiterhin diskutieren
wir dort die Ergebnisse der Gutzwiller-Naherung zum FEin-Band-Modell und ge-
ben einen Literaturiiberblick iiber die bisherigen Versuche einer Verallgemeinerung
der Gutzwiller-Methode. In Kapitel ] werten wir die verallgemeinerten Gutzwiller-
Wellenfunktionen im Limes unendlicher Raumdimension analytisch aus. Die zu den
gleichen Ergebnissen fithrende Verallgemeinerung der Gutzwiller-Nédherung wird in
Anhang [Al vorgestellt. In Kapitel [§l werten wir die allgemeinen analytischen Ergeb-
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nisse aus Kapitel M in drei Spezialfillen aus. Hierbei wird insbesondere das Zwei-
Band-Modell nidher betrachtet, das in Kapitel 6 Gegenstand unserer numerischen
Auswertung ist. Dort untersuchen wir sowohl das Auftreten von Metall-Isolator-
Ubergingen als auch die Ausbildung ferromagnetischer Ordnung.

Die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit wurden bereits in den Referenzen [I8, [19]
verdftentlicht.



Kapitel 2

Hamiltonoperatoren

In diesem Kapitel wird in den Abschnitten ZTlund [Z2 zunéchst die allgemeine Klasse
von Hamiltonoperatoren eingefiihrt, die wir in den folgenden Kapiteln variationell
untersuchen wollen. AnschlieBend betrachten wir in Abschnitt ein Zwei-Orbital-
Modell etwas detaillierter; dieses wird Gegenstand unserer numerischen Analyse in
Kapitel 6l sein. Abschliefend diskutieren wir in Abschnitt 2.4] technische Details zur
Behandlung von Hubbard-Modellen in unendlicher Raumdimension.

2.1 Hubbard-Modelle

Die Verallgemeinerung des urspriinglichen Hubbard-Modells [I] auf Systeme mit
beliebig vielen Orbitalen pro Gitterplatz fithrt auf die folgende allgemeine Klasse
von Hamiltonoperatoren
H= Y 77, ¢0+ > Hy=H +H, . (2.1)
i,5;0,0' %

Hierbei erzeugt (vernichtet) der Operator ¢, (é,) ein Elektron im Spin-Orbital-

Zustand o am Gitterplatz . Die Spin-Orbital-Zustédnde seien in beliebiger Weise
von 1 bis 2N numeriert, wobei N die Zahl der Orbitale am jeweiligen Gitterplatz
ist. Das zugrundeliegende Gitter mufl nicht notwendigerweise periodisch sein, d.h.
prinzipiell lassen sich mit der hier préasentierten Methode auch ungeordnete Systeme
untersuchen. Speziell sind jedoch auch sdmtliche Arten von Verbindungen in dem
allgemeinen Ausdruck (X)) enthalten. Aus diesem Grund ist die Zahl der Orbita-
le N genau genommen abhéngig vom jeweiligen Gitterplatz ¢, d.h. N = N;. Um
die Nomenklatur moglichst einfach zu halten, wird der Index ¢ im folgenden haufig
unterdriickt, wenn hierdurch keine Miflverstindnisse entstehen. Weiterhin bezeich-
nen wir die kombinierten Spin-Orbital-Zustéinde o = 1, ..., 2N im folgenden kurz als
“Orbitale”.

Beim ersten Term in (2.1]), H;y, handelt es sich um einen geeigneten Ein-Teilchen-
Tight-Binding-Hamiltonoperator. Dieser Operator enthélt unter anderem die jewei-
ligen orbitalen Platzenergien ¢;; = €;,, und hierbei insbesondere auch samtliche Kri-

stallfeldterme. Das Auftreten nicht-diagonaler Kristallfeldterme tZ’f, (mit o # o) ist
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6 KAPITEL 2. HAMILTONOPERATOREN

ebenfalls nicht ausgeschlossen. Solche Terme kénnen immer dann auftreten, wenn auf
Grund einer zu groflen orbitalen Basis (oder dquivalent: einer zu niedrigen Platz-
symmetrie) Orbitale zur gleichen Darstellung der Symmetriegruppe gehoren. Die
Spin-Bahn-Kopplung wird im folgenden vernachlissigt, d.h. die Matrixelemente tZ’fl
sind spinunabhéngig.

Im Hamiltonoperator (2.1]) ist nach Hubbard [1] bereits angenommen worden, daf
die Coulombwechselwirkung zwischen Elektronen an unterschiedlichen Gitterplatzen
zu vernachléssigen ist. Diese Naherung griindet auf der starken Lokalisierung der
3d-Orbitale und der damit verbundenen Kleinheit von Coulombintegralen zwischen
Wellenfunktionen an unterschiedlichen Gitterplatzen. Der atomare Hamiltonopera-
tor in (21)) hat folgende Form

a0 01,02;03,04 7+ A+ 4 A
Za‘t - Z Z/{ nlgnlo Z ‘71 Clcrlcl 0’2010'302 o4 (22>
01,02,03,04
(g¢g/) ((e1<02)#(03>04))

Der erste Term enthélt siamtliche Anteile, die sich als Produkt zweier Dichteopera-

toren 7;,, = ¢f,¢;., schreiben lassen und wird im folgenden als szzﬁs bezeichnet,

de?S_ Z uagnzanza . (23)

<o¢a'>

Der zweite, austauschartige Term streut zwei Elektronen aus den Zusténden o3 > o4
in die Zustdnde o; < 0. Die hierbei eingefithrte Konvention, wonach Erzeugungs-
Operatoren (Vernichtungs-Operatoren) immer in aufsteigender (absteigender) Rei-
henfolge beziiglich ¢ = 1,...,2N anzuordnen sind, wird auch in den folgenden Ka-
piteln beibehalten.

Die Groflen U und J ergeben sich in bekannter Weise aus dem Formalismus der

zweiten Quantisierung (siehe z.B. [20]). Setzen wir voriibergehend o = (b, s), wobei
b den Orbital- und s den Spinanteil von ¢ bezeichnet, dann ergibt sich

/ 1
e = [drala Pl + (242)
. 1
(1= 8 [ drd () ) () ()
01,02;03,0, * * * * 1
gremes — g [ drdr' (o, ()i, () = 6, (097, () P ()

(2.4b)

Die Funktionen ¢ bilden dabei die jeweilige atomare Ein-Teilchen-Basis.

Die theoretische Behandlung von Mehr-Band-Hubbard-Modellen ist in der Regel
deutlich einfacher, wenn der atomare Anteil nur aus rein dichteartigen Termen be-
steht. Dies gilt auch fiir die variationelle Auswertung, die wir in dieser Arbeit présen-
tieren werden. Daher vernachlissigt man haufig die Austauschterme in (2:2)). Es ist
jedoch zu beachten, dafl die so konstruierten Hamiltonoperatoren dann nicht mehr
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die korrekte Spin- und Gitterplatzsymmetrie besitzen. Dieses Problem wird im Zu-
sammenhang mit dem Zwei-Band-Modell noch etwas detaillierter diskutiert (siehe
Abschnitt [223).

Der Hamiltonoperator (21]) reduziert sich im Falle von genau einem (jeweils glei-
chen) Orbital pro Gitterplatz auf das bekannte (Ein-Band-)Hubbard-Modell,

Hip =3ty 32 Elolip +U 3 Ry - (2.5)
W o=nl i

2.2 Das atomare Problem

In den spéter zu definierenden Variationswellenfunktionen werden Projektoren auf
die Eigenzusténde der atomaren Hamiltonoperatoren (2.2)) benotigt. Daher ist es an
dieser Stelle notwendig, zunéchst das atomare Problem néher zu untersuchen.

Der atomare Hamiltonoperator (2.2)) spannt einen 2?"-dimensionalen Hilbertraum
auf. Jeder Eigenzustand von (2:2)) gehort zu einer Darstellung der Symmetriegrup-
pe des jeweiligen Gitterplatzes i. Zum Beispiel hat jeder Zustand, als Teil dieser
Klassifikation, einen wohldefinierten Gesamtspin. Dies folgt aus der Tatsache, dafl
der Operator (2.2)) mit dem lokalen Gesamtspinoperator gf kommutiert. Das grup-
pentheoretische Klassifikationsproblem von Mehr-Elektronen-Zusténden in Atomen
wurde in einer Reihe von Monographien detailliert untersucht [21), [22]. Im Hinblick
auf die 3d-Ubergangsmetalle verweisen wir insbesondere auf das Buch von Sugano
et al. [23].

Im folgenden Abschnitt wird nun der Gitterplatzindex ¢ durchgehend unterdriickt.
Zur Bezeichnung der Mehr-Orbital-Konfigurationen und der zugehorigen Konfigu-
rationszustédnde fithren wir die folgende Nomenklatur ein:

1. Eine Konfiguration ist definiert als Menge von Orbitalzustdnden, die an ei-
nem gegebenen Gitterplatz besetzt sind. Sie werden im folgenden durch Multi-
Indizes der Form

Ie{0;(1),...,(2N);(1,2),...,(2,3),...(2N = 1,2N);...;(1,...,2N)} .
(2.6)
bezeichnet. Das Symbol fiir die leere Menge in (26) bedeutet, dafl ein Gitter-
platz leer ist. Anschliefend folgen in ([2.6]) die 2N Ein-Elektron-Zusténde, die
N(2N — 1) Zwei-Elektronen-Zusténde, und so weiter, bis zum voll besetzten
2N-Elektronen-Zustand, indiziert durch (1,...,2N). Die Reihenfolge der Or-
bitalindizes soll dabei definitionsgemafl keine Rolle spielen. Daher kann man
die Indizes (2.6]) als Mengen im iiblichen mathematischen Sinne interpretieren.
Damit sind auch sédmtliche standardméfigen Mengenoperationen und Relatio-
nen wohldefiniert. Zum Beispiel sind in der Konfiguration I\’ nur die Orbitale

in [ besetzt, die in I’ nicht besetzt sind. Das Komplement eines Index I konnen
wir damit definieren als T = (1,2,...,2N)\/.
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2. Der Absolutwert eines Konfigurationsindex |I| ist definiert als Zahl der Ele-
mente in der zugehorigen Indexmenge, d.h.

0] = 0; ()] = L] (or,00)] = 25 511, .2N)| =2N . (27)

3. Ein Konfigurationszustand ist definiert als

1]
1) = |ov, 00, o) = [[E5.10) (on € ). (2.8)
n=1

Die Erzeugungsoperatoren haben hier konventionsgeméfl in aufsteigender Rei-
henfolge beziiglich der Indizes o,, zu stehen, d.h. o; < o; fiir 7 < j. Ein Kon-
figurationszustand |I) wird, abgesehen von einer Vorzeichenfunktion, durch
Anwendung eines Erzeugungsoperators é;’a in den Zustand |I U o) iiberfiihrt

EiolI) = fsgn(o, I)|[T U o) . (2.9)
Die Funktion
fsgn(o, I) = (I Ua|et|T) (2.10)

ist dabei gleich 1 (—1), wenn es einer geraden (ungeraden) Zahl von Ver-
tauschungen bedarf, um o von links an die richtige Stelle im Index I (bei
aufsteigender Reihenfolge der Elemente!) zu bringen. Fiir I N 1" = () 148t sich
eine Verallgemeinerung dieser Funktion folgendermaflen definieren
1|
fsgn(I', 1) = UI'| T ¢|I). (2.11)

n=1
(onel’)

4. Der Projektionsoperator auf einen Konfigurationszustand |I) ist definiert als

my =g =0T =[] 7 []Q - 7o) - (2.12)

oel JET

Aus Griinden der Vollsténdigkeit erfiillen diese Operatoren die Relation
Sy =1. (2.13)
T

Neben den so definierten “Netto”-Besetzungsoperatoren ist es sinnvoll, auch
die zugehorigen “Brutto”-Besetzungsoperatoren

A~

ng = 1, (2.14a)
nro = [ e - (2.14Db)
oel

einzufithren. Brutto- und Netto-Operatoren kénnen jeweils durcheinander aus-
gedriickt werden, und zwar iiber die Beziehungen

flj = Zm[/, (215&)
I'D1
o= S (=) (2.15b)

21



2.2. DAS ATOMARE PROBLEM 9

Die Giiltigkeit von Gleichung (2.I5a)) ist evident. Zum Beweis von Gleichung
([2.15D) muf die rechte Seite in Gleichung (2Z12) ausmultipliziert werden:

mp = i [J(1=n0) =nr Y (=1) A (2.16)

oel I'cT
- Z(—l)ﬂﬁluﬁ = (_1)W\I| ny .
rcr ror

Im folgenden wird es sich im allgemeinen als giinstiger herausstellen, mit den
Netto-Operatoren (2.12]) zu arbeiten. Als Projektionsoperatoren haben sie ins-
besondere die praktische Eigenschaft m;mp = o5 pmy.

5. Eine weitere wichtige Klasse von Operatoren sind die Konfigurations-
Transferoperatoren
myp = (L], (2.17)

die wir ebenfalls durch die urspriinglichen fermionischen Operatoren aus-
driicken wollen. Hierzu setzen wir J = INI',sodaB I = JUI;, I' = JU I,
und [; N I, = (. Der Operator 1 beschreibt damit die Vernichtung von
|I;| Elektronen in den Orbitalen I; und die Erzeugung von |I5| Elektronen in
den Orbitalen Iy, wobei die iibrigen Orbitale J besetzt bleiben. Der Brutto-
Operator fiir solch einen Ubergang hat die Form

[11] |12]
A o /\+ A
N1, = ( 1_[1 can)( 1_[1 cawin) : (2.18)
(on€ly) (on€lg)

Damit erhélt man fiir den Netto-Operator (2.17)

mu,:fsgn(J,Il)fsgn(J,Ig)[H | (1—&0)]71,1,,2. (2.19)

el Uej\(llLJIQ)
Man beachte die Giiltigkeit der folgenden praktischen Beziehung
m11,12m13,14 = 512,I3m11,14 ) (2'20)

die sich leicht mit Hilfe der Darstellung (ZI7) beweisen 148t.

Die Konfigurationszustédnde |I) bilden eine Basis fiir den atomaren Hilbertraum.
Daher kénnen wir den atomaren Hamiltonoperator (2.2) folgendermaflen schreiben

Hoy ="My i+ S Hypii (2.21)
7 1Ar
wobei
H;p = Z U, (2.22a)
o,0(€1)

Hip = Hidor,00),0'0(0s,00) = 05,00 T 772707 (fir I £ I').  (2.22b)
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Die Eigenzusténde von (2.21)) lassen sich also durch eine Diagonalisierung der Ha-
miltonmatrix H, mit den Elementen

(Hat) = (1| HalI') = H; 1 (2.23)

gewinnen. Eine solche Diagonalisierung ist zumindest numerisch immer méglich, und
zwar vermittels einer unitaren Matrix T,

T*H,,T = diag(Fr) . (2.24)

Damit erhalten wir die Eigenzusténde |I") des atomaren Hamiltonoperators

r) = ZI:TI,F|I> : (2.25a)
Hyll) = Er|T), (2.25b)
und kénnen (2.2) in der Form
Hy =Y Eprir (2.26)
T

schreiben. Die hierbei eingefiithrten Projektionsoperatoren

mr = |ID){(T| (2.27a)
I

lassen sich mit Hilfe der Gleichung (Z.19) auch als Funktionen der urspriinglichen
fermionischen Operatoren schreiben. Sie erfiillen ebenfalls eine Vollstéandigkeitsrela-

tion der Form
domp=1. (2.28)
T

Da der Hamiltonoperator (2:2) nur Konfigurationen I mit gleicher Teilchenzahl
mischt, sind sowohl H,, als auch T blockdiagonal hinsichtlich der Unterriume glei-
cher Teilchenzahl. Samtliche orbitalen Ein-Teilchen-Energien wurden per Definition
dem Tight-Binding-Operator H; in (1)) zugeschrieben, so daf die Blécke mit Null-
oder Ein-Teilchen-Zustéinden in H,, gleich Null sind. Die zugehérigen Blécke in T
sind daher durch die Bedingung (2.24]) nicht festgelegt. Fiir I' = I = () setzen wir
aus diesem Grund Tjg = 1. Die Matrixelemente fiir |I'| = |/| = 1 werden an einer
spateren Stelle geeignet festgelegt.

2.3 Das Zwei-Band-Modell

Zur Verdeutlichung der allgemeinen Betrachtungen im letzten Abschnitt diskutie-
ren wir nun den Hamiltonoperator eines Systems mit zwei entarteten e, Orbitalen.
Dieses System wird auch Gegenstand der numerischen Auswertung in Kapitel[d sein.
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Tabelle 2.1: Darstellungen, Spin-Quantenzahlen, Energien und Erwartungswert-
Nomenklatur fiir die 16 Eigenzustdnde des Zwei-Orbital-Modells

[ # || atomare Eigenzustéinde |I') || Symmetrie || Sat || SZ Energic Er || <7 > |
1 10, 0) a 0 0 0 e
2 1 7,0) ey 12 1/2 0 51
3 10, 7) eq 12| 1/2 0 o
1 ) ey 12| —1/2 0 5|
5 0, 1) ey 121 —-1/2 0 5,
6 |1, 1) A, 1 1 U —J a7
7 (L O+1L/V2 S A, 0 U —J d°
8 L) °As 1 —1 U —J d;’
9 (O =111m/v2 'E 0 0 U +J d
10 (1L0)—]0,11)/v2 'E 0 0 U—Jo dg
1] (1,0 +1]0,11))/v2 LA, 0 0 U+ Jc da
12 1. 11) E, 12 12 [ U+20—-J t
13 L1 E, /2] 1/2 U+20 —J tr
14 L1l E, 12 -1/2 [ U+20—J t
15 11,1) E, 12 | —1/2 U+20 —J m
16 |11, 1) Ay 0 0 2U +4U" — 27 f

Die beiden e ,-Orbitale indizieren wir durch b = 1,2. Dann nimmt der allgemeine
atomare Hamiltonoperator (2.2)) die folgende Form an

ﬁat = UanTnbl—i—U ano—TLQo—’_JancrnQU (229>
_I_JZ Cl 0.62 001 0.02 o _I_ JC (éiTéIlézylézyT + é;Té;lélvlélvT) .
Die Coulomb- und Austauschintegrale sind hierbei gegeben durch
3,33, ) € "2
U o= [drd ) el (2.302)
2
U= [@rd i (n)F e (2.30b)
r—r
2
J = /d3 d37* Sol ( ) |7” i 7’/| 4,01(7"’)()0;(7*/) y (230(3)
2
Jo = [@rdrGme ) et )e6) (2.30d)
r—r

Bei der Herleitung von Gleichung (2:29) ist bereits verwendet worden, dafl Integrale

der Form ,

/ € * / /
J i)l e e )

fiir b # b’ aus Symmetriegriinden verschwinden. Der rein dichteartige Hamiltonope-
rator H%" dieses Systems besteht aus der ersten Zeile in (2.29). Die vier Parameter

(2.31)
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Tabelle 2.2: Spin-Quantenzahlen, Energien und Erwartungswert-Nomenklatur fiir
die sechs Zwei-Elektron-Zustéinde des Zwei-Orbital-Modell mit reiner Dichte-Dichte
Wechselwirkung

| # | Konfigurationen [I) [| SZ, || Energie U; || < iy > ||

6 | 1,1) 1| u-J dy'
7 ) -1 U-J dp’
8 L) 0 U d,
9 | 1,1) 0 U d,
10 | 71,0) 0 U d.
11 0, T1]) 0 U d.

(230)) sind nicht unabhéngig voneinander. Da die e, Orbitale immer reell gewéhlt
werden konnen, gilt zum einen

J=Jo, (2.32)

zum anderen folgt aus der Symmetrie der e, Orbitale fiir die Integrale (230)
U-U =2J. (2.33)

Die Giiltigkeit dieser Relation ergibt sich auch aus einer Betrachtung des Mehr-
Elektronen-Spektrums: Von den 16 Konfigurationszustdnden des Zwei-Orbital-
Atoms werden nur die sechs Zwei-Elektronen-Zusténde durch die nicht dichteartigen
Austauschterme im Hamiltonoperator (Z29) gemischt. Nach einer Diagonalisierung
dieses Unterraums erhélt man die in Tabelle 2.1] angegebenen Eigenzusténde. Diese
miissen nach Darstellungen der Symmetriegruppe klassifizierbar sein. Fiir einen n-
Elektronen-Unterraum erhélt man die Darstellungen durch Ausreduktion der jewei-
ligen Produktdarstellung. So folgt fiir die Zwei-Elektronen-Zusténde (siehe z.B. [23])

%e, ®%, =4y &'E &'A; . (2.34)

In Ubereinstimmung mit der ersten Hund’schen Regel bilden die Zusténde mit der
niedrigsten Energie U’ — J ein Spintriplett (4,). Weiterhin gibt es drei Singlett-
Zustinde innerhalb der Darstellungen ' und !A;. Da 'E eine zweidimensionale
Darstellung ist, miissen die beiden Energien U’ + J und U — Jo = U — J gleich sein
(siche Tabelle ZT]). Hieraus folgt direkt Gleichung (Z33]).

Die Energien der Zwei-Elektronen-Zustinde im Hamiltonoperator H%"* sind in Ta-
belle 2.2 aufgelistet. Das Spektrum erfiillt offenbar nicht die durch ([2.34)) gegebenen
Symmetrieforderungen. Insbesondere ist der Grundzustand mit der Energie U’ — J
nicht dreifach spinentartet, wie es die erste Hund’sche Regel verlangt.

2.4 Der Limes unendlicher Raumdimension

Der Hamiltonoperator (Z.I)) sollte im Limes unendlicher Raumdimension eine mitt-
lere kinetische Energie pro Gitterplatz ergeben, die von gleicher (endlicher) Grofien-
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ordnung ist, wie die mittlere Wechselwirkungsenergie. Hierzu miissen die Hiipfma-
trixelemente ¢/ in geeigneter Weise mit der Raumdimension d skaliert werden.

Eine systematische Untersuchung von fermionischen Systemen in unendlicher Raum-
dimension begann mit der Arbeit von Metzner und Vollhardt [24]. Ein Uberblick zu
dieser Thematik findet sich in den Referenzen [2, Kap. 5], [25], und [26]. In diesem
Abschnitt stellen wir nur kurz die wesentlichen Resultate vor, die bei der analyti-
schen Auswertung der Gutzwiller-Wellenfunktionen in Kapitel @ benétigt werden.

Die geeignete Skalierung der Matrixelemente tZ’j‘-’/ in einem hyperkubischen Gitter
mit der Gitterkonstanten a = 1 ist gegeben durch [26]

/ _ / 1
t?,’f - t;’yj’-o ﬁ . (235)
V2d
Hierbei mifit die sogenannte “New-York”-Metrik
d
i =41 =Y li =il (2.36)
=1

den Abstand zweier Gitterpunkte ¢ und j. Die Parameter ngl sind von der Grofien-
ordnung der Korrelationsparameter U zu wihlen.

Um die Skalierung (Z38) plausibel zu machen, wollen wir kurz den Ein-Band-Fall
untersuchen und dabei nur ein Hiipfmatrixelemente ¢ = ¢/v/2d zu den nichsten
Nachbarn beriicksichtigen. In diesem Fall erhalten wir als Dispersionsrelation

2 A
€ = —F—
VY e

Fiir bestimmte Werte von k (z.B. k = 0) divergiert ¢, offenbar. Trotzdem ergibt
sich mit der Dispersion (237) eine endliche Energie pro Gitterplatz. Dies 148t sich
zeigen, indem wir die Zustandsdichte

cos(k;) (k= (k1,kay ..  kq)) - (2.37)

. 1
DO(E) = dh_{go (27T)d

/ddk: S(e —ep) . (2.38)
berechnen. Vorab betrachten wir hierzu die Fouriertransformierte von (2.38),

Do(r) = # [ deDye)exp Gire) (2.392)

1 1 [y 2 ¢
= = lm G l /_ dkexp(iT @cos(/f))] . (2.39h)

Den Integranden in (2.390) entwickeln wir nach Potenzen von 4/1/d, und zwar bis zur

Ordnung 1/d. Der Term erster Ordnung (~ 4/1/d) verschwindet bei der Integration
tiber k. Mit Hilfe der Darstellung fiir die Exponentialfunktion e = lim,,_o.(1+xz/n)"
erhalten wir

1 1 T 5\¢
- - 1 - 27 2) ]
Dy(T) Ner: Jim @) (27T t il (2.40a)

v (2.40D)
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Die Riicktransformation ergibt damit fiir die Zustandsdichte (2.38)

1 t2
Dy(€) = — exp[——¢7] . 2.41
Die Ein-Teilchen-Energie pro Gitterplatz
Ey = / ' deDy(€)e (2.42)

ist somit fiir alle Bandfiillungen endlich, obwohl die Energie pro Teilchen auf Grund
der Divergenzen von (Z37) im Limes ex — —oo durchaus divergieren kann.
Fiir die spétere, diagrammatische Auswertung der verallgemeinerten Gutzwiller-
Wellenfunktionen miissen wir noch wissen, wie Erwartungswerte der Form

/

Pi?]"U = <éz—'i:0'éj,a’><1>0 (243)
mit der Dimension d skalieren. Die Anzahl der Nachbarn j eines Gitterplatzes i mit
einem festem Abstand |i — j| ist von der Ordnung d"=7|. Da wir nun gezeigt haben,
dafl der Erwartungswert fiir die Ein-Teilchen-Energie pro Gitterplatz

2 1 0,0" At A
<Hl><1>0 = Z ' Z tlj] <Cz—'t_acj,a’><1>0 ) (244)
i,5;0,0’
bei der gewihlten Skalierung endlich ist, folgt mit Hilfe von (2:35)):

' 1
Pio' 7-O'

J @\ Jl



Kapitel 3

Gutzwiller-Wellenfunktionen

In diesem Kapitel wird zunéchst die Gutzwiller-Wellenfunktion zum Ein-Band-
Hubbard-Modell definiert und mit Hilfe der Gutzwiller-Ndherung ausgewertet (Ab-
schnitt [B.1]). Danach fassen wir in Abschnitt die bisherigen Ergebnisse zur Ver-
allgemeinerung der Gutzwiller-Methode zusammen. Abschlieend fithren wir in Ab-
schnitt [3.3] unsere allgemeine Klasse von Gutzwiller-Wellenfunktionen zur Untersu-
chung der Hamiltonoperatoren (211) ein.

3.1 Gutzwiller-Wellenfunktionen zum Ein-Band-
Hubbard-Modell

3.1.1 Definition

Zur Untersuchung der Grundzustandseigenschaften des Ein-Band-Hubbard-Modells

2.3),

o=1,2

ﬁlB - ZtiJ Z é;;_aéj;a —|— U Zmiglgﬂi;l’fli;g (31)
ij i
schlug Gutzwiller die folgende Variationswellenfunktion vor [3]:

Wg) = Hgmi;m\q’d = [T (14 (g — Drniaz) [Po) - (3.2)

7

|®g) ist hierbei eine beliebige, normierte Ein-Teilchen-Produkt-Wellenfunktion und
g ein reeller Variationsparameter. Erwartungswerte von Operatoren O in den Wel-
lenfunktionen |¥s) und |®g) schreiben wir im folgenden als

0" = (0)g = (|0]Dy) , (3.3a)
o (TelO|Ve)
O = (0O)=-—"F—7-+-- 3.3b
) (Ue|Veq) (3.30)
Durch die Variation von g 1d8t sich die mittlere Zahl doppelt besetzter Gitterplétze
1

mi2 = z Z<mi;12>

)

15
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regulieren. Falls |®g) translationsinvariant und g = 1 ist, erhdlt man fiir ms den
statistischen Erwartungswert m?, = nInJ. Im entgegengesetzten Fall ¢ — 0 geht
entweder mys (bei hochstens halber Bandfiillung) oder die mittlere Zahl leerer Plitze
my (bei mindestens halber Bandfiillung) gegen Null. Die Wellenfunktion |W) liefert
daher in beiden Limiten U — 0 und U — o0 jeweils den exakten Grundzustand des
Hamiltonoperators (B.1]).

3.1.2 Die Gutzwiller-N&dherung

Fiir alle endlichen Werte von U mufl der Erwartungswert des Hamiltonoperators
(BI) in der Variationswellenfunktion (B:2) bestimmt und beziiglich g minimiert wer-
den. Eine solche Auswertung stellt jedoch ein nicht-triviales Viel-Teilchen-Problem
dar und ist bislang nur in den Grenzfillen einer und unendlicher Raumdimension

gelungen (siehe Abschnitt [3.2)).

Gutzwiller selbst hatte bereits eine Ndherung zur Bestimmung der variationellen
Grundzustandsenergie vorgeschlagen [3]. Spéter stellte sich heraus, dafl diese soge-
nannte “Gutzwiller-Néherung” im Limes unendlicher Raumdimension exakt wird.
Eine Herleitung der Gutzwiller-Néherung zum Ein-Band-Modell wird im Zusammen-
hang mit ihrer Verallgemeinerung auf den Mehr-Band-Fall in Anhang [Alprésentiert.
An dieser Stelle stellen wir nur kurz die Ergebnisse vor und diskutieren sie.

Im Rahmen der Gutzwiller-Naherung mufl die Translationsinvarianz von |®y) und
damit auch von |Ug) vorausgesetzt werden. Eine solche Einschrinkung ist bei der
analytischen Auswertung der Gutzwiller-Wellenfunktionen in unendlicher Dimen-
sion nicht erforderlich (siehe Kapitel ). Aufgrund der Translationsinvarianz sind
alle lokalen Erwartungswerte gitterplatzunabhéngig. Speziell gilt in der Gutzwiller-
Néherung fiir die lokale Dichte

Ne =n . (3.4)

Weiterhin existiert eine eindeutige Beziehung zwischen dem Erwartungswert fiir eine
Doppelbesetzung und dem Variationsparameter g,
mi2Myg m12(1 — N1 — No —+ mlg)
g’ = = : (3.5)

mymes (nl - m12)(n2 - mlz)

Diese Gleichung erlaubt eine Ersetzung des urspriinglichen Variationsparameters g
durch den neuen Parameter m. Damit erhélt man fiir den Erwartungswert eines
Hiipfoperators in (3.1])

<éz—'|;—aéj;a> = qcr<éz—'|;—aéj;a>0 ) (36>

wobel
1

ne(1 —ny)

Io = (Vmome + /mem)? (5 #0) (3.7)

eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 ist. Wie man leicht zeigen kann, ergeben sich die
beiden Grenzwerte folgendermaflen:

¢s = 1 fiir mio = ning = mY, (unkorrelierter Limes) (3.8a)
¢ = 0 fiir ny +ne =1 (halbe Bandfiillung) und ms = 0. (3.8b)
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Durch Fouriertransformation von Gleichung (B.6) erhélt man die k—Raum-
Verteilungsfunktion

Nhso = (GaCrio) = oMy +10(1 — q5) . (3.9)

Setzen wir (0.B.d.A.) t; = 0, so gilt
1
dee=0 (ex = 17 > eFri=rilg, Y (3.10)
k ij

Die variationelle Grundzustandsenergie pro Gitterplatz ist damit gegeben durch

Ey= > qoeo +Umy, (3.11)

o=1,2

wobei €, die integrierte Ein-Teilchen-Energie ist:
1 0

€o == D €Ny, - (3.12)
L :

Da die unkorrelierte k~Raum-Verteilung die Form
np., = Oer — €py) (€r.o : Fermi-Energie) (3.13)

hat, ergibt sich in (39) an der Fermi-Kante ein Sprung vom Betrag ¢,. Aus der
Theorie der Greensfunktionen ist bekannt, dafl dieser Sprung in Fermifliissigkeiten
mit der effektiven Masse m. der Quasiteilchen an der Fermi-Kante zusammenhéngt.
Falls die Selbstenergie in der Ndhe der Fermi-Kante nur schwach von der Wellenzahl
k abhéngt, 148t sich zeigen |27, 28], dafl

*

m 1
T~ — 3.14
My 4o ( )

gilt. Im Falle g, — 0 divergiert also die effektive Masse. Diese Divergenz tritt bei
halber Bandfiillung (n, = 1/2) tatsdchlich auf. Fiir eine paramagnetische Wellen-
funktion setzen wir ¢ = ¢; = @2, €/2 = €1 = €3 und aus der Minimierung von (B.11))
ergibt sich dann

1 U
mig = Z [1 - U—C:| y (315&)
U 2
= 1—(—= .15b
g () - (3.15D)

wobei Uc = 8|e|. Bei U = Ug kommt es also zu einem Metall-Tsolator-Ubergang, der
in der Literatur iiblicherweise als Brinkmann-Rice-Ubergang [I7] bezeichnet wird.
Die Aussagekraft dieses Uberganges wird jedoch aus zwei Griinden erheblich in Frage
gestellt:

Zum einen handelt es sich hierbei um einen Ubergang in den atomaren (U = c0)
Zustand. FEin solcher Ubergang erscheint relativ unrealistisch, da Hiipfprozesse bei
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einem endlichen Wert von U noch einen kleinen Energiegewinn bieten sollten. Diese
sind in der Gutzwiller-Néherung fiir U > Ug jedoch vollstandig unterdriickt (¢ = 0).
Auf Grund von Hiipfprozessen entsteht auflerdem eine antiferromagnetische Insta-
bilitat [4], die im Rahmen des obigen paramagnetischen Ansatzes iiberhaupt nicht
beriicksichtigt werden kann.

Der zweite wesentliche Einwand ergibt sich aus einer analytischen Auswertung der
Gutzwiller-Wellenfunktion (B2)). Hier konnte gezeigt werden, daf der Brinkmann-
Rice-Ubergang in allen endlichen Raumdimensionen nicht auftritt und daher ein
Artefakt des Limes unendlicher Dimension sein kénnte [29].

Gutzwillers urspriingliche Motivation zur Einfithrung seiner variationellen Methode
war die Untersuchung von itinerantem Ferromagnetismus im Ein-Band-Hubbard-
Modell. Hier kam er zu dem Schluf}, dal Ferromagnetismus in diesem Modell nur
bei unrealistisch groflen Korrelationsparametern zu erwarten ist.

3.2 Bisherige Verallgemeinerungen des Gutzwiller-
Verfahrens

Nach der Einfithrung der Gutzwiller-Wellenfunktion zum Ein-Band-Hubbard-Modell
und ihrer approximativen Auswertung im Rahmen der Gutzwiller-Ndherung hatten
spétere analytische Arbeiten im wesentlichen zwei Ziele vor Augen. Zum einen gab
es Anstrengungen, diese Wellenfunktion mit Hilfe kontrollierterer Naherungen oder,
wenn moglich, sogar exakt auszuwerten. Zum anderen hatte eine Reihe von Arbeiten
zum Ziel, die Gutzwiller-Nédherung zur Anwendung auf kompliziertere Hamiltonope-
ratoren zu verallgemeinern.

Eine analytische Auswertung der Gutzwiller-Wellenfunktion zum Ein-Band-Modell
gelang bisher in zwei Féllen. In einer Raumdimension (d = 1) konnten fiir die
paramagnetische und translationsinvariante Gutzwiller-Wellenfunktion sowohl die
variationelle Grundzustandsenergie [30] als auch Korrelationsfunktionen [31] ana-
lytisch bestimmt werden. Im entgegengesetzten Limes unendlicher Raumdimensi-
on (d — o0) gelang es ebenfalls einen analytischen Ausdruck fiir die variationelle
Grundzustandsenergie herzuleiten, wobei hier keinerlei Einschrinkungen hinsicht-
lich der Ein-Teilchen-Wellenfunktion |®¢) in (3.2 gemacht werden mufiten [30), 32].
Wie bereits erwihnt, stellte sich im Rahmen dieser Rechnungen heraus, dafl die
Gutzwiller-Ndherung in unendlicher Dimension exakt wird. Weiterhin konnten in
diesem Limes Korrelationfunktionen sowie (1/d)-Korrekturen systematisch berech-
net werden [29, [32]. Abgesehen von Korrelationsparametern U in der Néhe des
Brinkmann-Rice-Ubergangs erwiesen sich die (1/d)-Korrekturen als marginal. Da-
her kann die Gutzwiller-Ndaherung im physikalisch relevanten Fall d = 3 als relativ
verlaflich angesehen werden. Diese Einschétzung wird auch durch eine numerische
Auswertung der Gutzwiller-Wellenfunktion bestétigt [33].

Angesichts des einfachen Ergebnisses (3.11]) im Ein-Band-Fall erwies es sich als {iber-
raschend schwierig, das Gutzwiller-Verfahren auf kompliziertere Hamiltonoperatoren
zu verallgemeinern. Neben der Frage, in welcher Form die Variationswellenfunktion
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fiir solche komplizierteren Systeme zu wéhlen sind, bestand das Problem vor allem
darin, die Gutzwiller-Nidherung geeignet zu verallgemeinern.

Die Schwierigkeiten beginnen bereits damit, eine transparente Formulierung der
Gutzwiller-Naherung zum Ein-Band-Modell zu entwickeln. Wéhrend die urspriingli-
chen Arbeiten von Gutzwiller [3] an dieser Stelle noch relativ undurchsichtig waren,
leiteten Ogawa et. al. [34] und spéter Vollhardt [35] die Gutzwiller-Néherung mit
Hilfe einfacher kombinatorischer Argumente her. Auch ihre Formulierung stellte je-
doch keine mathematisch definierte Néherungsvorschrift dar, die sich in eindeutiger
Weise auf kompliziertere Systeme hétte erweitern lassen.

Bereits die Behandlung einer antiferromagnetischen Wellenfunktion zum Ein-Band-
Modell erwies sich als erhebliches Problem. Hierzu gab es verschiedene Versuche,
die sich nicht nur widersprachen, sondern zum Teil auch zu unphysikalischen Er-
gebnissen fiihrten [34] [36]. Erwartet man von einer korrekten Verallgemeinerung der
Gutzwiller-Néherung, dafl sie im Limes unendlicher Dimension exakt wird, so mufl
man im nachhinein feststellen, dafl alle diese fritheren Versuche zum Antiferroma-
gnetismus fehlerhaft waren (siehe [37) [38]).

Eine Verallgemeinerung der Gutzwiller-Néaherung auf Systeme mit mehr als einem
Orbital pro Gitterplatz erwies sich ebenfalls als nicht trivial. Die einfachste Er-
weiterung des Ein-Band-Modells ist das periodische Anderson-Modell, in dem sich
an jedem Gitterplatz ein zweites, unkorreliertes Orbital befindet, das iiber Hybri-
disierungsterme an das korrelierte Orbital gekoppelt ist. In diesem Fall hat die
Variationswellenfunktion die gleiche Form (B2) wie im Ein-Band-Modell, wobei
die Ein-Teilchen-Produkt-Wellenfunktion |®) allerdings beide Bénder beschreibt.
Beim periodischen Anderson-Modell treten bereits alle technischen Schwierigkeiten
auf, die lange Zeit eine erfolgreiche Erweiterung der Gutzwiller-Naherung auf all-
gemeine Mehr-Band-Systeme verhindert haben. Die Hybridisierung zwischen den
beiden Orbitalen fithrt dazu, da§ die Wellenfunktion |®g) kein Eigenzustand der
jeweiligen Teilchenzahl-Operatoren fiir die beiden Orbitale ist. Daher verdndert der
Korrelationsoperator in (B:2)) die relative Besetzung der beiden Orbitale, d.h. im
allgemeinen ist n, # n2. Im Rahmen der rein phinomenologischen Herleitung der
Gutzwiller-Néherung in Ref. [34] [35] ist dann nicht mehr klar, wie die verallgemei-
nerten g-Faktoren fiir Hiipfprozesse zwischen unterschiedlichen Orbitalen zu bestim-
men sind. Fiir das periodische Anderson-Modell gelang es Vulovic und Abrahams,
dieses Problem zu losen [39] (siche auch [40]). Insbesondere erkannten sie die Not-
wendigkeit, anstelle von |®g) eine neue Ein-Teilchen-Wellenfunktion einzufiihren,
deren Erwartungswerte im Ausdruck fiir die variationelle Grundzustandsenergie er-
scheinen. Auch ihr Formalismus konnte jedoch nicht in einfacher Weise auf beliebige
Mehr-Band-Systeme erweitert werden.

Ein System mit zwei korrelierten Orbitalen pro Gitterplatz wurde im Rahmen des
Gutzwiller-Verfahrens zuerst von Gutzwiller und Chao untersucht [41, 42]. Die von
ihnen gewihlte Variationswellenfunktion lieff jedoch die Herleitung eines analyti-
schen Ausdrucks fiir die Grundzustandsenergie nicht zu. In einer Arbeit von Oka-
be gelang es, die Gutzwiller-Naherung mit Hilfe der kombinatorischen Argumente
aus |34 35] auf rein dichteartige Mehr-Band-Modelle zu erweitern, sofern diese kei-
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ne Hybridisierungsterme im Ein-Teilchen-Hamiltonoperator enthalten [43] 44]. Eine
Verallgemeinerung der Gutzwiller-Naherung auf beliebige Mehr-Band-Modelle mit
reiner Dichte-Wechselwirkung wurde zum ersten mal in den Referenzen [45] 46],[46]
vorgestellt. In Anhang [Al geben wir fiir diese Ergebnisse eine deutlich einfachere
Herleitung an (siehe auch [47]).

Die analytische Auswertung von verallgemeinerten Gutzwiller-Wellenfunktionen im
Limes unendlicher Raumdimension ist bislang nur fiir das periodische Anderson-
Modell gelungen [48]. Die mit Hilfe der Gutzwiller-Ndherung hergeleiteten Ergebnis-
se von Vulovic und Abrahams konnten in diesem Zusammenhang bestétigt werden.

Eine alternative Herleitung des Energiefunktionals der Gutzwiller-Néherung im Ein-
Band-Fall gelang Kotliar und Ruckenstein im Rahmen einer Hilfsbosonen-Mean-
Field-Néherung [49]. Mit dieser Methode erhilt man ein Funktional fiir die freie
Energie bei endlichen Temperaturen. Im Gegensatz zum variationell kontrollierten
Fall T = 0 besitzt diese Methode bei endlichen Temperaturen jedoch keine Schran-
keneigenschaften.

Eine Verallgemeinerung der Hilfsbosonen-Methode auf spezielle Mehr-Band-Modelle
wurde von Hasegawa [50] und Fresard und Kotliar [51] vorgenommen. Thre Ergeb-
nisse ergeben sich bei T = 0 als Spezialfillle der allgemeinen Resultate, die wir in
dieser Arbeit herleiten werden.

3.3 Gutzwiller-Wellenfunktionen fiir Mehr-Band-
Hubbard-Modelle

Die Gutzwiller-Wellenfunktion (B.2) gehért zur Klasse der “Jastrow-artigen” Wel-
lenfunktionen, d.h., sie sind gegeben als Vielteilchen-Korrelator P, der auf einen
Ein-Teilchen-Produkt-Zustand |®q) wirkt,

[Wa) = P|®o) . (3.16)

Solche Wellenfunktionen wollen wir nun auch zur Untersuchung des allgemeinen
Hamiltonoperators (2.I]) einfiihren.

Fiir |®g) lassen wir erneut den gesamten Raum der Ein-Teilchen-Wellenfunktionen
des jeweiligen Systems zu. Da eine Ein-Teilchen-Wellenfunktion viele atomare
Zustidnde enthélt, die hinsichtlich des Wechselwirkungsoperators (2.2) energetisch
ungiinstig sind, sollte der Korrelator P gestatten, solche Zustédnde geeignet zu un-
terdriicken. Die allgemeinste Form einer solchen Gutzwiller-Wellenfunktion 148t sich
schreiben als

Ve) = ]5|<I>0>:H]5i|<1)0) (3.17a)

PZ. = HA:T;’F = H [1 + ()\igl" — 1) mi;f‘] =1+ Z (>\i;1" - 1) mi;l" )
r T T
(3.17b)
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wobei die Variationsparameter A, positiv und reell zu wéahlen sind. Bei den beiden
Umformungen in (B.170) wurde die Projektoreigenschaft mprip = o prip verwen-
det. Man beachte, dafl die Zustéinde T' in (B.17D]) im allgemeinen auch vom Gitter-
platz i abhéngen. Erwartungswerte von Operatoren in |¥¢) und |®¢) bezeichnen wir
im folgenden analog zu (B.3)).

Die Wellenfunktionen (BI7) liefern sowohl im Limes verschwindender, als auch un-
endlich groBer Korrelationsparameter (atomarer Limes) den exakten Grundzustand
der Hamiltonoperatoren (ZI)). Im ersten Fall werden alle A\;r = 1 gesetzt, und fur
|W¢) = |®p) wiihlen wir den Grundzustand des Ein-Teilchen-Operators Hy in (2.1)).
Im atomaren Limes ist an jedem Gitterplatz i der atomare Grundzustand |I'g) be-
setzt. Ein solcher Zustand 148t sich mittels (3.17) konstruieren, indem A;p, # 0 und
Air = 0 (fiir IV # T'y) gesetzt werden.

Vergleicht man den Variationsansatz (3.17) im Ein-Band-Fall,

Wa) = HAZ PO A A @) (3.18)

mit der urspriinglichen Formulierung (B:2) von Gutzwiller, so fallen zwei Unterschie-
de auf:

1. Die Variationsparameter in (3:18)) sind abhéngig vom jeweiligen Gitterplatz i.
Hierbei handelt es sich um eine echte Verallgemeinerung des Ansatzes (8.2), die
allerdings nur von Bedeutung ist, wenn eine Wellenfunktion mit gebrochener
Translationssymmetrie untersucht werden soll.

2. Der Ansatz (B.I8) enthilt fiir jeden der vier atomaren Zustiande (0), (1), (2),
und (12) jeweils einen eigenen Variationsparameter, wihrend in der urspriingli-
chen Formulierung von Gutzwiller nur ein Variationsparameter fiir die Zahl der
doppelt besetzten Plitze auftauchte. Fixiert man jedoch die jeweilige Gesamt-
zahl der Elektronen fiir beide Spinrichtungen und beachtet die Vollstandig-
keitsrelation (2.13), so sind die Parameter g, A1, und A, eindeutige Funktionen
von Ajp. Mit dem Ansatz (BI8) wird also fiir gitterplatzunabhéngige Variati-
onsparameter der gleiche variationelle Raum aufgespannt wie durch (B:2]).

Im Falle von Hamiltonoperatoren mit reiner Dichte-Wechselwirkung projizieren die
Korrelatoren (BI7D) auf die atomaren Konfigurationszusténde |I),

Ve) = HHAmU@O : (3.19)

Fiir diesen variationellen Raum 148t sich eine alternative Darstellung finden,
We) = P'|[W), (3.20a)
=11 II o5 (3.20b)

i I(]I]>2)
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Die beiden Ein-Teilchen-Wellenfunktionen |¥g) und |®;) werden durch folgende
Transformation aufeinander abgebildet,

|Wo) = Pgp|®y) , (3.21a)

A 2N 2 .

Psp = [Imo I ms" - (3.21Db)
) o=1

Dabei sind die Parameter g;.7, 7;9 und 7;,, als Funktion der \;;; gegeben durch

Mg = Nig s (3.22a)
i
iy = 2T 3.22b
i N (3.22b)
. )‘i;l)‘L;IJ)_l
il = A (1 =2). (3.22¢)
AS 10

Die Darstellung (3.20) wurde bei der Behandlung von rein dichteartigen Hamilton-
operatoren in Ref. [I8] gewéahlt. Sie erweist sich jedoch bei Hamiltonoperatoren mit
voller atomarer Wechselwirkung als ungiinstig.



Kapitel 4

Gutzwiller-Wellenfunktionen in
unendlicher Raumdimension

In diesem Kapitel werten wir die verallgemeinerten Gutzwiller-Wellenfunktionen im
Limes unendlicher Raumdimension analytisch aus. Die Rechnung wird in folgende
Schritte unterteilt:

Im Abschnitt L1 nehmen wir eine Transformation der lokalen Basis vor. Diese ist
erforderlich, um zu garantieren, daf§ Erwartungswerte von lokalen Hiipfprozessen in
|®o) verschwinden. Anschliefend werden die Korrelationsoperatoren (3.17h]) nach so-
genannten “Hartree-Fock-Operatoren” entwickelt, deren diagrammatische Beitrige
sich in unendlicher Dimension leicht auswerten lassen. In Abschnitt K.3]stellen wir die
diagrammatische Theorie zur Berechnung der relevanten Erwartungswerte vor. Die-
se Theorie basiert im wesentlichen auf dem Wick’schen Theorem und dem Linked-
Cluster-Theorem. In den drei letzten Abschnitten werden die Erwartungswerte der
lokalen Besetzungen und des Ein-Teilchen-Operators H; in unendlicher Dimension
explizit berechnet.

4.1 Transformation der lokalen Basis

Bei einem allgemeinen |®g) ist die wechselwirkungsfreie lokale Ein-Teilchen-
Dichtematrix C? mit den Elementen

CY = {(®g|eh ¢, | Do) (4.1)

Uy vy TRy
nicht diagonal. In vielen Fillen wird es zwar moglich sein, |®q) so zu wihlen, daf
die Diagonalitéit von C? gewihrleistet ist (sieche Anhang [B)); in diesem Kapitel be-
trachten wir jedoch den allgemeinsten Fall.

Bei der diagrammatischen Auswertung der Gutzwiller-Wellenfunktionen miissen wir
fiir die zugrundeliegende orbitale Basis verlangen, dafl die Ein-Teilchen-Dichtematrix
diagonal ist. Aus diesem Grund fithren wir zunéichst die folgende unitéare Transfor-
mation durch:

Wy = X F (4.20)
il

23
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}Az’i;a = Zﬂ;’y,aéi;’y (42b>
Y

Diese diagonalisiere die Matrix (@), was auf Grund der Hermitizitit von C? immer
moglich ist,
F}CYF, = diag(n;y) - (4.3)

Per Konstruktion ist die wechselwirkungsfreie, lokale Ein-Teilchen-Dichtematrix H?
in der neuen Basis nun diagonal,

HY o = (ol hf 1y, | B0) = G o1 (| Bl By | B0) = Gprmilisy (4.4)

10,0 0

Fiir ein gegebenes |®g) ist die Matrix IE’Z festgelegt, und die lokalen Besetzungen n?f
ergeben sich als Eigenwerte von CY.

Die in Kapitel ] eingefithrte Nomenklatur zur Beschreibung des atomaren Systems
iibertrégt sich direkt auf die hier definierte neue Basis. So bezeichnen wir Konfigu-

rationszustande als
M|

IH) = Ulf};n\m (0, €H) . (4.5)

Da die Mehr-Elektronen-Zusténde |H) ebenfalls eine Basis fiir den atomaren Hamil-
tonoperator bilden, lassen sich die atomaren Eigenzustéinde |I') und die zugehorigen
Projektionsoperatoren mp = |I')(I'| folgendermaflen entwickeln:

T) = > AwrlH), (4.62)
H

mr = Z AHImH,H/Af{H,. (46b)
HH

Die Elemente der unitéren Matrix A sind hierbei gegeben durch
Apr = (HID) = ;TI,F<H|I> ) (4.7a)
(H|I) = det(Fyo;) , (vi€l,o;€H). (4.7b)
Die Umkehrabbildung zu (£7a)) hat die Form

TI,F = ZAH,F<I‘H> . (48)
H

Genauso wie die Matrix 7 ist auch A block-diagonal beziiglich der Zustéinde mit
gleicher Teilchenzahl. Die Gleichungen (4.7) sind jedoch nur fir |I'| = [H| > 2 defi-
niert, da die Zusténde |I") im Falle |I'| < 2 durch den atomaren Hamiltonoperator
nicht festgelegt werden. Fiir I' = H = () setzen wir daher Agy = 1. Die Matrix-
elemente von Ay r mit |I'| = |H| = 1 werden an einer spéteren Stelle so gewihlt,
daf} die analytische Auswertung unserer Wellenfunktionen in unendlicher Dimension
gelingt.
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In der neuen Basis vereinfachen sich die Erwartungswerte in der Ein-Teilchen-
Wellenfunktion [®o). Mit Hilfe des Wick’schen Theorems [52] und unter Ausnutzung
der Diagonalitéit von H erhalten wir zum Beispiel

(Po|my sy |Po) = Sy pemyy’ (4.9)

wobel

mi? = IT »%° 1] (1 - ni‘,’o) . (4.10)

cEH O'Eﬁ

Damit folgt fiir den unkorrelierten Erwartungswert eines Projektionsoperators (E.Gh))

m& = 3" | A Pmi . (4.11)
H

4.2 Wahl der Entwicklungsparameter

Fiir die diagrammatische Auswertung der Gutzwiller-Wellenfunktionen in unendli-
cher Dimension ist es sinnvoll, die relevanten Operatoren durch sogenannte Hartree-
Fock-Operatoren ﬁg% auszudriicken. Diese werden folgendermaflen definiert.

Fir H = H' ist

b, = npt = T A", (4.12a)
oc€H
mit
nE = ph — 0 (4.12b)

Im Falle H # H' setzen wir 7 = HNH', H=J UH,, H' = J UH, und definieren

~HF _ ~HF |~
nH’H/ = |: H no_ :| nHl’HQ .
ceJ

Die Hartree-Fock-Operatoren bilden atomar ebenfalls einen vollstéandigen Satz, denn
jeder Operator Mgy 188t sich als Linearkombination von diesen schreiben. Das
gleiche gilt dann wegen ({.6D) auch fiir die Operatoren 7. Der grofie praktische
Nutzen der Operatoren ﬁﬁ% zeigt sich, wenn man zum Beispiel Erwartungswerte

der Form
HF

(Polniir, 74, Miyira ey -+ Do)
bildet. Falls die Gitterplitze iy, s, ... alle ungleich sind, erhdlt man nach Anwen-
dung des Wick’schen Theorems ausschlielich Ein-Teilchen-Beitriage Pfj’-gl (siehe
Gleichung (2.43))), die unterschiedliche Gitterplitze miteinander verbinden. Das Auf-
treten lokaler Terme der Form Pf,?", ist per Definition ausgeschlossen. Fiir o # o’
verschwinden diese Erwartungswerte (“Fock-Terme”) wegen Gleichung (.4) und fiir

o = o' (“Hartree-Terme”) werden sie auf Grund der Definition (£.12Dh) eliminiert.

Das Verschwinden lokaler Beitrige fiihrt diagrammatisch zu groflen Vorteilen. Bei

!

den Erwartungswerten P;:”, die zwei Gitterpldtze miteinander verbinden, hatten

wir gezeigt, dafl diese im Limes unendlicher Raumdimension verschwinden (siehe
Gleichung 2.45). Demgegeniiber sind die lokalen Beitrige immer von der Ordnung
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Eins. Da diese fiir die Hartree-Fock-Operatoren per Definition verschwinden, wird
unsere diagrammatische Auswertung im Limes unendlicher Raumdimension erheb-
lich vereinfacht.

Das Quadrat des Gutzwiller-Korrelators (3.17D]) 148t sich mit Hilfe der Operatoren
fiir die Konfigurationszusténde |H) folgendermaflen schreiben

PQ = 1 —+ Z()\% — ].)mf‘ =1 —+ Z y'H7Hl’ﬁ’L'H"HI s (413&)
I HH!
YH H = Z()\% — 1)AH,FA1-1‘_,H’ . (413b)
r

Da jeder Operator 1y 3 durch Hartree-Fock-Operatoren ausgedriickt werden kann,
ist folgende Entwicklung immer moglich

Sy = Y Ty - (4.14)
HH H,H

Fiir die spétere Auswertung miissen wir verlangen, dafl in der Entwicklung (4:14)
auf der rechten Seite nur Operatoren mit |H|, |H'| > 2 auftauchen. Wir fordern also

x99 = 0, (4.15a)
oo = 0 (4.15b)
und damit
PP=1+ > apidh,. (4.16)
(il 0122

Die 1 + (2N)? Bedingungen (E.I5) lassen sich alternativ auch folgendermafien for-
mulieren

(| P2 D) = 1, (4.17a)
(Do|hEh, P2|®g) = (Dolhth,|D) . (4.17D)

Da (®o| i |Po) # 0 nur fir H = H' = (), folgt aus (@I5a) direkt (LI7a). Bei den
(2N)? verbleibenden Gleichungen (417Dl analysieren wir zunéchst den Fall o = o’
Der Operator nlF" auf der rechten Seite von ({16) enthélt mindestens zwei Hartree-

Fock-Operatoren (n)y, — nl%)(alk, — n’), die durch einen einzelnen Operator 1}

g2 a2 g
nicht eliminiert werden kénnen. Die Erwartungswerte der Operatoren ﬁﬁﬁﬁ% (mit
H # H') verschwinden wegen der Fock-Terme aus dem Elektronentransfer von H’

nach H.

Im Falle 0 # o' verlangt die Definition (7)), dal H' = yU o und H = v U o’.
Andernfalls liele sich der Fock-Term von ¢ nach ¢’ nicht eliminieren. Der Beitrag
verschwindet jedoch trotzdem auf Grund des verbleibenden Hartree-Fock-Operators
nfI* fiir das Orbital ~.

Damit haben wir also gezeigt, dafl die Bedingungen (4.17) aus (4.I5]) folgen. Da es
sich hierbei um ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten xpy und z, o
handelt, ist auch der Umkehrschlufl erlaubt, sofern (4I7) eine eindeutige Losung
besitzt.
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4.3 Diagrammatische Auswertung

4.3.1 Anwendung des Wick’schen Theorems

In diesem Abschnitt wollen wir nun konkret den Erwartungswert des Hamiltonope-
rators (2.I) in der Gutzwiller-Wellenfunktion (3.2) berechnen. Im einzelnen miissen
wir hierzu die beiden Erwartungswerte

. _ (Ye|mir|Vea)

M. , 4.18a

< 7F> <\IIG|\IIG> ( )
(Weld ¥a)

At A o iyi Gy

(CiniCiy) = (Ue|Te) (4.18b)

auswerten. Da sich (4.18D) mit Hilfe der Transformation (£2)) immer schreiben 148t
als

<él—'i;_%éj;’m> = Z Fi?“/i:UiFJTij'Yj <h;§_0ihj§0'j> ’ <4'19>

0,05
werden wir anstelle von (4.18b) im folgenden zundchst den Erwartungswert
(hig,Dj,,) untersuchen.

Ausgehend von der Definition der Gutzwiller-Wellenfunktion (32) erhalten wir

(U al¥a) = (Do [TF]20) (4.20a)
l
(U glmir|V ¢) = (®o| P B [ PP () | (4.20b)
I#i
(W Glhlo o, |0 6) = (@l (Pihiy, ) (Pihyo, Py) T PEI®0) . (4.200)
1#(i,4)

Die Produkte iiber P? in (Z-Z0) kénnen wir in allen drei Féllen mit Hilfe von (ZI6)
folgendermaflen umformen:

Uy

H Pl =1 + Z Z Z H (thl,leﬁl;I?q'{i‘H’l) . (421)

1 lk: H; Hl ,,,,, H; JH!
(#i )(75”) r ook
(IHy L IH 1>2)

Der Strich an der zweiten Summe deutet an, dafl hier alle Gitterpléitze ungleich sein
miussen,

i A AL A A (4.22)

Aufgrund der Vollstéandigkeit der Hartree-Fock-Operatoren kénnen wir fiir die iibri-
gen Operatoren in ([£20) die folgende Entwicklung vornehmen:

DA D ~ HF
HiH,
DL+ p o Tt 50y o
PZhZ,O"LPZ — hZ,O"L Z ZHZ Hlan Hl 3 (4.23b)
Hi H,

D 7 ]U] ~

J
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Mit Hilfe der Abkiirzung
N H Ry e, (4.24)
1=l
lassen sich die Norm und die Erwartungswerte in (£20) damit schreiben als

lk R
Wl o) = ol + gy XS ( [ ) @IV )

byl My 1Y g o Hlk,H’lk =l

(M LIH 1>2)
(4.25a)
(U glmir|¥ ) = > OHUH, (D | NI | D) + (4.25Db)
HiH,
> 1 : L
DD SUNNED VRN (| Ee LN 1
k=1 """ l1,...,l Hll'H,ll ,,,,, Hlk’H,lk =l
(IHLIH 1>2)
Ol ¥ Q) = 3 s Al W00+ (0250
HiHj HyH,
Ui .
+Z Z Z <H$l§Hz7le) (I)0|hzal ]O'JNZjll, ,lk|q)0>‘| .
l1, ol My Mg Hlk,H’lk =l

(IHLIH 1>2)

Die in (£25) stehenden Erwartungswerte in der Ein-Teilchen-Wellenfunktion |®g)
konnen wir nun mit Hilfe des Wick’schen Theorems [52] auswerten. Ordnen wir
jedem Ein—Teilchen—Erwartungswert

P <(I)0|h' h’] 0! ‘(I)0> (426>

i,
eine Linie vom Gitterplatz ¢ zum Gitterplatz j zu, so lassen sich sdmtliche Bei-
trige in (£.25) als Diagramme darstellen. Jedes dieser Diagramme besteht aus einer
Menge von Gitterpunkten (den sogenannten “Vertices”), die durch Linien der Form
(M.26)) miteinander verbunden sind. Hierbei ist zwischen “internen” (ly,...,l;) und
“externen” (i,j) Vertices zu unterscheiden. Im Ausdruck fiir die Norm stehen aus-
schliellich interne Vertices. Diese liefern jeweils Vertex-Beitrage der Form w4, 3¢,
n (A.250) gibt es einen externen Vertex i mit dem Beitrag 0;';1;7{; und in (£.25d) die
zwei externen Vertices ¢ und 7 mit den Beitrigen z;f’H; und Z;’(j]')'(;

Bei kleinen atomaren Wechselwirkungen gehen die Variationsparameter Ar gegen
Eins und die Entwicklungskoeffizienten x4 daher gegen Null. Aus diesem Grund
konnten die Gleichungen (A.25)) als Ausgangspunkt einer storungstheoretischen Ent-
wicklung der Erwartungswerte (ZI7) bei kleinen Kopplungen dienen. Hierzu miifite
man Regeln entwickeln, um sdmtliche Diagramme einer gegebenen Ordnung k sy-
stematisch auszuwerten. Die Diagramme werden jedoch, vor allem in Mehr-Band-
Systemen, bereits fiir kleine k sehr kompliziert und es ist zum momentanen Zeitpunkt
nicht absehbar, wie ergiebig eine solche storungstheoretische Auswertung sein kénn-
te. Im folgenden werden wir feststellen, dal im Limes unendlicher Raumdimension
keinerlei Diagramme ausgewertet werden miissen.
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4.3.2 Das Linked-Cluster-Theorem

Analog zur Theorie der Greensfunktionen [52] nehmen wir eine Unterteilung in zu-
sammenhéngende und nicht zusammenhéngende Diagramme vor. Jedes der Dia-
gramme, die man aus einem ®p-Erwartungswert in (£.25]) erhilt, 148t sich in eindeu-
tiger Weise als Produkt von zusammenhéngenden Diagrammen schreiben. Bei den
Diagrammen mit externen Vertices enthélt genau einer dieser Faktoren die externen
Vertices. Fiir den Erwartungswert (£25D) ist dies trivial, da es hier ohnehin nur
einen Vertex gibt. Aber auch die beiden externen Vertices ¢ und j in (4.25d) miissen
zu einem gemeinsamen, zusammenhdngenden Diagramm gehoren, da andernfalls
bei Anwendung des Wick’schen Theorems ein isoliert stehender Erzeugungs- oder
Vernichtungsoperator die Teilchenzahlerhaltung verletzen wiirde.

Die in (.25D]) und (£.25c) mit den externen Vertices nicht verbundenen Diagramme
sind mit denjenigen, die aus der Norm resultieren, topologisch identisch. Unser Ziel
wird es daher sein, das Linked-Cluster-Theorem [53] anzuwenden und alle mit den
externen Vertices nicht verbundenen Diagramme gegen die Norm zu kiirzen.

Eine direkte Anwendung des Linked-Cluster-Theorems ist jedoch auf Grund der
Summenbeschrankungen (f22) nicht moglich. Wiahrend sich diese Beschriankung
im Falle des Ein-Band-Modells noch problemlos aufheben ld8t, bedarf der Mehr-
Band-Fall einer genaueren Analyse. Beide Situationen werden wir nun nacheinander
diskutieren.

a) Der Ein-Band-Fall

Im Ein-Band-Modell kénnen wir folgende Vereinfachungen vornehmen:

T, T (H,=H' = (12)),
oGl — ok (Mi=MuT = (0).(1).(2) oder (12)),
;iC:ZH’ -z (Hi = M),
”l;HfH’l — %f (H, =H").

Damit wird aus (E25)

(T G[T o) = (Bo|By) +Z Z (Hml> @O\Hnl (o), (4.27a)

,,,,, =l =l

(¥l a) = 3o | (0ol 20) (4.27h)

k
+35 & (Ha)aia T adio0]
=l

7777 Uk =l

(¥ 6lh

150 ]O’|

o) = > z%”z%f[q)dhwhjanzlff HF|<1>0> (4.27c)
Hi H;

_'_Z k[ Z (Hml) (I)O‘hzo ]UAZI7{'{F HFHnl |®0] .

----- Iy l=h =l
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Die Auswertung der |®g)-Erwartungswerte in ({.27) fiihrt auf einfache Determinan-
ten. Zum Beispiel erhalten wir fiir den Erwartungswert in (4.27al)

Py, 0 - Py 0
0 Ph o 0 Pl21?k
(@ H i) | o) = | : : (4.28)
=h Py, 0 - Py
0 P P,

Da die Determinante (Z28)) verschwindet, wenn zwei der Gitterplitze Iy, ..., [y gleich-
gesetzt werden, kénnen wir die Summationsbeschriankung (£.22) in diesem Fall pro-
blemlos aufheben. Eine analoge Argumentation gilt fiir die Determinanten, die sich in
(#.27h) und ergeben (siehe auch [32] 18]). Damit 148t sich das Linked-Cluster-
Theorem anwenden und die nicht zusammenhéingenden Diagramme in (£.270) und
(#27c) werden gerade durch die Norm gekiirzt.

b) Der Mehr-Band-Fall

Im Mehr-Band-Fall sind die auftretenden Determinanten komplizierter. Betrachten
wir exemplarisch wieder den |®y)-Erwartungswert, der im Normausdruck (Z25al)
steht. Dieser kann (abgesehen von einem irrelevanten Vorzeichen) folgendermafien
als Determinante geschrieben werden,

My, My, -+ My,
e M., M,, - M
Io,l Il I, 1k
~ HF . 2,01 2,02 2,0
(ol IT Py e, | ®0) = : . (4.29)
l:l1 :
My, My, My, 1,
Hierbei wurden die Untermatrizen
Pol’ol 0170—‘/7"]“
4,J o 4,J
M;; = : : (4.30)
!
O|7,]501 1M1 |7 4|
P?] e B7j
eingefiihrt, in denen die Orbitalindizes o1, ..., o5, (07, ... ,a|’Hj|) die Elemente von

H; (H;) sind.

Um das Linked-Cluster-Theorem anwenden zu konnen, miissen wir zwei Arten von
Summationsbeschrinkungen aufheben. Betrachten wir zunéchst einen festen Vertex
[, der nach (£25al) eine Summe iiber Konfigurationen H;, H'; enthilt. Die Spin-
Orbital-Zustande o, ...,0p, (07, .., U(H”) sind in diesen beiden Konfigurationen
per Definition ungleich, was im Hinblick auf das Linked-Cluster-Theorem ebenfalls
eine Summationsbeschriankung darstellt. Diese kann jedoch leicht aufgehoben wer-
den, da die Determinante (4.29) verschwindet, wenn zwei der Zusténde o7, ..., 03,
oder o7, ..., a|’H2| gleichgesetzt werden.
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Die Gleichsetzung zweier Ortsindizes fiihrt jedoch im allgemeinen nicht zum Ver-
schwinden der Determinante (L29). Seien beispielsweise die beiden Indizes [; und
ly gleich. Dann miissen wir zwei Fille unterscheiden. Falls sowohl H; und H;, als
auch Hj und H;, mindestens ein gemeinsames Element haben, gibt es in (ZZ29)
gleiche Spalten oder Zeilen und die Determinante verschwindet. In allen iibrigen
Fillen ist die Determinante ungleich Null. Daher werden durch eine Gleichsetzung
von Vertices (“Vertexkontraktion”) zusétzliche Diagramme geschaffen, die allerdings
mit Diagrammen einer niedrigeren Ordnung topologisch identisch sind. Solche zwei
Diagramme unterscheiden sich nur hinsichtlich ihrer beiden unterschiedlichen Vor-
faktoren,

(lel’Hil)(legvHZQ) fiir das neu geschaffene Diagramm und

(T, Uy, ,'H;lu’)-{zz) fiir das Diagramm niedrigerer Ordnung.

Wir kénnen daher die Summationsbeschrinkung (£.22]) auftheben, wenn wir den da-
bei gemachten Fehler durch die Einfiihrung effektiver Vertexfaktoren kompensieren,

Ty, — TLHHG
Hy ~i;1

OH“H/ — OH“H/ ,
;0 ~z 105G

ZHz ,’Hl — Hz ,’Hl .

Nach dieser “Vertexkorrek‘gur’tléiﬁt sich das Linked-Cluster-Theorem anwenden und
fiir die Erwartungswerte <h;’0ihj;oj) und (7h;.r) erhalten wir damit

. A 1%
~ HY HF
(Mir) = Z On, o {Nz }0 (4.31a)
Hi H,
<1 1%
!
PEEYTS (T (9 bl
k=1 """ l1,...,lg ’Hll,'H,ll yyyyy Hlk JH! U 1=l
(IH 1,17 1 >2)
7 7 J;0j 7 HF HF v
+ _ 1,0 J A
<hl Uzh] UJ> - Z ZHu'H' zHngl {hl Uzh] 05 T, HqunJ H]7Hl }0 (431b)
'Hi,H;,Hj,H'

~ \%4
HF
DI (T i) (it N}] -
ll, Sl My M Hiy,» H’ =l
UMM 1>2)

Die Klammern{...}g driicken aus, daf§ nach Anwendung des Wick’schen Theorems
nur die zusammenhéngenden Diagramme zu beriicksichtigen sind. Da die Anzahl an
Vertexkorrekturen immer endlich ist, sind die effektiven Vertexfaktoren prinzipiell
berechenbar. Im néchsten Abschnitt werden wir jedoch sehen, dafi sie im Limes
unendlicher Raumdimension keine Bedeutung haben.
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4.3.3 Vereinfachungen in unendlicher Raumdimension

Im Limes unendlicher Raumdimension (d — oco) kommt es zu erheblichen Vereinfa-
chungen bei der diagrammatischen Auswertung der Erwartungswerte (£.31)). Diese
basieren darauf, dafi Diagramme, in denen zwei Gitterplédtze iiber mindestens drei
Linien miteinander verbunden sind, in unendlicher Dimension verschwinden. Diese
Aussage ergibt sich leicht aus der Skalierungsbedingung (2.45)).

Betrachten wir zum Beispiel zwei Gitterpunkte ¢ und j, die iiber drei Linien mit-
einander verbunden sind. Der Gitterpunkt ¢ sei ein externer Vertex, so dafl iiber
J zu summieren ist. Diese Summe konnen wir in Teilsummen iiber Schalen von n-
ten néchsten Nachbarn aufteilen. Da die Zahl der n-ten nédchsten Nachbarn von
der Ordnung d” ist, gibt jede dieser Teilsummen einen Beitrag ~ d"d—"/2, der fiir
d — oo verschwindet. Die Verallgemeinerung dieser Argumentation auf beliebige
Diagramme ist offensichtlich.

Aufgrund der Bedingungen ||, |';| > 2 in (@31I) haben die internen Vertices die
Eigenschaft, dal mindestens vier Linien in diese hinein- oder aus ihnen herausfiihren.
Wegen der Diagonalitit der Ein-Teilchen-Dichtematrix (Z4]) und der Definition der
Hartree-Fock-Operatoren ist das Auftreten von lokalen Linien der Form Pfl’"/ an den
internen Vertices ausgeschlossen. Damit ist aber jeder interne Vertex iiber minde-
stens vier Linien mit anderen Vertices verbunden, so daf§ in unendlicher Dimension
ausschliellich Diagramme ohne interne Vertices beitragen. Fiir die gesuchten Erwar-
tungswerte erhalten wir damit

o N . |4
(mi;r>(d o) _ Z OH H{ My, H,} , (4.32a)
H,H
. R . R %4
<h:o-lh]7o']>(d_}oo) = Z Z’;—(O-’LH/ Z;_{UJH, {h:Ulh‘],U]nZ,I"_{{iH;nj,I:}[’[f,H; }0 .
M HHH
(4.32D)

Der Vollstéandigkeit halber miissen wir noch begriinden, warum bei den externen
Vertices in ({.32) keine Vertexkorrektur auftritt:

Die Erwartungswertbildung in (£.32al) erzwingt H; = H; = (). Da die zugehorigen
Diagramme keine Linien enthalten, kénnen sie nicht durch eine Vertexkontraktion
aus groferen Diagrammen gewonnen werden. Die Vertices ¢ und j in (£.32h) kénnen
nur durch genau eine Linie verbunden sein, und es gilt |H,|, |[H's], |H,], |[H;] < 1.
Der Erwartungswert 148t sich daher in folgender Form schreiben

7,01 ]O'J Z \/ QZ qu] 10 (I>0|hzo h’]a |(I)0> . (433)

Die Elemente der Matrizen ¢ werden wir im Abschnitt konkret berechnen. Da
fiir die inneren Vertices immer |H,|, |H’;| > 2 erfiillt ist, konnen auch die Diagramme
n nicht durch eine Vertexkontraktion aus gréfleren Diagrammen gewonnen
werden.
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Fiir die Auswertung in den folgenden Abschnitten sei noch darauf hingewiesen, daf}
sich die Erwartungswerte ([432)) offenbar auch folgendermafien schreiben lassen

() 7% = (Dg| P P|®o) | (4.34a)
(s hye )7 = (ol (P, B) (Pihy.,, P;)| @) - (4.34Db)

4.4 Berechnung der atomaren Besetzungen

In diesem Abschnitt wollen wir die Erwartungswerte der lokalen atomaren Beset-
zungsoperatoren im Limes unendlicher Raumdimension berechnen. Aus Gleichung

(M.34a)) erhalten wir direkt mit Hilfe von (3.179)

Die Variationsparameter Ar koénnen iiber diese Gleichung durch die Erwartungs-
werte mrp ersetzt werden, die damit als neue Variationsparameter dienen. In diesem
Zusammenhang konnen wir uns leicht davon iiberzeugen, dafi die Bedingung (4.17al),

(o] P?| o) = <2F: Aprir)o = ;mr =1, (4.36)

automatisch erfiillt ist, wenn wir die lokale Vollstdndigkeit der Erwartungswerte
mr beachten. Diese Relation legt uns zum Beispiel den Erwartungswert fiir das
Auftreten eines leeren Gitterplatzes fest,

mpg=1— > mr. (4.37)
T'0)

Fiir die weitere Rechnung schreiben wir den Operator P zuniichst in der Form

P =3 Muptirre (4.38)
HH
wobel wir die Koeffizienten
T

eingefiithrt haben. In unendlicher Dimension folgt dann fiir die Erwartungswerte von
Besetzungs- und Transferoperatoren der atomaren Konfigurationszustéinde

Myre = () = (Privyse Po
= > A o N (T T TP 14 )0
H1,H2,H3,Ha

= Z >\]C’H>\Hl7;cm},€0 . (440)
K
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Fiir H = H’ erhalten wir speziell

mpy = MyH = Z|)\K,H|2mlfé’0 . (441)
K
Die Bedingungsgleichungen (4.I7) fithren neben (4.37) zu weiteren Einschrankun-
gen fiir die Variationsparameter Ar (bzw. mr). Wir werden nun zeigen, daf sie die
Erwartungswerte fiir die lokalen Einfach-Besetzungen mp (mit |I'| = 1) festlegen.

Wir multiplizieren beide Seiten von (@I6) mit At h,, und bilden den Erwartungswert
in |®0). Mit Hilfe der Vollstéindigkeitsrelation (Z28) und Gleichung (.6h) erhalten

wir dann fiir (417D

(hfhy Yo =D MY A Al (Wt byt - (4.42)
r HH

Offenbar ist der rechts stehende Erwartungswert nur dann ungleich Null, wenn H =
JUo und H' = J Uo, wobei o,0" ¢ J. Damit folgt

(hthy s )o = fsgn(o”, Tfsgn(o, T) (M g0o.0n)o (4.43)
und aus ({.42) wird mit Hilfe von (Z.35])

mr h,
n"06, 5 = ; o ; fsgn(o’, J)fsgn(o, j)A(jUU,),FA;(on)mjg(M,) . (4.44)

Die Gleichungen (4.44) legen die Einfach-Besetzungen mr und die Matrixelemen-
te A (jeweils fiir || = 1) fest. Der Wert dieser Matrixelemente war durch den
atomaren Hamiltonoperator (2.2) nicht bestimmt und daher im Abschnitt [4.1] offen
geblieben.
Die Losung des Gleichungssystems (4.44) findet man durch Diagonalisierung der
2N -dimensionalen Matrix Z mit den Elementen
nh0 mr / m}}(L)J(J o)
Zoot = —5500,0'— o — Y. fsgn(o, J)fsgn(o, j)A(JUU/)7FAF7(jUJ)T()7 .
Mo =2 " 7 (0.0 27) M(o0)
(4.45)
Alle GréBen in Z sind bestimmt, sobald die Wellenfunktion |®,) und die Variations-
parameter my fiir |I'| > 2 festgelegt sind. Die Matrix Z wird nach Gleichung ([@24)
gerade durch die noch unbestimmte Ein-Teilchen-Untermatrix in A diagonalisiert

N AorZeo Al 5 = Sr v AR (T =1). (4.46)

o,0’

Die Besetzungen myp (mit |I'| = 1) kénnen wir iiber die hierbei bestimmten Eigen-
werte A% gewinnen,

mr =AY |Agr[Pmi° (T =1). (4.47)
Aufgrund von Symmetrien ist die Dimension der in (f4€) effektiv zu diagonalisie-

renden Matrix gleich der Zahl der indquivalenten Orbitale pro Gitterplatz und damit
in der Regel deutlich kleiner als 2/V.
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4.5 Bestimmung der kinetischen Energie

In diesem Abschnitt werden wir den Erwartungswert ({.I8D]) eines Hiipfoperators
in unendlicher Dimension bestimmen. Uber Gleichung ([@I9) war dieser mit dem
entsprechenden Erwartungswert (4.33) in der transformierten Basis verkniipft. Mit
Hilfe der Riicktransformation

<h;;_aghj; J>0 - Z Fﬁ;f’ ’y:Fj’y ol < ;’_’y:éj;“/}>0 (448>
N
finden wir dann

At A - E +

C
VY

0i,05,0},0" G

cmr"y’F]'y O’ < j_fy’cj'y>0 (7'7&])

(4.49)

qz 0 q] o

Das verbleibende Problem ist also die Bestimmung der ¢g-Matrix in (E33)).

Im Rest dieses Abschnitts ignorieren wir wieder die Ortsindizes. Ausgangspunkt
unserer Rechnung ist die Gleichung (£.34h)). Fiir P verwenden wir den Ausdruck
(#38) und erhalten damit

DL+ D ~ L+
PhUP— Z )‘7'(1,7’(2)‘7'(3,7’(47”7'(1,7’(2}7'0mHs,H4' (45())
Hi,Ha,H3, Ha

Mit der Dirac-Darstellung der Operatoren 1y 3¢ = |H)(H'| folgt hieraus

Phip = ST Nt e Mt (Mo | B [ Ha )i, 24,
Hi,Ho,H3,Ha

= Z )‘HLHz )\H37H4fsgn(a, H3)5H27H3UJmH17H4 . (451)
Hi,Ho,H3,Ha

Man beachte, daf8 hierbei o ¢ Hjz und [H;| = |H4|+ 1 ist. In unendlicher Dimension
ist (E51) nur dann ungleich Null, wenn H; = H' U o’ (¢/ ¢ H') und Hy = H'.
Andernfalls entstiinden in (£.34D) entweder lokale Fock-Terme oder mehr als zwei
Linien zwischen den Gitterplédtzen i und j. Fiir o’ ¢ H’ definieren wir den Operator

e = 1 22 T (1-al), (4.52)

YEH\o'  yeH\o’

setzen H3 = H und erhalten damit

A

P ﬁ:{P = Z izj; Z Z ArUon), (Hue) A Esgn (o, H ) fsgn (o, H')m%ﬂ, )
o’ H' (o'¢H'") H(c¢H)
(4.53)

Da bei der Anwendung des Wick’schen Theorems nur der Operator A}, eine vom
Gitterplatz wegfiihrende Linie erzeugen darf, folgt hieraus direkt

V& = Z Z )\('H’UO"),('HUO'))\'H7'H’fsgn(o-7H)fsgn(o-/aH/)<mg’2’,7{’>0‘ (4.54)
H' (o' ¢H') H (0 ¢H)
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Mit Hilfe der Gleichungen (4.35) und (£.39) sowie der einfachen Beziechung

h,0 h,0 _h,0
o Mgy Moy M (41 1)
s = ;2 - | T 4

erhalten wir damit abschlieend fiir die Elemente der ¢g-Matrix

7 - T S (45

(1 — N, F T ml—\mr/

X Z fsgn U H )ngIl(U H)\/ H’UO’ meE)A HUO’ A(H’UU’),FAI—L_’,H’AH,F/ .

H,H
(cgH,o'gH’)

Mit Hilfe von Gleichung (4.49) kénnen wir den Erwartungswert derjenigen Anteile
im Ein-Teilchen-Hamiltonoperator H;, die Hiipfprozesse zwischen unterschiedlichen
Gitterplatzen darstellen, folgendermaflen zusammenfassen. Setzen wir

= > e (4.57)
Z#J e
dann folgt

() =Y EHE a0 (4.584)
#5717

_'ylvﬂyl . 7277 +

tlﬂ 1 e Z ql 0'2q] 0—2‘F’2 01,71 ] ,\/1 0_1 Z t 2 i 7270_2FJ ! ’72 . (4.58b)
01,01,02,04 Y2574

Der Erwartungswert von (BL7) 148t sich also als Energie eines Ein-Teilchen-
Hamiltonoperators mit effektiven Hiipfmatrixelementen ¢ interpretieren. Die Grofien
t sollten nicht mit den entsprechenden Parametern in unendlicher Raumdimension
verwechselt werden (vgl. Gleichung (2:39)).

Zur vollstindigen Bestimmung der variationellen kinetischen Energie (M) miissen
wir nun noch die On-Site-Beitrdge in H; auswerten. Diese Rechnung erfolgt im
néchsten Abschnitt.

4.6 Berechnung der lokalen Ein-Teilchen-Dichte-
matrix

Der Hamiltonoperator H; kann neben den On-Site-Energien t;” = €;.., auch Terme
der Form ;7 mit v # +" enthalten. Daher miissen wir in diesem letzten Abschnitt

noch einen Ausdruck fiir die korrelierte lokale Ein-Teilchen-Dichtematrix

Coiy = (€], 641) (4.59)
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herleiten. Die lokalen Brutto-Besetzungen sind dann die Diagonalelemente dieser
Matrix, n, = C, .

Wir driicken (.59) zunéchst in der transformierten Basis aus

C’Ylv'\/i Z F Y1,01 HO'1 UlFO—/ »Yi ) (460&)
g1 Ul
Hppoi = (hihy). (4.60D)

Man beachte, da die lokale Ein-Teilchen-Dichtematrix H im Gegensatz zu (izjl ﬁa,l)o
nicht notwendigerweise diagonal ist. In unendlicher Dimension kénnen wir die Ele-
mente von H leicht berechnen. Aus (£38§)) folgt

Hy, o1 = (Phi hy,Po (4.61)

— 5 h+ A
- Z >\'H1 JHo >\'H3 JH4 <m7'(1 JHa hal h’o"l M H3 Hy >0
Hi,Ho,Hsz,Ha

In unendlicher Dimension muf gelten, H; = Hy = H', H3 = HUo] und Hy = HUoy,
wobei 01,07 ¢ ‘H. Damit erhalten wir

Hy or = Z fsgn(oy, H)fsgn(oy, H) Z)\Hgnum AHUJLHlmfﬁ? (4.62)
H (01,0, &H) H
- ¥ <fsgn(01,H)ngn(<fi,H)
H (01,01 ¢H)
mrmrs h,0
X Z FHUJlAHUU F’ZAH’ rAf H’mH’> .
i mm?,

Die Matrix H ist also bei Vorgabe der Variationsparameter mp (JI'| > 2) und der
Ein-Teilchen-Wellenfunktion |®4) bekannt. Mit Hilfe von Gleichung (&60al) erhalten
wir dann fiir die lokale Ein-Teilchen-Energie

Z M (@;rl@yﬂ — Z Z t“”iFmangl olFa o (4.63)

’ ’ /
Y171 71,71 01,04

Auch den Ausdruck (L63) konnen wir formal als Energie eines effektiven Ein-
Teilchen-Modells interpretieren. Hierzu diagonalisieren wir H zunéchst mit Hilfe
einer unitdren Matrix X,

(X)" HX = diag(i") , (4.64)

was auf Grund der Hermitizitdt von H immer moglich ist. Damit konnen wir die
Elemente von H schreiben als

_ +
H0'170'i - Z XO'l o2 02 02n02X02 o}

o9 02

= > X, ;320 (hi,hoyoX ) o0 (4.65)

o) 02 Nos
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Den Erwartungswert <h h,, )o transformieren wir zuriick in die Basis der c-

g2 0'

Operatoren und erhalten damit fiir die Elemente der Ein-Teilchen-Dichtematrix C,

h
=3, > FLLF, X "2X+ F Fh . (4.66)

92,727 12,027 01,02, 05,017 1,017 o,

’Yl 771
’
’727'\/2 01701702702

Dieser Ausdruck erlaubt uns, die On-Site-Energie (4.63) ebenfalls als Erwartungs-
wert eines Ein-Teilchen-Hamiltonoperators zu schreiben,

S hene,) = Y iRh(Ehe ), (4.67)

Y1,Y] Y257

wobei die effektiven lokalen Hiipfmatrixelemente ¢ gegeben sind durch

£z = Z tmm Z nyl crlF(;t,'yl Z X01 o2, 02 ol J&FC;Z,’YQF’Y oy " (468>

!
Y171 o1 ,0'1 o2 ,02



Kapitel 5

Spezialfille

In diesem Kapitel werden die allgemeinen Ergebnisse aus Kapitel [4] in drei spe-
ziellen Fillen ausgewertet. In Abschnitt B.1l fassen wir zunéchst die wesentlichen
Ergebnisse aus Kapitel Ml fiir den Fall verschwindender Fock-Terme zusammen. An-
schlieBend wenden wir diese Ergebnisse auf Hamiltonoperatoren mit reiner Dichte-
Wechselwirkung (Abschnitt 5.2]) sowie auf das Zwei-Orbital-Modell (Abschnitt (53))
an. In beiden Féllen ergeben sich signifikante Vereinfachungen der allgemeinen Er-
gebnisse aus Kapitel [4l.

5.1 Wellenfunktionen mit verschwindenden Fock-
Termen

In diesem Abschnitt wollen wir die allgemeinen Ergebnisse aus Kapitel [ im Falle
verschwindender Fock-Terme zusammenfassen. Wir gehen also vom allgemeinen Ha-
miltonoperator (Z1]) aus und verlangen von der Ein-Teilchen-Wellenfunktion |®g)

in (BI7a), daB
(Do|&,C1.0|Po) =0 fiir o # 0. (5.1)

Diese Gleichung ist in vielen Fillen problemlos zu erfiillen. Sie gilt zum Beispiel,
wenn in der orbitalen Basis jede Darstellung der Symmetriegruppe héchstens einmal
vertreten ist und die Ein-Teilchen-Wellenfunktion |®q) die Symmetrie des Gitters
besitzt. Ein Beweis fiir diese allgemeine Aussage wird im Anhang [Bl gegeben. In
kubischer Symmetrie bedeutet dies zum Beispiel, dafl jeweils nur ein Satz von s, p, e,
und ¢y, Orbitalen vorkommen darf.

In Kapitel @l wurde gezeigt, dafl sich der Erwartungswert des Hamiltonoperators
(21) im Limes unendlicher Raumdimension folgendermafien schreiben 148t:

N B ro .
<H> = Z tio,-;p—l <C7—:i;_0'1 Cj;o"l)(] _'_ Z €i;0ni;o' + Z Ei;l"mi;l" 5 (52&)
i#5;01,0% ;0 (3
7 = 3 ek, (5.2D)
02,0},

39
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Die effektiven Hiipfmatrixelemente ¢ definieren Quasiteilchenbénder, deren Breite
und Form durch die Elemente der g-Matrix beeinflufit werden. Diese Matrix ist auf
Grund der Austauschterme im atomaren Hamiltonoperator (2.2)) nicht-diagonal und
ihre Elemente sind gegeben durch

\/ 49 1/ 5.3
l—n, 1“1“/ mmy, (5:3)

>< Z fsgn U [/)fsgn(O' I)\/m(l, )mI/TF (IUJ)T(IIUO'/),FT—";7I/TI,F/ .

1,1’
(0gl,0'gl’)

Hierbei wurde bereits verwendet, dafl sich die urspriinglichen Variationsparame-
ter Ajr durch physikalisch motiviertere Gréfien, nédmlich die atomaren Besetzun-
gen m;,r ausdriicken lassen. Die Beziehung zwischen beiden ist gegeben durch
mgr

0
mi;f‘

2 = (5.4)

Aufgrund der Vollsténdigkeitsrelation (2.28) ist der Erwartungswert fiir das Auftre-
ten eines leeren Gitterplatzes eine Funktion der {ibrigen atomaren Besetzungswahr-

scheinlichkeiten
mig=1— Z mir — Z mir . (5.5)

r(r=1) r(Ir1=2)
Die Quadrate der Variationsparameter fiir die atomaren Einfach-Besetzungen A2
(mit |I'] = 1) sind die Eigenwerte der 2N dimensionalen Matrix Z mit den Elementen

0

ng mrp
Zy oy = W(S(w/ — Z = Z fsgn(o’, I)fsgn(o, DT 1067, TFJC(IUJ)
4 r(|r|>2) "1 I(o,0'¢I)

m?U(O’,O”)

—

M(a0")
(5.6)

Die in Abschnitt unbestimmt gebliebene unitire Matrix 75 p fiir die Einfach-

Besetzungen (|['| = 1) ist so zu wihlen, dafl sie Z diagonalisiert,

T2y e Tr s = diag(AR) (7] =1) . (5.7)

g,

Mit Hilfe der so bestimmten Parameter A2 sind iiber (5.4)) auch die Erwartungswerte
fir die Einfach-Besetzungen mr (|I'| = 1) bekannt. Die lokalen Dichten n;,, lassen
sich mit Hilfe der Gleichung

= > myy (5.8)

I(o€l)
berechnen, wobei die Konfigurationsbesetzungen m,.; durch

2
ZF

Tfr Trer| mi g (5.9)

mgr =

gegeben sind.

Damit sind alle Gréfen in (5.2) als Funktion der Variationsparameter m;r und der
Wellenfunktion |®g) bekannt und die verbleibende Aufgabe ist die (in der Regel)
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numerische Minimierung von (ﬁ[ ). Ein hierbei prinzipiell durchfiihrbarer Weg ist
der folgende. Man fixiere die Parameter m;r sowie eine Ausgangswellenfunktion
| i), die wiederum lokale Dichten n{2" festlegt. Die Wellenfunktion [®3“) sei dann
der Grundzustand des effektiven Eln—Teﬂchen—Hamiltonoperators

f{eff,in _ Z taa znAZ—i-J j o + Zelnﬁza + ZEi;Fmi;F , (510&)
i#j;0,0’ I
' nm
En = el (5.10b)

ZO'

Die durch |®3“) festgelegten lokalen Dichten n “* dienen als Ausgangspunkt fiir den
néchsten Iterationsschritt. Auf diese Weise erglbt sich iterativ fiir fixierte Parame-
ter myp ein optimales |®P"). Nach der globalen Minimierung von (H) beziiglich der
Parameter m;r erhélt man einen optimalen Ein-Teilchen-Hamiltonoperator Helf opt
dessen Quasiteilchen-Bandstruktur mit experimentellen Ergebnissen verglichen wer-
den kann. Die auf diese Weise erhaltenen Quasiteilchen werden jedoch allenfalls in
der Néhe der Fermi-Kante eine akzeptable Beschreibung des zugrundeliegenden Sy-
stems liefern.

Einen Weg, iiber den man die Gutzwiller-Methode auch bei endlichen Temperaturen
einsetzen kann, wurde zum Ein-Band-Modell von Vollhardt vorgeschlagen [35]. Die
variationelle Grundzustandsenergie ist eine Funktion der Besetzungen im k-Raum.
Uber differenziell kleine Verformungen der Fermifliche lassen sich Fermifliissigkeits-
parameter des Systems numerisch bestimmen [35]. Diese Grofien ermoglichen eine
Beschreibung des metallischen korrelierten Elektronensystems fiir kleine Anregungs-
energien und bei niedrigen Temperaturen [27, h4].

5.2 Hamiltonoperatoren mit rein dichteartiger
Wechselwirkung

01,02;03,04

Setzen wir die nicht diagonalen Terme J; im atomaren Hamiltonoperator

(Z2) gleich Null, so folgt
Trr=orr, (5.11)

da die Konfigurationszustinde |I) in diesem Fall auch die Eigenzustinde des
Atoms sind. Unter diesen Umsténden erhalten wir die Klasse der Gutzwiller-
Wellenfunktionen mit reiner Dichte-Wechselwirkung ([BI9). Fiir diese Klasse von
Wellenfunktionen verschwinden alle Austauschterme in (2.2)), wenn wir zusétzlich
annehmen, dafl Gleichung (&) erfiillt ist. Daher ergibt sich in diesen Wellenfunk-
tionen fiir beide Hamiltonoperatoren (2.2]) und (2.3]) der gleiche Energieausdruck.

Aus Cleichung (5.II) folgt die Diagonalitit der Z-Matrix (5.6). Mit Hilfe der
Vollstéandigkeitsrelation

Niw = Mio + D Mg (5.12)
I(|1|>2,0€1)
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erhalten wir als Eigenwerte von Z

ndy = Nise + Miyg
AL, = — —5 : (5.13)

;0

Aus einem Vergleich mit (B4) ergibt sich dann

Ny = n?;a . (5.14)

Dieses Ergebnis konnen wir etwas direkter auch folgendermafien finden. In Kapitel [
wurde gezeigt, dafl in unendlicher Dimension

<ﬁi;a> - <}32 ﬁi;aé)O - <ﬁi;aj5i2;G>0 (515)

gilt. Der zweite Rechenschritt ist hierbei moglich, weil der Gutzwiller-Korrelator P,
nur Dichte-Operatoren enthilt. Mit Hilfe von Gleichung (H.17h) folgt dann direkt
(B.I14). Die Gleichungen (5.12) und (B.14) gestatten uns, die Erwartungswerte von
Einfach-Besetzungen m, explizit als Funktion der lokalen Dichten in |®¢) und der
Variationsparameter m;.; mit || > 2 anzugeben

Miyo = n?;a + Z M1 - (5.16)
1(|I|>2,0€1)

Dies war fiir die Hamiltonoperatoren mit vollsténdiger atomarer Wechselwirkung im
allgemeinen nicht moglich, da in diesem Fall zunéchst die Z-Matrix diagonalisiert
werden muf3.

Im Falle reiner Dichte-Wechselwirkungen und fiir Wellenfunktionen, die die Bedin-
gung (B.0)) erfiillen, werden unterschiedliche lokale Konfigurationen nicht gemischt.

Dabher ist die g-Matrix (5.3]) diagonal, was formal wieder leicht aus Gleichung (511))
folgt. Fiir die Diagonalelemente erhalten wir

Vi =\, = R g Z W (5.17a)

und der Erwartungswert des Hamiltonoperators vereinfacht sich damit zu

Z tf;rw/ o1/ qj;0' (C < i:5Cjio00 0+Zei;gngg+z7{i;171mi;1 . (517b)
;0 34

i#£j;0,0'

Fiir translationsinvariante Systeme ist dieser Ausdruck identisch mit dem Ergebnis
der Gutzwiller-Néherung (siche Anhang [Al).

5.3 Das Zwei-Orbital-Modell

Bereits in Kapitel 2.3 wurde der atomare Anteil eines aus zwei e, Orbitalen bestehen-
den Modell-Hamiltonoperators diskutiert. In diesem Abschnitt stellen wir zunéchst
den Ein-Teilchen-Hamiltonoperator dieses Systems vor. Anschlieend bestimmen wir

die variationelle Grundzustandsenergie mit Hilfe der allgemeinen Ergebnisse aus den
Abschnitten 5.1 und
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5.3.1 Der Ein-Teilchen-Hamiltonoperator

Wir werden im folgenden einen drei-dimensionalen Tight-binding-Hamiltonoperator
mit nachsten und iiberndchsten Hiipfmatrixelementen verwenden. Die Matrixele-
mente werden in der Zwei-Zentren-Ndherung behandelt. Fiir die Parameter ¢4, , tagr
und 445 (siehe: Slater und Koster [55]) wihlen wir die realistischen Werte

tl) = —1eV,t5) = —0.25¢eV (5.18a)
tddo . tddw . tdd& =1: (—03) :0.1. (518b)
Durch die Beriicksichtigung auch iibernéchster Hiipfmatrixelemente werden patho-
logische Eigenschaften der Energiebénder, wie zum Beispiel eine “perfect-nesting”-

Situation bei halber Bandfiillung, vermieden. Mit den Parametern (5.I8]) erhalten
wir als Dispersionsrelation fiir die reinen 322 —7? (b = 1) bzw. 22 —y? (b = 2) Béinder

a(k) = tW((1/2)cosk, + (1/2) cosky, +2cosk,) + (3/2)t\) (cos ky + cos k)
+t2) cos k, cos ky, + [(1/4)t2) + 3t2) J(cos ky + cos k,) cos k,
+3t2) (cos ky cos k, + (1/4) cosk, cosk, + (1/4) cos k, cos k) , (5.19a)
ea(k) = (3/2)t((iz)a(cosk + cos ky) + ddé((1/2) cosky + (1/2) cosky, + 2 cos k)
+4t%) cos k, cos k, + 13/t + 2+ (9/4)t'3) (cos ky, + cos ky) cosk, .

(5.19Db)
Die Hybridisierungs-Matrixelemente sind gegeben durch
cia(k) = en(k) = (V3/2)[~tl, + typs)(cos k, — cos k) (5.19¢)

+[(\/7/ )tddo \/_tdd7T (3\/5/4)15[(;}5](005@—003@) cosk, .

Hierbei wurde die kubische Gitterkonstante gleich Eins gesetzt. Man beachte, dafl
das Symbol ¢ in [5.19] der Nomenklatur von Slater und Koster [55] entstammt und
mit den Spin-Orbital-Zustinden o in keiner Beziehung steht. Im folgenden setzen
wir
— (b,0), (5.20)

wobei ¢ nun die beiden Spinzustdnde T und | représentiere.
Der Ein-Teilchen-Hamiltonoperator wird im k-Raum durch die Transformation

Mo = COSORCL,+siNdr iy, (5.21a)
Mo = — SNk, +C0Sorily, (5.21b)

diagonalisiert, wobei die Winkel ¢, durch

2612(]{7)

n200) = 2 — k)

(5.21c)
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bestimmt sind. Fiir die Dispersionsrelationen der Bénder 7 erhalten wir damit

Em%%ziﬁg;i@id<2@§;ﬁ@>+WQ%W. (5.22)

Entlang der Linie (§,&,&) in der irreduziblen Brillouinzone sind die beiden Béander
entartet und die Bandbreite betrigt W = 6.6eV. Als Ein-Teilchen-Zustand |®)

wahlen wir
|q)0> = H H H ﬁl:—l;l,aﬁljg;Z,U|0> . (523)

(B1 (k1)< B, ) (Ez(kQI;zSEF,U)
Die Fermiflichen beider Bénder sind invariant unter den Symmetrieoperationen
des Gitters. Da die e,-Orbitale zu genau einer Darstellung der Symmetriegruppe
gehoren, ist somit das Verschwinden der Fock-Terme (5.0)) gewéhrleistet. Wegen der
Entartung der Orbitale miissen die beiden Teilzustandsdichten

Di(e) = —+ ZCOS (¢x)0(e — Exr(k)) + sin®(¢)d(e — Ex(k)) ,  (5.24a)

Dofe) = —zsm (61)0(e — Ex(R)) + cos?(@n)d(e — Ba(k))  (5.24b)

identisch sein, d.h.
Di(e) = Dy(e) = Dy(e)/2 . (5.25)

Die lokalen Dichten | B
F,o
@p:§/ deDo(e) (5.26)

sind daher unabhéngig vom jeweiligen Bandindex, d.h. n{, = nj , = nJ. Dasselbe
gilt fiir die Einfach- und Dreifachbesetzungen, s1, = 53, = s, und 1, = t2, = t,
(zur Nomenklatur: sieche Tabelle 2.1]).

Man beachte, dafl die Zahl der T und der | Elektronen nicht notwendigerweise gleich
sein muf} und eine ferromagnetische Losung daher nicht ausgeschlossen wird. Zum
Verstindnis der ferromagnetischen Ubergéinge wird es hilfreich sein, die Zustands-
dichte an der Fermi-Kante Dy(EF,) zu betrachten. Diese Grofe ist als Funktion
der Bandfiillung nY und der Fermi-Energie Er, in Abbildung B.1] dargestellt. Wir
werden spiter (in Kapitel [B) im halb gefiillten Fall (n = 0.5) den Brinkmann-
Rice-Metall-Isolator-Ubergang und bei den Bandfiillungen n? = 0.29 und n2 = 0.35
das Auftreten von itinerantem Ferromagnetismus untersuchen. Beim Maximum der
Zustandsdichte (nl = 0.29) ist die stirkste Neigung zum Ferromagnetismus zu er-
warten.

Bei der Untersuchung ferromagnetischer Losungen gehen wir von zwei spinabhéngi-
gen Fermi-Energien aus, die jeweils Funktionen der Bandfiillungen sind. Eine in
der Literatur verbreitete Alternativbetrachtung besteht darin, die Fermi-Energien
fiir beide Spinrichtungen zu fixieren und das Minoritéts- gegen das Majoritatsband
energetisch zu verschieben. Die physikalischen Ergebnisse sind selbstverstandlich
unabhéngig von der gewahlten Betrachtungsweise.
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el eV

Abbildung 5.1: Modellzustandsdichte an der Fermiekante als Funktion a) der
Bandfiillung n, = n/4 und b) der Fermi-Energie. Die gepunktete Linie deutet die
Bandfiillungen an, bei denen das System in Kapitel [0l numerisch untersucht wird.
Die Bandbreite betrégt 6.6.eV.
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5.3.2 Variationelle Grundzustandsenergie

In diesem Abschnitt leiten wir die explizite Gestalt der variationellen Grundzustand-
senergien (A.2) und (A.I7h) fiir das Zwei-Band-Modell her. Die allgemeinen Ener-
gieausdriicke liefern nur im Limes unendlicher Raumdimension eine obere Schranke
fiir die Energie. Daher stellt ihre Anwendung auf ein drei-dimensionales System eine
zusatzliche Ndherung dar.

Zuniichst beweisen wir, daf die Z-Matrix (56) diagonal ist. Im Zwei-Orbital-Atom
sind alle Konfigurationszustédnde |I) mit |I| # 2 auch Eigenzustinde des Atoms
(siehe Tabelle ZT)). Im Falle |I| = |I'| # 2 gilt also T} r = 0 r. Fiir diese Besetzungen
erzwingen die Faktoren T} JUO-)J"T;: (Juor) I ((56), dal JUo = I = JUo' und damit o =
o’. Die gleiche Argumentation gilt fiir die beiden Zustédnde 6 und 8 in Tabelle 211 In
den {ibrigen Féllen mit |T'| = 2 setzen wir J = v wobei v # o, ¢’. Da diese Zusténde
nach Tabelle 211 die Form |T) = 1/1/2[|o1, 03) % |03, 04)] mit (1, 02) N (3, 04) = 0
besitzen, muf} entweder (v,0) = (01,02) = (7,0’) oder (y,0) = (03,04) = (7v,0")
erfiillt sein. Dies ist nur moglich, wenn o = o”.

Im folgenden verwenden wir nun wieder die modifizierte Indizierung (£.20). Auf-
grund der Entartung der Orbitale gilt

my = mY (5.27)
fiir alle I'; I mit |I'| = |I|. Da Gleichung (5.9) in diesem Fall die Form

mr =Y |Trr[*mr (5.28)
T

annimmt, erhalten wir aus (5.0)
ne =nd . (5.29)

o

Damit lassen sich die Erwartungswerte fiir Einfach-Besetzungen und die Zahl lee-
rer Plitze folgendermaflen als Funktion der Mehrfach-Besetzungen schreiben (zur
Notation, siche Tabelle [ZTI)

1
s = my— df"+t_g+2tg+f+§(dA+2dE+d,?)} , (5.30a)
e = 1—2ny—2n, +d] +di* +d) +da+2dp + 4t; + 4t + 3f . (5.30b)

Analog zum Beweis der Diagonalitit der Z-Matrix 1i8t sich zeigen, daB auch die G-
Matrix diagonal ist. Die Matrixelemente héngen wegen der Entartung der Orbitale
alleine vom Spin ab,

@G — 4 (0=1,1) (5.31)

Aus diesem Grund werden die Dispersionsrelationen der beiden n-Béander durch den
gleichen Faktor ¢, renormiert. Der in Abschnitt B.1] diskutierte Selbstkonsistenzzy-
klus fiir die Wellenfunktion |®) wiirde daher bereits nach einer Iteration abbrechen
und das optimale |®g) liefern.
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Eine einfache Rechnung ergibt als expliziten Ausdruck fiir die ¢-Faktoren

N
v (Ve i) i (Va7 )]

Bezeichnen wir die kinetische Energie der T und | Elektronen in der Wellenfunktion

E Neg
oo = / "7 de eDyle) (5.33)

so erhalten wir fiir die variationelle Grundzustandsenergie
B = Y gog0 + (U = D)(d]T +di + ) (5.34)
+2U + J)dg + (U + J)da+ QU +4U" = 2J)(ty + ¢, + f) .

Dieser Ausdruck muB hinsichtlich der acht Variationsparameter d;', dit, d?, dg, da,
tr, t;, f und fiir gegebene Bandfiillungen n, numerisch minimiert werden.

Im Spezialfall einer paramagnetischen Wellenfunktion mit n; = n; reduziert sich
die Zahl der Variationsparameter auf fiinf, d?7 = d? = d;, t, = t. AuBerdem gilt in
diesem Fall ¢, = ¢, sy = s, und €, o = €.
Fiir Gutzwiller-Wellenfunktionen mit reinen Dichte-Wechselwirkungen erhalten wir
fiir die variationelle Grundzustandsenergie

Edens = Z (ja E(7,0 + (U/ - J)(d{T + d%l)
+2U'ds + 2Ud, + (2U +4U" = 20)(t; + t, + f)

wobei die Faktoren g, die Form

o = | Vv (Vo v
+\/§(\/E+\/ﬁ)+\/z(\/m+\/}>r

annehmen. In diesem Fall gibt es sieben Variationsparameter, d{T, d{l, ds, d., t1, Ty,
und f (zur Nomenklatur: siche Tabellen 21 und 22)). Die Erwartungswerte fiir das
Auftreten von leeren und einfach besetzten Pliatzen sind als Funktion der Variati-
onsparameter gegeben durch

Sg = Ng—[d]° +t_o+2t, + f+d.+d4 , (5.36a)
e = 1—2n; —2n; +d' +di* +2d, +2d, + 4t; +4t, + 3f . (5.36b)

Abschlieflend wollen wir noch den Erwartungswert fiir das Quadrat eines lokalen
Spinoperators S; = (S, Si.y, Si.z) berechnen. Den Operator S; konnen wir im Rah-
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men der zweiten Quantisierung folgendermaflen schreiben (der Index ¢ wird unter-
driickt):

~ 1 A ~
b
S = 52855, (5.37b)
b
~ 1 R ~
S, = 5 > (A — M) - (5.37c)
b
Hierbei wurden die beiden Spin-Flip-Operatoren
Si o= &, (5.38a)
Sy = &6 (5.38b)

eingefiihrt. Fiir das Quadrat von S erhalten wir
3 ) . L
§% = 7 2 (g + o — 20y ) (5.39)
b

1
A A A A A A /\J’_ /\J’_ A A
‘I'Z Z (nb;Tnb’;T A Mg s — 20 7 + 4Cb;TCb';lcb’;TCb;l) :
bA
Die gesuchten Erwartungswerte dieses Operators in Wellenfunktionen mit reiner
Dichte- bzw. voller atomarer Wechselwirkung ergeben sich zu

i 3 1
(§2)%m = S(np+ng) +5(dl' +di) = 3de —dy = 3(ty +t,+ [), (5.40a)

R 3 1 3
<S2>atom — 5( T_‘_nl)_‘_i(dzT_}_dil—ng)—3dE—§dA_3(tT+tl+f)
(5.40D)

5.3.3 Die Hartree-Fock-Nidherung

Bei der Untersuchung ferromagnetischer Losungen im Zwei-Band-Modell werden
wir zum Vergleich auch Ergebnisse der Hartree-Fock-Néaherung vorstellen. In dieser
Néherung enthélt alleine die Ein-Teilchen-Wellenfunktion |®() geeignete Variati-
onsparameter wéihrend die Parameter \;p in (B.17) gleich Eins gesetzt werden. Im
Vergleich zum Gutzwiller-Verfahren wird also in der Hartree-Fock-Nédherung nur ein
variationeller Teilraum untersucht, so daf§ deren Ergebnisse prinzipiell (im Sinne ei-
ner Energieminimierung) schlechter sein miissen. Der Sinn eines Vergleichs liegt also
alleine darin, die Giite der Hartree-Fock-Néherung abzuschétzen.

Fiir samtliche im letzten Abschnitt hergeleiteten Groflen erhélt man die entspre-
chenden Ausdriicke in der Hartree-Fock-Nédherung, indem die Mehrfach-Besetzungen
durch die jeweiligen statistischen Erwartungswerte ersetzt werden, also zum Beispiel

di' = mm(l-n)(1-n), (5.41)
dc = nTnl(l - nT)(l - nl) N
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Da Erwartungswerte von Austauschoperatoren in der Hartree-Fock-Néherung ver-
schwinden, gibt es hier keinen Unterschied zwischen dem vollen atomaren und einem
rein dichteartigen Hamiltonoperator. Die ¢-Faktoren sind in der Hartree-Fock-Néhe-
rung gleich Eins und die Grundzustandenergie ist damit gegeben durch

EfF =", 0+ (U = J)(nyny +nyny) +2(U + U)nyn, (5.42)

Fiir das Quadrat des lokalen Spins erhalten wir

~

3 1
(S = g +ny) + 5y —ny)* = 3ngny (5:43)

(2






Kapitel 6

Numerische Resultate

In diesem Kapitel wenden wir unsere analytischen Ergebnisse numerisch auf das
Zwei-Band-Modell (siche Kapitel und [5.3) an. Zunéchst wird in Abschnitt
61 der Brinkmann-Rice-Metall-Isolator-Ubergang betrachtet. AnschlieBend unter-
suchen wir in Abschnitt das Auftreten von itinerantem Ferromagnetismus.

6.1 Der Brinkmann-Rice-Ubergang bei halber
Bandfiillung

Bereits in Abschnitt[3.1.2 hatten wir den paramagnetischen Brinkmann-Rice-Metall-
Isolator-Ubergang im Ein-Band-Modell diskutiert. Als wesentliches Charakteristi-
kum dieses Ubergangs stellten wir fest, daB er bei einem endlichen Korrelationspa-
rameter Ug auftritt und als Funktion von U sowohl in den Variationsparametern als
auch im Hopping-Reduktionsfaktor g stetig ablauft. Die Signifikanz dieses Ubergangs
wurde jedoch dadurch in Frage gestellt, dafl er fiir Gutzwiller-Wellenfunktionen in
endlicher Raumdimension nicht auftritt und daher ein Artefakt des Limes unendli-
cher Dimension sein konnte. Ein analoger Vorbehalt besteht daher auch bei den hier
zu diskutierenden Ergebnissen im Zwei-Band-Modell.

In Mehr-Band-Systemen gibt es Brinkmann-Rice-Ubergiinge bei allen ganzzahligen
Bandfiillungen 1 < n < 2N — 1, wobei n die Anzahl der Elektronen pro Atom ist
[44]. Im Falle zweier Bénder dhneln die Uberginge fiir n = 1 und n = 3 demjeni-
gen des Ein-Band-Modells. Sie sind insbesondere stetig in allen Variationsparame-
tern. Da die Austauschwechselwirkung bei diesen Bandfiillungen keine grofie Rolle
spielt, unterscheiden sich die Ergebnisse fiir Hamiltonoperatoren mit reiner Dichte-
Wechselwirkung (siehe [45, [46]) und voller atomarer Wechselwirkung kaum. Wir be-
schrénken uns daher hier auf den interessanteren Fall halber Bandfiillung (n = 2),
bei dem es in der Regel zu einem unstetigen Ubergang sowohl in den Variations-
parametern als auch im Hopping-Reduktionsfaktor ¢ kommt. Der Faktor ¢ springt
also beim Brinkmann-Rice-Ubergang von einem endlichen Wert ¢ = gpg in der
metallischen Phase auf den Wert ¢ = 0 in der isolierenden Phase.

In Abbildung sind die Variationsparameter d;, dg, da, t, f fiir den vollen

51
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Abbildung 6.1: Variationsparameter bei halber Bandfiillung als Funktion von U und
fir J=02U (U =0.60").

atomaren Hamiltonoperator bei halber Bandfiillung als Funktion der Coulomb-
Wechselwirkung U aufgetragen. Im folgenden werden wir immer die Symmetrie-
beziehung (2.33]) verwenden, so dafl von den drei Korrelationsparametern U, U’ und
J jeweils nur zwei festzulegen sind. In Abbildung wurde J = 0.2U (und da-
mit U = 0.6 U) gewéhlt. Bei U = 0, also fiir unkorrelierte Elektronen, haben alle
Mehrfach-Besetzungen den gleichen Wert (n/4)* = 1/16. Mit ansteigendem U wird
zunehmend der Spin-Triplett-Zustand d; auf Kosten der iibrigen Zustdnde besetzt.
Beim Brinkmann-Rice-Ubergang springen alle Besetzungen auf ihre Werte im ato-
maren Limes, d.h fiir U > Upgpg bilden sich an jedem Gitterplatz lokale Spin-Tripletts
aus. Damit ist im Isolator d; = 1/3 wéhrend die iibrigen Besetzungen verschwinden.

In Abbildung [6.2] sind fiir verschiedene Verhéltnisse J/U die ¢g-Werte als Funktion
von U/|&| aufgetragen. Der Spezialfall J = 0 (U = U’) unterscheidet sich sowohl
quantitativ als auch qualitativ von den iibrigen Parameterwerten. Bei J = 0 ist
der Brinkmann-Rice-Ubergang stetig, wobei jedoch bereits ein so kleiner Wert wie
J/U = 0.01 zu einem signifikanten Sprung von ¢ fiithrt. VergroBert man J/U, so
verkleinert sich die kritische Wechselwirkungsstérke Ugg erheblich, und bei einem
realistischen Wert von J = 0.1U (U’ = 0.8U) hat sie sich im Vergleich zu J = 0
bereits halbiert.



6.1. DER BRINKMANN-RICE-UBERGANG 93

1.0 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1
- J/U=0.45;0.2;0.1;0.05;0.02;0.01;0

0.8 -

0.6 -

T o4l :

0.2 _

0.0 ! | ! | ! 1 ! 1 ! 1 L
0 1 2 3 4 5 6

U/Iaol

Abbildung 6.2: Hopping-Reduktionsfaktor ¢ bei halber Bandfiillung als Funktion
von U und fir verschiedene feste Verhéltnisse J/U.

Nur im Falle J = 0 sind alle atomaren Zwei-Elektronen-Zusténde entartet. Daher
haben alle Doppelbesetzungen in der Néhe des Brinkmann-Rice-Ubergangs gleiches
Gewicht, und zwar sowohl in der metallischen als auch in der isolierenden Phase.
Bereits beliebig kleine Werte J > 0 heben diese Entartung auf und erzwingen im
isolierenden Zustand die ausschlieflliche Besetzung des Spin-Tripletts. Aus diesem
Grund stellt J = 0 einen pathologischen Spezialfall dar, der sich auch qualitativ von
der realen Situation J > 0 unterscheidet.

Im Falle J = 0 konnen wir den Energieausdruck (5.34) in der N#he des Brinkmann-
Rice-Ubergangs auf ein effektives Ein-Band-Modell abbilden und so den kritischen
Wert Ugpr analytisch berechnen (siehe auch [56]). Hierzu setzen wir e = f = 0,
was auf Grund der Stetigkeit des Ubergangs in der Nihe von Ugp erlaubt ist. Alle
Einfach-, Doppel-, und Dreifachbesetzungen sind jeweils gleich und werden mit s, d
und ¢ bezeichnet. Dann folgt aus (5.30)

s = t, (6.1a)
i = %(1—875), (6.1D)

und nur die Dreifachbesetzung ¢ stellt damit noch einen Variationsparameter dar.
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Abbildung 6.3: Hopping-Reduktionsfaktor ¢ beim Brinkmann-Rice-Ubergang als
Funktion von U’/U fiir die Gutzwiller-Wellenfunktionen mit voller atomarer Wech-
selwirkung (GW o) und rein dichteartiger Wechselwirkung (GW gens). Ebenfalls
abgebildet ist der g-Faktor fiir GW on, an der Stelle U = U (gestrichelte Linie).

Fiir den g-Faktor erhalten wir
q=241t(1—8t) (6.2)
und fiir die variationelle Grundzustandsenergie

E = ¢o+U(1+4), (6.3a)
€& = €0+€L0- (6.3b)

Dieser Ausdruck kann analog zum Ein-Band-Fall analytisch minimiert werden und
in Ubereinstimmung mit Abbildung erhalten wir als kritischer Wert fiir den
Brinkmann-Rice-Ubergang

UBR = 6|€0| . (64)

Wie wir gesehen haben, héngt die kritische Wechselwirkungsstirke Upp und die
GroBe von ¢ beim Phaseniibergang (qgr) stark von der Hund’schen Kopplung J/U
ab. Um diese Abhéngigkeit ndher zu studieren, ist in Abbildung[6.3lggr als Funktion
von (U’ /U) dargestellt. Fiir die Gutzwiller-Wellenfunktionen mit atomaren Wechsel-
wirkungen (GW g0m) gibt es ein Maximum ¢gg* ~ 0.4 bei U'/U ~ 0.9 (J/U =~ 0.05)
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und ein schwaches Minimum ¢# ~ 0.1 bei U'/U ~ 0.14 (J/U =~ 0.43). Im Ge-
gensatz dazu steigt die Kurve fiir Gutzwiller-Wellenfunktionen mit reiner Dichte-
Wechselwirkung (GWge,s) als Funktion von J/U monoton an und erreicht bei
U'JU = 0 den Wert ¢&7° ~ 0.6.

Im Bereich 0 < U’/U < 1 gilt immer ¢¥n* > qpp und zusitzlich Ugp > ULps
(siehe Abbildung [6.4)). Wie zu erwarten, wird also der metallische Zustand durch
die Beriicksichtigung der vollen atomaren Wechselwirkungen stabilisiert. Die beiden
Werte fiir den Ubergang liegen jedoch nahe beieinander, d.h. Ugp 2 Uks*. Um
diesen Bereich noch etwas nadher zu untersuchen, ist in Abbildung ebenfalls
der Wert des ¢-Faktors im Falle atomarer Korrelationen an der Stelle U = U&ps
dargestellt. Dieser Wert liegt sehr nahe bei ggp fiir die reinen Dichtekorrelationen.
Man kann also folgern, daf der g-Faktor als Funktion von U im Bereich U&#s <
U < Ugg sehr scharf, aber immer noch stetig, abnehmen muf}, bevor er an der Stelle

Uppr auf den Wert Null springt.

4

Der Brinkmann-Rice-Ubergang ist unstetig, weil das “metallische” und das “isolie-
rende” Minimum im Variationsparameterraum darum konkurrieren, zum globalen
Minimum zu werden. Im Gegensatz zum Ein-Band-Modell (und zum Zwei-Band-
Modell mit J = 0) miindet das metallische Minimum beim Vorliegen von mehr als
einer atomaren Energieskala nicht in das isolierende Minimum ein. Die Gréfle des
Sprungs von ¢ ist dabei ein Maf§ fiir den Abstand zwischen dem metallischen und
dem isolierenden Minimum im Variationsparameterraum.

Im Brinkmann-Rice-Isolator ist an jedem Gitterplatz nur der atomare Grundzustand
besetzt, wihrend im Metall energetisch hoher liegende Zusténde beigemischt werden.
Die Stiirke dieser Beimischung hingt in der Néhe des Brinkmann-Rice-Ubergangs
davon ab, wie grof3 der energetische Abstand zwischen dem atomaren Grundzustand
und den ersten angeregten Zustdnden ist. Die drei Zustidnde mit S = 1 und der
Energie U — 3.J haben einen Abstand 2.J von den Singlett-Zustinden 'E mit der
Energie U — J. Daher wird die metallische Phase in der Ndhe des Brinkmann-Rice-
Ubergangs fiir grofer werdendes J zunehmend von den S = 1 Zusténden dominiert
und der Sprung ggr nimmt dementsprechend zu. Wird J sehr grof§ (also bei U’ = 0)
so néhert sich die Energie der Drei-Elektronen-Zustande 3U —5.J derjenigen der Zwei-
Elektronen-Zustinde und d; wird zugunsten von ¢ wieder kleiner. Als Konsequenz
nimmt ¢gr dann ebenfalls ab.

Abbildung [6.4] stellt das paramagnetische Phasendiagramm (U,U’) bei halber
Bandfiillung dar. Man erkennt, daf§ die metallische Phase fiir J > 0 (U > U’) durch
die zusitzlichen atomaren Korrelationen (GW ) im Vergleich zum Fall reiner
Dichte-Wechselwirkung (GWge,s) stabilisiert wird. Weiterhin zeigt die Abbildung
den variationellen Energiegewinn der atomaren gegeniiber den rein dichteartigen
Wellenfunktionen. Dieser Gewinn ist jeweils fiir einen festen Wert U = U&%* be-
rechnet und als Funktion von U’/U aufgetragen. Fiir realistische Werte J/U = 0.1
ist der Energiegewinn von der GroBenordnung 0.1eV.

Im Falle J < 0 (U" > U) ist der metallische Zustand bei einer Einbeziehung der
vollen atomaren Wechselwirkung weniger stabil. Es ist bei dieser Parameterwahl zu
beachten, daf sich die jeweiligen isolierenden Zusténde fiir die beiden Variationswel-
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Abbildung 6.4: Phasendiagramm des Brinkmann-Rice-Ubergangs fiir Gutzwiller-
Wellenfunktionen mit voller atomarer Wechselwirkung (GW g0, ) und rein dichtear-
tiger Wechselwirkung (GW gep,s) jeweils als Funktion von U’/U (linke y-Achse). Die
gestrichelte Kurve zeigt die Energiedifferenz zwischen GW ;,,,, und GW s bei den
Korrelationswerten U = U&%* (rechte y-Achse).

lenfunktionen unterscheiden. Im einen Fall (GW g, ) ist der Grundzustand ' A; mit
der Energie U —|J| nicht entartet, wihrend im anderen Fall (GW.,,5) zwei entartete
Zusténde (d¢) mit der Energie U vorliegen.

Abschlieflend ist in Abbildung [6.5 der Erwartungswert des lokalen Spins (siehe Glei-
chung £.40h)
(S2) = Si(S; +1)

bei halber Bandfiillung dargestellt. Im Brinkmann-Rice-Isolator ist S;(S; + 1) = 2
(d.h. S; = 1) falls J > 0. Fiir J < 0 springt der lokale Spin bei Ugg auf Null, da
in diesem Fall nur der eine Singlett-Zustand 'A; besetzt wird. Wir betrachten im
folgenden nur den physikalischen Fall J > 0.

Bei verschwindender Wechselwirkung (U = 0) 148t sich der lokale Spin kombinato-
risch leicht bestimmen. Gitterpldtze mit Spin 1 oder 1/2 treten mit den Wahrschein-
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Abbildung 6.5: Wert des lokalen Spins (S?) in der paramagnetischen Gutzwiller-
Wellenfunktion mit voller atomarer Wechselwirkung, bei halber Bandfiillung und
fiir verschiedene Verhéltnisse J/U.

lichkeiten 3/16 bzw. 8/16 auf. Damit erhalten wir fiir den lokalen Spin
(S7) = (1/2)(1+ 1/2)(8/16) + 1(1 + 1)(3/16) = 3/4

was sich auch direkt mit Hilfe von Gleichung (5.43) zeigen 148t. Im Falle J = 0
steigt der lokale Spin nur schwach als Funktion von U an, und zwar bis auf den Wert
1(1+1)(3/6) =1 an der Stelle U = Ugg. Wie bereits diskutiert, ist der Brinkman-
Rice-Isolator bei J = 0 sechfach entartet. Demgegeniiber wird fiir J > 0 das Gewicht
der lokalen Triplett-Zustéinde in der Nihe des Brinkmann-Rice-Ubergangs immer
wichtiger. Damit nimmt (5?) an der Stelle U = Upg zunehmend groBere Werte an.
Erneut zeigen sich hier die sehr speziellen Eigenschaften des Systems bei J = 0.

Zusammenfassend kénnen wir festhalten, daf sich der Brinkmann-Rice-Ubergang in
einem Zwei-Band-Modell sowohl quantitativ als auch qualitativ erheblich von demje-
nigen im Ein-Band-Modell unterscheiden kann. Die Aussagekraft dieser variationel-
len Analyse zum Mott-Ubergang sollte zwar aus den bereits genannten Griinden
nicht zu hoch bewertet werden. Sie ist jedoch ein ernstzunehmender Hinweis dar-
auf, daB die atomare Multiplettstruktur den Mott-Ubergang in realen Materialien
erheblich beeinflussen kann und das héufig untersuchte Ein-Band-Hubbard-Modell
in diesem Zusammenhang womdglich zu einfach ist.
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6.2 Itineranter Ferromagnetismus

Die in Kapitel (.3] hergeleiteten Formeln erlauben auch die Beriicksichtigung von
ferromagnetischer Ordnung. Hierzu fiithren wir als zusétzlichen Variationsparameter
die mittlere Magnetisierung M ein

0<M=(nj—n)/2< My =n/4. (6.5)

In Abbildung 6.6l ist diese als Funktion von U und fiir einen festen Wert J/U = 0.2
(U'/JU = 0.6) aufgetragen. Die kritische Wechselwirkungsstérke fiir den ferroma-
gnetischen Ubergang (U#™) ist bei Beriicksichtigung der vollen atomaren Wech-
selwirkung ungefihr doppelt so groff wie der entsprechende Wert (UHT) in der
Hartree-Fock-Niaherung. Im Falle reiner Dichte-Wechselwirkungen liegt der Wert
Udns etwas unterhalb von U#°™. Fiir simtliche Wechselwirkungsstirken gilt die
Beziehung Myp(U) > Maens(U) > Mo (U), d.h. die Neigung zur Ausbildung von
ferromagnetischer Ordnung ist in der Hartree-Fock-Naherung am gréfiten und fiir
die Gutzwiller-Wellenfunktionen mit atomarer Wechselwirkung am kleinsten. Der
Anstieg der Magnetisierung als Funktion von U ist in der Hartree-Fock-N&herung
wesentlich steiler als fiir die beiden Gutzwiller-Wellenfunktionen.

Die Eigenschaften der ferromagnetischen Phase hédngen stark vom Spektrum der
jeweiligen Zwei-Elektronen-Zustéinde ab. Zur genaueren Analyse ist in Abbildung
auch der symmetriebedingt eigentlich ausgeschlossene Fall Jo = 0 dargestellt.
Fiir Jo = 0 werden im Vergleich zum vollen atomaren Spektrum nur die angeregten
Zustéinde modifiziert. Daher ist die Kurve M(U) nur leicht in Richtung kleinerer
Korrelationsparameter verschoben. Bei reinen Dichte-Wechselwirkungen wird dem-
gegeniiber auch der atomare Grundzustand modifiziert, da es zu einer energetischen
Anhebung des Spin-Triplett-Zustandes mit S* = 0 kommt. Dementsprechend liegt
die Magnetisierungskurve hier bei deutlich kleineren Korrelationsparametern. Bei-
de Ergebnisse zeigen, dafl itineranter Ferromagnetismus durch die jeweilige atomare
Multiplettstruktur stark beeinflufit werden kann.

In Abbildung 6.6a wurde als Teilchendichte n/4 = 0.29 gewéhlt. Fiir diese
Bandfiillung liegt die paramagnetische Fermi-Energie genau beim Maximum der
Ein-Teilchen-Zustandsdichte (siehe Abbildung [5.1]) und die Magnetisierung M (U)
ist daher an der Stelle Ur stetig. In Anlehnung an das “Stoner-Kriterium” ist in
diesem Fall eine starke Abhéngigkeit der kritischen Wechselwirkungsstiarke Up vom
Wert der Zustandsdichte an der Fermi-Kante zu erwarten. In Abbildung [6.0] ist wei-
terhin die Gesamtzustandsdichte Dy = Dy(Er;) + Do(Er,)) fiir die jeweilige Magne-
tisierung M aufgetragen. Bei n/4 = 0.29 verlduft diese Kurve weitgehend konturlos
und die Magnetisierungskurve besitzt dementsprechend keinerlei Struktur.

In Abbildung [6.6b wurde als Teilchendichte n/4 = 0.35 gewihlt. In diesem Fall
besitzt die Gesamtzustandsdichte zwei Maxima, die sich im Verlauf der Magneti-
sierung deutlich widerspiegeln. Das erste Maximum ist sehr stark ausgeprigt und
fithrt in allen vier Fallen zu einem unstetigen Einsetzen der Magnetisierung bei Up.
Beim zweiten Maximum zeigt nur die Gutzwiller-Wellenfunktion mit reiner Dichte-
Wechselwirkung einen Sprung in der Magnetisierung. Da dieser in der Hartree-Fock-
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Abbildung 6.6: Magnetisierung M als Funktion von U in der Hartree-Fock-N#&herung
(HF) sowie fiir die Gutzwiller-Wellenfunktion mit voller atomarer Wechselwirkung
(GWiom) und mit rein dichteartiger Wechselwirkung (GW ge,,s) als Funktion von U
(untere x-Achse). Hierbei ist J = 0.2U und die Bandfiillungen sind (a) n, = 0.29
und (b) n, = 0.35. Die gestrichelten Linien zeigen den Fall Jo = 0. Die gepunkteten
Linien stellen die Gesamtzustandsdichte Dy an der Fermi-Kante dar (obere z-Achse).



60 KAPITEL 6. NUMERISCHE RESULTATE

Néherung nicht auftritt, kann man folgern, daf§ die Neigung zu Magnetisierungs-
spriingen durch Korrelationseffekte tendenziell verstiarkt wird. Bei Berticksichtigung
der vollen atomaren Wechselwirkungen wird der zweite Sprung auf Grund der gréfie-
ren Flexibilitdt der Variationswellenfunktion wieder geglittet. Auch in diesem Fall
kommt es jedoch im Bereich des zweiten Zustandsdichtemaximums zu starken Beset-
zungsverschiebungen der Zwei-Elektronen-Zustéinde. Diese sind zusammen mit den
tibrigen Besetzungen fiir beide Dichten n/4 = 0.29 und n/4 = 0.35 in Abbildung [6.7
aufgetragen.

Ein weiterer bemerkenswerter Unterschied zwischen der Hartree-Fock- und der
Gutzwiller-Methode besteht im Erreichen der ferromagnetischen Séttigung. Bei den
Gutzwiller-Wellenfunktionen erstreckt sich der Bereich partieller Polarisierung iiber
einen deutlich grofleren Bereich von Korrelationswerten als in der Hartree-Fock-
Néherung. Im Gutzwiller-Verfahren veréndern sich die Besetzungen s; und dl" auch
noch nach Erreichen der ferromagnetischen Séttigung (d.h., wenn (S%) konstant ist)
als Funktion von U, da die Zahl der leeren Plétze erst im Limes U — oo gegen Null
geht.

Die Groie des lokalen Spins ist als Funktion von U in Abbildung 6.8 dargestellt.
Fiir U — oo ist jeder Gitterplatz mit der Wahrscheinlichkeit (2 —n) einfach besetzt
(Spin S = 1/2) und mit der Wahrscheinlichkeit (n—1) doppelt besetzt (Spin S = 1).
Daher folgt in diesem Limes fiir den lokalen Spin

(5% = (3/4)(2—n) 4+ 2(n—1) (6.6)

was auch direkt mit Hilfe der Gleichungen (5.40) gezeigt werden kann. Beim
Gutzwiller-Verfahren niihert sich (S?) dem Wert (B86) von oben an, da fiir kleiner
werdendes U (= 0o0) zunéchst die Zahl der Spin-1-Plitze auf Kosten der Spin-1/2-
Plédtze ansteigen wird. Erst bei einer weiteren Verkleinerung von U kommt es zu
einer Besetzung der iibrigen Zwei-Elektronen-Zusténde. Daher wird (S2) < (52)4
erst unterhalb eines bestimmten Wertes von U erreicht. Demgegeniiber liefert die
Hartree-Fock-Theorie nicht den korrekten Limes (6.0) fiir den lokalen Spin. Statt-
dessen erhalten wir in dieser Naherung mit Hilfe von (5.43))

(SIF = (n/4)(3+1n/2). (6.7)

Beim Phaseniibergang in den ferromagnetischen Zustand zeigen die Gutzwiller-
Wellenfunktionen nur einen sehr kleinen Sprung von <S22) Dies gilt insbesondere,
wenn die volle atomare Wechselwirkung berticksichtigt wird. Die Ausbildung lokaler
Momente erfolgt also bereits weitgehend in der paramagnetischen Phase und die
zusitzliche ferromagnetische Aufspaltung hat daher nur einen geringen Einflufl auf
(Sﬂ Die Hartree-Fock-Néherung liefert auch in dieser Hinsicht ein vollig falsches
Bild, da in ihr ein lokales Moment ausschliellich auf Grund der ferromagnetischen
Ordnung auftreten kann. Daher ist hier (S2) fiir U < UHF konstant und steigt dann
fiir U > UHT sehr steil bis auf den Wert (S2)F an.

In Abbildung [6.9] sind die Hopping-Reduktionsfaktoren ¢; und ¢; als Funktion von
U dargestellt. In beiden Fallen wird das Minoritédtsband fiir U > Up stéarker als
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Abbildung 6.7: Variationsparameter fiir die Gutzwiller-Wellenfunktion mit voller
atomarer Wechselwirkung als Funktion von U fiir die Bandfiillungen n/4 = 0.29
(oben), n/4 = 0.35 (unten) und mit dem Austausch J = 0.2 U. Direkt nach dem fer-
romagnetischen Ubergang haben die Parameter von oben nach unten die Anordnung
di', dit, d0, dy, dy, ety f
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Abbildung 6.8: Wert, des lokalen Spins (S2) als Funktion von U in der Hartree-Fock-
Néaherung (HF) sowie fiir die beiden Gutzwiller-Wellenfunktion (GW gom, GWgens)
fir J =0.2U und n/4 = 0.35.

das Majoritétsband renormiert (d.h. ¢; > ¢). Die Elektronen des Majoritétsbandes
sind weniger in ihrer Bewegungsfreiheit eingeschrinkt, weil sie seltener auf Elektro-
nen des Minoritatsbandes treffen als umgekehrt. Obwohl Ladungsfluktuationen im
Bereich U ~ 12 sehr stark unterdriickt sind und sich die lokalen Momente bereits
voll ausgebildet haben (sieche Abbildungen 6.7 und 6.8), ist die effektive Masse der
Ladungstréiger doch nur gering erhéht. Ein solches Verhalten entspricht der Beob-
achtung in Systemen mit itineranten Ferromagnetismus. So weifl man aus Suszep-
tibilitdtsmessungen oberhalb der Curie-Temperatur, dafl in diesen Systemen lokale
magnetische Momente vorhanden sind [§]. Zum anderen zeigen neuere Photoem-
misionsexperimente an Nickel dafl die atomare Multiplettstruktur in den Spektren
noch deutlich wiederzufinden ist [I3]. Trotz der also offenbar relativ grofien Cou-
lombwechselwirkung sind Ferromagneten, wie Eisen und Nickel, gute Metalle mit
nur moderat erhohter effektiver Masse der Ladungstrager.

In Abbildung .10 sind die jeweiligen U-.J Phasendigramme fiir beide Bandfiillungen
n/4 = 0.29 und n/4 = 0.35 dargestellt. Nach der Hartree-Fock-Theorie gibt es bei
einem ausreichend groflen U fiir beliebige Verhéltnisse J/U eine ferromagnetische
Instabilitdt. Demgegeniiber scheint es im Gutzwiller-Verfahren einen kritischen Wert
fiir J/U zu geben, unterhalb dessen keine ferromagnetische Ordnung auftritt. Da es
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Abbildung 6.9: Hopping-Reduktionsfaktoren fiir das Majoritétsband ¢,,, = ¢; und
das Minoritétsband gmin = ¢| als Funktion von U fiir die Bandfiillungen (a) n/4 =
0.29, (b) n/4 = 0.35 und mit dem Austausch J = 0.2U.
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Abbildung 6.10: Ferromagnetisches U-J Phasendiagramm fiir die Hartree-Fock
Néaherung (HF) und fiir die Gutzwiller-Wellenfunktionen (GW g0, GW gens) bei den
Bandfiillungen (a) n/4 = 0.29 , (b) n/4 = 0.35; PM: Paramagnet, FM: Ferromagnet.
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Abbildung 6.11: Kondensationsenergie als Funktion von U in der Hartree-Fock Néhe-
rung (HF) sowie fiir die beiden Gutzwiller-Wellenfunktion (GWom, GWens) fiir
J=0.2U und n/4 = 0.29 bzw. n/4 = 0.35.

relativ schwer ist, den Bereich U > 10eV numerisch zu untersuchen, kann zwar
nicht prinzipiell ausgeschlossen werden, dafl die Phasendiagrammkurve fiir U — oo
gegen J /U = 0 konvergiert. Es ist jedoch offenkundig, daf§ im Bereich moderater U-
Werte (also fiir U ~ 10) ein endliches J zur Ausbildung ferromagnetischer Ordnung
erforderlich ist.

Bei der Bandfiillung n/4 unterscheiden sich die Phasendiagramme fiir die beiden
Gutzwiller-Wellenfunktionen kaum. Wegen der hohen Zustandsdichte bei der Fermi-
Energie setzt der Ferromagnetismus in diesem Fall bei relativ kleinen Korrelations-
parametern ein, und die unterschiedlichen Multiplettstrukturen haben daher keine
grofie Bedeutung. Deutlicher treten diese Unterschiede bei n/4 = 0.35 zutage, da
hier die Fermi-Energie abseits des Zustandsdichte-Maximums liegt und die kritischen
Parameter Up daher grofer sind.

Abschlieflend ist in Abbildung die Energiedifferenz zwischen dem paramagne-
tischen und dem ferromagnetischen Grundzustand als Funktion von U dargestellt.
Bei den Gutzwiller-Wellenfunktionen ist diese Energie von der Groflenordnung der
Curie-Temperaturen, wie sie in herkémmlichen Ferromagneten auftreten, also im
Bereich zwischen 100 K und 1000 K. Demgegeniiber liefert die Hartree-Fock-Theorie
nur in einem schmalen Bereich um U ~ 4 eV moderate Kondensationsenergien. Fiir
U > 5eV ist sie dagegen von der Groflenordnung U.
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Zusammenfassend 148t sich folgendes festhalten:

Itineranter Ferromagnetismus wird in einem Zwei-Band-Modell ganz wesentlich vom
lokalen Austausch J beeinflut. Nur fiir endliche Werte von J tritt der ferroma-
gnetische Ubergang bei moderaten Korrelationsparametern auf. Es erscheint daher
zweifelhaft, ob das Ein-Band-Hubbard-Modell eine addquate Beschreibung des iti-
neranten Ferromagnetismus liefern kann. Andererseits haben wir festgestellt, dafl
Ferromagnetismus auch im Zwei-Band-Modell ein Effekt ist, der erst bei mittlerer
Kopplung (U ~ Bandbreite) auftritt. Somit liefern einfache Ein-Teilchen-Naherun-
gen, wie die hier diskutierte Hartree-Fock-Theorie, unzureichende Ergebnisse.



Kapitel 7

Zusammenfassung

In dieser Arbeit haben wir eine allgemeine Klasse von Variationswellenfunktionen
zur Untersuchung von Mehr-Band-Hubbard-Modellen eingefiihrt. In Erweiterung des
urspriinglichen Gutzwiller’schen Variationsansatzes zum Ein-Band-Hubbard-Modell
handelt es sich hierbei um Ein-Teilchen-Wellenfunktionen |®g), aus denen energe-
tisch ungiinstige atomare Zustinde mittels eines geeigneten Korrelationsoperators
partiell herausprojiziert werden. Da der Korrelationsoperator Projektoren auf die
atomaren Eigenzusténde |I';) eines jeden Gitterplatzes ¢ enthélt, liefern unsere Wel-
lenfunktionen sowohl im unkorrelierten, wie auch im atomaren Limes die exakten
Eigenzustidnde des jeweiligen Gesamtsystems. Fiir den zugrundegelegten Hamilton-
operator gibt es hierbei keinerlei Einschrankungen, weder hinsichtlich der Zahl der
an jedem Platz beteiligten Orbitale noch der Symmetrie des Kristallgitters.

Im Limes unendlicher Raumdimension waren wir in der Lage, den Erwartungswert
der Mehr-Band-Hamiltonoperatoren in den zugehorigen Wellenfunktionen weitge-
hend analytisch auszuwerten. Wir fanden einen Energieausdruck, der nur von den
lokalen Besetzungen mp, und den Dichten ng,, der Ein-Teilchen-Wellenfunktion |®)
abhéngt. Die atomaren Mehrfach-Besetzungen myr, (mit |I';] > 2) dienen hierbei als
Variationsparameter. Erwartungswerte fiir Einfach-Besetzungen sind dagegen Funk-
tionen der Variationsparameter mp, sowie der Dichten n?p und miissen aus der Dia-
gonalisierung einer Matrix gewonnen werden, deren Dimension gleich der Zahl der
indquivalenten Orbitale pro Gitterplatz ist. Im Falle von fiinf d-Orbitalen in kubi-
scher Umgebung ergébe sich zum Beispiel eine zwei-dimensionale Matrix. Damit ist
es zwar im allgemeinen nicht méglich, einen vollsténdig analytischen Ausdruck fiir
die variationelle Grundzustandsenergie anzugeben, die Diagonalisierung der jeweili-
gen Matrizen wird aber in den meisten Féllen kein ernsthaftes numerisches Problem
darstellen.

Zusétzliche numerische Probleme treten immer dann auf, wenn nicht entartete Or-
bitale zur gleichen Darstellung der Punktsymmetriegruppe gehéren und lokale Fock-
Terme daher nicht verschwinden. In diesem Fall mufl bei vorgegebener Ein-Teilchen-
Wellenfunktion |®g) die lokale Ein-Teilchen-Dichtematrix zunéchst diagonalisiert
werden, bevor der Energieausdruck beziiglich der Variationsparameter mp, mini-
miert werden kann. Da auch |®p) im allgemeinen Variationsparameter enthélt, wird
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deren Variation durch das regelméflige Nachdiagonalisieren moglicherweise deutlich
erschwert.

Bei Hamiltonoperatoren mit reiner Dichte-Wechselwirkung ist die Z-Matrix diago-
nal. In diesem Fall kann daher ein vollstéindig analytischer Ausdruck fiir die va-
riationelle Grundzustandsenergie angegeben werden. Fiir translationsinvariante Ha-
miltonoperatoren lief} sich dieser Ausdruck auch im Rahmen einer verallgemeinerten
Gutzwiller-Ndherung herleiten.

Die nunmehr zur Verfiigung stehenden Energieausdriicke sind von so allgemeiner
Gestalt, dafl sie prinzipiell zur Untersuchung jedes realen Systems korrelierter Elek-
tronen herangezogen werden konnen. Im Rahmen einer variationellen Methode las-
sen sich genau genommen nur Grundzustandseigenschaften eines Systems untersu-
chen, so z.B die Magnetisierung, die magnetische Suszeptibilitdt oder die Form des
Fermikorpers. Ausgehend von einer Fermifliissigkeitsbeschreibung durch Landau-
Parameter kann das hier vorgestellte Verfahren jedoch auch zur Untersuchung nie-
derenergetischer Anregungen und bei endlichen Temperaturen eingesetzt werden.
Somit gibt es mehrere Moglichkeiten, um die theoretischen Resultate mit experi-
mentellen Daten zu vergleichen.

Als erste numerische Anwendung wurde ein Modell mit zwei e,-Orbitalen pro Git-
terplatz untersucht. Hierbei ging es im ersten Teil um das Auftreten von Brinkmann-
Rice-Metall-Isolator-Ubergéingen bei halber Bandfiillung. Abgesehen vom Spezialfall
verschwindender Austauschkopplung (J = 0) verlaufen diese Uberginge sowohl in
den Variationsparametern als auch im Hopping-Reduktionsfaktor ¢ unstetig. Dieses
Verhalten unterscheidet sich grundsétzlich von demjenigen des Ein-Band-Modells.

Die Eigenschaften der Gutzwiller-Wellenfunktionen mit reiner Dichte- und voller
atomarer Wechselwirkung weichen beim Brinkmann-Rice-Ubergang umso stérker
voneinander ab, je mehr sich die jeweiligen atomaren Multiplettspektren unterschei-
den. So zeigen sich zum Beispiel im Sprung des ¢-Faktors beim Metall-Isolator-Uber-
gang mit zunehmendem Verhéltnis J/U immer deutlichere Abweichungen zwischen
den beiden Wellenfunktionen. Die Vernachléssigung der austauschartigen Wechsel-
wirkungen kann also in bestimmten Féllen die Eigenschaften des Systems beim
Brinkmann-Rice-Ubergang signifikant versindern.

Im zweiten Teil wurde die Ausbildung spontaner, ferromagnetischer Ordnung bei
zwei verschiedenen Bandfiillungen untersucht. Der ferromagnetische Ubergang ergibt
sich bei relativ grofien, aber trotzdem realistischen Korrelationsparametern Ur mit
1 < Up/W < 2. Hierzu ist allerdings ein endlicher Wert des lokalen Austauschs J
von der Groflenordnung 0.1 Up erforderlich. Damit scheint die Bandentartung einen
wesentlichen Anteil an der Ausbildung ferromagnetischer Ordnung zu haben.

Die Beriicksichtigung der vollen atomaren Wechselwirkung stabilisiert die parama-
gnetische Phase im Vergleich zu den rein dichteartigen Wechselwirkungen. Daher
tritt der Ubergang in diesem Fall bei etwas groBeren Korrelationsparametern auf.
Der lokale Spin ist in beiden Féllen bereits in der paramagnetischen Phase weit-
gehend ausgebildet und nimmt mit dem Einsetzen der Magnetisierung nur noch
schwach zu. Die ferromagnetische Kondensationsenergie besitzt iiber einen weiten
Bereich von Korrelationsparametern U die Gréf8enordnung der Curie-Temperaturen
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(Te ~ 500 K), wie sie in den Ubergangsmetallen auftreten.

Aufgrund der relativ grofen Ubergangsparameter Uy scheint es sich beim itineran-
ten Ferromagnetismus um einen Effekt starker Elektronenkorrelationen zu handeln.
Es ist daher fragwiirdig, ob Ein-Teilchen-Theorien in der Lage sind, dieses Phéno-
men korrekt zu beschreiben. Zum Vergleich mit unseren variationellen Ergebnissen
haben wir das Zwei-Band-Modell auch mit Hilfe einer Hartree-Fock-Naherung un-
tersucht. Diese fiihrte sowohl quantitativ als auch qualitativ zu deutlich anderen
Ergebnissen. Da die Hartree-Fock-Naherung per Konstruktion ungenauer, als unser
verallgemeinertes Gutzwiller-Verfahren ist, miissen wir unsere Ergebnisse als weitge-
hendes Versagen dieser Theorie zur Beschreibung von itinerantem Ferromagnetismus
interpretieren.






Anhang A

Verallgemeinerung der
Gutzwiller-Naherung

In diesem Anhang werden wir die von Gutzwiller vorgeschlagene niherungsweise
Auswertung des Ein-Band-Hubbard-Modells (BI)) mit Hilfe der Variationswellen-
funktion (B.2)) auf den Fall beliebig vieler Orbitale verallgemeinern. Bei dieser Ver-
allgemeinerung miissen wir uns allerdings auf die Klasse der Hamiltonoperatoren
mit reiner Dichte-Wechselwirkung beschrinken. Zunéchst stellen wir in Abschnitt
[A1] eine Neuformulierung der Gutzwiller-Niaherung zum Ein-Band-Modell vor. In
Abschnitt [A.2 werden wir dann sehen, daf§ sich die Erweiterung auf den Mehr-Band-
Fall mit Hilfe dieser Neuformulierung problemlos durchfiihren 148t.

A.1 Die Gutzwiller-Ndherung zum Ein-Band-
Hubbard-Modell

Ziel dieses Abschnitts ist die approximative Bestimmung des Erwartungswertes
2

<E[>‘I/G = th,] Z<é;’;_0'Aj;o>‘I/G + U Z(leZ)‘I/G (Al)
2,J 7

o=1

in der Gutzwiller-Wellenfunktion (3.2)
We) = J[g™2®) (A.2a)
= g"2(,) . (A.2D)

Der Operator M, miit die Gesamtzahl der doppelt besetzten Gitterplitze. Allge-
mein definieren wir fiir eine Besetzung I die Netto- und Brutto-Operatoren

~

My o= 3 (A.3)

Nio= Y (A.4)
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Die Gutzwiller-Naherung zur Auswertung des Erwartungswertes ([Al) wurde von
Gutzwiller selbst in einer wenig transparenten Formulierung eingefiihrt [3]. Eine
etwas klarere Herleitung findet sich bei Ogawa et al. [34] und Vollhardt [35]. Unsere
Formulierung zum Ein-Band-Modell dhnelt derjenigen von Vulovi¢ und Abrahams
139].

Um zu einer mathematisch eindeutigen Formulierung der Gutzwiller-Naherung zu
gelangen, ist es zundchst notwendig, eine lokale Basis fiir unseren Hilbertraum ein-
zufithren. Wir definieren daher Basiszustédnde

‘(I)N1,/\/'2> = H H é:,lé:;,2|0> ) (A5)
11 ENT i2ENS

in denen N; und N, jeweils Mengen von Gitterplitzen mit Ny = |Nj| und Ny = ||
Elementen in den Zustdnden (d.h. mit Spin T und |) sind. Aufgrund der Vollstandig-
keit der Basis (A.5) konnen wir die Ein-Teilchen-Wellenfunktion |®g) in der Form

|(I)O> = Z T(N1,N2)|(I>/\/17/\/2> ) (AG)

N1,N>2

mit den Entwicklungkoeffizienten T'(N7, N2) schreiben. Die Summe iiber A und N
enthalte sdmtliche N;- und Ns-elementigen Teilmengen der Menge £ (|£]| = L) aller
Gitterpldatze. Damit ist hier bereits angenommen, dafi auch |¥g) eine jeweils feste
Zahl von Elektronen in den Zustéinden 1 und 2 besitzt. Da der Hamiltonoperator
(BI) mit den Anzahloperatoren Ny und N, vertauscht, ist dies eine verniinftige
Annahme. Damit erhalten wir fiir die Variationswellenfunktion ([A22)

|\IIG> = Z ngz(NhNQ)T(vaN2)|(I)N17N2> ’ (A7)
N1,N2

wobei die Funktion M, (N7, N3) angibt, wieviele Gitterplitze doppelt besetzt sind,
wenn sich die T (]) Elektronen auf den zu N7 (N;) gehorenden Pldtzen befinden.
Da die Zustinde ([A.5) nach Voraussetzung orthonormal sind, kénnen wir die Norm
und die Erwartungswerte in folgendermaflen schreiben:

(Vg | Wg) = > g*MeWN) TV, M) (A.8a)
N1,N3

(Wglio|Ue) = Y g#M2WivbNe) A U6, Ny U )| (A.8b)
NN

(Uglehe|Ve) = > gMeWNiviNe) gMoWIUE NI (N U4, No) TN U 5, N2)
NN

(A.8c)

Beziiglich der Summen {iber N und Nj sind hierbei folgende Einschrinkungen zu
beachten,

i ¢ N[Ny und  |N{|[=N—1, IN]=N,—1 in (A8D), (A.9a)
i,j¢N{ und |N{|=N;—1 in (AZd). (A.9b)
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Zur weiteren Auswertung der Gleichungen ([A.8) bendtigen wir Ausdriicke fir die
jeweiligen Produkte der Koeffizienten 7T'. Diese konnen wir néherungsweise aus den
entsprechenden Erwartungswerten in der unkorrelierten Wellenfunktion |®¢) erhal-
ten. Zunéchst gilt fiir die Norm

(Do | By = D TN, No)[* =1 (A.10)
N1,N2

In der Gutzwiller-Niherung nehmen wir nun an, daf alle Summanden in (A-10) den
gleichen Wert haben. Dies bedeutet, dafl jede rdumliche Verteilung der Elektronen
in der Wellenfunktion |®) die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzt. Hiermit folgt aus

Gleichung ([A_10)

L\ 'L\
TN, NP = = P(L,N;)P(L,N,) . (A.11)
Ny Ny
Eine analoge Annahme machen wir fiir den Erwartungswert eines Hiipfoperators
<<I>0\é;fléj;1|<l>0) = <é;’16j;1)0 (A.12a)
= Z T*(N{ Ui, No)T(N{ U j,N3) . (A.12D)
NI N

Erneut fordern wir, dafi die Summanden in ([A.T2Dh) nicht von der speziellen Wahl
der Mengen N/, N3 abhéngen. Damit folgt aus (A12)

TN U4, No)T(NT U, No) = P(L =2, Ny — 1) P(L, No)(&51é,00 - (A13)

Nun sind wir in der Lage, auch die korrelierten Erwartungswerte (A.8) auszuwerten.
Fiir die Norm erhalten wir

(Vg | We) = P(L, N1)P(L,Ny) Y g*"enie), (A.14)
N1, No

Die Summen iiber die Mengen N; und N5 konnen wir durch eine Summe iiber die
Zahl doppelt besetzter Platze Mo ersetzen, wenn wir den kombinatorischen Faktor

L
Cro(L. Ny. N.
iy (L, Ny, No) Mis!(Ny — My2)!(Ny — Mio)/(L — Ny — No + M;)!
(A.15a)
L
_ A.15b
Mo My My! My! ( )

einfithren. Dieser gibt an, wieviele Moglichkeiten existieren, N, Ny Elektronen mit
Spin T und | so auf das Gitter zu verteilen, dafl genau M, Plédtze doppelt besetzt
sind. Mit Hilfe von (A1) kénnen wir (A-14)) schreiben als

(g | W) = P(L,N1)P(L,N3) > g*2Chy, (L, N1, N) . (A.16)

M2
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Fiir den Erwartungswert einer Doppelbesetzung (A.8h) erhalten wir analog

(Waliine|We) = P(L,N)P(L,Ny) 3 g*MaNiui Nzt (A.17a)
NN}
= P(L,Ny)P(L,N2) > ¢*™*"Cy,(L—1,N; — 1, N, — 1) .
M2

Um diesen Ausdruck spéter durch die Norm (A.I6) teilen zu kénnen, bringen wir
ihn zunédchst auf die Form

(Wglmie|¥e) = P(L,Ni)P(L, Na) (A.18)
o (N1 — Mip)(Ny — Miy)

M2y, (L, Ny, N :
%3 [g"" Oy (L, Mo, No)| 67 L(L— Ny — Ny + M)

M2

Hierbei wurde verwendet, dafl es im thermodynamischen Limes
L, Ny, Ny, M1y — o0 (Ny/L, Ny/L, M5/ L endlich) (A.19)

gestattet ist, im Quotienten in Gleichung (AI8)) die Ersetzung
L—N —No+Mypy+1~L— Ny — Ny+ My (A.20)

vorzunehmen. Die Faktoren P(L, N;)~!, P(L, Ny)™' und Cy,, (L, Ny, N3) sind ma-
kroskopische Grolen von der Ordnung exp(L). An einer spéteren Stelle werden wir
dies ausnutzen, um die Summe in (A.18)) durch ihren gréfiten Summanden zu erset-
zen.

Einen dhnlichen Ausdruck wie ([A.18) erhilt man mit Hilfe von (A.13)) fiir den Er-
wartungswert eines Hiipfoperators.

(Ve|ehé;0 V) = (656,000 P(L—2, Ny —=1)P(L, Np) Y gM2NiviA2) gMia(i0iAe)
NI N

(A.21)
Auch hier kénnen wir die Summen iiber N] und N, durch eine Summe iiber M,
ersetzen. Hierzu sind in (A.21]) vier verschiedene Fille zu unterscheiden, da die Git-
terplatze ¢ und j beim Hiipfprozess entweder von einem Elektron mit entgegenge-
setztem Spin besetzt oder leer sein konnen. Formal gibt also die vier Méglichkeiten
(i) 4,5 & No; (i) @ € Na,j & No; (iii) j € Nayi & Na; (iv) 4,5 € No. Insgesamt
konnen wir (A.21]) daher schreiben als

(VelehéqVe) = (¢hé400P(L—2,Ny — 1)P(L, Ny) > g*2 (A.22)

M2
x[Chpy (L = 2, Ny = 1, Np) + 29Chp, (L = 2, Ny — 1, Ny — 1)
+ gszlz(L — 2,N1 — ]_,NQ — 2)} .

Klammern wir auch hier den Faktor aus, der als Summand in der Norm (AZI0)
auftaucht, so folgt

L2

(WaleiiéinlPe) = <éZléj;1>0P(L’Nl)P(L’N2)m

Z 92M12CM12(L N1> N2)
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(N1 — Mis)(L — Ny — Ny + M) (N1 — Mia)(Ny — M)
X{ IE + 2g iE
o (N1 — Mia)(Ny — Mlz)z]
L2(L — Ny — Ny + M)

+g (A.23)
wobei in den drei Quotienten erneut Zahlen von der Ordnung Eins vernachléssigt
wurden.

Die Summe in Gleichung (A.16) besitzt ein makroskopisches Maximum bei einem
bestimmten Wert M, und sich daraus ergebenden Werten M, M,, My. Auch
die Summen in den Erwartungswerten (AIR) und (A-23) nehmen ihr Maximum
bei M, an, da die Vorfaktoren der Ordnung Eins keinen Einflufl auf die Lage des
makroskopischen Maximums haben. Wenn wir die beiden Erwartungswerte (A.1S)
und ([A.23)) spéter durch die Norm (A6 teilen, konnen alle drei Summen iiber M
jeweils durch den gréfiten Summanden ersetzen werden. Die Bestimmung des Ma-
ximums fithrt nach Anwendung Stirling’schen Formel X! ~ X* auf eine Gleichung
der folgenden allgemeinen Form

0
o (Tt o, (A21)
in der die linearen Funktionen f;(x) die Bedingung
Z ozl fiz) = (A.24D)

erfiillen. Damit erhalten wir nach einer einfachen Rechnung

pH fil@)@mhi@ = 1 (A.25)

Zum Beispiel folgt aus (A.15a)) und (A.10) fiir die Norm: fi(z) = My =z, fo(z) =
Ny —z, f3(x) = Ny —z, fa(x) =L — Ny — Ny + 2, a; = —1, und p = ¢g*. Gleichung
([A.27) ergibt dann direkt die wohlbekannte Maximalwertbedingung

o _ MypMmiz _ =
= — m; = M;/L) , A.26
¢ = e (i =M/L) (A.26)
mit deren Hilfe wir den urspriinglichen Variationsparameter g durch den neuen Pa-
rameter mqy ersetzen konnen.

Die Erwartungswerte in (A.1) erhalten wir nun, indem wir die Ausdriicke (A.IS])
und ([A.23) durch den gréfiten Summanden beziiglich M5 ersetzen und diesen durch
den grofiten Summanden der Norm teilen. Der Erwartungswert fiir eine Doppelbe-
setzung wird damit erwartungsgemaf zu

(Mii2)ve =9 = miz , (A.27)
wobei wir im zweiten Schritt Gleichung (A.26) verwendet haben. Analog erhalten
wir aus

<é;;_aéj;a>‘l’c = qa<é;—o’éj;o'>0 ) (A28)
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mit den ¢-Faktoren

2
mim
G = mimg+ 2gmims + 92702 = (Vmamg + /mamas )2 ,

Q@ = (\/m2m@—|—\/m1m12)2 . (A.29a)

Damit ergibt sich die variationelle Grundzustandsenergie des Hubbard-Modells in
der Gutzwiller-Naherung zu

2
<H>\1;G = Z tiJ Z qg<él—-taéj;a>0 + LUm12 . (A?)O)
o=1

A.2 Die Gutzwiller-Nidherung fiir Mehr-Band-
Hubbard-Modelle

Bei der Verallgemeinerung der Gutzwiller-Néherung miissen wir uns im folgenden
auf die Klasse der Mehr-Band-Hubbard-Modelle mit rein dichteartigen Wechselwir-
kungen (2.3]) beschrianken. Fiir die verallgemeinerten Gutzwiller-Wellenfunktionen
wéhlen wir die Darstellung (3:20), wobei die Variationsparameter in der Gutzwiller-
Néherung als ortsunabhéngig angesetzt werden miissen, d.h.

_oN
We)= [I o™ II 2 1%o) . (A.31)
) o=1

I({1j>2

Bei solch einem Ansatz sollte dann aus Konsistenzgriinden auch der Hamiltonope-
rator (ZI)) translationsinvariant sein. Falls ein System mit mehr als einem Atom
pro Einheitszelle untersucht werden soll, so bezeichnen wir mit ¢ alle verschiedenen
Orbitale in der Einheitszelle. Die Hiipfterme zwischen Atomen innerhalb einer Ein-
heitszelle fithren dann im Ein-Teilchen-Operator H; in (EZI) zu lokalen Beitriigen
der Form tZ’iU/é;fUéi;a,. Deren Auswertung ist jedoch in der Gutzwiller-Niherung un-
problematisch.

Wie im Ein-Band-Fall entwickeln wir |¥g) in einer lokalen Basis

o) = I TW)|g) . (A.32a)
N
[25) = H.HN &i,10) - (A.32b)

Hier und im folgenden verwenden wir die Abkiirzungen

N = {Nl,...,NgN}, (A33a)

N = {Nl,...,NgN} <A33b)

fiir die Teilmengen N, von Gitterplitzen, in denen die Zustinde o jeweils besetzt
sind, und den zugehorigen Mengen von Zahlen N, = |N,|. Aufgrund der Hy-
bridisierungsterme in (2.I) gibt es einen wesentlichen Unterschied zwischen ([A.6)
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und (A232a). Die Summe iiber N, ..., Moy enthélt in (A32a)) alle moglichen An-
zahlverteilungen Ny,..., Noy der Elektronen, da die Besetzungsoperatoren N, im
allgemeinen nicht mit dem Hamiltonoperator H; in (2.I)) vertauschen.

Analog zum Ein-Band-Fall benttigen wir im folgenden Ausdriicke fiir bestimmte
Produkte der Koeffizienten T in ([A.324). Auch hier betrachten wir den Ein-Teilchen-
Zustand |¥g), um die Gutzwiller-Ndherung zu formulieren. Zunéchst gilt fiir die
Norm

(Wolwo) = [TV =S Q). (A.342)
N N

o) = X W[ TLom v, - (A.34D)
N g

wobei Q(N) die Wahrscheinlichkeit mifit, in |Wy) genau Ny, ..., Noy Elektronen in
den Zusténden 1,...,2N vorzufinden. In der Gutzwiller-Ndherung nehmen wir an,
daf jeder Summand in (A34D) fiir festes N den gleichen Wert hat. Damit erhalten
wir

T = AN) [T P(L.N,). (A.35)
Im allgemeinen ist es moglich, bestimmte Besetzungen in den Wellenfunktionen | W)
und |W¢) zu fixieren. Zum Beispiel vertauscht der Operator fiir die Gesamtzahl der
Spin-T (Spin-|) Elektronen mit H,, da letzterer in der Regel keine Spin-Flip-Terme
enthélt. Insofern kénnten wir |¥g) und |V¢) als Eigenzusténde solcher Operatoren
wéhlen (“kanonische Wellenfunktionen”). Weitere Erhaltungsgrofien ergeben sich,
wenn gewisse Orbitale durch die Hybridisierungsterme in H; nicht gemischt werden.
Arbeitet man mit kanonischen Wellenfunktionen, so ergeben sich also bestimmte
Randbedingungen fiir die Besetzungen N,. Die Anzahlverteilung Q(N) ist daher
nur in einem d-dimensionalen Unterraum (d < 2N) des gesamten Besetzungsraums
{N1, ..., Non} ungleich Null, wobei 2N — d gleich der Zahl der Randbedingungen

1st.

In dieser Herleitung wéhlen wir einen etwas eleganteren Weg. Wir arbeiten mit
“grofkanonischen” anstelle der kanonischen Wellenfunktionen. Die Funktionen |¥y)
und |¥s) mogen also Anteile mit beliebigen Besetzungen {Ni, ..., Noy} enthalten,
so dafl auch die Gesamtzahl der Elektronen ), N, fiir diese Wellenfunktionen keine
gute Quantenzahl mehr ist. Im thermodynamischen Limes fiithren die beiden unter-
schiedlichen Betrachtungsweisen jedoch zum selben Energiefunktional (vgl. [46]).

Im Falle der groBkanonischen Wellenfunktion kénnen wir die Anzahlverteilung Q(N)
als kontinuierliche Funktion im gesamten 2N-dimensionalen Raum {Ni,..., Noy}

ansehen. Da die Funktion Q(N) eine makroskopische Wahrscheinlichkeitsverteilung
darstellt, besitzt sie ein scharfes Maximum beim Erwartungswert

N = [N, N3y} (A.36)
NO = (TN, |Ty) . (A.37)

g
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Im thermodynamischen Limes gilt an dieser Stelle

0 —
S| =0, (A.38a)

N=NO©

und _ _
Q{N?+ ANy, ..., N9y + ANoy})
Q(NO)
sofern hier die Zahlen ANy, ..., AN,y von der Ordnung Eins sind.

Neben Gleichung (A.35]) benotigen wir noch Ausdriicke fiir die Produkte der Koeffi-
zienten T', die bei der Auswertung von Hiipfprozessen entstehen. Erneut betrachten
wir die entsprechenden unkorrelierten Erwartungswerte

~ 1 (A.38b)

(Wolef 5[ Wo) = ST W )TNG ) = 37 (N) (A.39a)
Nl

N
G7(N) = YT WNITWN ) o, GEN G &N
N o
(A.39b)

Hierbei haben wir die Notation

N

e = M Ny UiG), - Ny} (A.40)
eingefiihrt. Die Funktion fo/(ﬁ ) gibt die Wahrscheinlichkeit fiir den Hiipfprozess
eines Elektrons aus dem Zustand o’ am Platz j in das Orbital o am Platz i unter
der Nebenbedingung an, dafl die Anzahlverteilung der iibrigen Elektronen als N =
{N1, ..., Nan} gegeben ist. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ([A.39D) kann immer
in der Form

Q77 (N) = wl? (N) Q(N) (A.41)

2

f’q/(ﬁ ) von der Ordnung Eins ist. Insbesondere gilt an

geschrieben werden, wobei w;

der Stelle N = ﬁo N
wiy (N?) = (Wo|¢foCj0r[Wo) - (A.42)

In der Gutzwiller-Ndherung nehmen wir nun wieder an, dafl alle Summanden in
((A.39D)) beziiglich der Summe iiber N’ den gleichen Wert besitzen. Da die aus
((A39D) resultierenden Wahrscheinlichkeitsfaktoren in beiden Féllen o/ = ¢ und
o # o' die gleiche Form

(A.43a)
L2
P(L=LN)P(L = 1Np) = g PN PL NG
PL-2.N) = —&  p.N,) (A.43b)

(L—N,)*
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haben, erhalten wir in der Gutzwiller-Nédherung

(L— NU)L(L —N,) H P(L, Nov) - (A.44)

T* (N}, )TN} ) = Q75 (N)

Nun kénnen wir auch auch die korrelierten Erwartungswerte berechnen. Zunéchst
folgt aus Gleichung (A.37) fiir die Norm

(Wolve) = LT[ T 1T o (A45a)
N (|I|>2)

= Y QNI P(L Ny Z T #4 . (Aash)

N I(|11>2)
(\Ncr\ No)

Hierbei gibt Z¥ (ﬁ ) an, auf wievielen in der Menge X enthaltenen Gitterplédtzen
eine Besetzung I vorliegt, sofern die Verteilung der Elektronen durch N gegeben
ist. In (AZ4E) ist speziell X = L, die Menge aller Gitterplitze. Die Summe iiber N
in ([A.45D) konnen wir durch eine Summe iiber alle moglichen Mehrfach-Besetzungen
M = {Mia,..., M on} ersetzen,

.....

(We|We) ZQ HP (L, No)p2N> S"Co(L,N) [ o™, (A.46)
i 1(\1\>2
wobei hier der Faktor -
Co(L,N) = L!/(H MI!) (A.47)
g
eingefiihrt wurde. Dieser gibt die Zahl der M6glichkeiten an, Ny, ..., Noy Elektronen
so auf das Gitter zu verteilen, dafl dabei genau Mo, ..., M7 on Plitze eine Beset-

zung (12),...,(1...2N) aufweisen. Die Zahl der leeren und der einfach besetzten
Plétze ist hierbei iiber die Vollstdndigkeitsrelationen

My = L~ ZN + > (I -1)M;, (A.48a)
I(|1]>2)
M, = N,— > M (A.48Db)
(\1\221,061)

festgelegt.

Wie im Ein-Band-Fall werden wir spéter sehen, dafl alle relevanten Erwartungs-
werte, abgesehen von unterschiedlichen Vorfaktoren, die gleiche Form wie die Norm
besitzen. Daher wird es moglich sein, alle Summen durch ihren gréfiten Summanden
zu ersetzen. Wir miissen jeweils den grofiten Term beziiglich der Summen {iber M
und N finden. Zuniichst betrachten wir die Summe iiber M in (AZ45H). Nach der

Anwendung der Stirling’schen Formel ergibt sich mit Hilfe von ([A.48) erneut ein
Extremwertproblem der Form (A24)). Damit finden wir als Verallgemeinerung von

(A26)) direkt die Bedingungen

o MpMmi2
12 = ————,
mims
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_ (m®>2N—1 mM1..2N

2
gi.oN = )
miq...MoN

mit deren Hilfe wir erneut die urspriinglichen Variationsparameter ¢; durch die
Groflen m; ersetzen konnen.

Zur Auswertung der Summe iiber die Brutto-Besetzungen N in (A.46) miissen wir
die Grofen 7, geeignet festlegen. Unser Ziel ist es, die explizite Form der Wahrschein-
lichkeitsverteilung Q( ) iberhaupt nicht bestimmen zu miissen. Hierzu fordern wir,

daB die Summe iiber N ihr Maximum genau dort annimmt, wo auch Q(N) maximal

—~0
ist, also an der Stelle N . Es soll also gelten

N,/L=n, = 3 nd =N°/L. (A.50)

Diese Forderung ist durch eine geeignete Wahl der Parameter 7, immer erfiillbar.
Die Extremwertbedingung fiir ([A.46)) hat beziiglich N, die Form

o — P(L NU)>
0 = Q(N 2o 2272 A.5la
aN0< (N)n M, My ) |5 =, ( )
L — N,){E=Na) NNo
()
e Mo’ "M@ ﬁ:ﬁo

wobei wir hier die Stirling’sche Formel sowie Gleichung (A-38a) verwendet haben.
Auch dieses Problem hat wieder die Form , so da} wir fiir die Parameter 7,
mit Hilfe von (A.25) direkt erhalten

s  lL—nym,
770—

(A.52)

Ng My .
Die Grofien 7, sind damit iiber die Gleichungen ([A.48) als Funktion der Besetzungen
n, und der Variationsparameter m; festgelegt.

Bislang haben wir noch nicht wirklich gezeigt, daB8 die Werte N, und M, fiir
die ([A.46) maximal wird, tatsichlich auch die Erwartungswerte der entsprechen-

den Operatoren N, und M; sind. Der Beweis dieser Aussage gelingt jedoch leicht
und wird daher dem Leser iiberlassen. Wir kénnen also im folgenden annehmen, daf3

o ) .
Myp = Lm; RTIE (A.53a)
v g WA

N, = Ln, I (A.53b)

im Rahmen der Gutzwiller-Né&herung erfiillt ist.
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Als letzten Schritt miissen wir nur noch den Erwartungswert eines Hiipfoperators
bestimmen. Mit Hilfe von Gleichung (A-44) finden wir

L2
[1P(L, Ny )20

\ll \I] _ Hcrcr chcr N ,
(W]eloci010) Z Ly T

(A.54a)
HEY(N) = % Texo[in(on (227 N+ 207 () + 289 () ).
N I(]=2)
(IN§1=No)
(A.54b)

Die Summe iiber N in (A54D) kann wieder durch eine Summe iiber die Mehrfach-
Besetzungen M ersetzt werden. Wie im Ein-Band-miissen wir hierbei alle moglichen
Besetzungen der Gitterplédtze ¢ und j beriicksichtigen. Je nach Besetzung ergeben
sich unterschiedliche Argumente in den entsprechenden kombinatorischen Fakto-
ren der Form (AA47). Wir setzen im folgenden gy = 1 fiir |I| < 1, verwenden die
Abkiirzung 6! = |0 N I| und erhalten damit fiir (A540)

HUU Z <H g2MI> Z Z inUO'inngUO'/ng (A55)

i 1(o@ 1) (o' ¢15)
xCip(L =2, {Ny=6f' =67, ...,No—=62,..., Npr— 05, Nan — 63 — O34 }) -

Man beachte, daf die Terme 6~ und 6% im Falle 0 = ¢’ wegen der Summenbe-
schrénkung in (A55) zu 55 = 6li = 0 fithren. Im thermodynamischen Limes folgt
dann

Ci(L—=2, {Ny =0l =67,..., Ny =00,... Ny = 6%,..., Noy — 63 — O34 })

55 st sl 469
MY M\ M2 M\ oo
L N 7 —0 i . (A,
=il )<M@> (M@> L2 1._[ <M®> (A.56)

(0" #0,0")

Damit wird aus Gleichung (A.54al)

(U|éf 50| W) = ZQ HPLNH nf,fY"ZH Mo (L, NYRTT (N, M)
Yl

(A.57a)
oo (N, M) o' (N) L > X
i ) = Wi No Mo 91,0091, 91;U0' 91,
’ ’ (L= No) (L = Not) 1. (o1 10721,
57 ol P
Mo— o Mo—/ o/ Mg MO—// o ol
— — . A.57b
- (Mw> (M@> L2 U,,(ga,)(M@> ( )

Abgesehen vom Faktor (A.57D), der von der Ordnung Eins ist, hat (A.57a) die
gleiche Form wie die Norm ([A.46). Daher kénnen wir im thermodynamischen Limes
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die gesamte Summe durch ihren maximalen Wert ersetzen, der an der selben Stelle
angenommen wird wie derjenige der Norm (A.46]). Ersetzen wir die Faktoren 7, mit
Hilfe von Gleichung (A52]) und verwenden die Bezichung

I; 1; I | <Ay
My 5/ My Oo My S0 Mo My, | Myue Mi,
inUO'inngUO'/ng =\ 735 H

MO’ MJ’ o' (Fo,0") MU” M@MJ M@Ma’ ’
(A.58)
ergibt sich abschlielend fiir den Erwartungswert eines Hiipfprozesses
(w|¢; #Cjo | V) At A
RS A e R A L N Pl P L PN A.59
<\I’|\I’> q < 0|CZ,O'C]7 | 0> ( )

Die ¢-Faktoren haben dabei die Form

1

2
Qoo = |: m o’m:| > A.60a
il x v (A.600)

Qoo = V Qoo 4o'o’ - (A60b)

Die Herleitung der Gleichungen (A.54])-([A.60) bleibt ebenfalls giiltig, wenn i = j
und o # o gesetzt wird. Damit kann der Hamiltonoperator (Z]) auch eine Basis
von mehr als einem Atom pro Gitterplatz enthalten.

Insgesamt erhalten wir in der Gutzwiller-Naherung fiir die variationelle Grundzu-
standsenergie des Hamiltonoperators (2.1

(v| 1)

(\Il\\Il Z 7 Voo cwcjg 0+LZ€UHU+LZU1m1 (A.61)

1,5,0,0"

Die erste Summe ist hierbei so zu verstehen, dafl entweder i # j oder o # ¢’ ist. Fiir
translationsinvariante Gutzwiller-Wellenfunktionen erhélt man den Energieausdruck
(A61]) auch iiber die diagrammatische Auswertung in unendlicher Raumdimension

(siche Gleichung (B.I7D)).



Anhang B

Gruppentheoretische
Anmerkungen

In diesem Anhang wird gezeigt, dafi lokale Hiipferwartungswerte verschwinden,
<cbo|é:(b,a)éi;(b’,0')|(b0> - 0 (b 7& b,) y (B]_)

falls folgende zwei Bedingungen erfiillt sind:

1. Die Orbitale b und ¥’ sind entweder entartet oder gehoren zu unterschiedlichen
Darstellungen der Punktsymmetriegruppe. Liegt der erste Fall vor, so darf die Entar-
tung nicht zufallig sein, d.h. b und &’ miissen dann zu einer gemeinsamen Darstellung
gehoren.

2. Die Ein-Teilchen-Produktwellenfunktion |®g) ist Eigenzustand eines Ein-Teilchen-
Hamiltonoperators Hgf ! der die Symmetrie des Gitters besitzt, und zusétzlich unter
allen Punktsymmetrieoperationen des Gitters invariant ist.

Der Spinindex ¢ hat in Gleichung (B.1)) offenbar keine Bedeutung und wird daher im
folgenden Beweis weggelassen. Die Ausgangsorbitale |¢;.;,) definieren Bandzustédnde

(B.2)

|Oksp) = \/—Ze

mit Hilfe derer wir die Ein-Teilchen-Eigenzustéinde von Hgf 7 schreiben kénnen als

|%w;) Zubﬁ ) [orp) - (B.3)

Hierbei sind die Koeffizienten u, 5(k) Elemente einer unitdren Matrix. Die Wellen-
funktion |®¢) hat damit die Form

@) HH%BHO (B.4)

Beziiglich der Produkte iiber kg ist zu beachten, dafl bei der Besetzung eines be-
stimmten Zustandes |kg) in (B.4)) auch alle zum Stern von kg gehérenden Zustédnde

83
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besetzt werden miissen. Andernfalls wire |®g) nicht invariant unter den Symmetrie-
operationen des Gitters.

Da |®y) nach den obigen Voraussetzungen insbesondere translationsinvariant ist,
kénnen wir den Erwartungswert in ([Eﬂ) schreiben als

<é;;_béi;b’>0 = 7 Z A:_béz v) (B.5a)
= L2 Z Z 6 i(k— K Rl Ck bck’ b’> (B5b)
i k'

- _ZZUZI@ ub/ )nk7ﬁ 5 (B5C)

wobei

nip = (R0l 5,51®o) (B-6)
Der Erwartungswert ng.s hat voraussetzungsgeméf den gleichen Wert fiir alle k,
die zum selben Stern gehoren. Zum Beweis von (B.l) geniigt es also zu zeigen, daf
der Summand in (B.Ad) fiir jede Summation iiber einen Stern in allgemeiner Lage
verschwindet. Die Menge aller Sterne, die sich nicht in allgemeiner Lage befinden,
besitzt im thermodynamischen Limes nur das Mafl Null, da es sich hierbei allenfalls
um Flichen im k-Raum handelt. Wir werden also im folgenden beweisen, dafl

%ju;,ﬁ(ék)ub,,ﬁ(é k)=0, (B.7)

wobei G iiber alle Elemente der Punktsymmetriegruppe summiert. Hierzu wenden
wir nacheinander eine Symmetrieoperation T auf beide Seiten von Gleichung (B.3)
an. Fiir die linke Seite erhalten wir

Tolvws) = |e-1ks8) (B.8a)
= Zubﬁ(G_lk) |90(?*1k;b> . (B.Sb)
b

Fiir die rechte Seite folgt

) (B.9a)

1 . .
TGZubﬁ ) lorp) = ﬁzubﬂ(k)TGze
b i
1 o
- ﬁ Zubﬁ(k) Z e |OR,b) - (B.9b)
b i

Die Wirkung von T auf |©R,p) 188t sich im Ortsraum analysieren,

Toorp(r) = @rip(Gr) (B.10a)
= Zng’goéflRi;b/(r)a (BlOb)

b/
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wobei wir hier die orbitalen Darstellungsmatrizen D¢ eingefiihrt haben. Hiermit

erhalten wir in (B.9H)

TGZ“bﬁ ) lors) = D unp(k ZDbe\/—Ze "orp) (B11a)
b

= D up(k) ZDb,b’ [-1rp) - (B.11b)
b b

Durch einen Koeffizientenvergleich von mit (B.8H) ergibt sich

up 5(Gk) Zub/ k)Dy , . (B.12)

Fiir die zu beweisende Gleichung (B.8H)) erhalten wir mit Hilfe von (B.12)

Zub s(G Ry 5(GE) =3 g 5(k)uyn (k)%:(leb,,)* (DS,) . (B13)

b// b///

Da die rechts stehende Summe iiber G nach dem Orthogonalitdatstheorem der Grup-
pentheorie verschwindet [57], ist Gleichung (B.8h) hiermit bewiesen.
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