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Elektron–Elektron–
Wechselwirkung
in Halbleitern
Von hochkorrelierten kohärenten
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Kapitel 1

Einleitung

Die moderne Halbleiterphysik ist gekennzeichnet durch eine Reduktion der L�angen-

skalen der Bauelemente und der Zeitskalen von Anregungsprozessen, wobei dabei

vor allem optische Anregungen relevant sind. Mit zunehmender Miniaturisierung

sollen die Speicherkapazit�at der Bauelemente erh�oht und die Schaltzeiten verk�urzt

werden, was zu gr�o�erer Rechenleistung von Computern f�uhrt.

Weiterentwicklungen der Lithographie{Technik haben niederdimensionale Halblei-

terstrukturen im Nanometerbereich erm�oglicht, deren L�angenskalen damit unterhalb

der Koh�arenzl�ange zweier Streupartner, d. h. der mittleren freien Wegl�ange zwischen

zwei inelastischen St�o�en, liegt. Die Entwicklung von ultrakurzen optischen Pulsen

[108] erm�oglicht die Anregung von Ladungstr�agern in niederdimensionalen Halb-

leiterstrukturen im Piko- und Femtosekundenbereich. Im Unterschied zu den viel

langsameren elektrischen Anregungen wird dabei eine koh�arente Anregung der La-

dungstr�ager erreicht, weil sich die Koh�arenz des Lichtfeldes auf das Ladungstr�agersy-

stem �ubertr�agt. Auf diesen Zeitskalen sind die Phasenbeziehungen der Streupartner

noch relevant und k�onnen experimentell beobachtet werden [90].

Zunehmend kommt man damit in Bereiche, in denen Quantene�ekte wichtig wer-

den. Dies geschieht automatisch, wenn die L�angenskalen der Halbleiterstrukturen

in Bereiche der Orts{Impuls{Unsch�arfe oder die optischen Anregungszeiten in den

Bereich der Energie{Zeit{Unsch�arfe der entsprechenden Ladungstr�ager vordringen.

Das ist in der heutigen Halbleiterphysik genau der Fall.

Grundvoraussetzung f�ur die Funktion aller elektronischen Halbleiterbauelemente

ist die Bewegung von Ladungstr�agern unter dem Einu� bzw. nach einer exter-

nen Anregung. Zusammen mit den Gitterbausteinen des Kristallgitters stellen sie

ein quantenmechanisches Vielteilchensystem im Nichtgleichgewicht dar, dessen Dy-

namik durch Streuprozesse bestimmt ist. Zwei wesentliche Streuprozesse k�onnen

anhand der beteiligten Partner unterschieden werden: Die Coulomb{Streuung der
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1 Einleitung

Ladungstr�ager untereinander sowie die Streuung der Ladungstr�ager mit den quanti-

sierten Anregungen der Gitterbausteine, d. h. die Elektron{Phonon{Streuung. Die

Rolle der Coulomb{Wechselwirkung ist zweifach: Zum einen bewirkt sie die Aus-

bildung von Korrelationen auf einer kurzen Zeitskala und bedingt so die koh�arente

Dynamik des Systems. Zum anderen bewirkt sie die Relaxation des Systems in einen

Quasigleichgewichtszustand. F�ur die Zerst�orung der Koh�arenz und den �Ubergang

zur inkoh�arenten Dynamik ist die Elektron{Phonon{Streuung verantwortlich.

W�ahrend die Coulomb{Streuung auf sehr kurzen Zeitskalen f�ur die koh�arente Dy-

namik relevant ist, ist es die Elektron{Phonon{Streuung vor allem auf l�angeren

Zeitskalen f�ur die inkoh�arente Dynamik.

Die Miniaturisierung der Halbleiter ver�andert aber nicht nur die elektronischen

Zust�ande, sondern auch deren Streuprozesse, da der ge�anderte Potentialverlauf in

niederdimensionalen Halbleiterstrukturen nat�urlich auch die Wechselwirkungspo-

tentiale ver�andert. Die Streupotentiale sind dementsprechend ebenfalls dimensi-

onsreduziert und verschieden vom urspr�unglichen Volumenmaterial, was wiederum

die auftretenden Quantene�ekte entscheidend beeinu�t. Die Untersuchung solcher

Streuprozesse ist daher von zentraler Bedeutung f�ur das physikalische Verst�andnis

des Ladungstransportes in niederdimensionalen Halbleitern und ist eines der Haupt-

anliegen der vorliegenden Arbeit.

Je nach Einschr�ankungsgrad der Bewegung der Ladungstr�ager spricht man von ei-

nem zweidimensionalen Elektronengas (2DEG), einem Quantendraht (1DEG) bzw.

einem Quantenpunkt. Der Quantenpunkt repr�asentiert dann einen nahezu idealen

nulldimensionalen Quantentopf im Sinne der Quantenmechanik, in dem die Elek-

tronenzust�ande v�ollig diskretisiert sind [128]. Durch Anlegen eines Magnetfeldes

lassen sich dann noch die Spinentartungen der Elektronenzust�ande aufheben und

Landau{B�ander [68] erzeugen. Dadurch wurde es m�oglich, bekannte Quantene�ekte

wie das Tunneln von Elektronen durch eine Barriere [17, 28] detailliert zu studie-

ren aber auch neue Quantene�ekte zu entdecken. Bekanntestes Beispiel daf�ur ist

der Quanten{Hall{E�ekt, bei dem die Strom{Spannungs{Kennlinie charakteristi-

sche Stufen aufweist [118]. Beide E�ekte haben zu direkten Anwendungen gef�uhrt,

wie der resonanten Tunneldiode [59, 123] oder des Einzelelektron{Tunneltransistors

[37, 66]. Quanten{Hall{Proben werden als Eichnormal f�ur den elektrischen Wi-

derstand verwendet [117], weil sie eine sehr genaue Beziehung zwischen Strom und

Spannung vermitteln. Die beiden letztgenannten Anwendungen haben weitreichende

Perspektiven f�ur die physikalische Forschung [42]: Ein hochpr�aziser Einzelelektron{

Tunneltransistor kann als frequenzgesteuerte Stromquelle dienen und w�urde es er-

lauben, die Stromeinheit Ampere nicht mehr wie bisher �uber die Masseneinheit

Kilogramm, sondern �uber die Elementarladung e zu de�nieren. Da der Josephson-

E�ekt [39, 53] die Spannung und die Frequenz �uber Elementarkonstanten mitein-

ander verkn�upft [19] und als Eichnormal f�ur die Spannung dient, k�onnten dann der

Josephson{E�ekt und der Quanten{Hall{E�ekt auf ihre Universalit�at, d. h. auf
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eine Beschreibung ausschlie�lich durch Elementarkonstanten getestet werden [42].

Damit wird es auch m�oglich, die Feinstrukturkonstante � = e
2
=2"0hc genauer zu

bestimmen. Entsprechende Vorschl�age gibt es bereits [127]. Die Resultate w�urden

zum Test der Quantenelektrodynamik (QED) dienen [115].

Obwohl die Genauigkeit vergleichbarer Messungen schon beeindruckend ist1, ist sie

f�ur einen Einzelelektronen-Transistor noch nicht ausreichend. Dem im Wege stehen

vor allem durch Coulomb{Blockade{Streuungen verursachte Tunnelprozesse [6, 5],

die die Pr�azision der Messung begrenzen [65, 40, 44]. Ein besseres Verst�andnis

von Streuprozessen in dimensionsreduzierten Coulomb{Systemen, zu dem die vor-

liegende Arbeit einen Beitrag leisten will, ist deshalb auch hier von entscheidender

Bedeutung.

Es sei angemerkt, da� in den letzten Jahren auch eine Reihe anderer Quantene�ek-

te im Transport in niederdimensionalen Halbleiterstrukturen gefunden wurden, bei

denen Streuprozesse keine gro�e Rolle spielen bzw. den jeweiligen E�ekt zerst�oren.

Als Beispiele seien genannt:

(i) universelle Leitf�ahigkeitsuktuationen [70, 2, 30] wo die statistische, aber f�ur

eine vorgegebene Probe feste Anordnung von Streuzentren zu charakteristi-

schen Fluktuationen der Leitf�ahigkeit von der Gr�o�enordnung 2e2=h f�uhrt,

die reproduzierbar sind, solange die Streuzentren nicht z. B. durch Erw�armung

modi�ziert werden;

(ii) die schwache Lokalisierung [15, 4], die zu einem anomalen Verlauf des Magne-

towiderstands f�uhrt und durch Interferenz zweier durch Zeitumkehr ineinander

�uberf�uhrbarer Pfade zustande kommt;

(iii) der Aharonov{Bohm{E�ekt in ungeordneten Materialien [3, 109], der die Ab-

h�angigkeit der Phase vom Vektorpotential zeigt.

(iv) ballistischer, also streufreier Transport [48], der in Proben, deren Dimensio-

nierung weit unterhalb der Streul�ange der Elektronen liegt, und bei tiefen

Temperaturen beobachtet wird.

Vom Standpunkt der Anwendbarkeit von Bauelementen auch der modernen Halblei-

tertechnik m�ussen aber einfachere Strukturen bei endlichen Temperaturen betrach-

tet werden, so da� Quantene�ekte, bei denen Streuprozesse auftreten, f�ur praktische

Anwendungen wesentlich wichtiger sind. Gerade deshalb ist ein besseres Verst�and-

nis der Wirkung von Streuprozessen in Vielteilchensystemen in niederdimensionalen

Halbleitern so wichtig. Dies gilt vor allem auch f�ur ein quantitatives Verst�andnis.

1In Systemen mit einer supraleitenden Insel und normalleitenden Zuleitungen konnte der Un-

terschied der Grundzustandsenergien bei gerader und ungerader Elektronenzahl auf der supralei-

tenden Insel beobachtet werden [27]. Obwohl etwa 109 Elektronen auf der Insel vorhanden sind,

ist me�bar, ob jedes Elektron einen Partner zur Kopplung zum Cooperpaar �ndet oder nicht.
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1 Einleitung

In Transport{Experimenten, die auf einer externen Spannungsanregung basieren,

liegt die Anregungszeit in der Regel weit �uber der Koh�arenzzeit der Ladungstr�ager,

so da� Phasenbeziehungen zwischen den Streupartnern von Anfang an nicht relevant

sind. Das Vielteilchensystem durchl�auft dort eine rein inkoh�arente Dynamik. Im

Gegensatz dazu durchl�auft das Vielteilchensystem nach einer ultrakurzen optischen

Anregung zun�achst das Stadium einer koh�arenten Dynamik. Das bedeutet, da� die

Phasenbeziehungen zwischen den Ladungstr�agern noch existent sind. Zeitaufgel�oste

Experimente zeigen dann sogenannte Quantenschwebungen, d. h. Schwebungen der

Polarisation der angeregten �Uberg�ange im System. Die Frequenz der Quanten{

Schwebungen ist umgekehrt proportional zur Energie des �Ubergangs, was bei einer

resonanten Anregung die Energie eines Quasiteilchens bedeutet. Die zeitaufgel�oste

Spektroskopie der Polarisationsdynamik erlaubt daher, die Anregungen von Qua-

siteilchen, aber auch wechselwirkungsinduzierte Vielteilchene�ekte zu messen, weil

die Schwebungsfrequenzen sehr sensitiv auf Energieverschiebungen der jeweiligen
�Uberg�ange reagieren. Besonders interessant in Halbleitern ist dabei die N�ahe der

Bandkante, weil die dort liegenden exzitonischen Anregungen gro�e optische Nicht-

linearit�aten erzeugen, die im Experiment auch ausgenutzt werden. Auf diese Weise

konnte z. B. der Optische Stark{E�ekt in Halbleitern gemessen werden, bei dem

sich eine wechselwirkungsinduzierte Blau-Verschiebung der Exzitonenenergien ergibt

[87, 62]. Ebenso konnten Biexzitonen spektroskopiert werden [85, 91, 78, 89, 33, 23].

Die verwendeten zeitaufgel�osten Techniken sind dabei verschieden und reichen von

einfachen Pump{Probe{Techniken [120, 52] �uber zeitaufgel�oste Lumineszenzmessun-

gen [112] bis hin zu aufwendigeren Vierwellen{Misch{Experimenten [74]. Weitere

Aspekte der Polarisationsdynamik in Halbleitern, die bisher erfolgreich mit zeitauf-

gel�oster koh�arenter optischer Spektroskopie untersucht wurden, sind z. B.:

(i) die Phasenrelaxation freier Ladungstr�ager [14] und von Exzitonen [84, 106,

105, 64, 72],

(ii) Ladungsoszillationen in Doppelquantentopf{Strukturen [73, 71, 95] und �Uber-

gittern [29, 121],

(iii) Vielteilchene�ekte [74, 124, 56, 57] sowie

(iv) die Emission koh�arenter elektromagnetischer Strahlung im THz{Bereich [95,

121, 92].

Exzitonen und Biexzitonen sind Korrelationen zwischen Elektronen und L�ochern

in Halbleitern, wobei Exzitonen Zweiteilchen{Korrelationen und Biexzitonen Vier-

teilchen{Korrelationen entsprechen. Die zeitaufgel�oste Spektroskopie ist also auch

immer eine Spektroskopie der jeweiligen Korrelationsdynamik im System, die sich

durch Streuprozesse, die die Korrelationen nach und nach zerst�oren, von einer

koh�arenten hin zu einer inkoh�arenten Dynamik entwickelt.

Besonders interessant und herausfordernd f�ur die Theorie ist die �Ubergangsphase

zwischen koh�arenter und inkoh�arenter Dynamik, die zus�atzlich noch sehr von der
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jeweiligen Anregungsdichte des Experimentes abh�angt. Bei sehr hohen Anregungs-

dichten wird die Coulomb{Wechselwirkung durch inkoh�arent gewordene elektroni-

sche Dichten abgeschirmt und Korrelationse�ekte werden sehr schnell zerst�ort. Bei

niedrigen Anregungsdichten verl�auft das Aussterben der Korrelationen entsprechend

langsamer. Korrelationse�ekte sind also insbesondere bei niedrigen Anregungsdich-

ten sehr wichtig. In beiden F�allen jedoch f�uhren Streuprozesse zu einer fortschrei-

tenden Dephasierung und einer Entwicklung hin zu rein inkoh�arenter Dynamik.

Letztere entspricht dann, wie bereits erw�ahnt, der Nichtgleichgewichts{Dynamik,

die in einem spannungsgetriebenen Transport{Experiment von Anfang an abl�auft.

Aus theoretischer Sicht unbefriedigend war bisher, da� die beiden Situationen durch

verschiedene theoretische Konzepte beschrieben wurden. F�ur die Beschreibung von

Transportph�anomenen hat sich die Theorie der Nichtgleichgewichts{Greenschen{

Funktionen als sehr geeignet erwiesen, da man sich dort auf Einteilchen{Eigen-

schaften der Dynamik beschr�anken kann. Diese Theorie kann auch auf optische

Experimente erfolgreich angewendet werden, vor allem bei der Beschreibung von

Prozessen hoher Dichten oder einer Anregung hoch im Leitungsband des Halbleiters,

wonach die Elektronen sehr schnell in eine inkoh�arente Verteilung relaxieren.

F�ur die Beschreibung der hochkorrelierten Dynamik bei niedrigen Anregungsdichten

hat sich jedoch die Theorie der Dichtematrizen, sei es im Impuls- oder Ortsraum,

als erfolgreich erwiesen. Diese ist aber bisher nicht in der Lage, den �Ubergang zu

inkoh�arenter Dynamik und die dabei wichtigen Abschirmungse�ekte angemessen zu

beschreiben.

In der vorliegenden Arbeit werden der Zusammenhang der Theorie der Nichtgleich-

gewichts{Greenschen{Funktionen und der Dichtematrixtheorie f�ur den Fall koh�aren-

ter optischer Anregungen diskutiert und Ans�atze f�ur eine einheitliche Theorie auf der

Grundlage der Nichtgleichgewichts{Greenschen{Funktionen gegeben. Der Dichte-

matrix{Formalismus wird auf das Vierteilchen{Problem in einem Halbleiter im star-

ken Magnetfeld angewandt und das Problem wird erstmals vollst�andig gel�ost. Ver-

gleiche zu entsprechenden Vierwellen{Misch{Experimenten erlauben die Interpreta-

tion von Signaturen und Abfallszeiten, wie sie in bisherigen Rechnungen basierend

auf den Halbleiter{Bloch{Gleichungen und damit der Hartree{Fock{N�aherung nicht

m�oglich sind. Es wird gezeigt, da� erst eine detaillierte Behandlung der Coulomb{

Wechselwirkung unter Einschlu� von Vierteilchen{Korrelationen eine schl�ussige In-

terpretation der Experimente erlaubt.

Eine einheitliche Theorie zur Beschreibung der Hoch- und Niederdichteanregung ei-

nes Halbleiters in der Greensfunktions{Formulierung beschreibt auch den �Ubergang

der koh�arenten zur inkoh�arenten Dynamik. Die inkoh�arente Dynamik von Trans-

portph�anomenen in Halbleiterheterostrukturen stellt den zweiten Schwerpunkt die-

ser Arbeit dar. Im Hinblick auf die Interpretation von Transportexperimenten ist die

Elektron{Phonon{Wechselwirkung von gr�o�erer Bedeutung, wird aber h�au�g nur in

einfachen Modellen ber�ucksichtigt [25, 35, 36, 20].
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1 Einleitung

Bisherige Rechnungen zum Transport in Heterostrukturen basieren auf der stati-

on�aren Quanten{Boltzmann{Gleichung f�ur die Elektronenverteilung, weil man sich

im Experiment meist nur f�ur eine Strom{Spannungs{Kennlinie interessiert, f�ur die

die zeitliche Entwicklung des Transportprozesses irrelevant ist. Im einfachsten Fall

kann man die station�are Boltzmann{Gleichung sogar durch Matrixinversion l�osen

[34, 35]. Nimmt man das induzierte Potential und insbesondere die Elektron{

Phonon{Wechselwirkung hinzu, ist ein solches Vorgehen nicht mehr m�oglich. Au-

�erdem erh�oht die Hinzunahme der Elektron{Phonon{Wechselwirkung die Dimen-

sionalit�at des Problems, was zu numerischen Problemen f�uhrt.

Wie in der vorliegenden Arbeit gezeigt wird, ist es deshalb besser, die urspr�ungliche

nichtstation�are Boltzmann{Gleichung in der Zeitebene zu behandeln und den stati-

on�aren Endzustand durch Au�ntegration dieser Gleichung zu bestimmen. Es wird

gezeigt, da� basierend auf diesem Verfahren auch die Elektron{Phonon{Streuung

ber�ucksichtigt werden kann. Dazu ist es notwendig, die elektronische Verteilungs-

funktion bez�uglich der Radialkoordinate bei Erf�ullung der Randbedingungen in ein

g�unstiges Funktionensystem zu entwickeln, das mit sehr wenigen Entwicklungsko-

e�zienten auskommt. Ein solches Funktionensystem wird in der vorliegenden Ar-

beit angegeben. Entsprechende Rechnungen werden f�ur eine resonante Tunneldiode

durchgef�uhrt.

Die Arbeit gliedert sich folgenderma�en: In Kapitel 2 wird eine Einf�uhrung in

die Theorie Greenscher Funktionen f�ur das Nichtgleichgewicht gegeben. Kapitel 3

enth�alt eine vergleichende Diskussion der Dichtematrix{Methode im Impulsraum

mit der Greens{Funktions{Theorie unter dem Aspekt einer einheitlichen Theorie

f�ur die Beschreibung des �Ubergangs von koh�arenter zu inkoh�arenter Nichtgleichge-

wichts{Dynamik in korrelierten Vielteilchensystemen. In Kapitel 4 wird die in den

Kapiteln 2 und 3 entwickelte Theorie auf das Vierteilchen{Problem in einem Halb-

leiter im starken Magnetfeld angewandt. Es werden Bewegungsgleichungen f�ur exzi-

tonische und biexzitonische Korrelationen bei voller Ber�ucksichtigung der Coulomb{

Wechselwirkung abgeleitet und numerisch gel�ost. Die Resultate werden anhand von

neuesten Experimenten und fr�uheren Rechnungen auf Basis der Halbleiter{Bloch{

Gleichungen erl�autert und interpretiert. In Kapitel 5 wird die Theorie f�ur den in-

koh�arenten Transport in einer resonanten Tunneldiode basierend auf der Greens{

Funktions{Theorie in der Zeitebene entwickelt. Die Elektron{Phonon{Streuung

wird in die Theorie eingebaut, wof�ur das Vorhandensein eines geeigneten Funk-

tionensystems zur Entwicklung in der Radialkoordinate der Verteilungsfunktion als

essentiell erkannt wird. Ein solches System wird dort angegeben. Die nichtlinearen

zeitabh�angigen Gleichungen werden gel�ost und mit station�aren Rechnungen vergli-

chen. Kapitel 6 enth�alt eine zusammenfassende Darstellung der Resultate dieser

Arbeit sowie einen Ausblick auf Probleme, die in naher Zukunft mit Hilfe der hier

vorgelegten Resultate angegangen und gel�ost werden k�onnen.
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Kapitel 2

Nichtgleichgewichts{Greensche{

Funktionen

F�ur die quantenmechanische Behandlung von Vielteilchensystemen im Nichtgleich-

gewicht gibt es verschiedene theoretische Zug�ange: Nichtgleichgewichts{Greensche{

Funktionen [54, 55, 26, 24, 101], kinetische Gleichungen, die auf der Dichtematrix{

Darstellung im Ortsraum basieren [110, 11, 111, 129, 8, 9], die Dichtematrix{Me-

thode im Impulsraum [104, 11, 122, 98] sowie Projektionstechniken [88, 130, 94, 41].

Die beiden erstgenannten Methoden sind eng miteinander verwandt. So stimmt

z. B. die Einteilchen{Dichtematrix �uberein mit der gleichzeitigen Greenschen Funk-

tion G< (in Kadano�{Baym{Schreibweise [54]) oder G+� (in Keldysh{Schreibweise

[55]). Beide Formalismen arbeiten mit der Zeitentwicklung der Operatoren und

f�uhren im allgemeinen auf ein System von unendlich vielen gekoppelten Di�erenti-

algleichungen, f�ur das geeignete N�aherungen gefunden werden m�ussen, um sich auf

eine endliche Zahl von Erwartungswerten beschr�anken zu k�onnen und ein geschlos-

senes System von Gleichungen zu erhalten.

Eine Standardn�aherung, die unter anderem diese notwendigen Forderungen erf�ullt,

ist die Hartree{Fock{N�aherung, bei der man sich durch geeignete Faktorisierungen

auf Zweiteilchen{Dichtematrizen bzw. Zweiteilchen{Greensche{Funktionen zur�uck-

ziehen kann. Es handelt sich um eine sogenannte N�aherung des gemittelten Feldes

(Mean{Field{Approximation), d. h. kompliziertere Erwartungswerte werden durch

Produkte einfacher Erwartungswerte und Dichten ersetzt, h�ohere Korrelationen wer-

den dadurch vernachl�assigt.

Will man �uber eine solche N�aherung hinausgehen, k�onnen verschiedene Methoden

auch verschiedene Ergebnisse liefern. Mehr noch k�onnen im Verlaufe der Herleitung

n�otige N�aherungen in den verschiedenen Methoden unterschiedliche Auswirkungen

haben. Dabei h�angt es nicht nur vom Problem, sondern auch von pers�onlichen

Vorlieben ab, welche Methode bevorzugt wird.
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2 Nichtgleichgewichts{Greensche{Funktionen

Die Dichtematrix{Methode hat sich als besonders geeignet und erfolgreich bei der

Behandlung koh�arenter Systeme erwiesen, denn in diesen Systemen kann die entste-

hende Hierarchie von kinetischen Gleichungen systematisch abgebrochen und ent-

koppelt werden. Das Abbruchschema wird jedoch fragw�urdig, wenn inkoh�aren-

te Besetzungen von Elektronen und L�ochern bedeutsam werden. Trotzdem kann

man die Dichtematrix{Methode anwenden, um Approximationsschemata jenseits

der Hartree{Fock{N�aherung zu entwickeln. Um das Gleichungssystem zu schlie�en,

z. B. auf der Ebene von Einteilchen{Funktionen, m�ussen die Quellen von Korrelatio-

nen h�oherer Ordnung jedoch durch Einteilchen{Eigenschaften ausgedr�uckt werden.

Dies geschieht h�au�g willk�urlich oder durch ein a{priori{Wissen �uber das erwarte-

te Ergebnis. Auch wenn es m�oglich ist, systematische Approximations{Schemata

innerhalb des Dichtematrix{Formalismus zu entwickeln, gibt es andere Methoden,

dieses Problem anzugehen.

Eine geeignetere Methode liefert die Theorie der Nichtgleichgewichts{Greenschen{

Funktionen. Im Gegensatz zum Gleichgewicht oder zum Fall verschwindender Tem-

peraturen gen�ugt hier nicht eine einzige Greensche Funktion, sondern es wird ei-

ne Matrix bestehend aus vier Funktionen ben�otigt, von denen allerdings nicht al-

le unabh�angig voneinander sind. Der wesentliche Unterschied zum Dichtematrix{

Formalismus besteht in der Zweizeitigkeit der entstehenden Korrelationsfunktionen.

Diese ergibt sich zwangsl�au�g, wenn anstelle von Systemen von Gleichungen je-

weils eine geschlossene Gleichung eingef�uhrt wird. Die Durchf�uhrung der Theo-

rie in einer Zweizeit{Formulierung scheint zwar zun�achst kompliziert, erlaubt je-

doch die Entwicklung konsistenter Approximations{Schemata, die auf die systema-

tische Trennung von Ein-, Zwei-, ... n-Teilchen Eigenschaften zur�uckgef�uhrt werden

k�onnen. Ein weiterer Vorteil dieser Methode besteht in ihrer N�ahe zur Theorie der

Greenschen Funktionen im Gleichgewicht, insbesondere der Existenz einer Dyson{

Gleichung, und damit verbunden der Anwendbarkeit graphischer Techniken.

Die Theorie Greenscher Funktionen und insbesondere ihre Anwendung auf Nicht-

gleichgewichtssituationen wurde durch mehrere Autoren entwickelt und schon h�au�-

ger zusammenfassend dargestellt [101, 55, 24, 102]. Im Folgenden soll eine kompakte

Einf�uhrung in die Theorie der Nichtgleichgewichts{Greensche{Funktionen gegeben

werden, die angelehnt ist an die Theorie f�ur den Gleichgewichtsfall. Wir beginnen

unsere �Uberlegungen mit der Betrachtung eines quantenmechanischen Erwartungs-

wertes unter der Einwirkung einer externen St�orung.

2.1 Zeitentwicklung im Nichtgleichgewicht

In dieser Arbeit werden wir dynamische Ph�anomene betrachten, also Systeme, die

sich weitab von ihrem Gleichgewichtszustand be�nden. Dies hat auch Auswirkun-

gen auf die theoretische Beschreibung. Gleichgewichtszust�ande sind Gegenstand der
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2.1 Zeitentwicklung im Nichtgleichgewicht

Thermodynamik. Diese liefert allein aus statistischen Prinzipien Aussagen �uber die

Besetzung von Zust�anden des Systems. Das wesentliche Ergebnis einer mikroskopi-

schen Theorie des Systems ist daher die Beschreibung der m�oglichen Zust�ande des

Systems.

Anders ist die Situation im Nichtgleichgewicht. Die Besetzung von Zust�anden des

Systems kann hier nicht aus statistischen Prinzipien abgeleitet werden. Vielmehr ist

sie abh�angig von der externen Anregung und den Wechselwirkungen im System. Es

entwickelt sich also eine komplexe Dynamik eines Vielteilchensystems.

Wie wir in diesem Kapitel noch zeigen werden, ist es im Gleichgewicht ausreichend,

das System durch eine einzige Greensche Funktion zu beschreiben. Im Nichtgleich-

gewicht wird diese Funktion nicht nur zeitabh�angig. Vielmehr mu� man mehrere

Greensche Funktionen einf�uhren, um das System beschreiben zu k�onnen.

Bevor wir aber zu den Greenschen Funktionen kommen, betrachten wir zun�achst den

Erwartungswert eines beliebigen Operators Ô f�ur ein System unter dem Einu� des

Hamilton{Operators Ĥ = Ĥ0+Ĥext(t). Hier soll Ĥ0 alle internen Wechselwirkungen

des Systems beschreiben und zeitunabh�angig sein. Die externe St�orung des Systems

wird durch Ĥext(t) beschrieben. Dabei stellen wir uns vor, da� die St�orung zum

Zeitpunkt t0 eingeschaltet wird. F�ur den Erwartungswert gilt

h	(t)jÔj	(t)i = h	0jSy(t; t0) �O(t)S(t; t0) j	0i ; (2.1)

wobei wir j	0i = j	(t0)i als Anfangsbedingung gesetzt haben. S(t; t0) ist der

Zeitentwicklungsoperator von t0 nach t im Wechselwirkungs{Bild. Er erf�ullt eine

Integralgleichung, die sich �aquivalent auch in eine der Schr�odinger{Gleichung ent-

sprechende Di�erentialgleichung umschreiben l�a�t:

S(t; t0) = 1� i

�h

tZ
t0

dt
0 �Hext(t

0)S(t0; t0) (2.2)

Diese Integralgleichung l�a�t sich formal l�osen, indem man sie in sich iteriert und die

entstehende Reihe aufsummiert. Es ergibt sich

S(t; t0) = T+ exp
h
� i

�h

tZ
t0

dt
0 �Hext(t

0)
i
: (2.3)

Hier beschreibt T+ den positiven Zeitordnungsoperator, dessen Wirkung darin be-

steht, Produkte von zeitabh�angigen Operatoren so zu ordnen, da� die Zeitargu-

mente von rechts nach links ansteigen. Um den Erwartungswert in (2.1) berechnen

zu k�onnen, wird auch der adjungierte Operator Sy(t; t0) = S(t0; t) ben�otigt. Die

Ableitung des Ausdrucks f�ur den adjungierten Operator erfolgt v�ollig analog. Da
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2 Nichtgleichgewichts{Greensche{Funktionen

t

Zeit

C

Abbildung 2.1: Zeitkontur C der Greenschen Funktion

aber t und t0 vertauscht sind, wird nun die negative Zeitordnung ben�otigt, also der

Operator T�, der Produkte von Operatoren mit von links nach rechts ansteigenden

Zeitargumenten ordnet.

S(t0; t) = T� exp
h
i

�h

tZ
t0

dt
0 �Hext(t

0)
i
: (2.4)

Das Auftreten von positiver wie negativer Zeitordnung im Erwartungswert hat wich-

tige Konsequenzen. Um das einzusehen, nehmen wir einmal an, da� S(t; t0) nicht

die Zeitentwicklung unter der Wirkung einer �au�eren St�orung �Hext(t) beschreibt,

sondern eine interne Wechselwirkung, die adiabatisch eingeschaltet wird. In diesem

Fall ist die Wirkung von S(t; t0) auf den Grundzustand wieder proportional zum

Grundzustand und es kann keine Beimischung angeregter Zust�ande auftreten, da es

sich ja um eine interne Wechselwirkung handelt. Damit erhalten wir aus Gleichung

(2.1):

h	0jS(t0; t) �O(t)S(t; t0) j	0i = h	0jS(t0; t) j	0ih	0j �O(t)S(t; t0) j	0i
= hS(t0; t) ih �O(t)S(t; t0) i
=

h �O(t)S(t; t0) i
hS(t; t0) i : (2.5)

Den letzten Schritt kann man einsehen, wenn man den Identit�atsoperator als Spezi-

alfall einsetzt. Um die Notation kompakt zu halten, haben wir die Erwartungswerte

h	0j : : : j	0i durch h: : :i ersetzt. Im Gleichgewicht ben�otigt man somit zur Berech-

nung des Erwartungswertes einer Observabeln nur die positive Zeitordnung. Die

Faktorisierung (2.5) ist aber nicht mehr m�oglich, wenn aufgrund einer zeitabh�angi-

gen �au�eren St�orung auch angeregte Zust�ande ins Spiel kommen. Im Nichtgleichge-

wicht mu� daher auch die negative Zeitordnung ber�ucksichtigt werden.

Formal ist es am einfachsten, wenn es nur eine Zeitordnung gibt, die entlang einer

Zeitkontur C verl�auft. Diese Zeitkontur erstreckt sich von t0 nach t in positiver

Zeitrichtung und dann wieder zur�uck nach t0. Au�erdem k�onnen wir die Identit�at

S(t;1)S(1; t) = 1 benutzen und t0 = �1 setzen, so da� sich die Zeitkontur
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2.1 Zeitentwicklung im Nichtgleichgewicht

von �1 nach 1 und wieder zur�uck nach �1 erstreckt. Damit k�onnen wir den

Erwartungswert in folgender Form schreiben:

h �O(t)i = hS(�1; t) �O(t)S(t;�1) i
= hS(�1; t) S(t;1) S(1; t) �O(t)S(t;�1) i
= hS(�1;1)

�
T+ S(1;�1) �O(t)

�i
= hTc Sy(1;�1)S(1;�1) �O(t)i : (2.6)

Die Zeitordnung entlang der Kontur C ist in Bild 2.1 dargestellt. Wie der urspr�ung-

liche Erwartungswert beschreibt sie genau die Zeitentwicklung des Systems von �1
nach t unter der Einwirkung der �au�eren St�orung und die Entwicklung von t zur�uck

nach �1. Nehmen wir einmal an, wir k�onnten zwischen der St�orung �H+
ext(t), unter

der sich das System vorw�arts in der Zeit entwickelt und �H�ext(t), unter der es sich

zur�uck entwickelt, unterscheiden. Das bedeutet, wir k�onnten zwischen der St�orung

auf dem oberen und dem unteren Zweig der Kontur C unterscheiden. Diese Annah-

me legt die folgenden De�nitionen nahe [26]:

S+ = S+(1;�1) = T+ exp
�� i

�h

1Z
�1

dt
0 �H+

ext(t
0)
�

(2.7)

und

S
y

�
= S�(�1;1) = T� exp

� i
�h

1Z
�1

dt
0 �H�ext(t

0)
�
: (2.8)

Entsprechend gibt es dann zwei Arten von Erwartungswerten, je nachdem ob das

Zeitargument auf dem oberen Zweig der Kontur (t+) oder auf dem unteren Zeig (t�)

liegt. Da jedoch jetzt S
y

�
S+ 6= 1 gilt, m�ussen wir die Erwartungswerte normieren.

h �O(t+)i = hTc Sy� S+ �O(t+)i
hSy
�
S+i

=
hSy
�

�
T+ S+

�O(t)
�i

hSy
�
S+i

(2.9)

h �O(t�)i = hTc Sy� S+ �O(t�)i
hSy
�
S+i

=
h�T� Sy� �O(t)

�
S+ i

hSy
�
S+i

(2.10)

Physikalisch ist eine solche Unterscheidung v�ollig sinnlos, denn es gibt nur eine �au�e-

re St�orung �Hext(t). Daher m�ussen wir in allen Endergebnissen �H+
ext(t) =

�H�ext(t) und

entsprechend S+ = S� setzen. Mathematisch ist das jedoch ein sehr n�utzlicher Trick,

der es erlaubt, Bewegungsgleichungen in einer sehr kompakten Form abzuleiten.
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2 Nichtgleichgewichts{Greensche{Funktionen

2.2 De�nition der Einteilchen{Greenschen{Funk-

tionen

Einteilchen{Greensche{Funktionen werden als verallgemeinerte Dichtematrizen f�ur

den Fall von zwei Zeitargumenten de�niert. Die De�nitionen werden durch die

De�nitionen der Erwartungswerte (2.9) und (2.10) aus dem vorigen Abschnitt na-

hegelegt. Da jedoch zwei Arten von Zeitargumenten unterschieden werden, gibt es

f�ur einen zweizeitigen Erwartungswert o�enbar vier m�ogliche De�nitionen. Bei der

Notation werden wir uns an diejenige in [101, 16] halten. Wenn beide Zeitargumente

auf dem oberen Zweig der Zeitkontur liegen, de�nieren wir

G
++(12) = � i

�h

hTc  ̂(1+)  ̂y(2+)i
hSy
�
S+i

= � i

�h

hSy
�

�
T+ S+

� (1) � y(2)
�i

hSy
�
S+i

: (2.11)

Hier haben wir die Abk�urzung 1 = fr1; t1; �1g benutzt. Die Zeitordnung bedingt

bei Fermioperatoren auch einen Vorzeichenwechsel aufgrund ihrer Eigenschaft der

Antikommutativit�at, also

T+
� (1) � y(2) = �(t1 � t2) � (1) � 

y(2)� �(t2 � t1) � 
y(2) � (1) : (2.12)

Im Grenzwert �H+
ext(t) =

�H�ext(t) entspricht (2.11) formal gerade der �ublichen De�-

nition einer zeitgeordneten Einteilchen{Greenschen{Funktion bei Temperatur 0 K

[32]. Wegen der �au�eren St�orung ist jedoch keine Faktorisierung wie in (2.5) m�oglich

und so m�ussen auch andere Greensche Funktionen betrachtet werden.

G
+�(12) =

i

�h

hTc  ̂(1+)  ̂y(2�)i
hSy
�
S+i

= � i

�h

h�T� Sy� � y(2)
��
T+ S+

� (1)
�i

hSy
�
S+i

(2.13)

G
�+(12) = � i

�h

hTc  ̂(1�)  ̂y(2+)i
hSy
�
S+i

= � i

�h

h�T� Sy� � (1)
��
T+ S+

� y(2)
�i

hSy
�
S+i

(2.14)

G
��(12) =

i

�h

hTc  ̂(1�)  ̂y(2�)i
hSy
�
S+i

=
i

�h

h�T� Sy� � (1) � y(2)
�
S+i

hSy
�
S+i

(2.15)
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2.2 De�nition der Einteilchen{Greenschen{Funktionen

Im Heisenberg{Bild lassen sich die vier Greenschen Funktionen (2.11) und (2.13) bis

(2.15) in der kompakten Form

G(�1�2) = � ib2
�h

hTc  ̂(�1)  ̂y(�2)i
hSy
�
S+i

; (2.16)

wobei der Zweigindex b = � in die De�nition des Arguments entsprechend �1 =

fr1; t1; �1; b1g eingeschlossen wurde.

Um einen Eindruck von der Bedeutung der Greenschen Funktionen zu bekommen,

betrachten wir zun�achst den einfachen Fall ohne �au�ere St�orung, also im Gleich-

gewicht. Dann gilt S
y

�
= S+ = 1. Wir betrachten dazu G

+� und entwickeln die

Feldoperatoren durch einen vollst�andigen Satz von Einteilchen{Zust�anden:

G
+�(12) =

X
jj0

'j(r1�1)'j0(r2�2)G
+�
jj0

(t1t2) ; (2.17)

mit

G
+�
jj0

(t1t2) = � i

�h
hĉy

j0
(t2) ĉj(t1)i

= � i

�h

X
n

h�(N)
0 jĉy

j0
(t2)j�(N�1)

n ih�(N�1)
n jĉj(t1)j�(N)

0 i ; (2.18)

wobei ein vollst�andiger Satz von (N � 1)-Teilchen{Zust�anden eingeschoben wurde,

die Eigenzust�ande des Hamilton{Operators Ĥ0 sind. Mit Hilfe dieser Eigenschaft

sowie

ĉj(t1) = e
�iH0t1=�hĉj e

iH0t1=�h (2.19)

erh�alt man insgesamt

G
+�(12) = � i

�h

X
jj0n

'j(r1�1)'j0(r2�2)

� e
i(E

(N�1)
n �E

(N)
0 )(t2�t1)=�hh�(N)

0 jĉy
j0
j�(N�1)

n ih�(N�1)
n jĉjj�(N)

0 i : (2.20)
Nehmen wir die Quasiteilchenn�aherung an, dann ist der N -Teilchen{Grundzustand

gerade derjenige, bei dem die N untersten Einteilchen{Zust�ande voll besetzt sind.

E
(N�1)
n hingegen bezeichnet die Energie des Zustandes, in dem alle Zust�ande bis N

besetzt sind mit Ausnahme des n-ten. Somit ist E
(N�1)
n � E

(N)
0 = En, also gerade

die Einteilchen{Energie des besetzten n-ten Zustandes. In dieser N�aherung erhalten

wir aus (2.20) also

G
+�(12) = � i

�h

X
j

'j(r1�1)'j(r2�2) e
iEj(t2�t1)=�h nj : (2.21)
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2 Nichtgleichgewichts{Greensche{Funktionen

Entsprechend ist G�+ gegeben durch

G
�+(12) =

i

�h

X
j

'j(r1�1)'j(r2�2) e
iEj(t2�t1)=�h (1� nj) : (2.22)

Damit sehen wir, da� G+� und G
�+ gerade die Eigenschaften besetzter bzw. un-

besetzter Zust�ande beschreiben. Diese Eigenschaft bleibt bestehen, wenn �au�ere

St�orungen zugelassen werden und erlauben es deshalb, die Eigenfunktions{Darstel-

lung mit Verteilungsfunktionen und �Ubergangsamplituden in Verbindung zu brin-

gen. Die Kenntnis von G+� undG�+ sind bereits ausreichend um die beiden anderen

Typen von Greenschen Funktionen zu bestimmen. Wie man aus den De�nitionen

entnehmen kann, sind die vier Greenschen Funktionen n�amlich nicht unabh�angig,

sondern es gilt:

G
++(12) +G

+�(12) = G
��(12) +G

�+(12)

= � i

�h
�(t1 � t2)h ̂(1)  ̂y(2) +  ̂

y(2)  ̂(1)i
= �(t1 � t2)

�
G

+�(12) +G
�+(12)

� � G
r(12) ; (2.23)

wodurch die retardierteGreensche Funktion de�niert wird. Die avancierteGreensche

Funktion ergibt sich aus

G
++(12)�G

�+(12) = G
��(12)�G

+�(12)

=
i

�h
�(t2 � t1)h ̂(1)  ̂y(2) +  ̂

y(2)  ̂(1)i
= ��(t2 � t1)

�
G

+�(12) +G
�+(12)

� � G
a(12) : (2.24)

Da in (2.23) und (2.24) Summen von G+� und G�+ auftreten, hebt sich die Infor-

mation �uber die Besetzung der Zust�ande heraus. Folglich enthalten die avancierten

und retardierten Greenschen Funktionen nur noch Informationen �uber das Einteil-

chenspektrum. Im Gleichgewicht w�are diese Information auch ausreichend, um das

System vollst�andig zu charakterisieren, denn die Besetzung der Zust�ande w�urde

sich aus der Quantenstatistik ergeben. Im Nichtgleichgewicht ist diese Informati-

on jedoch nicht ausreichend; hier ist es vielmehr n�otig, kinetische Gleichungen f�ur

die Greenschen Funktionen aufzustellen und zu l�osen und daraus die vollst�andige

Information �uber Einteilchen{Verteilungen und �Ubergangsamplituden zu gewinnen.

Schlie�lich sollen an dieser Stelle noch einige andere in der Literatur h�au�g benutz-

te De�nitionen von Greenschen Funktionen de�niert werden. Anstelle der beiden

Funktionen G
+� und G

�+ werden auch die Bezeichnungen G
< und G

> benutzt,

wobei gilt:

G
<(12) = �G+�(12) (2.25)

G
>(12) = G

�+(12) : (2.26)
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2.3 Bewegungsgleichungen der Einteilchen{Greenschen{Funktionen

Hier handelt es sich also lediglich um Vorzeichen- und Namenskonventionen, wie

auch bei den De�nitionen der zeitgeordneten Greenschen Funktion Gt und der anti-

zeitgeordneten Greenschen Funktion G
�t:

G
t(12) = G

++(12) (2.27)

G
�t(12) = �G��(12) : (2.28)

2.3 Bewegungsgleichungen der Einteilchen{

Greenschen{Funktionen

Wir betrachten die Zeitentwicklung der Greenschen Funktionen unter dem Einu�

des folgenden Hamilton{Operators, der in Ortsraumdarstellung gegeben ist:

Ĥ =
X
�

Z
d
3
r  ̂
y(rt�)

h
ĥ(r) + �ext(rt)

i
 ̂(rt�)

+
1

2

X
��0

Z
d
3
r d

3
r
0
 ̂
y(rt�)  ̂y(r0t�0) v(r� r0) ̂(r0t�0)  ̂(rt�) : (2.29)

Zum Einteilchen{Hamilton{Operator

ĥ(r) = � �h2

2m0

� + U(r); (2.30)

der den Anteil des Gitters oder anderer Strukturen im Halbleiter �uber das Potential

U(r) enth�alt, wurde ein zeitabh�angiges externes Potential �ext(rt) addiert. Darunter

kann man sich z. B. eine Ankopplung der Elektronen an ein �au�eres Lichtfeld in

Dipoln�aherung vorstellen.

Zun�achst wollen wir die Herleitung der Bewegungsgleichungen allgemein halten,

bevor wir auf die Ableitung der f�ur den koh�arenten Fall geeigneteren Gleichungen

eingehen.

Aus der allgemeinen De�nition der Greenschen Funktionen (2.16) lassen sich nun

mit obigem Hamilton{Operator die Heisenberg{Bewegungsgleichungen ableiten:

i�h
@

@t1
G(�1�2) = � i

�h
b2

hTc
�
Ĥ;  ̂(�1)

�
 ̂
y(�2)i

hSy
�
S+i

+ �b1;b2 �(t1 � t2)
hTc
�
 ̂(�1)  ̂y(�2) +  ̂

y(�2)  ̂(�1)
�i

hSy
�
S+i

: (2.31)

Der zweite Beitrag stammt von der Ableitung der Stufenfunktionen, die in G++ bzw.

G
�� auftreten. Entsprechend der Antikommutationseigenschaft der Feldoperatoren
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2 Nichtgleichgewichts{Greensche{Funktionen

kann dieser Beitrag zusammengefa�t werden zu

�(�1� �2) = �(r1 � r2) �(t1 � t2) ��1;�2 �b1;b2 : (2.32)

Wertet man den Kommutator mit dem Hamilton{Operator aus und benutzt die

beiden Abk�urzungen

v(�1� �2) = v(r1 � r2) �(t1 � t2) �b1;b2 (2.33)

und Z
d�1 =

X
b1;�1

Z
d
3
r1 dt1 (2.34)

erh�alt man insgesamt

i�h
@

@t1
G(�1�2) = �(�1� �2) +

h
ĥ(�1) + �ext(�1)

i
G(�1�2)

� i

�h
b2

Z
d�3 v(�1+ � �3)

hTc  ̂y(�3+)  ̂(�3)  ̂(�1)  ̂y(�2)i
hSy
�
S+i

: (2.35)

Die Abk�urzung �1+ bedeutet, da� das Zeitargument durch t1 + b1� ersetzt wird und

der Grenzwert � ! +0 f�ur positive � durchgef�uhrt wird. Dadurch wird sichergestellt,

da� die Reihenfolge der Operatoren unter Einwirkung des Zeitordnungsoperators Tc
richtig bleibt.

Der Erwartungswert der Zweiteilchen{Greenschen{Funktion in (2.35) l�a�t sich durch

eine Variationsableitung der Einteilchen{Greenschen{Funktion ausdr�ucken, wie in

Anhang A gezeigt wird. Mit deren Hilfe l�a�t sich die Einteilchen{Selbstenergie

einf�uhren als

�(�1�2) = �i�hb1
Z
d�3�4 v(�1+ � �3)G(�1�4)

�G
�1(�4�2)

��ext(�3)
: (2.36)

Damit nimmt die Bewegungsgleichung (2.35) schlie�lich die folgende Form an:h
i�h

@

@t1
� ĥ(�1)� �e�(�1)

i
G(�1�2)�

Z
d�3�(�1�3) G(�3�2) = �(�1� �2) : (2.37)

Das e�ektive Potential �e� setzt sich zusammen aus dem externen Potential und dem

Hartree{Potential, also dem induzierten Potential aufgrund der Coulomb{Wechsel-

wirkung, wie in (A.8) beschrieben.

Man kann aus Gleichung (2.37) eine �aquivalente Integralgleichung ableiten, indem

man mit der L�osung des Systems ohne Selbstenergie G0 von links multipliziert und

abintegriert. Man bezeichnet dies als die Dyson{Gleichung des Systems.

G(�1�2) = G0(�1�2) +

Z
d�3�4G0(�1�3) �(�3�4) G(�4�2) (2.38)
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2.3 Bewegungsgleichungen der Einteilchen{Greenschen{Funktionen

Die Selbstenergie beschreibt die Renormalisierung der Einteilchenzust�ande aufgrund

der Wechselwirkung mit dem umgebenden Vielteilchensystem. Nat�urlich liegt die

Schwierigkeit nun gerade darin, geeignete Ausdr�ucke f�ur die Selbstenergie gegebe-

ner Systeme zu �nden. Lediglich f�ur eher pathologische Modelle k�onnen exakte

Ausdr�ucke abgeleitet werden. Ansonsten ist man auf gute N�aherungen angewie-

sen. Diese h�angen davon ab, welche Beitr�age zur inversen Greenschen Funktion

ber�ucksichtigt werden. Durch Inversion der Bewegungsgleichung (2.37)

G
�1(�1�2) =

h
i�h

@

@t1
� ĥ(�1)� �e�(�1)

i
�(�1� �2)� �(�1�2) (2.39)

erh�alt man z. B. den Beitrag niedrigster Ordnung zu

�G
�1(�1�2)

��ext(�3)
= ��(�1� �2) �(�1� �3) : (2.40)

Daraus ergibt sich der statische Selbstenergie{Beitrag zu

�st(�1�2) = i�hb1 v(�1
+ � �2)G(�1�2) : (2.41)

Aus der De�nition (2.36) ist es einsichtig und leicht nachzurechnen, da� die Selbst-

energien dieselben linearen Beziehungen erf�ullen wie die Greenschen Funktionen:

�++(12) + �+�(12) = ���(12) + ��+(12) = �r(12) (2.42)

und

�++(12)� ��+(12) = ���(12)� �+�(12) = �a(12) : (2.43)

Die avancierte und retardierte Selbstenergie entsprechen aber nicht einfach den

Summen von �+� und ��+ multipliziert mit Stufenfunktionen. Wegen des obigen

Hartree{Fock{Beitrages (2.41), der weder avanciert noch retardiert ist, gilt vielmehr:

�r(12) = �st(12) + �(t1 � t2)
�
�+�(12) + ��+(12)

�
(2.44)

und

�a(12) = �st(12) + �(t2 � t1)
�
�+�(12) + ��+(12)

�
: (2.45)

Hat man eine f�ur das Problem ausreichende N�aherung f�ur die Selbstenergie gefun-

den, ist mit der L�osung der Bewegungsgleichung (2.37) die Dynamik des Systems

bestimmt. Um aber N�aherungsschemata zu �nden, die �uber die beschriebene sta-

tische N�aherung hinausgehen, mu� ein komplexes System von Gleichungen abge-

leitet werden, das einen systematische Untersuchung der Einteilchen{Selbstenergie

erm�oglicht. Dieses System wird im folgenden Abschnitt vorgestellt.
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2 Nichtgleichgewichts{Greensche{Funktionen

2.4 Abgeschirmte Wechselwirkung, Polarisation

und Vertex{Funktion

Da die Einteilchen{Selbstenergie (2.36) auch den Einu� der Coulomb{Wechsel-

wirkung auf die Einteilchen{Eigenschaften des Systems beschreibt, liegt es nahe

zu versuchen, die Selbstenergie nach dieser Wechselwirkung zu entwickeln. Aller-

dings ist die nackte Coulomb{Wechselwirkung f�ur eine solche Entwicklung nicht gut

geeignet, da sie sehr langreichweitig ist. Daher ist es vorteilhaft, die sogenannte

abgeschirmte Wechselwirkung w einzuf�uhren. Dies kann einfach erreicht werden,

indem man auf (2.36) die Kettenregel f�ur Funktionalableitungen anwendet. Damit

nimmt diese Gleichung die Form an:

�(�1�2) = �i�hb1
Z
d�3�4w(�3�1+) G(�1�4)

�G
�1(�4�2)

��e�(�3)
: (2.46)

Damit ist die abgeschirmte Wechselwirkung de�niert als

w(�1�2) =

Z
d�3 v(�2� �3)

��e�(�1)

��ext(�3)
: (2.47)

Die Abschirmung wird dabei durch die dielektrische Funktion � beschrieben:

�
�1(�1�2) =

��e�(�1)

��ext(�2)
: (2.48)

Benutzt man die De�nition des e�ektiven Potentials (A.8) und nochmals die Ket-

tenregel, so erh�alt man f�ur das abgeschirmte Coulomb{Potential:

w(�1�2) = v(�1� �2) +

Z
d�3�4 v(�1� �3)P (�3�4)w(�4�2) : (2.49)

Hier wurde die Polarisationsfunktion P gem�a�

P (�1�2) = �i�hb1 �G(
�1�1+)

��e�(�2)
= i�hb1

Z
d�3�4G(�1�3)

�G
�1(�3�4)

��e�(�2)
G(�4�1) (2.50)

eingef�uhrt. Dabei wurde wiederum von der Beziehung (A.10) Gebrauch gemacht

und die Vertex{Funktion � in die Gleichung eingef�uhrt, die bereits in die Gleichung

(2.46) f�ur die Selbstenergie einging:

�(�1�2�3) =
�G
�1(�1�2)

��e�(�3)
: (2.51)
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2.5 LO{Phonon{Streuung

Ausgehend von (2.39) kann eine Bestimmungsgleichung f�ur die Vertex{Funktion ab-

geleitet werden, wodurch das Funktionensystem der verschiedenen in diesem Kapitel

eingef�uhrten Gr�o�en abgeschlossen wird.

�(�1�2�3) = ��(�1� �2) �(�1� �3)� ��(�1�2)

��e�(�3)

= ��(�1� �2) �(�1� �3)�
Z
d�4�5

��(�1�2)

�G(�4�5)

�G(�4�5)

��e�(�3)

= ��(�1� �2) �(�1� �3)�
Z
d�4�5�6�7

��(�1�2)

�G(�4�5)
G(�4�6)G(�7�5) �(�6�7�3) (2.52)

Ausgehend von dem nun vorliegenden Funktionensystem aus Greenscher Funktion

G, Selbstenergie �, abgeschirmter Wechselwirkung w, Polarisation P und Vertex{

Funktion � k�onnen nun systematisch N�aherungen f�ur die Selbstenergie entwickelt

werden. Dies werden wir zun�achst jedoch nicht tun. Allerdings kommen wir im

Kapitel 5 nochmals auf die hier abgeleiteten Formeln zur�uck.

F�uhrt man die abgeschirmte Wechselwirkung in (2.46) nicht ein, sondern beh�alt

die nackte Coulomb{Wechselwirkung bei, so kann man sich bei der Beschreibung

des Systems auf einzeitige Funktionen beschr�anken. Nach (2.34) ist die Coulomb{

Wechselwirkung statisch, was bedeutet, da� in (2.36) bzw. in (A.7) keine Zeitin-

tegrationen auftauchen. Da also �uber keine inneren Zeitargumente integriert wird,

kann man die �au�eren Zeitargumente in den Greenschen Funktionen sofort gleich

w�ahlen und beh�alt ein geschlossenes Gleichungssystem.

F�ur den Fall koh�arenter Systeme erweist es sich jedoch als sinnvoll, die Einteilchen{

Selbstenergie nach (2.36) nicht einzuf�uhren, sondern die Variationsableitungen der

Greenschen Funktionen explizit zu behandeln. Dies wird im folgenden Kapitel ge-

schehen.

2.5 LO{Phonon{Streuung

Es soll hier nicht im Detail auf die Theorie der Elektron{Phonon{Streuung ein-

gegangen werden. Diese ist in verschiedenen Lehrb�uchern und �Ubersichtsartikeln

dargestellt [47, 82, 102]. Vielmehr sollen nur die wesentlichen Ergebnisse pr�asentiert

und der grobe Gang der Ableitung skizziert werden.

L�a�t man bei der Ableitung der Bewegungsgleichungen der Greenschen Funktionen

Auslenkungen des Gitters zu, dann ergibt sich auch ein phononischer Beitrag zur

Selbstenergie [13, 47, 97]. Man erh�alt ihn, indem man die abgeschirmte Wechselwir-

kung (2.47) durch eine e�ektive abgeschirmte Wechselwirkung ersetzt

we�(�1�2) = w(�1�2) +

Z
d�3�4w(�1�3)D(�3�4)w(�4�2) ; (2.53)
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2 Nichtgleichgewichts{Greensche{Funktionen

wobeiD die Korrelationsfunktion der Gitterbausteine (z. B. Ionenr�umpfe) ist. Diese

kann auf die Phonon{Greensche{Funktion reduziert werden. Nimmt man weiterhin

an, da� nur Einphonon{Prozesse zur Elektron{Phonon{Streuung beitragen, so l�a�t

sich zeigen, da� sich die Selbstenergien schreiben lassen als:

�+�
ph (

�1�2) = i�hG+�(12)D�+(21) (2.54)

��+ph (
�1�2) = �i�hG�+(12)D+�(21) : (2.55)

Wir werden uns auf die Streuung mit LO{Phononen konzentrieren. Die Dispersion

!k dieser Phononen ist meist sehr ach, so da� sie hier v�ollig vernachl�assigt werden

soll, und man stattdessen eine konstante Frequenz !0 verwendet. Weiterhin sol-

len die Phononen stets im thermischen Gleichgewicht bleiben. Die Besetzungszahl

der Phononenmoden ist damit auch k-unabh�angig. Im langwelligen Limes sind die

Phonon{Greenschen{Funktionen im Fourierraum dann gegeben durch:

D
+�
LO (k; !) = 2�i�hM2

k

�
(N0 + 1) �(! + !0) +N0 �(! � !0)

�
; (2.56)

D
�+
LO (k; !) = �2�i�hM2

k

�
(N0 + 1) �(! � !0) +N0 �(! + !0)

�
; (2.57)

Dabei ist M2
k das Matrixelement der Fr�ohlich{Kopplung [82]:

M
2
k =

2�

�h2
e
2

4�"0
�h!0

�
1

"1
� 1

"(0)

�
1

jkj2 =
�

jkj2 : (2.58)

Setzt man nun (2.56) und (2.57) in die Gleichungen (2.54) und (2.55) ein, f�ur die

bez�uglich der Relativkoordinaten eine Fouriertransformation ausgef�uhrt wurde, so

erh�alt man die folgenden Ausdr�ucke:

�+�
LO (k;R;!; t) = �h2

Z
d
3
k

(2�)3
M

2
k0

�
(N0 + 1)G+�(k�k0;R;!+!0; t)
+N0G

+�(k�k0;R;!�!0; t)
�
; (2.59)

��+LO (k;R;!; t) = �h2
Z

d
3
k

(2�)3
M

2
k0

�
(N0 + 1)G�+(k�k0;R;!�!0; t)
+N0G

�+(k�k0;R;!+!0; t)
�
: (2.60)

F�ur inhomogene Systeme bleibt eine Abh�angigkeit von der Schwerpunktskoordinate

R bestehen.

In der Quasiteilchenn�aherung nach Gleichung (2.21) l�a�t sich die Struktur der Green-

schen Funktion in der Frequenzebene stark vereinfachen. Solange die Elektronen-

dichten nicht sehr hoch sind, ist die E�ektivmassenn�aherung angemessen (vgl. S. 71).

Man erh�alt dann:

i�hG+�(k;R;!; t) = f(k;R; t) �(! � "k) (2.61)

�i�hG�+(k;R;!; t) = [1� f(k;R; t)] �(! � "k) (2.62)

Bei den Untersuchungen zum elektronischen Transport in Kapitel 5 werden wir die-

se Darstellungen der Greenschen Funktionen und der Phonon{Selbstenergien noch

detaillierter diskutieren und ausf�uhrlich Gebrauch von ihnen machen.
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Kapitel 3

Greensche Funktionen und

koh�arentes Entkopplungsschema

Die im vorigen Kapitel dargestellte Theorie der Nichtgleichgewichts{Greenschen{
Funktionen wird im Bereich der Halbleiterphysik bei der Beschreibung von Systemen
mit hohen Anregungsdichten sehr erfolgreich angewendet. Dazu mu� die Elektron{
Elektron{Wechselwirkung besonders sorgf�altig ber�ucksichtigt werden. Im Bereich
der Ultrakurzzeit{Experimente hat sich dabei der sogenannte Echtzeit{Formalismus
als geeignet erwiesen, besonders die inkoh�arente Dynamik des Systems angemessen
zu beschreiben [45, 100, 18].

Ein anderer, der Greensfunktions{Theorie in Bezug auf Nichtgleichgewichts{Viel-
teilchen{Dynamik komplement�arer Formalismus ist die Dichtematrix{Methode. Sie
arbeitet vor allem sehr gut im koh�arenten Regime der Vielteilchen{Dynamik. Diese
Situation, wie sie speziell f�ur die folgenden Untersuchungen wichtig ist, l�a�t sich kurz
so beschreiben: Ein intrinsischer Halbleiter wird durch einen kurzen Laserpuls ange-
regt. Die Frequenz des koh�arenten Lichtes ist dabei so gew�ahlt, da� die Energie nur
wenig �uber der Halbleiterbandkante liegt, und die Intensit�at reicht nur zur Anregung
geringer Ladungstr�agerdichten. Aus diesem Grunde wird die Dynamik der Ladungs-
tr�ager im wesentlichen durch Elektron{Loch{Korrelationen bestimmt. Dabei sind
insbesondere gebundene Zust�ande von einem Elektron und einem Loch zu nennen,
sogenannte Exzitonen. Es hat sich aber gezeigt, da� auch h�ohere Korrelationen
ber�ucksichtigt werden m�ussen, um Ultrakurzzeit{Experimente in diesen Systemen
qualitativ richtig zu beschreiben. Das sind vor allem Vier{Teilchen{Korrelationen
oder gleichlautend biexzitonische Zust�ande. Ein gebundenes Biexziton ist ein Zu-
stand aus zwei Elektronen und zwei L�ochern und weist Analogien zum gebundenen
Wassersto�molek�ul auf.

Die Dichtematrix{Methode ist bei der Erkl�arung einer bestimmten Klasse von Ex-
perimenten deshalb so erfolgreich, weil sie es erlaubt, die Anzahl der zu betrachten-
den Vielteilchen{Korrelationen zu beschr�anken, indem man sich auf Prozesse bis zu
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3 Greensche Funktionen und koh�arentes Entkopplungsschema

einer bestimmten Ordnung im anregenden Laserfeld zur�uckzieht. Solange dissipati-
ve Prozesse eine untergeordnete Rolle spielen, l�a�t sich die Anzahl der ben�otigten

Vielteilchen{Korrelationen nochmals drastisch einschr�anken, indem man die dem
Vielteilchen{System durch die externe Anregung aufgepr�agte Koh�arenz zu Faktori-
sierungen der Korrelationsfunktionen ausnutzt.

Beide Vielteilchenmethoden, der Greensfunktions{Formalismus und der Dichtema-
trix{Formalismus, erg�anzen sich bei der Beschreibung der Nichtgleichgewichts{Dy-
namik in Halbleitern, denn sie beziehen sich auf v�ollig unterschiedliche Anregungsbe-
dingungen. Im allgemeinen sind Rechnungen mit Nichtgleichgewichts{Greenschen{
Funktionen auf die zweite Bornsche N�aherung bei der Elektron{Elektron{Streuung
beschr�ankt. Abgesehen von einzelnen Arbeiten ist wenig Quantitatives �uber Ef-
fekte h�oherer Ordnung in der Coulomb{Wechselwirkung innerhalb dieses Forma-
lismusses bekannt. Der Grund hierf�ur ist, da� wie im vorigen Kapitel schon auf
der Einteilchen{Ebene das Selbstenergie{Funktional eingef�uhrt wird. Grunds�atzlich
enth�alt dieses Funktional auch alle Korrelationse�ekte, jedoch erfordert ihre Ber�uck-
sichtigung in der Praxis stark einschr�ankende Annahmen f�ur die Wechselwirkung,
so da� deren quantitative Ber�ucksichtigung nahezu unm�oglich ist. Schon eine rea-
listische Behandlung der langreichweitigen Anteile der Coulomb{Wechselwirkung,
die f�ur die Bildung von Exzitonen und deren Streuung verantwortlich ist, ist auf
einer quantenkinetischen Ebene derzeit nicht m�oglich. Daher lassen sich Rechnun-
gen mit Nichtgleichgewichts{Greenschen{Funktionen nur auf Streuprozesse hoch im
Leitungsband und bei ausreichend hohen Dichten anwenden, wo Korrelationen zwi-
schen den Landungstr�agern vernachl�assigt werden k�onnen.

Im Gegensatz dazu startet eine Rechnung im Dichtematrix{Formalismus unter An-
wendung des koh�arent kontrollierten Abbruchschemas [8, 7] mit einem geschlossenen
Satz von Bewegungsgleichungen f�ur Korrelationsfunktionen. In der Praxis mu� man

sich allerdings auf die dritte Ordnung im Feld, d. h. auf die sogenannte �(3)-Ebene
beschr�anken, denn die Gleichungen werden mit zunehmender Ordnung rasch sehr
kompliziert und nat�urlich hochdimensional. E�ekte h�oherer Ordnung, die durch

Ladungstr�agerpopulationen bei hohen Anregungsdichten notwendigerweise entste-
hen, fehlen also in diesem Schema vollst�andig. Insbesondere k�onnen keine Abschir-
mungse�ekte beschrieben werden, die der Aufsummation einer bestimmten unend-
lichen Klasse von Diagrammen in der Theorie Greenscher Funktionen entsprechen.
Deshalb werden dissipative Prozesse oder Elektron{Elektron{Streuung nicht ange-
messen im Rahmen des koh�arent kontrollierten Abbruchschemas beschrieben. Der

grundlegende Mangel dieses Schemas ist es also, da� der �Ubergang von koh�arent
getriebenen Zust�anden zu inkoh�arent relaxierten Verteilungsfunktionen nicht be-
schrieben werden kann.

Im folgenden soll der Zusammenhang zwischen den beiden bis hierher verbal skiz-
zierten Formalismen anhand von Formeln genauer diskutiert werden. Au�erdem

werden wir die f�ur die koh�arente Dynamik wesentlichen Bewegungsgleichungen auf
der Grundlage des Dichtematrix{Formalismus ableiten.
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3.1 Greensche Funktionen und Dichtematrizen

3.1 Greensche Funktionen und Dichtematrizen

In diesem Abschnitt soll die Problematik der Einf�uhrung der Einteilchen{Selbst-

energie diskutiert werden. Dabei wird erl�autert, warum die Behandlung koh�arenter

Ph�anomene im Rahmen einer Dichtematrix{Theorie vorteilhaft ist, solange die An-

regungsdichten nicht zu hoch sind. Schlie�lich werden wir die Bewegungsgleichung

der �Ubergangsamplitude aus derjenigen der Greenschen Funktion ableiten.

Die fundamentalen Gr�o�en zur Beschreibung der optischen Eigenschaften von Halb-

leitern sind der Interbandanteil der Greenschen Funktion G+�
eh

im Rahmen der Theo-

rie der Nichtgleichgewichts{Greenschen{Funktionen und die �Ubergangsamplitude

P
eh im Dichtematrix{Formalismus. Die beiden Gr�o�en h�angen eng zusammen:

�i�hG+�eh�
k (t; t) = P

eh
k (t) = hêyk(t) ĥy�k(t)i ; (3.1)

wobei die Funktionen in Blochfunktionen entwickelt wurden. Aus Gr�unden, die noch

diskutiert werden, braucht man in optischen Experimenten nur die Abh�angigkeit

vom Relativimpuls k des Elektron{Loch{Paares zu betrachten.

Auch die Elektron- bzw. Lochdichte h�angen mit der Einteilchen{Greenschen{Funk-

tion zusammen:

f
ee0

k (t) = i�hG+� ee0

k (t; t) = hêyk(t) ê0k(t)i (3.2)

f
hh0

k (t) = i�hG�+hh0

k (t; t) = hĥy
�k(t) ĥ

0

�k(t)i : (3.3)

Im Gegensatz zu (2.61) und (2.62) betrachten wir jedoch nur homogene Systeme.

Ausgangspunkt unserer Betrachtung ist die Bewegungsgleichung der Greenschen

Funktion (2.37), wie sie im vorigen Kapitel abgeleitet wurde bzw. in der Darstellung

aus (A.7), in der die Einteilchen{Selbstenergie noch nicht eingef�uhrt wurde.

i�h
@

@t1
G(�1�2) = �(�1� �2) +

h
ĥ(�1) + �e�(�1)

i
G(�1�2) + i�h

@

@t1
G(�1�2)

����
scatt

: (3.4)

Der Streuterm der Greenschen Funktion ist in den beiden F�allen gegeben durch:

i�h
@

@t
G(�1�2)

����
scatt

= i�hb1

Z
d�3 v(�1+ � �3)

�G(�1�2)

��ext(�3)

=

Z
d�3�(�1�3)G(�3�2) : (3.5)

Nun entwickeln wir die kinetische Gleichung (3.4) in Blochfunktionen:

G(�1�2) =
X
nn0

 n(1) 
�

n0(2)Gnn0(�t1�t2) ; (3.6)
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3 Greensche Funktionen und koh�arentes Entkopplungsschema

wobei der Index n hier sowohl das Band c=v also auch den Blochvektor k bezeichnet.

Damit erh�alt man f�ur die Beitr�age der Greenschen Funktion:

i�h
@

@t1
Gnn0(�t1�t2) = �n;n0 �(�t1��t2) + hn(�t1)Gnn0(�t1�t2) +

X
m

dnmEGmn0(�t1�t2)

+i�h
@

@t1
Gnn0(�t1�t2)

����
scatt

; (3.7)

mit

i�h
@

@t1
Gnn0(�t1�t2)

����
scatt

= i�hb1
X
mij

vnmij

�Gmn0(�t1�t2)

��extij (�t1)

=
X
m

Z
d�t3�nm(�t1�t3)Gmn0(�t3�t2) : (3.8)

Die Blochfunktionen sind die Eigenfunktionen zum Einteilchen{Hamilton{Operator:

h(r) = ĥ(r) + �Hartree(r) ; (3.9)

wobei �Hartree den in (A.8) de�nierten Hartree{Anteil des e�ektiven Potentials �e�
beschreibt. Die Kopplung an das optische Feld ist in Dipoln�aherung d �E gegeben,

die sich aus der ebenfalls �ublichen j � A-Kopplung durch eine Eichtransformation

ergibt.

Da wir die Kopplung des Lichtfeldes in Dipoln�aherung betrachten, kann man den

Impuls�ubertrag des Photons auf das Elektron{Loch{Paar, das durch Geh
k;k0 beschrie-

ben wird, vernachl�assigen. Es brauchen also lediglich solche Anteile der Greenschen

Funktionen betrachtet zu werden, deren Schwerpunktsimpuls Q = ke� kh = k� k0
verschwindet. Das sind also gerade diejenigen mit k0 = k. Infolgedessen werden wir

G
eh
k nur noch mit dem Relativimpuls k indizieren.

An dieser Stelle wollen wir auf die am Anfang dieses Kapitels diskutierte Problema-

tik der Einf�uhrung der Einteilchen{Selbstenergie eingehen. Wir nehmen hier schon

vorweg, da� wir im Verlauf der Diskussion eine Marko�{N�aherung durchf�uhren wer-

den, die es letztlich erlaubt, nur einzeitige Funktionen zu betrachten. Der Streuterm

(3.8) ist f�ur den Interbandanteil der Greenschen Funktion dann gegeben durch:

i�h
@

@t
G

+�
cv (t; t)

����
scatt

=
X
a=c;v

tZ
�1

dt
0

h�
�+�
ca (t; t0)G�+av (t

0
; t) �G

+�
ca (t; t0) ��+av (t

0
; t)
�

+
�
(+�) !

 
(�+)�i : (3.10)
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3.1 Greensche Funktionen und Dichtematrizen

In zweiter Bornscher N�aherung werden nur solche Beitr�age zur Selbstenergie ber�uck-

sichtigt, die quadratisch in der Coulomb{Wechselwirkung sind. Bei statisch abge-

schirmter Wechselwirkung w(k) ergibt sich die Wechselwirkung dann zu [45]:

�+�cv
k (t0t) = �

X
qk0ab

h
2w2(q)G+� cv

k+q (tt0)G�+ab

q+k0 (tt
0)G+� ba

k0 (tt0)

�w(q)w(k� k0)G+� cv

k+q (tt0)G�+ab

q+k0 (tt
0)G+� bv

k0 (tt0)
i
:(3.11)

Eine allgemeine Auswertung der kinetischen Gleichung mit zweizeitigen Funktionen

ist nur numerisch m�oglich. Eine weitere analytische Auswertung erfordert einen

Ansatz f�ur die Zeitabh�angigkeit der Greenschen Funktion, der sich im folgenden an

den Eigenschaften freier Teilchen orientiert.

G
cv
k (tt

0) = e
i
�h
("c
k
t�"v

k
t0)
g
cv
k (tt

0) : (3.12)

F�ur gcvk (tt
0) ! g

cv
k (t

0
t
0) entspricht dies dem verallgemeinerten Kadano�{Baym{

Ansatz [75] in Quasiteilchen{N�aherung, der maximale Retardierung in die Streu-

terme einf�uhrt. gcvk (tt
0) ! g

cv
k (tt) f�uhrt auf die Marko�{N�aherung. Diesen Ansatz

werden wir bei dieser Diskussion verfolgen. Benutzt man (3.12) in (3.11), so erh�alt

man einen expliziten Ausdruck f�ur (3.10). Da jetzt nur noch einzeitige Funktionen

auftreten, benutzen wir die kompaktere Notation nach (3.1) bis (3.3) und f�uhren

das Elektron{Loch{Bild ein:
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Abbildung 3.1: RPA{Beitr�age zur Elektron{Elektron{Wechselwirkung

Dabei ist g(") gegeben durch

g(") = P
1

"
+ i�(") :

O�ensichtlich wird das Dephasing durch zwei Typen von Termen bestimmt. Zum

einen durch Beitr�age der Art / Pf , die auch dann beitragen, wenn die Einteil-

chenverteilungen durch Streuprozesse inkoh�arent geworden sind. Zum anderen die

sogenannten Polarisationsstreuterme / PPP
�, die nur beitragen, solange die Anre-

gung noch hinreichend koh�arent ist. Grunds�atzlich kann eine N�aherung wie (3.13)

nur gerechtfertigt werden, wenn die Anregung hinreichend hoch im Band erfolgt

und die Coulomb{Korrelationen keine wichtige Rolle spielen. Zwar enth�alt P eh

beispielsweise im Rahmen der Halbleiter{Bloch{Gleichungen exzitonische Korrela-

tionen, f�ur Anregungen in der N�ahe der Bandkante ist jedoch eine Faktorisierung

wie (3.12) mit freien Einteilchen{Energien nicht mehr gerechtfertigt. Sofern die

Coulomb{Wechselwirkung zwischen den Exzitonen wesentlich wird, versagt auch die

zweite Bornsche N�aherung zwangsl�au�g. Dies l�a�t sich am einfachsten diagramma-

tisch �uberblicken. Abbildung 3.1 zeigt RPA{Beitr�age zum Wechselwirkungs{Term

(3.10), und zwar diejenigen, die zur Wechselwirkung zwischen Exzitonen beitragen

und proportional zu PP sind.

Die Diagramme stellen einen �
(3){Prozess in niedrigster Ordnung der Coulomb{

Wechselwirkung dar. Wie Beitr�age h�oherer Ordnung aussehen, ist o�ensichtlich

und in Abbildung 3.2 illustriert. Eine korrekte Behandlung der Wechselwirkung

zwischen den Exzitonen, die wie wir noch sehen werden, zur Entstehung von Bin-

dungszust�anden, den Biexzitonen, f�uhren kann, verlangt die Aufsummation dieser

Wechselwirkungsdiagramme bis zur unendlichen Ordnung in der Coulomb{Wechsel-

wirkung. Diese Summation ist auch f�ur die anderen Fragmente in Abbildung 3.1

durchzuf�uhren und ebenso f�ur die Fragmente der zugeh�origen Austauschterme. Ins-
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Abbildung 3.2: Diagramme der Exziton{Exziton{Wechselwirkung in dritter Ordnung der

Coulombwechselwirkung zu Abbildung 3.1(a)

besondere bei den letzten beiden Diagrammen (a) und (c) in Abbildung 3.1 wird

deutlich, da� die Aufsummation der Coulomb{Wechselwirkung hier zu Beitr�agen

f�uhrt, die durch eine Faktorisierung, wie sie die Einf�uhrung der Selbstenergie in

(3.5) darstellt, schwerlich ber�ucksichtigt werden k�onnen.

Nat�urlich ist diese Aufsummation, ganz �ahnlich wie die T-Matrix{Approximation

[54], einer Integralgleichung �aquivalent, die die biexzitonische Korrelation beschreibt.

Eine Ableitung dieser Integralgleichung, insbesondere im Formalismus der Nicht-

gleichgewichts{Greenschen{Funktionen ist recht aufwendig [96] und wird in dieser

Arbeit nicht durchgef�uhrt. Es sei jedoch betont, da� die Verallgemeinerung von

(3.13) um biexzitonische Korrelationen den Vorteil hat, sowohl den koh�arenten als

auch den inkoh�arenten Grenzfall korrekt zu beschreiben. Eine solche Theorie stellt

in allgemeiner Ordnung in der Dichte und damit der Anregungsenergie ein sinnvol-

les Approximationsschema zwischen den beiden Grenzf�allen dar. Allerdings liefert

die Ber�ucksichtigung der diskutierten Diagramme f�ur die Polarisations{Streuung

noch nicht den vollst�andigen Quellterm f�ur die biexzitonische Korrelation, wie der

Vergleich mit Dichtematrix{Resultaten in zweiter Bornscher N�aherung zeigt. Wir

kommen darauf in Abschnitt 3.3 zur�uck.

Im folgenden wollen wir uns auf den koh�arenten Grenzfall konzentrieren, der im Rah-

men des Dichtematrix{Formalismus wesentlich einfacher behandelt werden kann.

Dazu kehren wir zu (3.7) zur�uck, behalten f�ur die Streuterme in (3.8) aber die

Variationsableitung bei. Ziel ist es nun, die Bewegungsgleichung f�ur die �Ubergangs-

amplitude nach (3.1) abzuleiten.
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3 Greensche Funktionen und koh�arentes Entkopplungsschema

F�ur den Interbandanteil der Greenschen Funktion liest sich die Bewegungsgleichung

(3.7) wie folgt:

i�h
@

@t1
G
eh
k (�t1�t2) = h

e
k(�t1)G

eh
k (�t1�t2) +

X
c

deck EG
ch
k (�t1�t2)

+ i�hb1
X
cqk0

v
eecc
k;k+q;k0+q;k0

�G
eh
k+q;k(�t1�t2)

��ext cck0;k0+q(
�t1)

: (3.14)

In der Coulomb{Wechselwirkung wurden nur die angegebenen Diagonalelemente

v
eecc ber�ucksichtigt, so da� keine Interband{Coulomb{Vertizes auftreten.

Die zu (3.14) hermitesch konjugierte Gleichung lautet:

�i�h @

@t2
G
eh
k (�t1�t2) = h

h
k(�t1)G

eh
k (�t1�t2) +

X
c

dchk EGec
k;k(�t1�t2)

+ i�hb1
X
cqk0

v
eecc
k;k+q;k0+q;k0

�G
eh
k;k+q(�t1�t2)

��ext cck0+q;k0(�t1)
: (3.15)

Man erkennt an den beiden Gleichungen (3.14) und (3.15) wiederum die schon im

Kapitel 2.4 bemerkte Tatsache, da� man sich auf einzeitige Greensche Funktionen

beschr�anken kann, sofern keine dynamisch abgeschirmte Coulomb{Wechselwirkung

eingef�uhrt wird. Die Dynamik des Systems wird dann nur noch durch einen Typus

von Greenschen Funktionen bestimmt, z. B. von G+�. Diese ist dann mittels (3.1)

bis (3.3) �aquivalent zu Dichtematrizen, also einzeitigen Erwartungswerten. Durch

Einf�uhrung der Schwerpunktszeit

T =
1

2
(t1 + t2) � t; f�ur t1 = t2 = t (3.16)

lassen sich die beiden Bewegungsgleichungen (3.14) und (3.15) zu einer Bewegungs-

gleichung zusammenfassen:h
� i�h
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: (3.17)

Die Variationsableitung in (3.14) liefert wieder eine Vierteilchen{Korrelation, wie

schon in (2.35) angelegt war. Diese werden durch den Wechselwirkungsanteil der

Bewegungsgleichung (3.17) beschrieben:

@

@t
P
eh
k

����
int

=
X
k0q

vq

�X
e0

h
hêyk+q ĥy�k ê0yk0 ê0k0+q i � hêyk ĥy�k�q ê0yk0+q ê0k0 i

i
(3.18)
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3.2 Abbruch der Hierarchie

+
X
h0

h
hêyk ĥy�k�q ĥ0y�k0 ĥ0�k0�q i � hêyk+q ĥy�k ĥ0y�k0�q ĥ0�k0 i

i�
:

Die Frage, vor die man sich gestellt sieht, ist, wie diese Korrelationen behandelt

werden sollen. Stellt man auch f�ur diese eine Bewegungsgleichung auf, so wird auf-

grund der Coulomb{Wechselwirkung eine Sechsteilchen{Korrelation in das System

gekoppelt. Auf diese Weise entsteht eine unendliche Hierarchie von gekoppelten

Korrelationsfunktionen.

Diese Hierarchie mu� durch ein geeignetes Schema abgebrochen werden, um ein ge-

schlossenes Gleichungssystem f�ur eine endliche Zahl von Korrelationen zu erhalten.

Dazu haben Balslev und Hanamura [11] sowie Axt [7, 8] vorgeschlagen, die Kor-

relationen nach Ordnungen im externen Laserfeld E zu klassi�zieren und dann in

einer bestimmten Ordnung abzubrechen. Dieses Abbruchschema soll im folgenden

Abschnitt vorgestellt werden.

3.2 Abbruch der Hierarchie

Die Bewegungsgleichung der �Ubergangsamplitude (3.17) enth�alt Vierteilchen{Korre-

lationen und deren Bewegungsgleichungen enthalten wiederum Sechsteilchen{Korre-

lationen. Dies kann man anhand der Ausgangsgleichung f�ur die Greensche Funktion

(3.14) sofort erkennen, indem man die Bewegungsgleichung f�ur die Variationsablei-

tung aus (3.14) ableitet. Dann tritt n�amlich eine Variationsableitung zweiter Ord-

nung auf, die Sechsteilchen{Funktionen ins Spiel bringt.

Wir wollen die entstehende Hierarchie von Dichtematrizen abbrechen, indem wir uns

auf eine bestimmte Ordnung im �au�eren Laserfeld beschr�anken. Dies unterstellt,

da� sich das System als Ensemble von Elektron{Loch{Paaren beschreiben l�a�t, die

koh�arent durch das �au�ere Laserfeld getrieben werden. Enth�alt das System also

schon im Grundzustand Ladungstr�ager, z. B. aufgrund von Dotierungen, so startet

die Dynamik nicht von einem vollen Valenzband und einem leeren Leitungsband.

Die Ladungen im Halbleiter lassen sich dann nicht ausschlie�lich durch Elektron{

Loch{Paare beschreiben. Bei den uns interessierenden Experimenten wurden aber

intrinsische Halbleiter verwendet, so da� dieses Problem nicht entsteht.

Aus praktischen Gr�unden beschr�ankt man sich bei dem Abbruch der Hierarchie

�ublicherweise auf die dritte Ordnung im optischen Feld [100, 9, 60]. W�urde man

noch weiter gehen, w�aren Sechsteilchen{Korrelationen zu behandeln und der Re-

chenaufwand stiege enorm an. Au�erdem stellt sich dann bald die Frage, ob eine

solche Entwicklung �uberhaupt noch sinnvoll ist, oder ob man bereits in Bereiche der

Anregungsdichte gelangt, f�ur die das Feld kein Kleinheitsparameter mehr ist und

die Entwicklung folglich nicht mehr konvergiert. Einige Beitr�age h�oherer Ordnung

wurden aber bereits berechnet [12].
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3 Greensche Funktionen und koh�arentes Entkopplungsschema

Exemplarisch soll hier eine solche Vierteilchenkorrelation behandelt werden:

hêyk+q ĥy�k ê0yk0 ê0k0+q i ! hêyn ĥyn0 êym êm0 i : (3.19)

Der �Ubersichtlichkeit halber verwenden wir die abgek�urzten Indizes n = kn. Obwohl

die in (3.18) auftretenden Vierteilchenkorrelationen lediglich von drei unabh�angigen

Indizes abh�angen, betrachten wir den allgemeineren Fall von vier unabh�angigen

Indizes.

Dieser Erwartungswert ist mindestens dritter Ordnung im optischen Feld. Dies er-

kennt man, wenn man sich klar macht, da� der Zeitentwicklungsoperator S in (2.3)

mindestens in dritter Ordnung entwickelt werden mu�, um drei Elektron{Operatoren

zu erhalten. Damit ist aber auch klar, da� in dritter Ordnung im elektrischen Feld

keine h�oheren Korrelationen als Sechsteilchen{Korrelationen auftreten k�onnen. All-

gemein sind solche n-Teilchen{Korrelationen von niedrigster Ordnung im Laserfeld,

die nur Paare von Elektron- und Locherzeugern bzw. -vernichtern enthalten. Die

Hierarchie wird also durch die Beschr�ankung im elektrischen Feld wie erw�unscht

abgebrochen.

Da in unserem System die Teilchenzahl erhalten ist, und deshalb der Teilchenzahl-

operator N̂ mit dem Hamilton{Operator Ĥ vertauscht, kann man die Vierteilchen{

Korrelation durch Sechsteilchen{Korrelationen ausdr�ucken und sich dabei auf solche

zur�uckziehen, die nur Elektron{Loch{Operatoren enthalten und damit die niedrigste

Ordnung im Feld wiedergeben:

hêyn ĥyn0 ê0ym ê0m0 i =
X
lh00

hêyn ĥyn0 ê0ym ĥ00yl ĥ
00

l ê
0

m0 i �
X
le00

hêyn ĥyn0 ê0ym ê00yl ê
00

l ê
0

m0 i : (3.20)

W�ahernd der erste Ausdruck mindestens dritter Ordnung im optischen Feld ist,

ist der zweite Erwartungswert mindestens f�unfter Ordnung und kann folglich ver-

nachl�assigt werden.

Solange die Dynamik des Systems durch die aufgepr�agte Koh�arenz des Laserfeldes

dominiert wird und Dephasierungsprozesse vernachl�assigt werden k�onnen, k�onnen

die Erwartungswerte faktorisiert werden. Diesen Grenzfall bezeichnet man als koh�a-

renten Grenzfall. Die vorliegende Sechsteilchen{Korrelation kann also in Produkte

aus Zwei- und Vierteilchenkorrelationen zerlegt werden, die nur Elektron{Loch{

Paar{Operatoren enthalten:
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30



3.3 Bewegungsgleichungen der relevanten Korrelationsfunktionen

Durch die Faktorisierung treten zwei neue Vierteilchenkorrelationen auf, die im fol-

genden wichtig werden. Zum einen tritt die biexzitonische Korrelation Behe0h0 auf:

B
ehe0h0

n;m;k;l = hêyn ĥym ê0yk ĥ0yl i
� hêyn ĥym ihê0yk ĥ0yl i+ hêyn ĥ0yl ihê0yk ĥym i : (3.22)

Bei der De�nition der biexzitonischen Korrelation wurden die m�oglichen Faktorisie-

rungen der Vierteilchen{Korrelation subtrahiert, so da� Behe0h0 nur noch den reinen

Korrelationsanteil enth�alt. Weiterhin erh�alt man die Exziton{Paardichte N ehe0h0

gem�a�:

N
ehe0h0

n;m;k;l = hêyn ĥym ĥ0l ê0k i � hêyn ĥym ihĥ0l ê0k i : (3.23)

Auch die Elektronendichte (3.2) l�a�t sich wie die Vierteilchen{Korrelation in (3.20)

durch Summation einer Vierteilchen{Korrelation ausdr�ucken, wobei sich gerade die

Summe �uber die Exziton{Paardichte ergibt:

f
ee0

n = hêyn ê0n i =
X
lh

hêyn ĥyl ĥl ê0n i+O(E4)

=
X
h

P
eh
n P

e0h�
n ++

X
hl

N
ehe0h
n;l;n;l +O(E4) : (3.24)

Eine analoge Gleichung ergibt sich f�ur die Lochdichte (3.3). Im Rahmen des vorge-

stellten Entkopplungsschemas beschreibt Gleichung (3.24) die Zerlegung der Dichte

in einen koh�arenten Anteil, n�amlich
P

h
P
eh
n P

e0h�
n und einen inkoh�arenten AnteilP

hl
N

ehe0h
n;l;n;l .

Mit (3.1), (3.22) und (3.23) sind alle Gr�o�en de�niert, die bis zur dritten Ordnung

im elektrischen Feld in die Dynamik des Systems eingehen k�onnen. Der Wechselwir-

kungsanteil (3.18) in der Bewegungsgleichung der �Ubergangsamplitude (3.17) kann

nun durch diese Gr�o�en ausgedr�uckt werden, ebenso wie die Dichten in (3.17). Die

Bewegungsgleichungen f�ur Behe0h0 und N ehe0h0 m�ussen noch aufgestellt werden. Dies

und eine Diskussion der Ergebnisse werden im folgenden Abschnitt durchgef�uhrt.

3.3 Bewegungsgleichungen der relevanten Korre-

lationsfunktionen

Ersetzt man im Wechselwirkungsanteil (3.18) die Vierteilchen{Korrelationen durch

die biexzitonische Korrelationsfunktion B
ehe0h0 nach (3.22) und die Exziton{Paar-

dichte N ehe0h0 nach (3.23), so l�a�t sich dieser Anteil in einen Hartree{Fock{Anteil

und einen Korrelationsanteil zerlegen. Der Hartree{Fock{Anteil beschreibt dieje-

nigen Beitr�age zur Bewegungsgleichung, die man erhalten w�urde, wenn man die
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3 Greensche Funktionen und koh�arentes Entkopplungsschema

Vierpunkt{Funktionen in (3.18) in Zweipunktfunktionen faktorisiert, jedoch auch

Elektron- und Lochdichte zul�a�t. Man �ndet diesen Anteil explizit wieder, weil

wir bei der De�nition der biexzitonischen Korrelation (3.22) und der Exziton{Paar{

Dichte (3.23) die m�oglichen Faktorisierungen abgezogen haben.
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q f
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k f
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k f
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i
: (3.25)

Es handelt sich hier nur um den Austausch{Beitrag der Hartree{Fock{Entkopplung.

In homogenen Systemen verschwindet der Hartree{Beitrag bekanntlich. Der Korre-

lationsanteil enth�alt die Beitr�age der Vierteilchen{Korrelationen:
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Der Beitrag der biexzitonischen Korrelation f�uhrt zu einer linearen Dephasierung

der �Ubergangsamplitude [100], wie wir in Kapitel 4 noch sehen werden. Damit

haben wird die Bewegungsgleichung der �Ubergangsamplitude P eh vollst�andig in den

relevanten Korrelationsfunktionen ausgedr�uckt. Gleichzeitig erh�alt man aber auch

das Hartree{Fock{Entkopplungsschema explizit, so da� wir die Korrelationse�ekte

aufgrund von (3.26) diskutieren k�onnen.

Die Bewegungsgleichung der biexzitonischen Korrelation erh�alt man, wie �ublich,

durch Vertauschung mit dem Hamilton{Operator. Es ergibt sich:h
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Wie man leicht nachrechnet, ergeben die f�uhrenden Terme bez�uglich der Coulomb{

Wechselwirkung in Marko�{N�aherung gerade die �(3){Streubeitr�age in (3.13), und
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3.3 Bewegungsgleichungen der relevanten Korrelationsfunktionen

zwar in der N�aherung, in der f durch den rein koh�arenten Anteil PP � approximiert

wird. Genau dieser Beitrag fehlt, wie schon erw�ahnt in der diagrammatischen Ana-

lyse in Abbildung 3.1. Er kann jedoch problemlos hinzugef�ugt werden, indem man

f in den koh�arenten und inkoh�arenten Anteil zerlegt und f�ur den PP �-Beitrag die

Coulomb{Wechselwirkung in h�oherer Ordnung einf�uhrt.

Die Bewegungsgleichung f�ur die Exziton{Paar{Dichte ergibt sich schlie�lich zu:h
� i�h
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Die Quellterme von (3.28) sollen hier lediglich diskutiert werden. Der eigentliche

Quellterm ist in seiner einfachsten Form proportional zu P P
eh�
k1

P
e0h0

k3
�k1;k2 �k3;k4,

d. h. zum Zerfall der koh�arenten Polarisation. Der Beitrag der Streuung hat den

E�ekt, die Paar{Dichte zu ihrem Quasigleichgewichtswert zu relaxieren. Prinzipiell

kann eine Theorie, die nur bis zur dritten Ordnung im optischen Feld geht, solche

Beitr�age nicht ber�ucksichtigen. Um eine konsistente Theorie jenseits der �(3)-Ebene

und des koh�arenten Limes zu formulieren, sind die Nichtgleichgewichts{Greenschen{

Funktionen vorteilhafter. Wenn man dort das Coulomb{Potential st�orungstheore-

tisch behandelt, k�onnen inkoh�arente Dephasierungsprozesse in der Marko�{N�ahe-

rung so geschrieben werden, da� sich bekannte Ergebnisse der Nichtgleichgewichts{

Greensfunktions{Theorie ergeben [99, 58].

Da wir uns auf den koh�arenten Fall beschr�anken, kann die Exziton{Paar{Dichte ver-

nachl�assigt werden, denn sie wird nur von inkoh�arenten Termen getrieben. Entspre-

chend sind in (3.25) und (3.17) die Teilchendichten durch ihren koh�arenten Anteil zu

ersetzen. Das zu betrachtende Gleichungssystem besteht also aus der �Ubergangsam-

plitude, an die die biexzitonische Korrelation koppelt. Der Vollst�andigkeit halber

geben wir die schlie�lich zu l�osende kinetische Gleichung f�ur die �Ubergangsamplitude

geschlossen an:h
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3 Greensche Funktionen und koh�arentes Entkopplungsschema

In den beiden Bewegungsgleichungen (3.29) und (3.27) wurde eine ph�anomenologi-

sche D�ampfungskonstante eingef�uhrt. Neben der Coulomb{Wechselwirkung, die wir

bisher ausschlie�lich betrachtet haben, mu� n�amlich auch die Wechselwirkung mit

Phononen oder St�orstellen ber�ucksichtigt werden. Diese zerst�oren die Koh�arenz des

Systems, die durch die Anregung mit Laserpulsen aufgepr�agt wurde. Die D�amp-

fungskonstanten ber�ucksichtigen diese E�ekte durch ein lineares Dephasing. Es ist

f�ur die berechnete Dynamik wichtig, da� diese D�ampfungskonstanten erst eingef�uhrt

werden, nachdem die Bewegungsgleichungen f�ur die Polarisation und die biexzito-

nische Korrelation abgeleitet wurden. W�urde man bei der Ableitung der kineti-

schen Gleichung der biexzitonischen Korrelation eine D�ampfungskonstante f�ur die

urspr�ungliche Vierteilchen{Korrelation einf�uhren, k�ame man zu anderen kinetischen

Gleichungen [7, 9]. Die Gleichungen sind nur dann exakt, wenn die D�ampfungen

verschwinden.

Mit den kinetischen Gleichungen (3.29) und (3.27) steht nun das theoretische Ger�ust,

mit dessen Hilfe sich die koh�arente Dynamik eines optisch angeregten Vielteilchen-

systems in einem Halbleiter beschreiben l�a�t. Im folgenden Kapitel wenden wir uns

einer konkreten Anwendung dieser Theorie zu.
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Kapitel 4

Biexzitonen

In Analogie zum Wassersto�molek�ul, das aus der Bindung zweier Wassersto�ato-

me hervorgeht, k�onnen zwei Exzitonen mit entgegengesetztem Spin einen gebunde-

nen Zustand bilden, der als Biexziton bezeichnet wird. Biexzitonen werden nur in

nichtlinearen optischen Experimenten beobachtet [86, 83, 50]. Dabei gibt es zwei

M�oglichkeiten, wie ein solcher Zustand gebildet werden kann: den koh�arenten und

den inkoh�arenten Fall. Im Verlaufe einer optischen Anregung k�onnen Biexzitonen

koh�arent erzeugt werden. Dies ist der Fall, f�ur den wir uns im folgenden interes-

sieren werden. Er wird unterschieden von der Erzeugung inkoh�arenter Biexzitonen,

die das Ergebnis einer Relaxation hei�er Ladungstr�ager sind.

Letztere k�onnen generiert werden, indem man Elektron{Loch{Paare weit oberhalb

der Absorptionsschwelle, also mit hoher �Uberschu�energie erzeugt. Diese relaxieren

dann und geben dabei ihre �Uberschu�energie an das Gitter ab. Diese Relaxations-

prozesse k�onnen sehr schnell sein, insbesondere schnell im Vergleich zur strahlen-

den Rekombination der Paare, so da� die Bildung von Exzitonen und Biexzitonen

m�oglich wird. Da der Bindungszustand des Biexzitons energetisch unterhalb der

Summe zweier gebundener Exziton{Zust�ande liegt, ist ein verd�unntes Gas von Biex-

zitonen bei mittleren Anregungsdichten der stabilste quasithermische Endzustand.

F�ur die Erzeugung koh�arenter Biexzitonen gibt es zwei M�oglichkeiten: resonante und

nichtresonante Anregung. Wenn durch resonante Anregung 1s-Exzitonen erzeugt

werden, wird die Generierung von Biexzitonen durch Photonen mit entgegengesetz-

tem Spin m�oglich. Dieser Proze� f�uhrt zu induzierter Absorption bei einer Photo-

nenenergie, die der Energie des 1s-Exzitons minus der Biexziton{Bindungsenergie

entspricht. Andererseits k�onnen Biexzitonen unter nichtresonanter Anregung mit-

tels eines virtuellen Zwischenzustandes erzeugt werden [43, 38, 93]. Wird dieser

Zweiphotonenproze� durch Photonen von gleicher Energie getrieben, dann erscheint

die Resonanz bei der Exziton{Energie minus der halben Biexziton{Bindungsenergie.
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4 Biexzitonen
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Abbildung 4.1: Schematischer Aufbau des Vierwellenmisch{Experimentes

4.1 Das Vierwellen{Mischen

Unter den verschiedenen experimentellen M�oglichkeiten, den Einu� elektronischer

Wechselwirkungen auf die optischen Eigenschaften von Halbleitern zu untersuchen,

hat sich das Vierwellen{Mischen als besonders sensitiv herausgestellt. In der �uber-

wiegenden Anzahl der Experimente wird das entartete Vierwellen{Mischen benutzt.

Eine Skizze des Versuchsaufbaus ist in Abbildung 4.1 gegeben.

Bei diesem Experiment werden zwei Laserpulse in verschiedenen Richtungen auf die

Probe geschickt. Der st�arkere der beiden Pulse in der k1-Richtung wird als Pump-

puls bezeichnet, der zweite Puls in der k2-Richtung als Testpuls. Beide Pulse k�onnen

aber auch gleich stark gew�ahlt werden. Man analysiert nun das in eine abgebeugte

Richtung gestreute Licht, �ublicherweise die 2k1�k2 Richtung. Von zentraler Bedeu-
tung ist nun die integrierte Intensit�at des Lichtes in dieser Richtung als Funktion
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4.1 Das Vierwellen{Mischen

der Verz�ogerung � zwischen den beiden Pulsen, die mittels eines Photomultipliers

(PM) gemessen wird. Aber auch zeitaufgel�oste Messungen zu einer bestimmten

Verz�ogerung oder frequenzaufgel�oste Spektren geben wichtige Informationen.

Die zeitaufgel�osten Messungen werden mit Hilfe eines zweiten Testpulses nach dem

Aufkonversions{Verfahren durchgef�uhrt. Der zweite Testpuls tri�t in einem nichtli-

nearen Kristall auf das Streulicht. Aufgrund der Nichtlinearit�at des Kristalls wird

Licht mit der Summenfrequenz der beiden eintre�enden Pulse abgestrahlt. Die In-

tensit�at ist dabei proportional zum Produkt der Intensit�aten der beiden Pulse im

Bereich ihres zeitlichen �Uberlapps, da es sich um einen Zweiphotonenproze� handelt.

Ist der zweite Testpuls also zeitlich gen�ugend schmal im Vergleich zu den Schwe-

bungsfrequenzen im abgebeugten Signal, so wird e�ektiv das zeitaufgel�oste Signal

gemessen, wenn man die Verz�ogerung t des Pulses variiert.

Aus theoretischer Sicht lassen sich die drei erw�ahnten Spektren des Vierwellenmisch{

Experimentes aus der makroskopischen Polarisation P bestimmen:

P =
X
ehk

dehk P
eh
k + c. c. : (4.1)

Die makroskopische Polarisation geht also direkt aus der �Ubergangsamplitude P eh
k

hervor. Wir werden annehmen, da� die Proben optisch d�unn sind, so da� Propaga-

tionse�ekte des Lichtes durch den Halbleiter nicht in Betracht gezogen zu werden

brauchen. Dann ist das abgestrahlte Lichtfeld in einer nichtlinearen Richtung pro-

portional zur Polarisation P(t). Daher k�onnen die me�baren Spektren jetzt mit der

theoretisch zug�anglichen �Ubergangsamplitude verkn�upft werden.

Das zeitintegrierte Spektrum STI berechnet sich entsprechend:
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Das zeitaufgel�oste Spektrum STR wird nach der folgenden Formel berechnet:

STR(t) = jP(t; �)j2 =
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X
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: (4.3)

F�ur das frequenzaufgel�oste Spektrum SSR schlie�lich wird die Fouriertransformierte

der Polarisation ben�otigt:
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37



4 Biexzitonen

Um den Namen des Experimentes zu erkl�aren, sei noch erl�autert, da� das Experi-

ment im allgemeinen mit drei verschiedenen Laserpulsen auf der Probe durchgef�uhrt

wird, d. h. dem Pumppuls ist noch ein Vorpuls zeitlich vorangestellt. Betrachtet man

nun die Lichtintensit�at in einer abgebeugten Richtung wie k1 + k3 � k2, so sind in-

klusive dieser abgebeugten Richtung vier Lichtpulse beteiligt; daher r�uhrt der Name

Vierwellen{Mischen. F�allt, wie in unserem Fall, der Vorpuls mit dem Pumppuls

zusammen, spricht man von entartetem Vierwellenmischen.

Der wichtigste Vorteil dieses Experimentes liegt darin, da� in der betrachteten Rich-

tung kein lineares Signal existiert. Wechselwirkungen der Elektronen, die erst in

h�oheren Ordnungen des elektrischen Feldes auftreten, k�onnen deshalb hier unter-

grundfrei untersucht werden. In der �ublicherweise benutzten Geometrie, bei der die

2k1 � k2-Richtung untersucht wird, ist das Signal also mindestens dritter Ordnung

im Laserfeld.

Nat�urlich ist es auch denkbar, noch h�ohere Ordnungen des Signals zu untersuchen.

In dem uns haupts�achlich interessierenden Niederdichte{Fall, also bei noch modera-

ten Feldst�arken der Pump{ und Testpulse fallen die Intensit�aten mit zunehmender

Ordnung jedoch rasch ab und sind schon bald nicht mehr me�bar. Bei hohen In-

tensit�aten sind allerdings auch diese Richtungen interessant; zum Verst�andnis mu�

dann eine Theorie herangezogen werden, die das elektrische Feld nicht als Klein-

heitsparameter verwendet, sondern �uber eine solche St�orungstheorie hinausgeht.

4.2 Bewegungsgleichungen

Ausgangspunkt f�ur die Erstellung von Bewegungsgleichungen ist zun�achst nat�urlich

die genaue Beschreibung des Systems und damit die Festlegung der relevanten Ei-

genfunktionen. Wir wollen uns mit einem System wechselwirkender Elektronen und

L�ocher in einem starken Magnetfeld besch�aftigen, das �uber das Dipolmatrixelement

dehk an ein externes Laserfeld koppelt. Aufgrund des Magnetfeldes erh�alt man neue

Einteilchen{Zust�ande. Da f�ur die betrachteten nichtlinearen Experimente die Fein-

struktur der Einteilchen{Energien im Magnetfeld, die �ublicherweise im Rahmen der

Kohn{Luttinger{Theorie [63, 80, 79] beschrieben wird, nicht ausschlaggebend ist,

beschr�anken wir uns im folgenden auf die einfachste Beschreibung der Einteilchen{

Zust�ande und approximieren sie durch Landau{Zust�ande. Ein kurzer �Uberblick �uber

Eigenschaften eines Bloch{Elektrons in einem statischen Magnetfeld in Landau{

Eichung �ndet sich in Anhang B.

In den hier interessierenden Experimenten werden starke Magnetfelder angewandt.

In diesem Fall be�nden sich alle Elektronen im untersten Landau{Niveau von leich-

tem bzw. schwerem Loch. Dar�uberhinaus ist die Annahme gerechtfertigt, da� die

Kopplung an h�ohere Landau{Niveaus vernachl�assigbar ist.
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4.2 Bewegungsgleichungen

Die Einteilchen{Energien des untersten Landau{Niveaus sind entsprechend (B.7)

aus Anhang B gegeben durch
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die Wellenfunktionen nach (B.8) durch
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wobei

l =
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�h=eB (4.7)

die magnetische L�ange bedeutet.

In dieser Basis haben die Bewegungsgleichungen (3.29) und (3.27) die gleiche Struk-

tur, wie in Kapitel 3 eingef�uhrt. Lediglich die Interpretation der k-Vektoren und

die Form des Coulomb{Potentials ist eine andere. F�uhrt man die entsprechende

Rechnung direkt in der Landau{Basis durch, so erh�alt man anstelle von (3.29) und

(3.27) die folgenden Gleichungen:�
� i�h

@

@t
� "

e
k � "

h
k � i�hP

�
P
eh
k +

X
q

v
0
qP

eh
k+q

= dh
0eE�

X
e0h0

�
dhe

0

EP eh0

k P
e0h0�
k + dh

0eEP e0h
k P

e0h0�
k

�

+
X
e0h0

X
q

v
0
k�q

�
P
e0h0�
k P

e0h
k P

eh0

q +P e0h0�
k P

e0h
q P

eh0

k

�P e0h0�
q P

e0h
k P

eh0

q �P e0h0�
q P

e0h
q P

eh0

k

�

+
X
e0h0

X
k0q

v
ky�k

0

y

q

�
P
e0h0�
k0 � P

e0h0�
k0+q

��
B

ehe0h0

k+q;k;k0;k0+q +B
ehe0h0

k;k+q;k0+q;k0

�
. (4.8)

Hierbei wurde auch die Abh�angigkeit des �Ubergangsmatrixelementes dehk von der

Wellenzahl vernachl�assigt, denn auch sie kann in guter N�aherung als schwach ange-

nommen werden [102]. Das bedeutet im Ortsraum, da� der �Ubergang lokal erfolgt,

d. h. im Bereich benachbarter Atome.

Die entsprechende Gleichung f�ur die biexzitonische Korrelation lautet:h
� i�h

@

@t
� "

e
k+q � "

h
k � "

e0

k0 � "
h0

k0+q � i�hB

i
B

ehe0h0

k+q;k;k0;k0+q

�
X
q0

�
v
ky�k

0

y+qy�q
0

y

q0 B
ehe0h0

k+q�q0;k;k0+q0;k+q + v
ky�k

0

y�qy+q
0

y

q0 B
ehe0h0

k+q;k+q0;k0;k+q�q0
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�vky�k0yq0

h
B

ehe0h0

k+q+q0;k;k0;k+q+q0 +B
ehe0h0

k+q;k+q0;k0+q0;k+q

i
�vqyq0

h
B

ehe0h0

k+q+q0;k+q0;k0;k+q +B
ehe0h0

k+q;k;k0+q0;k+q+q0

i�
= �vky�k0yq

h
P
eh
k � P

eh
k+q

ih
P
e0h0

k0+q � P
e0h0

k0

i
+v

qy

k�k0

h
P
e0h
k � P

e0h
k0

ih
P
eh0

k0+q � P
eh0

k+q

i
. (4.9)

Die Coulomb{Wechselwirkung ist dabei gegeben durch:

v
ky
q =

e
2

2�"0L2

1Z
�1

dqx
e
�l2(q2x+q

2
y)=2

q2x + q2
e
il2qxky : (4.10)

Die Vektorindizes k bzw. q sind als zweidimensionale Vektoren mit einer y- und

z-Komponente zu lesen. Die Bandindizes e und h bezeichnen neben dem Band auch

den Spin.

Die linke Seite dieser Gleichung ist gerade die k-Raum{Darstellung der Schr�odinger-

gleichung f�ur zwei Elektronen und zwei L�ocher, die �uber das Coulomb{Potential mit-

einander wechselwirken. Sieht man von der etwas ver�anderten Coulomb{Wechsel-

wirkung und von den E�ektivmassen ab, dann ist dies gerade das Problem des Was-

sersto�molek�uls. Es gibt in der Literatur viele Untersuchungen insbesondere �uber

den Grundzustand, also ein gebundenes Biexziton. Die Ortsraumdarstellung die-

ses Hamilton{Operators wurde verwendet, um Bindungsenergien in verschiedenen

Halbleitern und Quantentr�ogen zu bestimmen. Dabei wurden vor allem Variations-

methoden benutzt. Dort benutzt man Testwellenfunktionen, deren Parameter dann

so bestimmt werden, da� die sich ergebende Grundzustandsenergie minimal wird.

Die bekannteste Form einer solchen Testfunktion ist wohl die von Heitler und Lon-

don [49] vorgeschlagene Form f�ur das Wassersto�molek�ul. Falls die Lochmassen mh

sehr viel gr�o�er als die Elektronmassen me sind, wird hier ein antisymmetrisiertes

Produkt von Exziton{Wellenfunktionen als Testfunktion benutzt. Der Spinanteil

der Gesamtwellenfunktion kann dabei entweder als symmetrisch (Triplett) oder an-

tisymmetrisch (Singulett) angesetzt werden. Der Ortsraumanteil der Wellenfunktion

mu� dann gerade die andere Symmetrie haben, damit das Pauli{Prinzip f�ur Fermio-

nen gew�ahrleistet ist. Der Variationsparameter ist hierbei der Abstand der L�ocher.

F�ur den Singulett{Zustand �ndet man auf diese Weise ein ausgepr�agtes Minimum,

also einen gebundenen Zustand.

Wir sind hier nicht nur an diesem Grundzustand interessiert, denn auch das Kon-

tinuum des Biexzitons hat einen starken Einu� auf die nichtlinearen optischen

Eigenschaften eines Halbleiters. Jedoch wollen wir uns bei der Entwicklung der

Gleichungen (4.8) und (4.9) an dieser N�aherung orientieren.
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4.3 Eigenfunktions{Entwicklung

Bei den Bewegungsgleichungen f�ur die �Ubergangsamplitude (4.8) und insbesondere

die biexzitonische Korrelation (4.9) handelt es sich immer noch um hochdimensionale

gekoppelte Di�erentialgleichungen. Deshalb ist es n�otig, einen geeigneten Satz von

Funktionen zu �nden, in den die beiden Gleichungen entwickelt werden k�onnen.

Die Entwicklung soll es erm�oglichen, nicht nur den biexzitonischen Grundzustand,

sondern auch das Kontinuum der biexzitonischen Korrelation zu beschreiben. Daher

ist eine Entwicklung nach einer Variationswellenfunktion f�ur den Grundzustand und

eventuell noch einige angeregte Zust�ande nicht m�oglich.

Die Homogenit�aten der Gleichungen legen es nahe, nach Exziton{Eigenfunktionen zu

entwickeln, die einen endlichen Schwerpunktsimpuls besitzen. Auf diese Weise l�a�t

sich das Streukontinuum der biexzitonischen Korrelation erfassen. Die Entwicklung

soll gew�ahrleisten, da� die grundlegenden Symmetrieeigenschaften der Gr�o�en auf

jeder Stufe der Entwicklung erhalten bleiben, insbesondere die Antisymmetrie der

biexzitonischen Korrelation, weil es sich um Fermionen handelt.

Diese Eigenschaft ist nat�urlich auch gew�ahrleistet, wenn man nach einem vollst�andi-

gen Funktionensystem entwickelt. Die Entwicklung soll aber erm�oglichen, da� nur

wenige Entwicklungskoe�zienten ber�ucksichtigt werden m�ussen. W�ahlt man also

irgendein Funktionensystem, dann ist die Antisymmetrie nur noch n�aherungswei-

se richtig. Damit verspricht eine antisymmetrische Entwicklung auch schneller zu

konvergieren.

Wie im Detail noch diskutiert wird, bleibt die Gleichung (4.9) f�ur die biexzitoni-

sche Korrelation geschlossen, wenn einige Integrationen vorab durchgef�uhrt werden.

Entsprechende Integrationen sind in der Gleichung (4.8) m�oglich.

4.3.1 Antisymmetrisierung der Entwicklung

Aus der De�nition der biexzitonischen Korrelation ist unmittelbar klar, da� f�ur den

Austausch zweier Elektronen

B
ehe0h0

k+q;k;k0;k0+q = �Be0heh0

k0;k;k+q;k0+q (4.11)

gilt und entsprechend f�ur den Austausch zweier L�ocher:

B
ehe0h0

k+q;k;k0;k0+q = �Beh0e0h
k+q;k0+q;k0;k : (4.12)

Stellen wir B als Summe von vier Hilfsgr�o�en ~B dar, so gelten die obigen Beziehun-

gen.

B
ehe0h0

k+q;k;k0;k0+q = ~Behe0h0

k+q;k;k0;k0+q � ~Be0heh0

k0;k;k+q;k0+q

� ~Beh0e0h
k+q;k0+q;k0;k +

~Be0h0eh
k0;k0+q;k+q;k (4.13)
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Jede dieser Hilfsgr�o�en kann nun nach Produkten von exzitonischen Eigenfunktionen

entwickelt werden:

~Behe0h0

k1;k2;k3;k4
=

X
nm

~'h
n(�̂k1+�̂k2; k1y�k2y) ~'h0

m(�̂k3+�̂k4; k3y�k3y)

� ~behe
0h0

nm (k1 � k2) : (4.14)

Die scheinbare Unsymmetrie im Argument des Entwicklungskoe�zienten bei die-

ser De�nition ist f�ur unser Problem unerheblich, da wegen des verschwindenden

Gesamtimpulses der relevanten Korrelationen immer k1 � k2 = k4 � k3 gilt.

An dieser Stelle setzen wir die Exziton{Eigenfunktionen m�oglichst allgemein an.

Insbesondere lassen wir auch eine Abh�angigkeit von der y-Komponente des Rela-

tivimpulses zu. Diese k�ame durch eine Abh�angigkeit der kinetischen Energie von

ky zustande. Es wird sich noch zeigen, da� diese Verallgemeinerung zu Beginn

notwendig ist, um bestimmte Integrationen in der Bewegungsgleichung der biexzi-

tonischen Korrelation durchf�uhren zu k�onnen. Beim Schwerpunktsimpuls braucht

keine Abh�angigkeit der Wellenfunktionen von der z-Komponente angenommnen zu

werden. Diese k�ame durch eine solche Abh�angigkeit des Coulomb{Potentials ins

Spiel, was aber nicht der Fall ist. Der Relativmassen-Tensor �̂ soll diagonal sein mit

den Elementen:

�ij = �i;j
mhi

mei +mhi

(4.15)

�ij = �i;j
mei

mei +mhi

: (4.16)

Damit erh�alt man insgesamt f�ur die biexzitonische Korrelation

B
ehe0h0

k+q;k;k0;k0+q =
X
nm

n
~'h
n(k+�̂q; qy) ~'

h0

m(k
0+�̂q;�qy)Behe0h0

nm (q)

� ~'h
n(�̂k

0+�̂k; k0y�ky) ~'h0

m(�̂k+�̂k
0+q; ky�k0y)Be0heh0

nm (k0�k)
o
;

(4.17)

wobei neue Koe�zienten eingef�uhrt wurden:

B
ehe0h0

nm (q) = ~behe
0h0

nm (q) + ~be
0h0eh
mn (�q) : (4.18)

Die beiden Beitr�age in (4.17) stammen daher, da� sich die beiden Elektronen und

L�ocher auf zwei Arten zu Exzitonen kombinieren lassen, n�amlich einmal die Kom-

bination eh-e0h0 und die Kombination e0h-eh0.

Jeder Entwicklungskoe�zient h�angt noch von den Band- und Spinindizes ab. Es ist

vorteilhaft, die Spinquantenzahlen so zu kombinieren, da� sich gerade und ungerade
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Spinfunktionen bez�uglich Vertauschung zweier Elektronenspins ergeben. Mit ande-

ren Worten geht man zu Spin{Singulett- bzw. Spin{Triplett{Zust�anden �uber. F�ur

den Fall, da� die beiden Elektronindizes gleich sind, hat man trivialerweise einen

Triplettzustand bereits vorliegen, der bez�uglich Vertauschung der Indizes gerade ist.

Interessant ist also nur der Fall, bei dem beide Indizes verschieden sind; hierf�ur

werden neue biexzitonische Korrelationen eingef�uhrt:

B
�hh0

k+q;k;k0;k0+q =
1

2

�
B

ehe0h0

k+q;k;k0;k0+q �B
e0heh0

k+q;k;k0;k0+q

�
: (4.19)

Benutzt man diese Beziehung in der Entwicklung der biexzitonischen Korrelation

(4.17), dann erh�alt man f�ur den Singulett- und Triplett{Anteil:

B
�hh0

k+q;k;k0;k0+q =
X
nm

n
~'h
n(k+�̂q; qy) ~'

h0

m(k
0+�̂q;�qy)B�hh0

nm (q)

� ~'h
n(�̂k

0+�̂k; k0y�ky) ~'h0

m(�̂k+�̂k
0+q; ky�k0y)B�hh0

nm (k0�k)
o
;

(4.20)

mit den neuen Koe�zienten

B
�hh0

nm (q) =
1

2

�
~behe

0h0

nm (q)� ~be
0heh0

nm (q)
�
: (4.21)

4.3.2 Relevante Eigenfunktionen

Nun geht es darum, die in (4.14) allgemein de�nierten Exziton{Eigenfunktionen zu

bestimmen. Dabei streben wir an, die in der Bewegungsgleichung der �Ubergangsam-

plitude (4.8) auftretende Kopplung einer in allen Indizes zweidimensionalen biexzito-

nischen Korrelation dadurch zu vereinfachen, da� �uber die ky- und k
0

y-Indizes vorab

integriert wird. Diese Integrationen lassen sich auch in der Bewegungsgleichung der

biexzitonischen Korrelation (4.9) so durchf�uhren, da� ein geschlossenes Gleichungs-

system erhalten bleibt. Allerdings ist es notwendig, sehr sorgf�altig vorzugehen.

F�uhrt man n�amlich die Summationen vorab durch und anschlie�end die Entwicklung

nach exzitonischen Eigenfunktionen, so sind die im vorigen Abschnitt diskutierten

Symmetrierelationen nicht mehr g�ultig. Man hat deshalb die Entwicklung zuerst all-

gemein durchzuf�uhren und anschlie�end die m�oglichen Summationen durchzuf�uhren.

Dann mu� man analysieren, wie sich hierdurch die exzitonischen Eigenfunktionen

transformieren. Dies wird im folgenden im Detail durchgef�uhrt.

Wie schon erw�ahnt, h�angen die Einteilchen{Energien entsprechend (4.5) nur von der

z-Komponente des Impulsvektors k ab. Der homogene Teil der Di�erentialgleichung

f�ur die �Ubergangsamplitude P eh
k h�angt also nicht von ky ab. Das hat aber zur Folge,
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da� P eh
k ebenfalls nicht von ky abh�angen kann. Das wiederum kann man leicht einse-

hen, wenn man die lineare L�osung in die Inhomogenit�at iteriert. Eine Abh�angigkeit

von ky k�onnte nur durch den Beitrag der biexzitonischen Korrelation herein gebracht

werden. Hier�uber summieren wir aber ab, so da� auch diese M�oglichkeit ausschei-

det. Die �Ubergangsamplitude h�angt also nur von der Komponente parallel zum

magnetischen Feld ab.

Anders sieht es f�ur die biexzitonische Korrelation B aus. Nachdem �uber die y-

Komponenten von k und k0 in (4.8) absummiert worden ist, erh�alt man zusammen

mit dem Phasenfaktor des Coulombpotentials, der ja auch von diesen Koordinaten

abh�angt, eine Gr�o�e, die von den z-Komponenten der Impulsvektoren k und k0

sowie qx und qy abh�angt. Diese Abh�angigkeit bleibt auch f�ur die Inhomogenit�at von

(4.9) bestehen. Die biexzitonische Korrelation ist also nicht e�ektiv eindimensional.

Andererseits legt die Symmetrie unseres Systems nahe, da� Wellenfunktionen nur

eine Abh�angigkeit von der Radialkoordinate �

� �
q
q2x + q2y (4.22)

haben sollten. Indem man die so resultierenden integrierten biexzitonischen Korre-

lationen auch noch �uber den Radialwinkel bez�uglich q mittelt, erh�alt man eine neue

Korrelation, die ebenfalls nur noch von � und den z-Komponenten der Impulsvek-

toren k und k0 abh�angt.

Insgesamt ist die biexzitonische Korrelation demnach mit dem Phasenfaktor

e
iqx(ky�k

0

y)

der Coulombwechselwirkung in (4.8) zu multiplizieren und �uber kz, k
0

y sowie dem zu

� geh�origen Winkel zu integrieren.

Zun�achst wird angenommen, da� die Einteilchenenergien in (4.9) auch von ky ab-

h�angen, so da� ein anisotropes zweidimensionales Problem vorliegt. Sp�ater wird

dann der physikalische Grenzwert mey = mhy ! 1 durchgef�uhrt. In die Ent-

wicklung (4.14) gehen daher zun�achst Eigenfunktionen ~'eh
n zum zweidimensionalen

Problem ein.�
�h2

2

h(ky + qy)
2

mey

+
(kz + qz)

2

mez

+
k
2
y

mhy

+
k
2
z

mhz

i�
~'eh
n (k+ �̂q; qy)

�
X
q0

v
qy

q0 ~'
eh
n (k+ �̂q+ q0; qy) = E

eh
n (qz; qy) ~'

eh
n (k+ �̂q; qy) (4.23)

Bei der Entwicklung wird sowohl die relative Elektronmasse wie auch die Lochmasse

ben�otigt. Im folgenden werden wir bei den Wellenfunktionen den Leitungsband-

und Spinindex e weglassen, da wir uns f�ur GaAs interessieren werden. Bei diesem

Halbleiter gibt es nur ein Leitungsband an der Bandkante.
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Nachdem nach diesen Eigenfunktionen entwickelt wurde, wird das System der Be-

wegungsgleichungen f�ur die biexzitonische Korrelation (4.9) mit dem Phasenfaktor

exp(il2qx(ky � k
0

y) des Coulomb{Potentials in (4.8) multipliziert und �uber ky und

k
0

y summiert. Dadurch erh�alt man neue Exziton-Eigenfunktionen, die letztlich die

relevanten Entwicklungsfunktionen f�ur das Problem darstellen.

'
h
n(kz + �zzqz; �) =

X
ky

e
il2qx(ky+�yyqy) ~'h

n(kz + �zzqz; ky + �yyqy; qy) (4.24)

Durch Einsetzen dieser Transformation in die Eigenfunktionsgleichung f�ur ~'h
n (4.23)

ergibt sich die Eigenfunktionsgleichung f�ur 'h
n:�

�h2(k + q)2

me

+
�h2k2

mh

�
'
h
n(k + �q; �) �

X
q0

V
ex �
q0

'
h
n(k + �q + q

0
; �)

= E
h
n(q; �)'

h
n(k + �q; �) : (4.25)

In dieser Gleichung wurde der z-Index an allen Gr�o�en weggelassen, denn dies ist ne-

ben der Radialkoordinate � die einzige verbleibende Koordinate. Sollte es n�otig sein,

den Betrag des Vektors q = (qx; qy; q) einzuf�uhren, so wird dies explizit erw�ahnt.

In der Eigenfunktionsgleichung (4.25) tritt ein anderes Matrixelement der Coulomb{

Wechselwirkung auf, n�amlich:

V
ex �
q =

e
2

2�"0L

1Z
0

d�
0
�
0
exp(�l2�02=2)

�02 + q2
J0(l

2
��
0) : (4.26)

Die Gleichung (4.25) stellt das verallgemeinerte Eigenwertproblem zum Hamilton{

Operator f�ur die �Ubergangsamplituden (4.8) dar. Zun�achst ist klar, da� diese Glei-

chung f�ur � = 0 gerade den linearen Teil der Di�erentialgleichung (4.8) beschreibt,

denn es gilt:

V
ex 0
q =

X
qy

v
0
q : (4.27)

L�a�t man auch endliche Schwerpunktsimpulse f�ur die �Ubergangsamplituden zu,

dann erh�alt man gerade das obige Eigenwertproblem.

Nachdem die Bewegungsgleichung f�ur die biexzitonische Korrelation (4.9) nach den

Eigenfunktionen ~'h
n entwickelt wurde, und die oben beschriebenen Transformationen

durchgef�uhrt wurden, erh�alt man eine Bewegungsgleichung mit den neuen Eigen-

funktionen 'h
n. Projiziert man diese Gleichung nun auf eben diese neuen Eigenfunk-

tionen, erh�alt man schlie�lich die Bewegungsgleichung f�ur die zugeh�origen Entwick-

lungskoe�zienten. Damit ist der Weg skizziert, auf dem die Dimensionalit�at des

Systems reduziert werden kann.
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4.3.3 Entwickelte Bewegungsgleichungen

Die Entwicklung (4.20) und (4.23) wird in die Bewegungsgleichung (4.9) eingesetzt

und die zuvor beschriebenen Schritte durchgef�uhrt, also zun�achst der Grenzwert

der E�ektivmassen in y-Richtung gegen unendlich, Multiplikation mit dem Phasen-

faktor exp(il2(ky � k
0

y)) und Summation �uber ky und k
0

y. Dadurch erh�alt man ein

Gleichungssystem in den neuen Wellenfunktionen '
h
n. Die �Ubergangsamplituden

k�onnen direkt nach diesen Wellenfunktionen bei � = 0 entwickelt werden:

P
eh
k =

X
n

'
h
n(k; 0) P

eh
n (4.28)

Wie bereits erw�ahnt, ist deren Eigenwertgleichung gerade die Homogenit�at von (4.8).

Schlie�lich erh�alt man die Bewegungsgleichung f�ur die neuen Entwicklungskoe�zien-

ten B�hh0

nm (�; q), indem man die erhaltene Gleichung auf 'h
n(k+�q; �)'

h0

m(k
0+�q; �)

projiziert und �uber die Winkelkoordinate zu � mittelt:

B
�hh0

nm (�; q) =

2�Z
0

d�

2�
B
�hh0

nm (q) =

2�Z
0

d�

2�
B
�hh0

nm (q; � sin �) : (4.29)

Nach diesen Prozeduren ergibt sich:h
i�h
@

@t
+ E

h
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i
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�hh0
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eh
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e0h
n0 P

eh0

m0

i
:

(4.30)

Die neueingef�uhrten Gr�o�en werden im folgenden kurz diskutiert. Die Quelle der

biexzitonischen Korrelationen ist o�ensichtlich ein Produkt von �Ubergangsamplitu-

den. Das zugeh�orige Matrixelement ist gegeben durch den Ausdruck:

C
�

nm;n0m0(q�) =
1

2

X
�n �m�q��

�
1� S

�
�1

nm;�n �m
(q�; �q��)

h
V

c
�n �m;n0m0(�q��)� V

xc
�n �m;n0m0(�q��)

i
: (4.31)

Es besteht aus einem Anteil der direkten Coulomb{Wechselwirkung V
c sowie ei-

nem Beitrag der Austausch{Wechselwirkung V
xc. Diese werden mit der inversen

�Uberlappmatrix (1 � S)�1 multipliziert. Die zus�atzliche Multiplikation mit der
�Uberlappmatrix ist zur�uckzuf�uhren auf die beiden Anteile in der Entwicklung der

biexzitonischen Korrelationsfunktion in (4.20), n�amlich die Nichtorthogonalit�at der

exzitonischen Eigenfunktionen zu verschiedenen Bandkombinationen. Um die Be-

wegungsgleichung der Entwicklungskoe�zienten B�hh0

nm (q) in (4.20) zu erhalten, mu�
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die Bewegungsgleichung (4.9) auf die adjungierten Eigenfunktionen aus (4.25) pro-

jiziert werden. Das Argument der adjungierten Eigenfunktionen wird dabei wie im

ersten Term der Entwicklung (4.20) gew�ahlt, n�amlich 'h
n(k + �q; �)'h

m(k
0 + �q; �) .

Die Projektion wird deshalb so gew�ahlt, weil sie auf dem ersten Summanden in (4.20)

orthogonal ist. Der zweite Summand ergibt nach der Projektion die �Uberlappmatrix

S. Um nun letztlich die Bewegungsgleichung f�ur die Koe�zienten B�hh0

nm (q) in (4.20)

zu erhalten, mu� nur noch mit der inversen Matrix multipliziert werden.

Die De�nition der �Uberlappmatrix �ndet sich im Anhang D, ebenso wie die De-

�nitionen f�ur die beiden e�ektiven Coulomb{Wechselwirkungsmatrizen. Wie man

an der Kombination der Quellterme erkennt, verschwinden diese gerade f�ur den

Singulett{Anteil, also das untere Vorzeichen, wenn beide Elektronspins parallel ste-

hen. Dies ist auch zu erwarten, denn mit zwei parallelen Spins kann der gebundene

Singulett{Zustand bekannterma�en nicht angeregt werden [49] (vgl. Anhang C).

Die Wechselwirkungsmatrix ist zu schreiben als Matrixprodukt aus der inversen
�Uberlappmatrix mit Coulomb{Wechselwirkungsmatrixelementen, die ihrerseits wie-

der einen direkten und einen Austausch{Anteil enthalten:
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i
: (4.32)

Auf die explizite Angabe der Matrixelemente wird hier verzichtet; sie k�onnen im An-

hang D nachgesehen werden. Hier sei nur erw�ahnt, da� der Beitrag der Austausch{

Wechselwirkung Hxc sowohl von q + q
0 als auch von q � q

0 abh�angt. Das hat zur

Folge, da� sowohl in der gew�ahlten Impulsraumdarstellung als auch im Ortsraum

die Wechselwirkung nichtlokal ist. Geht man aber zu unendlicher Lochmasse �uber,

so da� � = 1 und � = 0 gelten, so h�angt die Wechselwirkung nur noch von q� q0 ab.
Bei Transformation in den Ortsraum wird aus der Faltung dann ein Produkt mit

einer lokalen Wechselwirkung, die vom Abstand der L�ocher abh�angt. Beschr�ankt

man sich �uberdies nur auf den Grundzustand der Exzitonen, so erh�alt man genau

das von Heitler und London beschriebene Problem [49].

Die Bewegungsgleichung f�ur die �Ubergangsamplituden wird nun ebenso in den Ex-

ziton{Eigenfunktionen entwickelt und man erh�alt:��i�h @
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n0m0 (q; �) : (4.33)

Die im Vergleich zu (4.30) zus�atzlich auftretenden Matrixelemente f�ur das Pauli{

Blocking b und die statische Coulomb{Wechselwirkung V st sind im Anhang D de�-

niert.

Die so durchgef�uhrte und zugegebenerma�en recht aufwendige Entwicklung (4.20),

(4.23){(4.25) stellt eine systematische M�oglichkeit dar, die Vierteilchen{Korrela-

tionen in optischen Spektren zu behandeln. Im Gegensatz zu Variationswellenfunk-

tionsans�atzen liefert sie nicht nur den untersten gebundenen Zustand des Biexzitons,

sondern auch angeregte Zust�ande und insbesondere das exzitonische Streukontinu-

um. Wie sich bei der Diskussion der erzielten Ergebnisse zeigen wird, ist dies ein we-

sentlicher Punkt. Allerdings mu� erw�ahnt werden, da� es aus praktischen Gr�unden

unm�oglich ist, mehr als einige wenige Exziton{Eigenfunktionen 'h
n in der Entwick-

lung zu ber�ucksichtigen. Dies stellt bei den im Experiment gew�ahlten Anregungs-

bedingungen aber keine starke Einschr�ankung dar, da die Laserpulse energetisch so

schmal sind, da� nur die niedrigsten exzitonischen Zust�ande angeregt werden.

Werden allerdings auch ungebundene Elektron{Loch{Paare angeregt, mu� man ent-

sprechend den im Kapitel 3 vorgestellten Methoden anders an das Problem heran-

gehen. Die Wechselwirkung freier Ladungstr�ager f�uhrt n�amlich zu Abschirmungs-

e�ekten der Coulomb{Wechselwirkung und bei hohen Anregungsdichten schlie�lich

zur Zerst�orung der Korrelationen, so da� man schlie�lich in eine durch inkoh�aren-

te Dynamik bestimmte Situation gelangt. Diesen �Ubergangsbereich quantitativ zu

beschreiben stellt eine Herausforderung f�ur die Zukunft dar. Hier und im folgenden

werden wir uns ausschlie�lich der koh�arenten Dynamik zuwenden.

4.4 Modellierung und numerische Implementie-

rung

Wie im Abschnitt 4.1 beschrieben wurde, werden beim Vierwellenmischen zwei Pul-

se mit den Wellenvektoren k1 und k2 auf die Probe gerichtet. Im allgemeinen k�onnen

die Pulse auch verschiedene Zentralfrequenzen haben, wir wollen hier aber anneh-

men, da� die Zentralfrequenzen gleich und kurz unterhalb der Halbleiterbandkante

eingestellt sind. Wir bezeichnen diese im folgenden als !0. Das Signal des Vierwel-

lenmischens wird in der abgebeugten Richtung 2k1�k2 detektiert. Die beiden Pulse
sind um die Verz�ogerung � gegeneinander verschoben. Per De�nition ist � positiv,

wenn der k2-Puls vor dem k1-Puls eintri�t.
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Das elektrische Feld, das in die Bewegungsgleichung f�ur die �Ubergangsamplitude

(4.33) eingeht, besteht also aus den Anteilen der beiden Pulse

E(t) = E1(t) +E2(t)

= E1(t) e1 e
i!0t + E2(t+ �) e2 e

i!0t + c. c. : (4.34)

Die Pulse werden jeweils durch einen Polarisationsvektor ei und eine reelle Envelop-

penfunktion Ei(t) charakterisiert. Wir werden annehmen, da� es sich um Gaussche

Einh�ullende handelt. Die volle Halbwertsbreite experimenteller Pulse betr�agt typi-

scherweise 50 fs bis 2 ps.

Die Ortsabh�angigkeit des elektrischen Feldes kann vernachl�assigt werden, denn die

betrachteten Proben sind d�unn im Vergleich zur Wellenl�ange des verwendeten Lich-

tes. Allerdings mu� die Richtungsabh�angigkeit der Pulse beachtet werden, die durch

die Indizes angedeutet wird. Wie man aus der Bewegungsgleichung f�ur die �Uber-

gangsamplituden (4.33) erkennt, �ubertr�agt sich in linearer Ordnung des elektrischen

Feldes die Richtungsabh�angigkeit des anregenden Pulses auf die �Ubergangsamplitu-

de. Formal l�a�t sich dies zeigen, wenn man bei der De�nition der �Ubergangsam-

plitude (4.8) unterschiedliche Impulse f�ur Elektron und Loch zul�a�t und auf diese

Weise e�ektiv endliche Schwerpunktimpulse f�ur die Exzitonen einf�uhrt. Dieser end-

liche Schwerpunktimpuls ist in linearer N�aherung gerade der Impuls des Lichtes, der

in (4.8) nicht explizit aufgef�uhrt wurde.

Dieses Ergebnis ist auch von der Anschauung her klar, denn die lineare Polarisation

der Probe breitet sich nat�urlich gerade in den Richtungen der beiden Pulse aus.

Das bedeutet wiederum, da� die �Ubergangsamplituden auch noch nach den Rich-

tungen zu klassi�zieren sind. Da wir uns hier auf die dritte Ordnung im elektrischen

Feld beschr�anken werden, treten neben der k1- und k2-Richtung auch noch die Rich-

tungen 2k1� k2 und 2k2� k1 auf sowie nat�urlich die entgegengesetzten Richtungen.

Da aber in dritter Ordnung im elektrischen Feld die Polarisationen in die beiden

abgebeugten Richtungen nicht mehr an die Polarisationen der linearen Richtungen

koppeln, braucht man lediglich eine dieser Richtungen in die Rechnung einzube-

ziehen. Ferner werden nach der Rotating{Wave{N�aherung nur resonante Beitr�age

ber�ucksichtigt.

Die Polarisationsrichtungen der beiden Pulse k�onnen nat�urlich frei gew�ahlt werden.

Bei zwei linearen Polarisationen erh�alt man dadurch einen zus�atzlichen Parameter,

um bestimmte Anteile der Wechselwirkung ein- oder auszuschalten. Bei zirkularen

Polarisationen hat man diesen Freiheitsgrad nicht. Es ist sogar so, da� theore-

tisch f�ur entgegengesetzt zirkulare Polarisationen �uberhaupt kein Vierwellenmisch{

Signal zu erwarten ist. Dies kann man sich anhand der Auswahlregeln f�ur die Di-

pol�uberg�ange deh klar machen. Abbildung 4.2 soll dabei behilich sein. Die beiden

Valenzb�ander haben den Gesamtdrehimpuls J = 3=2. Die Schwerlochb�ander ha-

ben dabei die z-Komponente Jz = �3=2, die Leichtlochb�ander Jz = �1=2. Mit
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Abbildung 4.2: Bandschema f�ur GaAs. Es sind die beiden untersten Valenzb�ander und

das oberste Leitungsband skizziert. Mit zirkular polarisiertem �
�-Licht kann man von

den spinentarteten B�andern jeweils einen �Ubergang treiben.

einer zirkularen Polarisation (�+-Licht), kann man von den beiden jeweils spinent-

arteten Schwer- und Leichtlochb�andern lediglich einen �Ubergang anregen, f�ur das

Schwerloch{Exziton also den �Ubergang �3=2 ! �1=2 und f�ur das Leichtloch{

Exziton den �Ubergang �1=2 ! 1=2. Mit dem anderen Puls wird der andere Spin-

unterraum angeregt. Um ein Signal dritter Ordnung erzeugen zu k�onnen, mu�

der Beitrag der statischen Coulomb{Wechselwirkung oder der der biexzitonischen

Korrelationen in (4.33) von Null verschieden sein. F�ur den Beitrag der statischen

Coulomb{Wechselwirkung ist dies unm�oglich, denn wenn P
eh
n aus dem einen und

P
e0h0�
m aus dem anderen Spinraum stammen, dann sind die �Uberg�ange zu P e0h

n0 oder

P
eh0

m0 verboten. F�ur den entsprechenden Quellterm in der Bewegungsgleichung der

biexzitonischen Korrelation (4.30) gilt entsprechendes. Aber auch der andere Quell-

term in dieser Gleichung liefert nichts, denn beide Polarisationen m�ussen vom glei-

chen Puls getrieben werden, was aber auch nicht m�oglich ist. Damit ist klar, da�

im Rahmen dieser Theorie kein Signal f�ur kontrazirkulare Anregungsgeometrie zu

erwarten ist. Es sei an dieser Stelle aber schon erw�ahnt, da� experimentell sehr

wohl ein Vierwellenmisch{Signal gemessen wird, wenngleich es etwa einen Faktor

100 kleiner ist. Die Unzul�anglichkeit der Theorie, kein Signal zu liefern, ist darin

begr�undet, da� in dem gew�ahlten E�ektivmassen{Modell die kinetische Energie dia-

gonal in den Bandindizes ist. Eine Verbesserung des Modells w�urde die Einf�uhrung

des sogenannten Luttinger Hamilton{Operators [80, 79, 46] bringen, der auch Nicht-

diagonalelemente enth�alt. Dann w�urde die Theorie auch bei kontrazirkularer An-

regungsgeometrie ein Vierwellenmisch{Signal liefern. Da das Experiment ein solch

kleines Signal bei kontrazirkularer Anregung liefert, ist unsere vereinfachte Beschrei-

bung der Einteilchen{Zust�ande bei anderen Anregungsgeometrien gerechtfertigt.

In dieser Arbeit werden wir uns auf den Fall beschr�anken, da� beide Pulse gleich-

sinnig zirkular polarisiert sind. Das hat zur Folge, da� von beiden biexzitonischen

Korrelationen nur diejenige beitr�agt, die zum Triplett{Zustand korrespondiert, also

B
+hh0

nm . Aus (4.30) ist unmittelbar klar, da� der Quellterm f�ur B�hh0

nm verschwindet,

wenn alle Bandindizes gleich sind. Damit ist also auch ausgeschlossen, da� ein ge-
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bundenes Biexziton angeregt werden kann. Wie die Experimente und theoretischen

Ergebnisse zeigen werden, ist der Einu� dieser Vierteilchen{Korrelationen auf die

koh�arente Dynamik dennoch erheblich.

F�ur die numerische Auswertung werden die Variabeln q und � diskretisiert. Dadurch

erh�alt der Wechselwirkungsterm in der Bewegungsgleichung f�ur die biexzitonische

Korrelation (4.30){(4.32) die Struktur einer Matrixmultiplikation, die inverse �Uber-

lappmatrix l�a�t sich dann auch explizit bestimmen. Die Coulomb{Matrixelemente

stellen bei der Rechnung auf einem diskreten Gitter ein Problem dar, da sie f�ur

q
0 = q und �0 = � singul�ar werden. Es handelt sich aber um eine integrable Singula-

rit�at, d. h. da� das Integral �uber eine der Koordinaten existiert. Damit k�onnte die

numerische Schwierigkeit behoben werden, indem man f�ur den Fall der Singularit�at

eine kleine Abschirmungskonstante einf�uhrt oder aber den Wert des n�achsten Gitter-

punktes �ubernimmt. Ist die Zahl der Gitterpunkte hinreichend dicht, so konvergiert

dieses Verfahren.

In den hier vorgestellten Rechnungen wurde es jedoch vorgezogen, die Singularit�at

zu heben. Das Verfahren wird im Anhang E vorgestellt. Dabei wird der Wert

der Wechselwirkungsmatrix an der Stelle der Singularit�at, also auf der Diagona-

len, so gew�ahlt, da� er einen guten Sch�atzwert f�ur das Integral �uber den Bereich

zwischen den beiden n�achsten St�utzstellen ergibt. Diese Methode konvergiert we-

sentlich schneller als die zuvor skizzierte. Somit wird es m�oglich, deutlich weniger

St�utzstellen zu benutzen. Es zeigte sich au�erdem, da� mit diesem Verfahren sehr

viel schneller bekannte Exziton{Eigenenergien reproduziert werden konnten [102].

Die vollst�andige L�osung der Bewegungsgleichungen (4.33) und (4.30) ist immer noch

sehr aufwendig und erfordert den Einsatz von H�ochstleistungsrechnern. Es wurden

daher nur sehr wenige L�osungen des vollst�andigen Problems durchgef�uhrt. Diese

erlauben jedoch eine systematische Bewertung von N�aherungen, die f�ur bestimmte

Polarisationsgeometrien den numerischen Aufwand erheblich reduzieren.

Da wir uns darauf beschr�anken werden, kozirkular polarisierte Pulse zu betrach-

ten, treten gebundene Biexzitonen in der Dynamik nicht auf. Die Wechselwirkung

zwischen den Exzitonen bewirkt dann im wesentlichen eine Verschiebung des spek-

tralen Gewichts der Beitr�age der Exzitonen. Dieser E�ekt ist aber von untergeordne-

ter Bedeutung f�ur viele qualitativen Merkmale des Vierwellenmisch{Experimentes.

Da andererseits die Berechnung der Wechselwirkungsmatrix sehr aufwendig und ihre

Ber�ucksichtigung in der Integration der Bewegungsgleichungen ebenfalls zeitraubend

ist, ist es zur Beschreibung qualitativer E�ekte ausreichend, diese Wechselwirkung

zu vernachl�assigen. Diese N�aherung entspricht der zweiten Bornschen N�aherung.

Quantitative Resultate lassen sich im Rahmen der Bornschen N�aherung allerdings

nicht erwarten, da selbst im Triplett{Zustand die Umverteilung spektralen Gewichts

im biexzitonischen Kontinuum aufgrund der Wechselwirkungsterme erheblich ist.
�Uberhaupt nicht mehr gerechtfertigt ist die zweite Bornsche N�aherung, wenn ge-
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bundene Biexzitonen durch die Anregungsbedingungen m�oglich sind. Denn es ist

gerade der Wechselwirkungsterm, der diesen Zustand erst m�oglich macht. Daher

verschiebt die Wechselwirkung nicht nur das spektrale Gewicht der exzitonischen

Beitr�age, sondern es treten sogar neue Resonanzen auf.

Schlie�lich soll noch auf die Wahl der ph�anomenologischen D�ampfungskonstanten

eingegangen werden. Die Konstanten f�ur den Schwerloch- bzw. Leichtloch{�Ubergang

liegen in derselben Gr�o�enordnung. Es ist aber anzunehmen, da� der energetisch

gr�o�ere �Ubergang auch schneller dephasiert. Wie unten noch erkl�art wird, entspricht

das in entsprechenden Experimenten dem Schwerloch{�Ubergang. F�ur die biexzito-

nischen Korrelationen wurde nur eine D�ampfungskonstante eingef�uhrt, um nicht zu

viele Parameter zu erhalten. Die zugeh�orige Dephasierungszeit ist aber in �Uberein-

stimmung mit entsprechenden Experimenten als sehr viel l�anger als diejenige der
�Ubergangsamplituden anzunehmen, denn es handelt sich um eine reine Korrelation.

In den Rechnungen wurde sie deshalb in der Regel zu Null gesetzt.

4.5 Ergebnisse

Die Experimente wurden an GaAs{Proben durchgef�uhrt. W�ahrend in Volumenma-

terial normalerweise das Schwerloch- und Leichtlochband am �-Punkt entartet sind,

ist die Entartung bei den verwendeten Proben aufgehoben. Dies ist auf mechanische

Spannungen der Proben, zur�uckzuf�uhren, die durch das Aufwachsen des GaAs auf

das Substrat bedingt sind. Auf diese Weise liegt das Leichtlochband am �-Punkt

energetisch unterhalb des Schwerlochbandes, im Gegensatz zu vielen Experimenten

an GaAs{Quantentr�ogen. Die Zentralfrequenz der beiden Pulse wurde so gew�ahlt,

da� das 1s{Schwerloch- und Leichtloch{Exziton etwa gleich angeregt wurden. Ener-

getisch h�oher gelegene Exzitonen werden nicht angeregt, da diese au�erhalb der

Halbwertsbreite der Pulse liegen. Die Pulsdauer betrug 100 fs. Wie bereits erkl�art,

werden nur Experimente untersucht, bei denen beide Pulse kozirkular polarisiert

waren.

4.5.1 Abh�angigkeit von der Anregungsdichte

Die Abbildung 4.3 zeigt die Abh�angigkeit des zeitintegrierten Vierwellenmisch{

Signals von der Anregungsdichte. Es ist zu erkennen, da� das Signal f�ur positi-

ve Verz�ogerungszeiten durchg�angig Oszillationen aufweist. Diese entsprechen der

Di�erenz zwischen den Energien des Schwerloch- und Leichtloch{Exzitons. Die

Abh�angigkeit der Abfallszeit von der Anregungsdichte ist relativ schwach.

Anders sieht es jedoch mit der Abh�angigkeit der Anstiegszeit, d. h. des Verhaltens f�ur

negative Verz�ogerungszeiten aus. Bei hohen Dichten steigt das Signal steil an, f�ur die
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Abbildung 4.3: Gemessene Abh�angigkeit des zeitintegrierten Vierwellenmisch{Signals

von der Anregungsdichte aus [60]. Die Messungen wurden bei 10 T durchgef�uhrt. Die

Dichten betragen von oben nach unten N = 1017cm�3, N=2, N=3, N=6, N=20, N=63,

N=200.

h�ochste dargestellte Anregungsdichte von etwa 1017cm�3 Elektronen ist nahezu kein

Signal f�ur diese Verz�ogerungszeiten vorhanden. Je niedriger die Anregungsdichten

werden, desto l�anger wird die Anstiegszeit. Bei der niedrigsten Anregungsdichte ist

sie deutlich l�anger als die Abfallszeit.

Eine realistische Modellierung der Dichteabh�angigkeit steht noch aus. Das prinzi-

pielle Verhalten kann aber im Rahmen der vorgestellten Theorie verstanden wer-

den. Dazu zeigt Abbildung 4.4 einen Vergleich einer Rechnung im Rahmen der

Halbleiter{Bloch{Gleichungen, wo biexzitonische Korrelationen ausgeschlossen wer-

den, mit einer Rechnung inklusive dieser Korrelationen in zweiter Bornscher N�ahe-
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Abbildung 4.4: Zeitintegriertes Vierwellenmisch{Signal, berechnet im Rahmen der

Halbleiter{Bloch{Gleichungen und in zweiter Bornscher N�aherung.

rung. Man erkennt, da� das Vierwellenmisch{Signal f�ur positive Verz�ogerungszeiten

sehr �ahnlich ist. Der Grund hierf�ur ist, da� die Beitr�age der statischen Coulomb{

Wechselwirkung dominieren. Bei negativen Verz�ogerungen steigt das Signal im Rah-

men der Halbleiter{Bloch{Gleichungen jedoch schnell an, wohingegen der Anstieg

unter Ber�ucksichtigung von Vierteilchen{Korrelationen sehr viel acher ist. Insbe-

sondere ist die Anstiegszeit l�anger als die Abfallszeit f�ur positive Verz�ogerungen.

Im Rahmen der Halbleiter{Bloch{Theorie kann man zeigen, da� es sogar eine feste

Beziehung zwischen der Anstiegszeit und der Abfallszeit im Vierwellenmisch{Signal

gibt. Ist n�amlich nur ein Band beteiligt oder sind die Abfallszeiten von Schwerloch-

und Leichtloch{Polarisation gleich, dann ist die Anstiegszeit gerade halb so lang

wie die Abfallszeit. Dies l�a�t sich anhand von (4.33) qualitativ verstehen. Der

relevante Quellterm ist nun lediglich die statische Coulomb{Wechselwirkung V st, der

Beitrag des Pauli{Blockings kann durchweg vernachl�assigt werden [7]. F�ur positive

Verz�ogerungen tri�t der k2-Puls vor dem k1-Puls ein, das bedeutet, da� bei einer

Dephasierungskonstanten von  der Quellterm qualitativ beschrieben wird durch:

@

@t
P � �(t)e�(t+�)e�t

) P � e
��

: (4.35)

Das Signal setzt nat�urlich erst ein, nachdem auch der sp�atere der beiden Pulse
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eingetro�en ist, hier also der k1-Puls. Bei negativen Verz�ogerungen gilt entsprechend

@

@t
P � �(t + �)e�(t+�)e�t

) P � e
2�

: (4.36)

Damit ist das qualitative Verhalten gekl�art.

Der Beitrag der biexzitonischen Korrelationen f�allt aber sehr viel langsamer als die
�Ubergangsamplituden ab. In den Rechnungen wurde die ph�anomenologische D�amp-

fungskonstante sogar zu Null gesetzt. Die im zeitintegrierten Signal gefundene An-

stiegszeit ist somit nicht auf diese ph�anomenologische D�ampfung zur�uckzuf�uhren,

sondern stellt vielmehr einen Interferenze�ekt innerhalb des biexzitonischen Streu-

kontinuums dar.

4.5.2 Abh�angigkeit vom Magnetfeld

Als n�achstes soll die Abh�angigkeit von der magnetischen Feldst�arke diskutiert wer-

den. Abbildung 4.5 zeigt dazu gemessene zeitintegrierte Vierwellenmisch{Signale.

In der Abbildung steigt das Magnetfeld von unten nach oben von 0 T bis 10 T in

Schritten von 1 T. Mit zunehmendem Magnetfeld nimmt f�ur negative Verz�ogerun-

gen die Anstiegszeit des zeitintegrierten Signals deutlich zu. Die Abfallszeit ist bei

gro�en Magnetfeldern relativ konstant, lediglich im Bereich von 0 T bis 4 T steigt sie

an. Bei kleinen Magnetfeldern erkennt man au�erdem f�ur negative Verz�ogerungen

Oszillationen, die dann mit zunehmendem Magnetfeld weniger ausgepr�agt sind.

Zum Vergleich zeigt Abbildung 4.6 entsprechende berechnete zeitintegrierte Spek-

tren. Auch hier wird das Magnetfeld von unten nach oben erh�oht. Wie im Experi-

ment nimmt mit zunehmendem Magnetfeld die Anstiegszeit ab. Au�erdem werden

die Oszillationen f�ur negative Verz�ogerungen immer mehr ausgewaschen.

Der Grund hierf�ur ist, da� sich die Korrelationse�ekte mit wachsendem Magnetfeld

verst�arken. Wird das Magnetfeld erh�oht, so verkleinert sich der Zyklotron{Radius

(vgl. Anhang B). Die Bewegung der Elektronen und L�ocher wird auf einen kleine-

ren r�aumlichen Bereich eingeschr�ankt. Dadurch werden Korrelationse�ekte, wie sie

insbesondere durch biexzitonische Korrelationen beschrieben werden, wichtiger.

Ein weiterer E�ekt, der den zunehmenden Einu� der biexzitonischen Korrelation

belegt, ist das Einsetzen des achen Anstiegs bei negativen Verz�ogerungen. Bei nied-

rigen Magnetfeldern macht sich der charakteristische ache Anstieg erst bei hohen

negativen Verz�ogerungen bemerkbar. Das bedeutet, da� der Beitrag der statischen

Coulomb{Wechselwirkung relativ stark ist. Da dieser aber f�ur zunehmend negativere

Verz�ogerungen schneller abf�allt, setzt sich schlie�lich der ach verlaufende Beitrag

der Vierteilchen{Korrelation durch. Bei hohen Magnetfeldern ist das anf�angliche
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4 Biexzitonen

Abbildung 4.5: Gemessene Abh�angigkeit des zeitintegrierten Vierwellenmisch{Signals

vom Magnetfeld von 0 T (unten) bis 10 T (oben) in Schritten von 1 T aus [60]. Die

Anregungsdichte betrug 5 � 1015cm�3.

Abfallen des Signals f�ur kleine negative Verz�ogerungen nicht mehr zu beobachten,

d. h. der Beitrag der biexzitonischen Korrelation ist deutlich gr�o�er geworden.

An dieser Stelle soll auch auf den Peak bei Verz�ogerungen von 0 ps eingegangen

werden. Er wird auch als koh�arenter Peak bezeichnet. In vielen Rechnungen, die

zahlreiche Merkmale des Vierwellen{Mischexperimentes richtig widergeben konnten,

tritt dieser Peak nicht auf [7, 10, 100, 61]. Wie die Rechnungen zeigen, kann er erst

dann reproduziert werden, wenn die biexzitonische Dynamik an ein zus�atzliches

Kontinuum ankoppelt. Dieses Kontinuum wird hier durch die Radialkoordinate �

geliefert. Macht man n�amlich die �uber die zweite Bornsche N�aherung hinausgehende

Annahme, da� die Abh�angigkeit von der Radialkoordinate sowohl in der Energie der
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Abbildung 4.6: Berechnete zeitintegrierte Vierwellenmisch{Signale zu verschiedenen Ma-

gnetfeldern. Die Feldst�arken betrugen 3, 4.5 und 6 Bc.

Exzitonen als auch bei den biexzitonischen Korrelationen klein ist, kann man sie in

diesen Gr�o�en vernachl�assigen. Dann kann man ein eindimensionales Problem in der

longitudinalen Koordinate kz entlang des magnetischen Feldes erhalten, indem man

die Coulomb{Wechselwirkung �uber die Radialkoordinate mittelt. Die biexzitonische

Korrelation in dieser N�aherung koppelt also nicht mehr an das Kontinuum, das

durch die Radialkoordinate dargestellt wird. Wie Rechnungen unter dieser Annahme

zeigen, tritt der koh�arente Peak dann nicht mehr auf [76, 77, 61]. In den hier

vorgestellten Rechnungen kann er hingegen durchg�angig wiedergegeben werden.

Die relative H�ohe des koh�arenten Peaks ist dabei abh�angig von der magnetischen

Feldst�arke. Je gr�o�er das Magnetfeld wird, um so ausgepr�agter wird diese Struk-

tur. Da auch sie auf die Dynamik der Vierteilchen{Korrelationen zur�uckzuf�uhren

ist, wird dieses Verhalten ebenfalls verst�andlich. Wie bereits erw�ahnt, nehmen die

Korrelationse�ekte mit zunehmender magnetischer Feldst�arke aufgrund der zuneh-

menden r�aumlichen Beschr�ankung zu.
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2. Bornsche Näherung

Inklusive Wechselwirkung

Abbildung 4.7: Zeitintegriertes Vierwellenmisch{Signal mit vollst�andiger Exziton{

Exziton{Wechselwirkung. Zum Vergleich ist das zeitintegrierte Spektrum in 2. Bornscher

N�aherung ebenfalls eingezeichnet. Das Magnetfeld betrug B = 4 Bc.

4.5.3 Spektren inklusive der Exziton{Exziton{Wechselwir-

kung

Da die Berechnung eines zeitintegrierten Spektrums unter Einschlu� der Exziton{

Exziton{Wechselwirkung sehr aufwendig ist, kann hier nur eine Rechnung f�ur ein

Magnetfeld vorgestellt werden. In Abbildung 4.7 wird das vollst�andige zeitinte-

grierte Spektrum mit demjenigen in zweiter Bornscher N�aherung verglichen. Alle

experimentellen und numerischen Parameter wurden gleich gew�ahlt.

Man erkennt, da� f�ur positive Verz�ogerungen die beiden Spektren kaum Unterschiede

aufweisen. Da dieser Teil des Spektrums durch den Beitrag der Halbleiter{Bloch{

Gleichungen dominiert wird, ist dieses Ergebnis verst�andlich.

58



4.5 Ergebnisse

F�ur negative Verz�ogerungen ergeben sich aber deutliche Abweichungen. Bei vollst�an-

diger Ber�ucksichtigung der Exziton{Wechselwirkungen steigt das Signal f�ur negati-

ve Verz�ogerungszeiten relativ zu demjenigen f�ur positive an. Die erste Oszillation

bei kleiner negativer Verz�ogerung ist in etwa so stark wie das Signal f�ur positive

Verz�ogerung bei etwa � = 0.25 ps. In zweiter Bornscher N�aherung f�allt das Signal

f�ur negative Verz�ogerungen hingegen zun�achst steiler ab.

Dies ist darauf zur�uckzuf�uhren, da� der Beitrag der biexzitonischen Korrelation zum

zeitintegrierten Spektrum weiter angewachsen ist. Infolgedessen wird das Signal f�ur

� < 0 gr�o�er, denn dieser Teil des Signals wird wesentlich durch diesen Beitrag

bestimmt. Der Beitrag der Hartree{Fock{Theorie verliert weiter an Bedeutung.

Au�erdem werden die Oszillationen bei gro�en negativen Verz�ogerungen st�arker aus-

gewaschen. Der Grund hierf�ur ist, da� aufgrund der Wechselwirkungsterme die

biexzitonischen Korrelationsfunktionen st�arker mischen, wodurch sich Oszillationen

durch Interferenz mehr und mehr gegenseitig ausl�oschen.

Die Anstiegszeit f�ur � < 0 hat sich im Vergleich zur Rechnung in zweiter Born-

scher N�aherung nicht wesentlich ge�andert. Da in den Rechnungen die D�ampfung

B der biexzitonischen Korrelation zu Null gew�ahlt wurde, ist die Dephasierung in

beiden F�allen ein Interferenze�ekt des exzitonischen Streukontinuums, das durch

die biexzitonische Korrelation beschrieben wird. Dieser E�ekt wird durch die Wech-

selwirkungsterme nicht wesentlich beeinu�t. Daher bleibt die Anstiegszeit in etwa

gleich, sie scheint ein wenig kleiner zu sein.

Der �Ubersichtlichkeit halber wurde das zeitintegrierte Spektrum inklusive der Ex-

ziton{Exziton{Wechselwirkung in Abbildung 4.7 gegen�uber demjenigen in zweiter

Bornscher N�aherung verschoben. Tats�achlich ist es etwa um einen Faktor 3,5 gr�o�er.

Das belegt den E�ekt der Umverteilung spektralen Gewichtes durch die Wechsel-

wirkungsterme.

4.5.4 Frequenzspektren

Neben dem zeitintegrierten Vierwellenmisch{Signal stellt das Frequenzspektrum des

abgebeugten Signals eine aufschlu�reiche Gr�o�e dar. Berechnete Spektren als Funk-

tion der Verz�ogerung � sind in Abbildung 4.8 zu sehen. Nat�urlich werden diese

Spektren von den Resonanzen des untersten Schwer- und Leichtlochexzitons domi-

niert. Die Resonanz des Leichtloch{Exzitons hat, wie erw�ahnt, die kleinere Energie

und liegt daher in Abbildung 4.8 vorne. Da die Signale und damit auch die Fre-

quenzspektren mit der Verz�ogerung exponentiell abfallen, wurden sie hier normiert,

und zwar auf das integrierte Frequenzspektrum, also anschaulich gesprochen auf die

Fl�ache unterhalb der Kurve.

Um das Besondere dieser Spektren zu verstehen, mu� man sich zun�achst klar ma-

chen, was ohne die Vierteilchen{Korrelationen zu erwarten ist. Da das Dipolma-
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Abbildung 4.8: Normiertes Frequenzspektrum des zeitintegrierten Vierwellenmisch{

Signals als Funktion der Verz�ogerung � . Die Frequenz ist in Einheiten von 3d{

Schwerlochexziton{Bindungsenergien relativ zur Bandkante angegeben. Die vordere Re-

sonanz ist die des Leichtloch{Exzitons, die hintere geh�ort zum Schwerloch{Exziton.

trixelement f�ur den Leichtloch{�Ubergang um den Faktor 1=
p
3 kleiner ist als das

des Schwerloch{�Ubergangs, sollte dessen spektraler Beitrag auch kleiner sein, und

zwar etwa um einen Faktor 9. Dies kann man sich wie folgt �uberlegen: Werden

beide �Uberg�ange spektral gleich stark angeregt, so wird die �Ubergangsamplitude

des Leichtloches in linearer Ordnung um den Faktor 1=
p
3 kleiner sein (vgl. (4.8)).

Bei der Berechnung der makroskopischen Polarisation nach (4.1) erh�alt der Leicht-

lochbeitrag nochmals einen solchen Faktor, da mit dem Dipolmatrixelement deh

multipliziert wird. Das Frequenzspektrum SSR ist entsprechend (4.4) das Betrags-

quadrat des Fourierspektrums der Polarisation. Damit ergibt sich insgesamt ein

Faktor von (1=
p
3)4 = 1=9.

Eine weitere Folgerung aus der Hartree{Fock{Theorie ist, da� das relative Gewicht

nicht von der Verz�ogerung abh�angen kann. Der Grund hierf�ur ist, da� sich die

Beitr�age des Schwerlochs und des Leichtlochs im Rahmen dieser Theorie nicht mi-

schen k�onnen, da sie in unterschiedlichen Spinr�aumen auftreten. Eine Konsequenz

hieraus ist auch, da� Schwebungen, die man in zeitaufgel�osten oder zeitintegrier-
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ten Spektren beobachtet, lediglich Polarisationsinterferenzen sein k�onnen. Entspre-

chend (4.2) und (4.3) geht in diese Formeln das Betragsquadrat der makroskopi-

schen Polarisation ein. Da die Beitr�age des Schwerlochs und des Leichtlochs jeweils

mit der entsprechenden Exziton{Energie oszillieren, erh�alt man in diesen Spektren

Schwebungen mit der Di�erenzfrequenz. Im Frequenzspektrum kann man aber bei-

de Beitr�age getrennt erkennen. Treten auch hier Schwebungen auf, so bezeichnet

man dies als Quanteninterferenzen.

Wie man in Abbildung 4.8 erkennt, ist das relative Gewicht der beiden Resonanzen

nicht konstant, sondern h�angt von der Verz�ogerung ab, bei der die Spektren berech-

net wurden. Ferner ist bei bestimmten Verz�ogerungen der Anteil des Leichtloches

sogar deutlich gr�o�er als der des Schwerloch{�Ubergangs. Diese Tatsache kann im

Rahmen der Halbleiter{Bloch{Gleichungen nicht erkl�art werden, weil dort biexzi-

tonische Korrelationen nicht ber�ucksichtigt werden k�onnen. Der E�ekt kann aber

sofort verstanden werden, wenn man die Auswirkung der Vierteilchen{Korrelationen

in den hier vorgestellten Rechnungen zugrunde legt: An den Schwerloch{�Ubergang

h koppelt nicht nur die Vierteilchen{Korrelation B+hh
nm , die keine Leichtloch{Anteile

enth�alt, sondern auch die gemischten Korrelationen B+ lh
nm und B+hl

nm , in die die Dy-

namik des Leichtloch{�Uberganges eingeht. Daher kann der Leichtloch{�Ubergang an

spektralem Gewicht zunehmen und sogar die Oberhand gewinnen.

Gleichzeitig erkl�art dies auch das Auftreten von Quantenschwebungen im Frequenz-

spektrum. Durch die biexzitonischen Korrelationen wird in beide Beitr�age die jeweils

andere Frequenz beigemischt. Dies f�uhrt zu den Oszillationen in Abh�angigkeit von

der Verz�ogerungszeit.

Die Frequenzspektren des Vierwellenmisch{Signals unter Ber�ucksichtigung der Ex-

ziton{Exziton{Wechselwirkung zeigen gegen�uber denen in zweiter Bornscher N�ahe-

rung keine qualitativen Unterschiede. Wie in Abschnitt 4.5.4 diskutiert, treten auch

hier Schwebungen der Exziton{Resonanzen in Abh�angigkeit von der Verz�ogerung

� auf. Es treten keine neue Resonanzen auf. Diese k�onnte man erwarten, wenn

die Polarisationen der beiden Pulse so gew�ahlt w�urden, da� ein gebundener Biex-

zitonzustand m�oglich wird. Da hier aber nur das Streukontinuum in die Dynamik

eingeht, kann sich lediglich das spektrale Gewicht von Schwer- und Leichtloch�uber-

gang verschieben.

4.5.5 Zeitaufgel�ostes Vierwellen{Mischen

Nun sollen zeitaufgel�oste Vierwellenmisch{Signale diskutiert werden. Abbildung 4.9

zeigt einige Spektren bei ausgew�ahlten Verz�ogerungen � . Ein zeitaufgel�ostes Signal

in der abgebeugten Richtung kann man nat�urlich erst dann erhalten, wenn beide

Pulse eingetro�en sind. Der Zeitnullpunkt wurde in den Rechnungen so gew�ahlt,
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Abbildung 4.9: Berechnete zeitaufgel�oste Spektren des Vierwellen{Mischexperimentes.

Die Verz�ogerungszeiten � sind in den jeweiligen Abbildungen angegeben. Die Einheiten

auf der y-Achse sind willk�urlich.

da� der k1-Puls stets bei t = 0 ps eintri�t. Erinnern wir uns jetzt an die Vorzei-

chenkonvention f�ur die Verz�ogerung � aus Abschnitt 4.4, derzufolge eine positive

Verz�ogerung bedeutet, da� der k2-Puls vor dem k1-Puls eintri�t, so ist klar, da�

f�ur positive Verz�ogerungen das Signal stets bei t = 0 ps einsetzt. Bei negativen

Verz�ogerungen setzt das Signal erst bei t = �� ein, wie man in Abbildung 4.9

erkennt.

Die zeitaufgel�osten Spektren sind hier linear aufgetragen. Bei allen Spektren sind

ausgepr�agte Oszillationen zu erkennen. Die Oszillationsfrequenz entspricht dem

energetischen Abstand des Schwerlochs vom Leichtloch. Wie im vorigen Abschnitt

erkl�art, kann man in diesem Signal die Polarisationsinterferenz nicht von der Quan-

teninterferenz unterscheiden.

Es ist aber interessant zu beobachten, da� das zeitaufgel�oste Signal sein Maximum

nicht zu Beginn annimmt, sondern erst bei gr�o�eren Zeiten, in der Regel mit der

zweiten Oszillation. G�abe es keine biexzitonischen Korrelationen und auch nicht
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Abbildung 4.10: Berechnete zeitaufgel�oste Spektren unter Einschlu� der Exziton{

Exziton{Wechselwirkung. Die zugeh�origen Verz�ogerungszeiten sind angegeben.

die weiteren Beitr�age in (4.8) aufgrund der Coulomb{Wechselwirkung, dann m�u�te

das zeitaufgel�oste Signal, abgesehen von Polarisationsinterferenzen, von Beginn an

exponentiell zerfallen. Diese Situation wird als freier Polarisationszerfall bezeichnet.

Aufgrund der Coulomb{Wechselwirkung treten in der Dynamik der �Ubergangsam-

plitude weitere Quellterme auf, die die �Ubergangsamplitude treiben k�onnen. Dabei

mu� der Beitrag der biexzitonischen Korrelation als potentiell wichtigster Beitrag

angesehen werden, da er selbst nur sehr schwach ged�ampft und somit sehr langlebig

ist. Allerdings mu� sein Gewicht auch gro� genug sein, so da� er gegen�uber den

Termen der Coulomb{Wechselwirkung aus der Hartree{Fock{Theorie dominiert. In

jedem Fall erkennt man in den zeitaufgel�osten Spektren, da� deutliche Wechselwir-

kungse�ekte auftreten.

Dieser E�ekt ist noch deutlicher bei negativen Verz�ogerungen. Dort wird das Ma-

ximum relativ zum Beginn des Signals noch sp�ater angenommen als bei positiven

Verz�ogerungen. Hierin spiegelt sich der gr�o�ere Einu� der biexzitonischen Kor-

relation wieder. Wie schon bei den zeitintegrierten Signalen in Abschnitt 4.5.2

63



4 Biexzitonen

diskutiert wurde, wird die Dynamik bei positiven Verz�ogerungen durch die Hartree{

Fock{Beitr�age bestimmt, bei negativen Verz�ogerungen �uberwiegt der Beitrag der

biexzitonischen Korrelation.

Auch f�ur die zeitaufgel�osten Spektren sind durch die vollst�andige Ber�ucksichtigung

der Exziton{Exziton{Wechselwirkung in Abbildung 4.10 keine qualitativen Ver�ande-

rungen in zweiter Bornscher N�aherung zu erkennen. Aufgrund des verst�arkten Wech-

selwirkungse�ektes der biexzitonischen Korrelationen k�onnen sich E�ekte wie die

Verschiebung des Maximums des Spektrums verst�arken. Die absoluten Werte des

zeitaufgel�osten Spektrums liegen insbesondere bei kleinen Verz�ogerungen deutlich

�uber denjenigen, die in zweiter Bornscher N�aherung erhalten werden. Dies kann

man auch aus dem zeitintegrierten Signal schlie�en, denn dieses zeigte ja insbeson-

dere f�ur kleine negative Verz�ogerungen eine deutliche Erh�ohung im Vergleich zur

zweiten Bornschen N�aherung.

Insgesamt konnte in diesem Kapitel die Bedeutung der biexzitonischen Korrelation

f�ur das grundlegende Verst�andnis nichtlinearer optischer Experimente belegt wer-

den. Das Vierwellenmischen hat sich als ein sensitives Experiment f�ur die Unter-

suchung von Korrelationse�ekten erwiesen, die durch die Coulomb{Wechselwirkung

der Teilchen induziert werden. Es konnte gezeigt werden, da� eine Hartree{Fock{

Theorie, die Vierteilchen{Korrelationen vernachl�assigt, nicht in der Lage ist, quali-

tative Merkmale der Experimente zu erkl�aren. Erst die Ber�ucksichtigung der biex-

zitonischen Korrelation l�a�t auch eine quantitative Beschreibung zu. Dazu wurde

gezeigt, da� die beschriebene Entwicklung der biexzitonischen Korrelationsfunktion

eine systematische numerische Behandlung von Korrelations{E�ekten erm�oglicht.
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Kapitel 5

Elektronischer Transport in

Halbleiter{Heterostrukturen

Bei der Beschreibung von Transportph�anomenen in Halbleitern werden �ublicherweise

zwei Theorien benutzt: Landauer{B�uttiker{Theorie [69, 21] und die Theorie der

Nichtgleichgewichts{Greenschen{Funktionen [55, 54, 102].

Die von Landauer und B�uttiker entwickelte Theorie basiert auf der Annahme, da� ein

dissipationsfreies System an verschiedene Reservoirs ankoppelt. Das System wird

mit Transportkoe�zienten beschrieben, die sich aus der L�osung der Einteilchen{

Schr�odinger{Gleichung ergeben. W�ahrend diese Theorie erfolgreich Ph�anomene wie

Leitf�ahigkeitsuktuationen oder die Quantisierung der Leitf�ahigkeit erkl�aren konnte

[114, 113], ist es prinzipiell unm�oglich, dissipative Prozesse einzubeziehen. Auch

eine realistische Modellierung der Kontakte des Systems ist schwierig.

Die andere Vorgehensweise basiert auf der Theorie der Nichtgleichgewichts{Green-

schen{Funktionen, wie sie in Kapitel 2 vorgestellt wurde. Transportprozesse stellen

im Rahmen der in 2 beschriebenen Theorie den Grenzfall dar, da� E�ekte, bei de-

nen die Coulomb{Wechselwirkung in beliebiger Ordnung ben�otigt wird, wie z. B.

gebundene Zust�ande oder Vielteilchen{Korrelationen eine untergeordnete Rolle spie-

len. In der Regel handelt es sich um Elektronen, die sich hoch im Leitungsband

bewegen. Diese verlieren in einer im Vergleich zur relevanten Zeitskala kurzen Zeit

ihre Erinnerung an den Anregungsproze�. Die Dynamik wird folglich durch in-

koh�arente Prozesse bestimmt. Aus diesem Grund ist h�au�g die Approximation der

Einteilchen{Selbstenergie (2.36) in einfachsten N�aherungen sinnvoll.

Da die Greens{Funktions{Theorie eine mikroskopische Theorie ist, lassen sich im

Gegensatz zur Landauer{B�uttiker{Theorie Dephasierungsprozesse detailliert behan-

deln. Die grunds�atzlichen Gleichungen gehen wieder auf die von Kadano�, Baym

[54] und Keldysh [55] abgeleiteten Gleichungen zur�uck und wurden auf verschiedene
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Abbildung 5.1: Schichtstruktur eines Quantentopfes aus [103]

Wechselwirkungen in verschiedenen Systeme �ubertragen [20]. Allerdings werden we-

gen des enormen Rechenaufwandes meistens die Elektron{Phonon{Wechselwirkung

sowie die Coulomb{Wechselwirkung vollst�andig vernachl�assigt [34] oder in einer

stark vereinfachten Weise behandelt. Die Streuung mit LO{Phononen wird bei-

spielsweise durch eine Kontaktwechselwirkung beschrieben [25, 67] oder es werden

unrealistische Annahmen z. B. f�ur die Elektronen{Verteilung gemacht [35]. In die-

sem Teil der Arbeit werden wir eine schnell konvergierende Entwicklung f�ur die

Verteilungsfunktion vorstellen, die den Rechenaufwand f�ur eine realistische Beschrei-

bung der Elektron{Phonon{Wechselwirkung drastisch verringert.

5.1 Motivation und Experiment

Durch das Schichten von Halbleitern mit verschiedenen Bandl�ucken k�onnen Struktu-

ren erzeugt werden, die die Bewegungsfreiheit der Elektronen so stark einschr�anken,

da� Quantisierungse�ekte wesentlich werden. Die einfachste M�oglichkeit besteht

darin, verschiedene Halbleiter aufeinander zu wachsen und so eine Schichtstruktur

zu erzeugen, die die Bewegung der Elektronen entlang der Wachstumsrichtung be-

hindert. Eine typische Struktur dieser Art stellt die Tunneldiode dar [116, 22],

die in Abbildung 5.1 skizziert ist. Dabei be�ndet sich eine Schicht mit niedriger

Bandl�ucke, der sogenannte Quantentrog, zwischen zwei d�unnen Schichten mit gr�o�e-

rer Bandl�ucke, den sogenannten Barrieren. Der Sprung in der Bandl�ucke wirkt f�ur

Elektronen und L�ocher wie eine Potentialbarriere und hindert sie daran, den Topf

schnell zu verlassen. Vielmehr tunneln sie durch die Barrieren, was umso wahrschein-

licher ist, je niedriger und schm�aler die Barrieren sind. Au�erhalb der Barrieren
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be�nden sich die sogenannten Pu�erschichten. Quantentr�oge haben typischerweise

eine Dicke von einigen 10 nm. Diese L�ange ist so klein, da� die Quantisierung der

kinetischen Energie in der Wachstumsrichtung in den Bereich von meV kommt und

me�bar wird.

Schr�ankt man auch die Bewegung in eine weitere Raumrichtung ein, so erh�alt man

sogenannte Quantendr�ahte, bei denen sich die Elektronen nur noch in einer Richtung

frei bewegen k�onnen. Wird auch diese Richtung eingeschr�ankt, so erh�alt man die

Quantenpunkte. Diese k�onnen als
"
k�unstliche Atome\ bezeichnet werden, denn das

Energiespektrum ist vollst�andig quantisiert [128].

Man kann nun versuchen, die Energiezust�ande durch optische Experimente zu un-

tersuchen. Da es sich aber um Systeme innerhalb eines Halbleiters handelt, besteht

auch die M�oglichkeit, die Zust�ande durch Elektronentransport durch die Struktur

zu detektieren. Dabei dienen zwei Elektronenreservoire, die man an die Struktur

koppelt als Sonde. Variiert man die Spannung entlang der Struktur, dann lassen

sich die Energieniveaus in den Strukturen detektieren.

Um dies plausibel zu machen, kehren wir zur Tunneldiode zur�uck. Innerhalb des

Quantentroges sind nur bestimmte Energiezust�ande m�oglich. Da er aus einem in-

trinsischen Halbleiter besteht, be�nden sich im Gleichgewicht, d. h. ohne angelegte

Spannung, dort keine Ladungstr�ager. Legt man nun eine Spannung an, so werden

Ladungstr�ager in die Struktur injiziert. Sie tunneln durch die beiden Barrieren und

gelangen in das andere Reservoir. Daher bezeichnet man den Strom auch als Tun-

nelstrom. Anschaulich ist klar, da� der Tunnelproze� dann schnell abl�auft, wenn

die Energie der injizierten Elektronen mit einem Energiezustand im Quantentrog

resonant ist. Erh�oht man die Spannung noch weiter, so sinkt die Tunnelwahr-

scheinlichkeit zun�achst wieder, bis das man in die N�ahe eines weiteren Zustandes

kommt. Die Kennlinie eines solchen Bauelementes zeigt also bei den Energien des

Quantentroges lokale Maxima. Abbildung 5.2 zeigt ein typisches Experiment. Die

unterste Kennlinie bezieht sich dabei auf eine einfache Tunneldiode. Sie zeigt zwei

Maxima, die zwei Zust�anden im Topf entspricht.

Die weiteren Kurven in Abbildung 5.2 zeigen Dioden mit mehreren gekoppelten

T�opfen. Mit jedem hinzukommenden Quantentopf spalten die beiden Resonanzen

auf, wie man aus der elementaren Quantenmechanik wei�. Bei zwei T�opfen k�onnen

die Grundzustandsfunktionen der beiden T�opfe symmetrisch oder antisymmetrisch

gekoppelt werden, mit zwei leicht verschiedenen Energien. Die Aufspaltung h�angt

dabei von der Kopplung der beiden T�opfe ab.

Durch verschiedene Streuprozesse sind solche Resonanzen in der Kennlinie aber ver-

breitert und verschoben. Au�erdem beeinussen sie den Wert des Minimums, das

nach der Resonanz angenommen wird. Ziel der theoretischen Beschreibung ist es,

ein quantitatives Verst�andnis hierf�ur zu entwickeln.
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5 Elektronischer Transport in Halbleiter{Heterostrukturen

Abbildung 5.2: Experimentell bestimmte Kennlinien verschiedener Tunneldioden aus

[116]. Die Stromst�arken sind logarithmisch aufgetragen. Verglichen werden Dioden

mit einem, zwei oder vier gleichen Quantent�opfen.

Tunnelsysteme dieser Art geh�oren zu den bestuntersuchten mesoskopischen Halb-

leitersystemen, auf die die gesamte Bandbreite theoretischer Methoden von Trans-

fermatrix{Methoden bis hin zu Nichtgleichgewichts{Greenschen{Funktionen ange-

wendet wurde. Die gro�e Streuung der Resultate h�angt von den verwendeten Me-

thoden und der numerischen Implementation ab. Deshalb soll in dieser Arbeit der

Stand der Kunst kritisch untersucht werden und eine entsprechende systematische

numerische Studie des Modellsystems vorgestellt werden.

5.2 Weyl{Transformation und Gradienten{Ent-

wicklung

Da wir Transportph�anomene auf der Grundlage der Theorie der Nichtgleichge-

wichts{Greenschen{Funktionen beschreiben wollen, machen wir uns zun�achst klar,

wie man aus den im Kapitel 2 de�nierten Greenschen Funktionen (2.11) und (2.13)

bis (2.15) die makroskopisch relevanten Gr�o�en wie Stromdichte oder Ladungsdichte

erhalten kann. Im folgenden werden wir uns an die Vorzeichenkonvention aus (2.25)

bis (2.28) halten, da diese in der Transporttheorie die gebr�auchlichere ist.
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Die Ladungsdichte n(r; t) der Elektronen ergibt sich als der Erwartungswert des

Teilchenzahl{Operators:

n(r; t) = �eh ̂y(r; t)  ̂(r; t)i
= �ie�hG+�(r; t; r; t) : (5.1)

Die Stromdichte erh�alt man aus den Feldoperatoren wie folgt:

j(r; t) =
�ie�h
2m

h(r ̂y(r; t)) ̂(r; t)�  ̂
y(r; t)(r ̂(r; t))i

=
�ie�h
2m

lim
r0!r

h(r0 �r) ̂y(r0; t) ̂(r; t)i

=
�e�h2
2m

lim
r0!r

(r�r0)G+�(r0; t; r; t) : (5.2)

Statt Zweipunkt{Funktionen zu betrachten, kann man nat�urlich auch die Fourier-

transformierten bez�uglich der Relativkoordinaten betrachten und deren Dynamik

studieren. Eine solche Funktion

G(k;R;!; T ) =

Z
d
3(r� r0)

(2�)3

Z
d(t� t

0)

2�
e
�ik(r�r0)

e
i!(t�t0)

G
<(r; t; r0; t0) (5.3)

wird als verallgemeinerteWigner{Funktion bezeichnet [126]. Die Transformation ist

als Weyl{Transformation bekannt [125]. Die Schwerpunktskoordinaten sind dabei

de�niert als

R =
1

2
(r+ r0) ;

T =
1

2
(t + t

0) : (5.4)

Die Bedeutung der Wigner{Funktion liegt darin, da� das Weyl{Postulat der Quan-

tenmechanik besagt, da� diese Funktion einer klassischen Verteilungsfunktion im

Raum der Impulse, Energien und Orte entspricht. Dieses Postulat wird plausibel,

wenn man sich die Beziehungen (5.1) und (5.2) f�ur die Wigner{Funktion anschaut:

n(R; T ) = �ie�h
Z

d
3
k

(2�)3

Z
d!

2�
G

+�(k;R;!; T ) ; (5.5)

j(R; T ) = �ie�h
Z

d
3
k

(2�)3

Z
d!

2�

�hk

m
G

+�(k;R;!; T ) : (5.6)

O�enbar verh�alt sich G<(k;R;!; T ) gerade wie eine klassische Verteilungsfunktion.
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5 Elektronischer Transport in Halbleiter{Heterostrukturen

Nun soll zun�achst die Bewegungsgleichung der Wigner{Funktion abgeleitet werden.

Dazu geht man von der Bewegungsgleichung f�ur die urspr�ungliche Funktion (2.37)

sowie derjenigen mit Bezug auf die zweite Zeitvariable aus:�
i�h

@

@t1
� h(1)� �ext(1)

�
G

+�(12)

�
Z
d3

�
�++(13)G+�(32) + �+�(13)G��(32)

�
= 0 (5.7)�

� i�h
@

@t2
� h(2)� �ext(2)

�
G

+�(12)

�
Z
d3

�
G

++(13) �+�(32) +G
+�(13) ���(32)

�
= 0 : (5.8)

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen erh�alt man die Bewegungsgleichung in

Schwerpunkts- und Relativkoordinaten. Bez�uglich der Relativkoordinaten mu� in

der Bewegungsgleichung anschlie�end eine Fouriertransformation durchgef�uhrt wer-

den. Es ist klar, da� beim �Ubergang zu Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

Integrale, wie sie die Einbeziehung der Selbstenergien n�otig macht, Probleme berei-

ten.

I(q;X) =

Z
dx e

�iqx

Z
dx3�(x1�x3; x1 + x3

2
)G(x3�x2; x2 + x3

2
) (5.9)

Hier sind die Orts- und Zeitkoordinaten in der Variabeln x = (r; t) zusammengefa�t.

x = x1 � x2 ist die externe Relativkoordinate, X = (x1 + x2)=2 die zugeh�orige

Schwerpunktskoordinate. Die konjugierte Variable im Fourierraum q ist zu lesen als

q = (k;�!). F�uhrt man anstelle von x3 die Variable y = x1 � x3 ein und ersetzt x

durch z = x� y, so erh�alt man:

I(q;X) =

Z
dz

Z
dy e

�iq(z+y)�(y;X+
z

2
)G(z;X� y

2
) : (5.10)

An dieser Stelle macht man die Annahme, da� die Selbstenergie und die Greensche

Funktion in der Schwerpunktskoordinate nur schwach ver�anderlich sind, d. h. da�

diese makroskopische Skalen sind, w�ahrend die Relativkoordinaten sich auf einer

kleinen Skala �andern. Unter diesen Annahmen kann man die beiden Funktionen in

den Schwerpunktskoordinaten entwickeln. Diese Entwicklung wird als Gradienten{

Entwicklung bezeichnet. Formal l�a�t sich eine solche Entwicklung, die Lokalit�at

in allen Variabeln der kinetischen Gleichungen erzwingt, sogar bis zur unendlichen

Ordnung aufsummieren [54, 81]. Dies wird in Anhang F gezeigt.

F�ur die folgenden Rechnungen werden wir nur die niedrigste Stufe der Entwicklung

betrachten, was der vollst�andigen Vernachl�assigung aller mikroskopischen Variabeln

gegen�uber makroskopischen Variabeln entspricht. In diesem Falle gehen die Integrale
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5.3 Das elementare Modell

im Fourierraum also einfach in Produkte aus Selbstenergie und Greenscher Funktion

�uber.

F�ur das zeitabh�angige externe Potential �ext(rT ) nehmen wir im selben Sinne wie

bei der Gradientenentwicklung an, da� die Zeit sich nur auf einer langsamen Zeit-

skala ver�andert und anstelle von T � t=2 das Zeitargument T ausreichend ist. Damit

erh�alt man schlie�lich:h
i�h

@

@T
+ i�h

�hk

m

@

@R

i
G

+�(k;R;!; T ) (5.11)

+i�h
1

�h

Z
d
3
k
0

(2�)3
G

+�(k0;R;!; T )
h
U(k� k0;R) + Uext(k� k0;R) g(T )

i
= G

+�(k;R;!; T ) ��+LO (k;R;!; T ) �G
�+(k;R;!; T ) �+�

LO (k;R;!; T ) :

Es wurde ferner angenommen, da� das externe Potential sich faktorisieren l�a�t

gem�a�

�ext(RT ) = Uext(R) g(T ) ; (5.12)

wobei g(T ) normalerweise den Einschaltvorgang des Potentials beschreibt. Die Fou-

riertransformierten der beiden Potentiale sind gegeben durch

U(k� k0;R) =

Z
d
3
r sin

�
(k� k0)r

�h
U(R+

r

2
)� U(R� r

2
)
i
: (5.13)

In der Bewegungsgleichung (5.11) ist die Elektronmasse m als E�ektivmasse zu

interpretieren und das Potential U(R) enth�alt folglich nicht mehr das Potential der

Ionenr�umpfe, sondern nur noch Strukturen wie St�orstellen oder Barrierenstrukturen,

die durch das Wachsen verschiedener Halbleiterschichten entstanden sind.

Wesentliche Merkmale der Strom{Spannungs{Kennlinie erh�alt man bereits, wenn

man Selbstenergiebeitr�age v�ollig vernachl�assigt und ausschlie�lich das externe Po-

tential Uext und die Barrierenstruktur U in die Rechnung einbezieht. Zum Verst�and-

nis der weiteren Rechnungen ist es au�erdem hilfreich, sich zun�achst mit grunds�atz-

lichen Problemen bei der numerischen Implementation vertraut zu machen. Aus

diesen Gr�unden wird zun�achst die Berechnung des einfachsten Modellsystems vor-

gestellt.

5.3 Das elementare Modell

Das einfachste Modell einer resonanten Tunneldiode zieht keinerlei Selbstkonsistenz-

bedingungen in Betracht und vernachl�assigt auch alle Selbstenergie{E�ekte. Ferner

wird angenommen, da� das System in den Ebenen senkrecht zur Schichtstruktur
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5 Elektronischer Transport in Halbleiter{Heterostrukturen

homogen ist. Dann h�angen die Potentiale nur von der z-Komponente im Ortsraum

ab. Das hat zur Folge, da� die Fouriertransformierten der Potentiale ebenfalls nur

von dieser Richtung abh�angen und in der kx- und ky-Komponente �-f�ormig sind.

Wie man aus Gleichung (5.11) erkennt, kann unter diesen Annahmen die Greensche

Funktion �uber kx und ky integriert werden. Auch die Frequenzabh�angigkeit l�a�t

sich abintegrieren, denn das Potential h�angt ja nicht von der Frequenz ab. Die in

Kapitel 2.5 eingef�uhrte Quasiteilchenn�aherung braucht also nicht explizit gemacht

zu werden; es wird lediglich ben�otigt, da� das Frequenzintegral existiert. Wir wollen

uns bei der Notation der abintegrierten Gr�o�e an die dortige Namensgebung halten.

Man erh�alt eine Bewegungsgleichung f�ur die Verteilungsfunktion f(kz; z; T ) :

@

@T
f(kz; z; T ) = ��hkz

m

@

@z
f(kz; z; T )

� 1

�h

Z
dk
0

z

2�
fm(kz; z; T )

�
U(kz�k0z; z) + Uext(kz�k0z; z) g(T )

�
: (5.14)

Diese Bewegungsgleichung ist nun f�ur die Tunneldiode zu l�osen. Da sie eine Orts-

ableitung enth�alt, ist es notwendig, Randbedingungen an das System zu stellen, die

durch den physikalischen Hintergrund gerechtfertigt sein m�ussen.

5.3.1 Randbedingungen und Diskretisierung

Die Bewegungsgleichung der elektronischen Dynamik ist eine Di�erentialgleichung

erster Ordnung in der Ortskoordinate z. Aus diesem Grund mu� mathematisch

gesehen f�ur jeden Zeitpunkt die Funktion f�ur einen Ortspunkt festgelegt werden,

damit sie eindeutig ist. Aus physikalischer Sicht handelt es sich um die Randbedin-

gungen des Systems. An den Enden der Tunneldiode be�nden sich Metallkontakte,

mit denen sie an die externe Spannungsquelle angeschlossen ist. Aus praktischen

Gr�unden kann man in den Rechnungen das Betrachtungsgebiet meist nicht so gro�

w�ahlen, sondern beschr�ankt sich auf einen hinreichend gro�en Bereich um die Bar-

rierenstruktur.

In jedem Fall koppelt die Tunneldiode an ihren beiden R�andern an Teilchenreser-

voire. Die physikalische Annahme ist nun, da� diese Reservoire beliebig gro� sind,

so da� die Dynamik des betrachteten Systems die Reservoire selbst nicht beeinu�t.

Es besteht also keine R�uckwirkung des Systems auf die Reservoire durch Teilchen,

die vom System in die Reservoire eintreten. Diese sollen sich ihrerseits stets im ther-

modynamischen Gleichgewicht be�nden. Das bedeutet, da� die Verteilungsfunktion

innerhalb der Reservoire stets eine Fermi{Verteilung sein mu�.

Beim �Ubergang der Elektronen von der Diode in den Metallkontakt treten schnelle

Phonon{Streuprozesse auf, die die eintretenden Elektronen e�ektiv auf die Tempe-

ratur des Reservoirs abk�uhlen. Wegen der hohen Elektronendichte im Metall spielt
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dort au�erdem die Coulomb{Streuung eine wesentliche Rolle. Aber auch innerhalb

der Dotierungsbereiche der Diode ist die Elektronendichte noch so hoch, da� hier

Coulomb{Streuung wichtig ist. Daher ist anzunehmen, da� die Verteilung hinrei-

chend weit von der Struktur entfernt bereits zu einer Fermiverteilung relaxiert. In

der N�ahe der Struktur ist diese Annahme nicht gerechtfertigt.

Es ist daher sinnvoll, die Randbedingung so zu w�ahlen, da� die Verteilungsfunktion

bei z = 0 und z = L, den R�andern des Betrachtungsgebietes, eine Fermiverteilung

sein soll.

F�ur eine Di�erentialgleichung erster Ordnung kann man aber nur eine Randbedin-

gung vorgeben. Dieses Problem wird dadurch gel�ost, da� man sich die Gesamt-

verteilung als gekoppeltes System von Verteilungen bei jeweils einem bestimmten

longitudinalen Impuls kz vorstellt [34, 36, 59]. Jede dieser Verteilungen beschreibt

Elektronen, die sich je nach Vorzeichen des Impulses entweder nach rechts oder nach

links durch die Diode bewegen. F�ur die Subverteilungen, die zu positiven Impulsen,

also nach rechts laufenden Elektronen, geh�oren, wird der linke Randwert vorgege-

ben. Entsprechend gibt man f�ur die andere Gruppe von Elektronen den rechten

Randwert vor.

Diese Vorstellung wird auch von der physikalischen Anschauung getragen. Dieje-

nigen Elektronen, die in das Bauelement eintreten, stammen aus einem Reservoir

im thermischen Gleichgewicht. Daher ist ihr Impuls bekannt. F�ur diejenigen Elek-

tronen, die vom Bauelement in das Reservoir �ubergehen, braucht man aber keine

Randbedingung zu fordern. Ihre Verteilung ist Ergebnis der berechneten Dyna-

mik und sie treten in das Reservoir wie in einen idealen Absorber ein, ohne dessen

Eigenschaften zu ver�andern.

Allerdings mu� man erwarten, da� diese Verteilung im station�aren Zustand aufgrund

der Bedingung detaillierten Gleichgewichts [13, 24] wiederum eine Fermi{Verteilung

ist. F�ur die in das Reservoir eintretenden Elektronen ist dies aber keine Rand-

bedingung, sondern die Best�atigung, da� sich das System wieder im station�aren

Zustand be�ndet. Auf das Problem, da� die Randverteilung auch bei einer exter-

nen Spannung eine Fermiverteilung sein mu�, wird in Abschnitt 5.6.1 noch n�aher

eingegangen.

Wenn bisher stets verlangt wurde, da� die Verteilungsfunktion am Rand eine Fer-

miverteilung ist, dann ist mit dieser Fermiverteilung die �uber kx und ky gemittelte

Verteilung gemeint, denn die Bewegungsgleichung (5.14) war ja bereits durch Inte-

gration von (5.11) �uber diese Koordinaten hervorgegangen. Dieses Integral l�a�t sich
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explizit ausf�uhren:

fF(kz) =
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� ist die thermische L�ange

� =

�
��h2

2m

�1=2

: (5.16)

Der Faktor 2 im Integranden der zweiten Zeile ber�ucksichtigt die Spinentartung.

Um die Bewegungsgleichung (5.14) numerisch l�osen zu k�onnen, m�ussen die Koordi-

naten kz und z diskretisiert werden. Dazu w�ahlen wir ein �aquidistantes Gitter mit

Schrittweiten �k und �z.

Diskretisiert man die Ortskoordinaten, so geht der Di�erentialquotient @zf(kz; z; T )

in einen Di�erenzenquotient �uber. Hierbei gibt es linear in �z zwei m�ogliche Quo-

tienten, n�amlich

@

@z
f(kz; z; T ) ! 1

�z

�
f(ki; zj; T ) � f(ki; zj�1; T )

�
(5.17)

@

@z
f(kz; z; T ) ! 1

�z

�
f(ki; zj+1; T ) � f(ki; zj; T )

�
: (5.18)

Das Problem l�a�t sich nat�urlich innerhalb der Struktur durch die Wahl einer symme-

trischen Diskretisierung vermeiden. Auf dem Rand aber f�uhrt die Diskretisierung

stets zu Problemen [34, 51]. Hier entscheidet man sich im selben Sinne, wie bei

den Randbedingungen f�ur die Unterscheidung zwischen Elektronen, die in das be-

trachtete Gebiet eintreten, und solchen, die austreten. Das bedeutet, da� f�ur nach

rechts laufende Elektronen mit kz > 0 die Diskretisierung (5.18) gew�ahlt wird, f�ur

Elektronen, die mit kz < 0 nach links laufen, wird (5.17) benutzt. Der Einu� von

Di�erenzenquotienten h�oherer Ordnung wurde z. B. in [51] untersucht. Auch hier

mu� diese Unterscheidung getro�en werden. Andere Diskretisierungen des Di�eren-

tialoperators werden in dieser Arbeit jedoch nicht untersucht.

Eine weitere Bedingung f�ur die Wahl der St�utzstellen ergibt sich aus der Konti-

nuit�atsgleichung. Diese l�a�t sich aus der Bewegungsgleichung (5.14) ableiten, indem

man �uber die Impulskoordinaten integriert.

@

@T

Z
dkz f(kz; z; T ) +

@

@z

Z
dkz

�hkz

m
f(kz; z; T ) = 0

@

@T
n(z; T ) +

@

@z
j(z; T ) = 0 (5.19)
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Die Elektronendichte n und die Stromdichte j sind entsprechend (5.5) und (5.6)

de�niert durch:

n(z; T ) = �e
Z
dkz

2�
f(kz; z; T ) ;

j(z; T ) = �e
Z
dkz

2�

�hkz

m
f(kz; z; T ) : (5.20)

Die Potentialstreuung in der Bewegungsgleichung (5.14) mittelt sich bei Integration

�uber kz n�amlich gerade heraus:Z
dkz U(kz � k

0

z; z) =
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i
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dkz

Z
d�z ei�z(kz�k

0

z)
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�z

2
)� U(z� �z

2
)
�

= 0 ; (5.21)

wobei die De�nition der fouriertransformierten Potentiale (5.13) benutzt wurde. Die

Kontinuit�atsgleichung mu� nat�urlich auch bei diskreten Variabeln erf�ullt sein und

sollte sich deshalb aus der Bewegungsgleichung herleiten lassen.

F�ur die Ladungsdichte bereitet die Diskretisierung keine Probleme:

n(zi; T ) =
�k

2�

X
kl

f(kl; zi; T ) : (5.22)

In der diskretisierten Form sollten Vektorgr�o�en wie die Stromdichte oder auch das

elektrische Feld | so man es berechnen will | eher mit den Intervallen zwischen den

Gitterpunkten verkn�upft werden als mit den Gitterpunkten selbst [36, 107]. Daher

sollte man die diskrete Form der Kontinuit�atsgleichung (5.19) in der symmetrischen

Form

@

@T
n(zi; T ) +

1

�z

h
j(zi +

�z

2
; T ) � j(zi � �z

2
; T )

i
= 0 (5.23)

schreiben. Dann ist die diskrete Stromdichte de�niert durch:

j(zi+
�z

2
; T ) =
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m
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X
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m
f(kl; zi; T )

i
:

(5.24)

Mit diesen De�nitionen erh�alt man eine konsistente Diskretisierung der Kontinui-

t�atsgleichung.

Damit diese auch numerisch erf�ullt ist, mu� gew�ahrleistet sein, da� sich die diskre-

tisierten Streuterme bei Summation �uber kz herausheben. Das bedeutet, Gleichung
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5 Elektronischer Transport in Halbleiter{Heterostrukturen

(5.21) mu� auch auf dem Gitter erf�ullt sein. Nehmen wir an, da� die Gitterpunkte

gegeben sind durch:

kl = k0 + l�k f�ur l = 1; : : : ; L (5.25)

�zn = n��z f�ur n = n1; : : : ; n1 +N � 1 (5.26)

Dabei kann das Netz, auf dem die Relativkoordinate x ausgewertet wird, durchaus

verschieden sein von dem Netz f�ur die Schwerpunktskoordinate z. Gleichung (5.21)

hat diskretisiert die folgende Form:
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Diese Bedingung l�a�t sich nur dann erf�ullen, wenn f�ur ��z und �k gilt:

��z�k = j
2�

L
mit j 2 N : (5.28)

Damit k�onnen diese beiden Schrittweiten nicht unabh�angig voneinander gew�ahlt

werden. Bei ihrer Wahl ist einerseits zu ber�ucksichtigen, da� ��z klein genug ist,

so da� die Barrierenstruktur aufgel�ost werden kann. Andererseits darf man auch

�k nicht zu gro� w�ahlen, damit die Verteilungsfunktion aufgel�ost werden kann. �k

mu� also klein gegen die Breite der Verteilung sein.

In einigen Arbeiten werden �z und z auf demselben Gitter ausgewertet [34, 36]. Dann

mu� man ��z = 2�z w�ahlen, damit das Potential immer auf dem gleichen Netz

ausgewertet wird. Damit aber hat man dann wegen (5.28) eine Beziehung zwischen

der Impulsau�osung und der Ortsau�osung erzwungen, die nicht notwendig ist. Es

ist ja m�oglich, Schwerpunkts- und Relativkoordinaten mit verschiedenen Gittern

auszuwerten.

Bevor wir zur Vorstellung erster Ergebnisse kommen, mu� noch das externe Poten-

tial Uext diskutiert werden. Das externe Potential beschreibt den Spannungsabfall

entlang der Tunneldiode. Dieser Abfall ist linear, solange man den Unterschied

zwischen den Dielektrizit�atszahlen in Barriere und Topf vernachl�assigt, denn die ex-

terne Spannungsquelle ist stabil genug, ein konstantes Feld innerhalb der Diode zu

gew�ahrleisten.

Bei Anlegen einer Spannung werden sich aber Elektronen vor der einen Potenti-

albarriere ansammeln und hinter der anderen Barriere wird ein Elektronenmangel

entstehen. Das bedeutet, da� die Ladung nicht mehr homogen verteilt ist und sich
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Abbildung 5.3: Skizze des e�ektiven Potentialverlaufes

ein induziertes Feld ergibt. Dieses induzierte Feld schirmt das externe Feld im Be-

reich der Pu�erschichten ab. Da zun�achst das Feld nicht selbstkonsistent bestimmt

werden soll, nehmen wir an, da� der Spannungsabfall nur entlang der Barrieren und

des Topfes statt�ndet. Dieser Potentialverlauf ist in Abbildung 5.3 dargestellt.

Damit sind alle Parameter f�ur die Berechnung der Verteilungsfunktion bestimmt.

Der n�achste Abschnitt pr�asentiert grundlegende Ergebnisse f�ur resonante Tunneldi-

oden.

5.3.2 Grunds�atzliche Ergebnisse

Die wichtigste Abh�angigkeit, die mit dem Experiment verglichen werden soll, ist die

Strom{Spannungs{Kennlinie. Daf�ur ben�otigt man bei gegebener �au�erer Spannung

den station�aren Wert der Stromdichte. Insofern man ausschlie�lich an station�aren

Zust�anden des Systems interessiert ist, ist es nicht notwendig, die Bewegungsglei-

chung auf der Zeitachse zu l�osen, wie es die Aufstellung einer Bewegungsgleichung

zun�achst nahelegt. Man sucht ja schlie�lich die L�osung zu @tf = 0. Gleichung (5.14)

zusammen mit der Randbedingung beschreiben dann ein lineares Gleichungssystem

zur Bestimmung der Verteilungsfunktion. Die diskretisierte Potentialstreuung sowie

der Driftoperator stellen einen Matrixoperator dar, die Randbedingung die Inhomo-

genit�at. Ein solches Gleichungssystem l�a�t sich sofort durch Inversion der Matrix
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Abbildung 5.4: Berechnete Kennlinie einer resonanten Tunneldiode. Die Parameter der

Barrierenstruktur entsprechen den in Abbildung 5.3 beschriebenen.

l�osen. Die folgenden Ergebnisse wurden auf diese Weise berechnet1.

Abbildung 5.4 zeigt eine typische Kennlinie einer resonanten Tunneldiode. Sie zeigt

eine ausgepr�agte Resonanz bei 120 mV. Danach f�allt sie etwa auf die H�alfte der

Stromst�arke im Maximum ab, bevor sie wieder ansteigt. Man kann die berechnete

Resonanz mit der Eigenenergie eines Elektrons in einem unendlich hohen Potenti-

al vergleichen, um einen ersten Eindruck zu bekommen, ob die in der Einleitung

beschriebene Vorstellung �uber das Zustandekommen der Resonanz richtig ist. Die

Eigenenergien eines Teilchens im Potentialkasten sind bekanntlich:

En =
�h2

2�2m

n
2

L2
; mit n = 1; 2; : : : : (5.29)

Die Breite des Potentialtopfes betrug 0.45 nm. Man mu� aber ber�ucksichtigen, da�

die Verteilungsfunktion merklich in die Barrieren eindringt, und somit die e�ektive

1In der Praxis ist es nicht notwendig, den Matrixoperator tats�achlich zu invertieren. Da man

nur an der L�osung zu einer bestimmten Inhomogenit�at interessiert ist, ist es ausreichend, eine

LR-Zerlegung vorzunehmen. Der Aufwand hierf�ur ist erheblich geringer.
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Abbildung 5.5: Ladungsverteilung innerhalb des Quantentopfes.

Breite des Topfes gr�o�er anzunehmen ist. Nimmt man an, da� die e�ektive Breite

des Topfes 0.65 nm betr�agt, dann erh�alt man gerade die erste Resonanz bei E1 =

121 meV. Eine weitere Resonanz kann nicht beobachtet werden, denn E2 = 484 meV

ist wesentlich gr�o�er als die Potentialbarrieren von 225 meV.

Betrachtet man die Ladungsverteilung innerhalb des Quantentopfes als Funktion

der angelegten Spannung, so kann man die Resonanzen ebenfalls erkennen. Die-

se Abh�angigkeit ist in Abbildung 5.5 dargestellt. N�ahert man sich der Resonanz

ausgehend vom Gleichgewichtszustand bei verschwindender Spannung, so steigt die

Ladungsverteilung an, um etwa bei der Resonanz ein Maximum zu erreichen. Das

�ortliche Maximum der Ladungsverteilung liegt in der Mitte des Topfes, was in Ana-

logie zum Problem des Elektrons im Potentialtopf der untersten Eigenfunktion ent-

spricht. Wird die Spannung erh�oht, so verringert sich die Elektronendichte drastisch.

Au�erdem kann man erkennen, da� bei h�oheren Spannungen eine Umverteilung der

Elektronen im Topf statt�ndet. Es sind zwei kleine Maxima zu erkennen. Im Zen-

trum des Topfes ist die Dichte kleiner. Dabei handelt es sich um die zweite Eigen-

funktion, die in der Mitte gerade einen Knoten besitzt. Obwohl die Resonanz nicht
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Abbildung 5.6: Verteilungsfunktion im Gleichgewicht.

erreicht wird, erkennt man in der Ladungsverteilung den �Ubergang zur n�achsten

Resonanz.

Nun sollen die grunds�atzlichen Eigenschaften der Verteilungsfunktion selbst disku-

tiert werden. Dazu zeigt Abbildung 5.6 zuerst die Verteilungsfunktion bei verschwin-

dender Spannung. In diesem Fall mu� sie v�ollig symmetrisch bez�uglich kz und auch

z sein. Auf dem Rand geht sie in die Fermiverteilung (5.15) �uber. W�ahrend das

f�ur die eine H�alfte der Verteilung auf dem Rand erzwungen ist, ergibt sich dies f�ur

die andere H�alfte der Verteilung aus der Rechnung. Im Rahmen der numerischen

Genauigkeit ist die Randverteilung tats�achlich eine Fermiverteilung.

In der N�ahe der Barrieren erkennt man aber deutliche Abweichungen von einer Fer-

miverteilung. Die Verteilungsfunktion weist Ausl�aufer zu gro�en kz-Werten auf.

Aber auch f�ur kleine kz-Werte ist ein Maximum in der N�ahe der Barrieren zu beob-

achten. Elektronen h�aufen sich also vor den Barrieren an. Die Elektronendichte im

Quantentopf ist im Vergleich zu der in den Pu�erschichten klein. Das chemische Po-

tential wurde so eingestellt, da� sich eine Elektronenkonzentration von 2 � 1018cm�3
ergibt. Im Topf betr�agt sie maximal 0:7�1018cm�3. Wegen der sehr d�unnen Barrieren

ist die Elektronendichte aber auch dort noch merklich. In realistischeren Systemen

werden die Barrieren dicker gew�ahlt, wodurch die Resonanzen auch sehr viel sch�arfer

werden.

Schlie�lich soll noch eine Verteilungsfunktion bei einer endlichen Spannung pr�asen-

tiert werden. Dazu zeigt Abbildung 5.7 die Verteilungsfunktion bei der Resonanz-

spannung von 120 mV. Im Vergleich zur Gleichgewichtsverteilung in Abbildung 5.6
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Abbildung 5.7: Station�are Verteilungsfunktion bei einer Spannung von 120 mV, der

Resonanzspannung.

zeigt sie sehr viel mehr Strukturen, insbesondere in der N�ahe der Barrieren. Dies

ist aber nicht nur bei der Resonanzspannung der Fall, sondern ein allgemeines Cha-

rakteristikum der Verteilungsfunktionen bei endlichen Spannungen. Zum Rand hin

relaxiert die Verteilung aber wieder gegen die Fermiverteilung. Aufgrund der starken

Strukturierung ist es verst�andlich, wie wichtig es ist, eine ausreichend hohe Dich-

te der Gitterpunkte zu haben, um quantitative Aussagen �uber das Verhalten der

Tunneldiode zu erhalten.

5.3.3 Konvergenz bez�uglich numerischer Parameter

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Ergebnisse auf ausreichende numerische Genau-

igkeit zu testen, d. h. insbesondere darauf, ob die Ergebnisse noch von der Wahl

der Diskretisierung abh�angen. Dabei st�o�t man auf einen wichtigen Nachteil des

Verfahrens der Matrixinversion. Grunds�atzlich handelt es sich um eine Matrix,

die quadratisch in der Anzahl der kz- und z-St�utzstellen ist. Nutzt man aus, da�

bez�uglich der z-Koordinate bei der gew�ahlten Form des Di�erenzenquotienten nur

n�achste Nachbarn von zi, also zi�1 bzw. zi+1 ben�otigt werden und die Matrix somit

d�unn besetzt ist, so kann man einen Speicherplatzbedarf proportional N2
k Nz errei-

chen. Die numerischen Untersuchungen zeigen nun, da� die Resultate emp�ndlich

davon abh�angen, wie �z und �k gew�ahlt werden. F�ur St�utzstellenzahlen, f�ur die

eine Matrixinversion noch durchgef�uhrt werden kann, lassen sich keine konvergenten

Ergebnisse erzielen.
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Abbildung 5.8: Vergleich der Kennlinien, die durch Matrixinversion oder Integration auf

der Zeitachse erhalten wurden. Die Ergebnisse der Rechnung mit Matrixinversion sind

in der durchgezogenen Linie dargestellt, die Punkte wurden durch Integration auf der

Zeitachse bestimmt.

Integriert man die Bewegungsgleichung hingegen tats�achlich auf der Zeitachse auf,

so ist der Speicherplatzbedarf linear in der Anzahl der St�utzstellen, denn es m�ussen

nur Vektoren abgespeichert werden. Dieser Vorteil wird durch die l�angere Rechenzeit

erkauft, denn ausgehend von einem Anfangszustand mu� solange integriert werden,

bis der station�are Zustand erreicht ist.

Abbildung 5.8 zeigt einen Vergleich der Ergebnisse beider Verfahren, allerdings f�ur

St�utzstellenzahlen, f�ur die noch keine Konvergenz erzielt ist. Die durchgezogene

Kurve wurde mittels Matrixinversion bestimmt. Die Punkte entstammen einer In-

tegration der Bewegungsgleichung. Die beiden Verfahren sind o�enbar v�ollig �aquiva-

lent. Es sei hier auch bemerkt, da� es bei der Zeitintegration keine Rolle spielt, von

welchem Startzustand ausgegangen wird. Der station�are Endzustand ist unabh�angig

vom Startwert.

Zur Berechnung von Kennlinien oder anderer station�arer Gr�o�en ist es wichtig si-

cherzustellen, da� die zeitliche Entwicklung der Verteilungsfunktion tats�achlich so
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Abbildung 5.9: Berechnete Stromdichte als Funktion von Zeit t und Ort z. Es wurde

von einer Spannung von 100 mV auf 150 mV geschaltet.

weit berechnet wurde, bis der station�are Endzustand erreicht ist. Es ist aber un-

praktisch, tats�achlich die Verteilungsfunktion darauf zu �uberpr�ufen, ob sie sich noch

wesentlich ver�andert. Vielmehr werden wir die Konvergenz der Stromdichte als Kri-

terium f�ur die Stationarit�at benutzen.

Im allgemeinen ist die Stromdichte j(z; T ) tats�achlich eine Funktion von Ort und

Zeit. Erst wenn das System station�ar, d. h. zeitunabh�angig wird, wird die Strom-

dichte auch ortsunabh�angig. Aus der Kontinuit�atsgleichung (5.19) erkennt man, da�

j(z; T ) noch ortsabh�angig sein kann, solange die Ladungsdichte n(z; T ) noch nicht

station�ar ist, also @tn(z; T ) 6= 0. Falls aber Stationarit�at erreicht ist, mu� auch

@zj(z; T ) = 0 gelten. Erst dann l�a�t sich dem Bauelement wirklich eine einheitli-

che Stromdichte zuschreiben. Abbildung 5.9 zeigt dieses Verhalten, wenn von einer

Spannung von 100 mV auf 150 mV geschaltet wird. Die Schaltzeit betr�agt dabei

0:05ps. Man erkennt deutlich, da� zu Beginn die Stromdichte �ortlich und zeit-

lich stark variiert. Mit zunehmender Zeit nehmen diese Schwankungen ab und die

Stromdichte erreicht den neuen station�aren Zustand. Da bei den gew�ahlten Proben-

parametern 150 mV bereits gr�o�er als die Resonanzenergie ist, sinkt die Stromst�arke

ab.
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Abbildung 5.10: Zeitentwicklung der Verteilungsfunktion bei einer Spannungs�anderung

von 30 mV auf 120 mV. Die Zeitpunkte f�ur die verschiedenen Verteilungen sind in den

Bildern jeweils angegeben.

Zur Illustration zeigt Abbildung 5.10 die zeitliche Entwicklung der Verteilungsfunk-

tion, wenn von einer Spannung von 30 mV auf 120 mV geschaltet wird. Man erkennt,

wie die Strukturierung der Verteilungsfunktion zunimmt. Insbesondere w�ahrend des

Schaltvorganges von 0.1 ps treten starke Ver�anderungen der Verteilungsfunktion auf.

Durch die Integration auf der Zeitachse sind wir demnach in der Lage, die Ergebnisse

tats�achlich auf Konvergenz bez�uglich der numerischen Parameter der St�utzstellen-

zahl zu testen. Die Ergebnisse sind in Abbildung 5.11 dargestellt. Bei unver�anderten

Systemparametern wurden Kennlinien f�ur unterschiedliche St�utzstellenzahlen in kz
berechnet. Es ist wichtig, da� dabei die Zahl der St�utzstellen in der Relativkoordi-

nate ��z konstant bleibt. Verkleinert man n�amlich die Schrittweite ��z, so vergr�o�ert

sich wegen (5.28) die Schrittweite f�ur die Impulskoordinate �k, so da� die Au�osung

selbst bei gleichbleibender St�utzstellenzahl schlechter wird.

Wie man erkennt, ver�andert sich die Kennlinie deutlich mit der St�utzstellenzahl.

Dabei entspricht die Parametrisierung mit der kleinsten Anzahl in etwa derjenigen

in [34]. Mit zunehmender St�utzstellenzahl verschiebt sich das Maximum zu gr�o�eren

Spannungen. Au�erdem nimmt der Wert des Maximums zu, w�ahrend das Minimum
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Abbildung 5.11: Kennlinien f�ur verschiedene Anzahlen der St�utzstellenzahl f�ur kz. Die

�ubrigen Parameter wurden konstant gehalten.

kleinere Werte annimmt. Die Resonanz wird also ausgepr�agter. Erst bei Werten

von Nk = 256 ver�andert sich die Kennlinie nicht mehr wesentlich im Vergleich zu

noch h�oheren St�utzstellenzahlen. Die Au�osung in der Ortskoordinate Nz betrug

dabei Nz = 120, f�ur N�z wurde ein Wert von 80 gew�ahlt. Damit ist die Au�osung

in der Relativkoordinate scheinbar nicht sehr hoch. Es zeigte sich aber, da� sie

durchaus ausreichend ist und eine weitere Erh�ohung, die wie beschrieben auch eine

entsprechende Erh�ohung von Nk nach sich zieht, nicht notwendig ist.

Schon bei diesem einfachen Modell ist es also notwendig, Diskretisierungen zu be-

nutzen, die eine Behandlung mit der Methode der Matrixinversion unpraktikabel

machen. Die Integration bietet aber noch weitere wesentliche Vorteile. Eine Ma-

trixinversion ist n�amlich nur m�oglich, solange die Bewegungsgleichung linear in der

Verteilungsfunktion ist. Wie im folgenden Kapitel gezeigt wird, ist dies f�ur die

Elektron{Phonon{Streuung nicht mehr der Fall. Dann k�onnte man allenfalls zu
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iterativen Verfahren �ubergehen, bei denen in bestimmten Teilen der Bewegungs-

gleichung die Verteilungsfunktion zun�achst geraten wird und dann selbstkonsistent

bestimmt werden mu�. Allerdings kann man nicht sicher sein, da� man tats�achlich

den station�aren Zustand �ndet, wenn die Anfangsverteilung nicht gen�ugend nah an

der Endverteilung war.

Bei einer Integration auf der Zeitachse entsteht dieses Problem nicht; man gelangt

automatisch in den station�aren Endzustand. Auch weitere Selbstkonsistenzbedin-

gungen k�onnen zwanglos einbezogen werden, wie in Abschnitt 5.6 noch gezeigt wer-

den wird. Nun soll das Modell zun�achst um den Beitrag der Elektron{Phonon{

Wechselwirkung erweitert werden.

5.4 LO{Phonon{Streuung

Wir machen hier Gebrauch von den Resultaten der Elektron{Phonon{Wechsel-

wirkung, wie sie in Kapitel 2.5 eingef�uhrt wurden. Au�erdem benutzen wir die

dort eingef�uhrte Quasiteilchen{N�aherung f�ur die Greenschen Funktionen. Mit den

Gleichungen (2.59) und (2.60) f�ur die Selbstenergien und (2.61) und (2.62) f�ur die

Greenschen Funktionen nimmt die Bewegungsgleichung f�ur die Wigner{Funktion

(5.11) die folgende Gestalt an:�
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Die Terme auf der rechten Seite der Gleichung k�onnen nun auch anschaulich als

Streuraten in den und aus dem Zustand mit Wellenvektor k interpretiert werden.

Dabei soll Abbildung 5.12 behilich sein. Die Einstreurate ist proportianal zur Zahl

der noch freien Zust�ande [1 � f(k;R; T )] und proportional zur Zahl der besetzten

Anfangszust�ande f(k� k0;R; T ) , aus denen in den Zustand k gestreut wird. Diese

Streuung kann auf zwei Arten mittels Wechselwirkung mit LO{Phononen gesche-

hen. Zum einen kann man von einem energetisch niedrigeren Zustand "k�k0 unter
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Abbildung 5.12: Schematische Darstellung der Streuprozesse mit LO{Phononen.

Absorption eines Phonons in den Endzustand gelangen ("k � "k�k0 = !0). Dieser

Vorgang ist proportional zur Besetzung des LO-Phonons N0. Andererseits kann man

unter Emission eines Phonons aus einem energetisch h�oher gelegenen Zustand in den

Endzustand streuen ("k�k0�"k = !0), was proportional zu (1+N0) ist. Der letztere

Vorgang ist zwar unabh�angig von der Besetzung der Phononen m�oglich, allerdings

k�onnen nur solche Elektronen streuen, die eine ausreichend hohe �Uberschu�energie

haben.

Die im vorigen Abschnitt gemachte �Uberlegung, da� sich das Problem auf eine

in Ort und Impuls eindimensionale Verteilung reduzieren l�a�t, ist nun nicht mehr

m�oglich. F�ur die Abh�angigkeit von den Ortskoordinaten hat sich nichts ge�andert.

Die Verteilungen k�onnen nach wie vor �uber die Querschnitts�ache gemittelt werden.

Anders sieht es f�ur die Abh�angigkeit von der Impulskoordinate k aus. Ist das System

innerhalb der Schichten homogen, so l�a�t sich zun�achst nur sagen, da� die Vertei-

lungsfunktion nur von der Longitudinalkoordinate kz und der Radialkoordinate k

abh�angen kann. Da die Potentiale nur von z abh�angen, sind ihre Fouriertransfor-

mierten �-f�ormig in kx und ky, was zuvor die Eliminierung der Radialkoordinate
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5 Elektronischer Transport in Halbleiter{Heterostrukturen

erm�oglichte. Der Streuterm hingegen mischt nun die kz- und k-Komponenten der

Verteilung. Damit erh�oht sich die Dimension des Problems, was aber nach den

Ergebnissen von Abschnitt 5.3.3 Schwierigkeiten bereitet.

5.5 Entwicklung im Hochtemperatur{Limes

Eine Verringerung der Dimensionalit�at des Problems l�a�t sich dann erreichen, wenn

man ein geeignetes Funktionensystem �ndet, in dem man die Abh�angigkeit von der

Radialkoordinate entwickeln kann. Geeignet bedeutet, da� das Funktionensystem

schnell konvergieren mu�, so da� man sich auf wenige Entwicklungskoe�zienten

beschr�anken kann und damit den numerischen Aufwand begrenzt h�alt. Die Frage

ist nat�urlich, welches Funktionensystem dazu geeignet ist.

Der Leitfaden f�ur die folgenden �Uberlegungen ist die Tatsache, da� sich im Hoch-

temperatur{Limes die Verteilungsfunktion im Gleichgewicht faktorisieren l�a�t, denn

dann wird sie immer mehr zu einer Gausschen Verteilung. Die Idee ist nun, das

Funktionensystem so zu w�ahlen, da� der Fall ohne Elektron{Phonon{Streuung schon

durch den niedrigsten Koe�zienten der Entwicklung allein beschrieben werden soll.

Es zeigt sich, da� es notwendig ist, vor der Entwicklung einen Faktor g(k; kz) aus

der Verteilungsfunktion zu nehmen. Wir w�ahlen deshalb folgenden Ansatz:

f(k;R; T ) = g(k; kz)
X
n

fn(kz; z; T )�n(k; kz) : (5.31)

Das Funktionensystem �n sowie der Faktor g(k; kz) sind noch zu bestimmen, fn
ist der Entwicklungskoe�zient, dessen Bewegungsgleichung schlie�lich zu l�osen sein

wird. Die Entwicklungsfunktionen �n sollen orthognonal aufeinander sein; f�ur sie

gilt:

Z
d
2
k

(2�)2
�n(k; kz)�m(k; kz) = A�n;m : (5.32)

F�ur das Funktionensystem �n stellt die Variable kz einen externen Parameter dar.

Der Parameter A wurde aus Dimensionsgr�unden eingef�uhrt. W�urde man in dimen-

sionslosen Koordinaten integrieren, lie�e er sich zu 1 w�ahlen.

Setzt man den Ansatz (5.31) in die Bewegungsgleichung der Verteilungsfunktion

88



5.5 Entwicklung im Hochtemperatur{Limes

(5.30) ein, so nimmt die linke Seite der Gleichung folgende Gestalt an:�
@

@T
+
�hkz

m

@

@z

�
fn(kz; z; T )

+
1

�h

X
m

Z
dk
0

z

2�

�
U(kz�k0z; z) + Uext(kz�k0z; z) g(T )

�

�anm(kz; k0z) fm(k0z; z; T )
=

@

@T
fn(kz; z; T )

���
sc
; (5.33)

mit

anm(kz; k
0

z) =
1

A

Z
d
2
k

(2�)2
g(k; k0z)

g(k; kz)
�n(k; kz)�m(k; k

0

z) : (5.34)

Hier wurde ausgenutzt, da� die Potentiale nur von der z-Komponente abh�angen. Das

f�uhrt dazu, da� sie �-f�ormig in den Radialimpulsen sind. Aus diesem Grund tritt in

der De�nition der Matrix (5.34) die gestrichene Variable k0 nicht auf, sondern nur

k. Wenn der Fall ohne Elektron{Phonon{Streuung, also @

@T
fn

��
sc
= 0, schon durch

den niedrigsten Koe�zienten f0 beschrieben werden soll, dann mu� gelten:

a00(kz; k
0

z) =
1

A

Z
d
2
k

(2�)2
g(k; k0z)

g(k; kz)
�0(k; kz)�0(k; k

0

z) � 1 : (5.35)

Dies kann nur erreicht werden, wenn

g(k; kz) = �0(k; kz) (5.36)

gilt. An dieser Stelle wird deutlich, warum es notwendig war, einen Faktor aus der

Entwicklung (5.31) zu ziehen.

Eine weitere Bedingung an den Ansatz folgt aus den Randbedingungen des Sy-

stems. Auf dem Rand soll die Verteilungsfunktion wieder in eine Fermi{Verteilung

fF �ubergehen. Es wird n�amlich angenommen, da� die Reservoire, die an das Sy-

stem gekoppelt sind, so gro� sind, da� sie durch die Dynamik des Systems nicht

beeinu�t werden und folglich stets im thermischen Gleichgewicht bleiben. Diese

Bedingung mu� aber auch f�ur den Fall ohne Elektron{Phonon{Streuung, also f�ur

den niedrigsten Koe�zienten alleine gelten.

fF(k; kz) � f(k;RB; T )
!
= �0(k; kz)�0(k; kz) f0(kz; zB; T )

=
�
�0(k; kz)

�2 �f(kz) (5.37)

Da die Randbedingung f�ur alle Zeiten t gelten mu�, ist der Entwicklungskoe�zient

f0(kz; z; T ) auf dem Rand z = zB eine zeitunabh�angige Funktion, die als �f bezeich-

net wird. Diese Funktion wird durch die Normierungsbedingung (5.32) festgelegt.
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Abbildung 5.13: Entwicklungsfunktionen in Abh�angigkeit von der dimensionslosen Radi-

alkoordinate lk und dem Parameter l2k2z � ��.

Gleichung (5.37) stellt die Bestimmungsgleichung f�ur die niedrigste Funktion unserer

Entwicklung dar:

�0(k; kz) =

�
fF(k; kz)
�f(kz)

�1=2

: (5.38)

Setzt man dieses Ergebnis in die Orthogonalit�atsrelation (5.32) ein, so erh�alt man:

�f(kz) =
1

A

Z
d
2
k

(2�)2
fF(k; kz) : (5.39)

Dies entspricht bis auf den Normierungsfaktor gerade der integrierten Fermivertei-

lung aus Gleichung (5.15). Die Normierung A w�ahlen wir nun so, da� �f dimensi-

onslos wird:

A =
1

�2
=

2mkBT

�h2
: (5.40)

Damit ist nun �0 vollst�andig bestimmt. Die �ubrigen Entwicklungsfunktionen las-

sen sich nicht durch explizite Anforderungen an das Funktionensystem bestimmen.

Daher w�ahlen wir eine Entwicklung in Polynomen pn. E�ektiv entwickeln wir also

in einer Polynomreihe mit der Wurzel der Fermi{Verteilung als Gewichtsfunktion.

Die Polynomkoe�zienten c
(n)

i m�ussen numerisch mit Hilfe des Gram{Schmidtschen

Orthogonalisierungsverfahrens bestimmt werden.

Insgesamt hat die Entwicklung der Verteilungsfunktion die folgende Gestalt:

f(k;R; T ) = �0(k; kz)
X
n

fn(kz; z; T )�n(k; kz) ; (5.41)

�n(k; kz) = �0(k; kz) pn(k; kz)

= �0(k; kz)

nX
i=0

k
i
c
(n)
i (kz) : (5.42)
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Abbildung 5.13 zeigt zwei ausgew�ahlte Entwicklungsfunktionen in Abh�angigkeit der

dimensionslosen Koordinaten �k in Radialrichtung und �2k2z � �� in Longitudinal-

richtung. F�ur gro�e kz und k verlaufen die Funktionen stets gegen 0, da die Fermi-

funktion gegen 0 konvergiert. Die linke Abbildung zeigt die unterste Entwicklungs-

funktion �0, die rechte �2. Man erkennt, da� die unterste Funktion keine Knoten

in k-Richtung hat, w�ahrend �2 genau zwei Knoten besitzt. Bei den �Uberlegungen

zur Gr�o�enordnung der Funktionswerte beachte man, da� gro�e Funktionswerte bei

k = 0 bei der Normierung durch den Volumenfaktor 2�k wieder beschr�ankt werden.

Schlie�lich geben wir noch an, wie sich die beiden fundamentalen makroskopischen

Gr�o�en Ladungsdichte und Stromdichte in dem gew�ahlten Funktionensystem dar-

stellen. Aus den urspr�unglichen Gleichungen (5.1) und (5.2) wird unter Benutzung

der Quasiteilchenn�aherung (2.61) und der Entwicklung (5.41):

n(z; T ) =
�e
l2

Z
dkz

2�
f0(kz; z; T ) (5.43)

j(z; T ) =
�e
l2

Z
dkz

2�

�hkz

m
f0(kz; z; T ) : (5.44)

In diese Gr�o�en geht also nur die niedrigste Funktion unseres Entwicklungssystems

ein. Formal ist dies mit dem herausgezogenen Faktor �0 zu begr�unden, der bei der

Integration �uber k gerade f0 herausprojiziert. Durch die Streumechanismen k�onnen

die h�oheren Koe�zienten fn also nicht direkt in die Me�gr�o�en eingehen; vielmehr

beeinussen sie die Dynamik des niedrigsten Koe�zienten und gehen damit nur

indirekt in die Me�gr�o�en ein.

Bevor die Streumatrixelemente in der nun de�nierten Basis entwickelt werden, soll

auf einen weiteren Umstand eingegangen werden, der die Entwicklung der Vertei-

lungsfunktion beeinu�t, n�amlich die Selbstkonsistenz der Randbedingungen.

5.6 Selbstkonsistenz

In die Bewegungsgleichung f�ur die Verteilungsfunktion (5.30) gehen zwei Gr�o�en ein,

die selbst durch die Verteilungsfunktion beeinu�t werden. Das ist zum einen das

Potential entlang der Struktur. Dieses besteht n�amlich nicht nur aus der Struktur

U(R) und dem durch die angelegte Spannung hervorgerufene externe Potential �ext,

sondern auch aus dem induzierten Potential der elektronischen Ladungsverteilung.

Elektronen werden sich n�amlich, wie schon erw�ahnt, vor der ersten Barriere, durch

die sie tunneln, ansammeln, wohingegen hinter der zweiten Barriere ein Elektro-

nenmangel herrschen wird. Dies f�uhrt zu einem induzierten Potential �ind, das das

externe Potential abschw�acht.

Die zweite Gr�o�e, die der Bewegungsgleichung nicht unmittelbar anzusehen ist, sind

die Randbedingungen. Es wurde bereits erl�autert, da� angenommen wird, da� die
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5 Elektronischer Transport in Halbleiter{Heterostrukturen

Reservoire so gro� sind, da� sie von der Dynamik des Systems nicht beeinu�t

werden und im Gleichgewicht bleiben. Das bedeutet, da� die Verteilung der Elek-

tronen auf dem Rand stets eine Fermiverteilung bleibt. Nach Anlegen einer �au�e-

ren Spannung stellt sich jedoch ein neuer Gleichgewichtszustand ein, bei dem ein

Strom durch das Bauelement ie�t. Mithin kann die Verteilung nicht mehr diejeni-

ge im spannungsfreien Fall sein. Vielmehr mu� sie um den der Driftgeschwindigkeit

entsprechenden Impuls kD verschoben sein. Die Driftgeschwindigkeit, die mit der

Stromdichte zusammenh�angt, ist aber gerade ein Ergebnis der elektronischen Dy-

namik.

Da beide Gr�o�en, induziertes Potential und Randbedingungen, sowohl Eingangs-

gr�o�en als auch Ergebnis der L�osung der Bewegungsgleichungen sind, m�ussen sie

selbstkonsistent bestimmt werden.

5.6.1 Selbstkonsistenz der Randbedingungen

Die Selbstkonsistenz der Randbedingungen, wie sie in der Einleitung skizziert wur-

de, ist eine in der Literatur kaum diskutierte Bedingung [31, 59]. Andererseits sind

korrekte Randbedingungen wesentlich f�ur eine quantitative Beschreibung des Expe-

rimentes.

Liegt an der Tunneldiode eine Spannung an, dann stellt sich eine neue Gleichge-

wichtsverteilung ein, die den Eintritt des Stromes in die Diode sicherstellt. Da es

sich nach wie vor um ein thermisches Gleichgewicht handelt, mu� es sich um ei-

ne verschobene Fermiverteilung handeln. Die Driftgeschwindigkeit h�angt dabei wie

folgt von der Stromdichte j ab:

j = �e
Z

d
3
k

(2�)3
�hk

m
fF(k� kD)

= �e
Z

d
3
k

(2�)3
�h(k+ kD)

m
fF(k)

=
�e�hkD
m

n : (5.45)

Gleichung (5.45) stellt einerseits die Beziehung dar, nach der die Driftgeschwindig-

keit aus der Ladungsdichte und der Stromdichte bestimmt werden mu�. Diese beiden

Gr�o�en sind Ergebnisse der Bewegungsgleichung. Andererseits geht diese Gr�o�e be-

reits in die Vorgabe der Randbedingung ein. Damit ist das Selbstkonsistenzproblem

beschrieben.

L�ost man wirklich die Bewegungsgleichung und interessiert sich nicht nur f�ur den

station�aren Endzustand, dann bietet sich aber auch eine elegante M�oglichkeit, dieses

Selbstkonsistenzproblem zu l�osen. Startet man n�amlich vom spannungsfreien Fall,
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dann ist die Driftgeschwindigkeit o�enbar Null, denn es ie�t kein Strom. Ein ande-

rer m�oglicher Ausgangspunkt w�are eine bereits bekannte selbstkonsistente L�osung zu

einer endlichen Spannung. Ausgehend von einem derartigen selbstkonsistenten Zu-

stand integriert man nun die Bewegungsgleichung auf. Bei jedem Zeitschritt k�onnen

nun die momentane Strom- und Ladungsdichte bestimmt und die Randbedingung

entsprechend adjustiert werden. Auf diese Weise gelangt man automatisch in den

selbstkonsistenten station�aren Zustand. Diese Vorgehensweise entspricht im �ubrigen

auch dem tats�achlichen Geschehen in der Tunneldiode, denn auch dort verschiebt

sich ja kontinuierlich die Verteilung. In der Praxis ist es ausreichend, die Randver-

teilung nicht mit jedem Zeitschritt zu aktulisieren, um Rechenzeit zu sparen.

Eine verschobene Randverteilung wirft allerdings Probleme bez�uglich der im vorigen

Abschnitt abgeleiteten Entwicklung der Verteilungsfunktion auf. Um zu gew�ahrlei-

sten, da� die Randbedingungen schon mit der niedrigsten Stufe der Entwicklung

erf�ullt werden, m�u�te man f�ur jede neue Randbedingung das Funktionensystem �n

neu bestimmen, nach dem entwickelt wird, und die Entwicklungskoe�zienten fn

des alten Funktionensystems in die des neuen umrechnen. Der Aufwand daf�ur ist zu

gro�. Gleichung (5.45) legt aber bereits nahe, wie dieses Problem umgangen werden

kann.

Betrachtet man n�amlich statt der Verteilungsfunktion f(k;R; T ) die verschobene

Verteilungsfunktion

f̂(k;R; T ) = f(k+ kD;R; T ) ; (5.46)

so gilt f�ur diese o�enbar stets die Randbedingung

f̂(k;RB; T )
!
= fF(k) : (5.47)

Damit kann stets nach dem gleichen Funktionensystem entwickelt werden. Der Preis,

den man hierf�ur zu zahlen hat, ist die Tatsache, da� die Streumatrixelemente jetzt

von kD abh�angen.

Die Bewegungsgleichung f�ur diese Verteilungsfunktion erh�alt man aus (5.30) durch
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5 Elektronischer Transport in Halbleiter{Heterostrukturen

die Ersetzungen k! k+ kD und (5.46):�
@

@T
+
�h(k+ kD)

m

@

@R

�
f̂(k;R; T )

+
1

�h

Z
d
3
k
0

(2�)3
f̂(k0;R; T )

�
U(k�k0;R) + Uext(k�k0;R) g(T )
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3
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0

(2�)3
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k�k0 f̂(k

0
;R; T ) �

�
h
(N0 + 1) �("k+kD�"k0+kD+!0) +N0 �("k+kD�"k0+kD�!0)

i
�f̂(k;R; T )

Z
d
3
k
0

(2�)3
M

2
k�k0 [1� f̂(k0;R; T )] �h

(N0 + 1) �("k+kD�"k0+kD�!0) +N0 �("k+kD�"k0+kD+!0)
i
: (5.48)

Ohne Streuterme macht sich die Verschiebung also lediglich im Driftoperator �h(k+

kD)@R=m bemerkbar. Die Verschiebung der k-Argumente der Energien in den �{

Funktionen der Energieerhaltung f�uhrt zu der Abh�angigkeit der Streumatrixelemen-

te von der Driftgeschwindigkeit kD. Schlie�lich ist noch zu ber�ucksichtigen, da� die

Randbedingungen jetzt lauten:

f̂(k; 0; T ) = fF(k) f�ur kz � kD � 0 ; (5.49)

f̂(k; L; T ) = fF(k) f�ur kz � kD < 0 : (5.50)

Insgesamt ist hiermit ein praktikabler Weg beschrieben, wie selbstkonsistente Rand-

bedingungen erreicht werden k�onnen.

5.6.2 Selbstkonsistenz des Potentials

Auch das Potential entlang der Barrierenstruktur unterliegt einer Selbstkonsistenz-

bedingung. Die Elektronenverteilung ist n�amlich im allgemeinen nicht gleich der

Verteilung der positiven Donatorstellen, die im wesentlichen die Elektronen im Sy-

stem zur Verf�ugung gestellt haben. Infolgedessen gibt es lokal von Null verschiedene

Gesamtladungsdichten, was zu einem induzierten Potential �ind f�uhrt. Dieses ist zum

Stufenpotential der Barrierenstruktur U(R) sowie dem externen Potential �ext(RT )

zu addieren. Das induzierte Potential mu� dabei der Poisson{Gleichung gen�ugen:

��ind(r; T ) =
�1
"0"

�(r; T ) : (5.51)

Die Gesamtladung ergibt sich zu:

�(r; T ) = e
�
p(z; T ) � n(z; T )

�
: (5.52)
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Hier wurde bereits ber�ucksichtigt, da� in unserem System die Ladungsdichte nur

von der z-Komponente abh�angen kann. Au�erdem soll f�ur den positiven Ladungs-

hintergrund der Donator{Ionen p(z; T ) keine kinetische Gleichung gel�ost werden.

Diese Ladungsdichte wird so gew�ahlt, da� sie die Elektronendichte kompensiert

und innerhalb der Pu�erschichten vor und hinter den Barrieren homogen verteilt

ist. Das bedeutet, da� insgesamt stets Ladungsneutralit�at gew�ahrleistet ist. In der

Poissongleichung wurde durch eine statische dielektrische Konstante au�erdem der

Matrialeinu� auf die Coulomb{Wechselwirkung pauschal ber�ucksichtigt.

Das Potential der �au�eren Spannung ist nicht in (5.51) einzubeziehen. Die Ladun-

gen, die diesen Potentialverlauf verursachen, liegen n�amlich au�erhalb des Systems.

Es wird angenommen, da� die Spannungsquelle so stabil ist, da� sie den Spannungs-

abfall unabh�angig von der Dynamik des Systems aufrecht erh�alt.

Die L�osung der Laplace{Gleichung ist im dreidimensionalen Fall gegeben durch:

�ind(r; T ) =

Z
d
3
r
0

1

4�"0"

1

jr� r0j �(r
0
; T ) : (5.53)

Im speziellen Fall, da� die Ladungsdichten nur von den z-Komponenten abh�angen,

ergibt sich:
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Z
d
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h
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i
�ind(z; T ) = � 1

2"0"

Z
dz
0 jz � z

0j e�p(z0; T ) � n(z0; T )
�
: (5.54)

In der vorletzten Zeile wurde davon Gebrauch gemacht, da� die Gesamtladung ver-

schwindet. Damit ist beschrieben, wie aus der elektronischen Ladungsdichte das

induzierte Potential bestimmt wird. Dieses ist dann in der Bewegungsgleichung f�ur

die Verteilungsfunktion zum externen Potential �ext(z; T ) zu addieren und beeinu�t

wiederum die Dynamik der Verteilungsfunktion.

Das schon im vorigen beschriebene Vorgehen, die Bewegungsgleichung aufzuinte-

grieren, liefert auch hier die M�oglichkeit, die Selbstkonsistenzbedingung zu erf�ullen,

indem man von einer selbstkonsistenten L�osung startet und bei jedem Zeitschritt

das induzierte Feld neu bestimmt. Eine selbstkonsistente L�osung f�ur das induzierte

Potential ist aber auch im spannungsfreien Fall nicht trivial, denn, wie die Rech-

nungen zeigen werden, h�aufen sich auch in diesem Fall vor den Barrieren Elektronen

an. Dieser E�ekt ist aber relativ klein, so da� es zumindest eine gute N�aherung

darstellt, das induzierte Potential in diesem Fall zu Null zu setzen.
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5.7 Bewegungsgleichungen und Ergebnisse

5.7.1 Bewegungsgleichung der Entwicklungskoe�zienten

Nachdem nun auch die Selbstkonsistenzbedingungen an die Verteilungsfunktion, das

induzierte Potential sowie die Randverteilung beschrieben sind, kann die Bewegungs-

gleichung (5.48) im gew�ahlten Funktionensystem (5.41) entwickelt werden. Durch

Projektion auf die Basisfunktionen �n erh�alt man die Bewegungsgleichungen f�ur die

Koe�zienten fn:�
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Die Matrix ist entsprechend (5.34) gegeben durch:
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Man beachte, da� dies nicht die Orthogonalit�atsbeziehung (5.32) f�ur die Polynome

ist, denn die Polynome pn(k; kz) und pm(k; k
0

z) geh�oren zu verschiedenen kz und

sind mithin nicht orthogonal.

Auf eine explizite Angabe der Matrixelemente f�ur die LO{Phononstreuung wird an

dieser Stelle verzichtet. Diese be�nden sich einschlie�lich ihrer Ableitung im An-

hang G. Durch die Wahl der Entwicklungsfunktionen ist klar, da� die Streuterme

die angegebene Struktur haben m�ussen. Die beiden ersten Zeilen der rechten Seite

der Bewegungsgleichung beschreiben dabei diejenigen Streuprozesse, die linear in

der elektronischen Verteilungsfunktion sind. Die letzte Zeile beschreibt die quadra-

tischen Terme. Diese h�angen nicht mehr von der Phononbesetzung N0 ab. Aus
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5.7 Bewegungsgleichungen und Ergebnisse

Symmetriegr�unden k�onnen hier n�amlich nur diejenigen Streuprozesse beitragen, die

durch spontane Emission eines Photons getrieben werden.

F�ur den Proze� der LO{Phonon{Emission gibt es eine energetische Schwelle. Da

die Phononfrequenz !0 endlich ist, mu� der Zustand, aus dem das Elektron unter

Emission eines Phonons in einen niedrigeren Zustand �ubergeht, mindestens die Pho-

nonenergie �h!0 besitzen, sonst ist diese Streuung verboten. W�ahrend diese Schwelle

auf der Energieskala eine echte Schwelle darstellt, f�uhrt dies auf der Skala der kz
nicht zu einem Ausschlu� von bestimmten kz-Werten. Falls der Impuls k in die

Radialrichtung ausreichend gro� ist, ist dieser �Ubergang immer m�oglich. Allerdings

nimmt die Zahl dieser Zust�ande mit abnehmendem kz ab, denn dann mu� k immer

gr�o�ere Werte annehmen. Trotzdem durchlaufen die kz-Integrale aber tats�achlich

die ganze relle Achse.

5.7.2 Ergebnisse der selbstkonsistenten Rechnungen

Als erstes wollen wir nun auf die selbstkonsistenten Rechnungen eingehen. Die

kinetische Gleichung der Verteilungsfunktion (5.55) wurde auf der Zeitachse auf-

integriert und dabei gleichzeitig die Poissongleichung f�ur das induzierte Potential

(5.54) gel�ost, so da� zu jedem Zeitschritt das aktuelle induzierte Potential in die

Rechnung eingeht.

Die Parameter der Tunneldiode wurden wie folgt gew�ahlt: Die Barrieren sind 3,2 nm

breit, der Topf ist 4,5 nm breit, die beiden Pu�erschichten haben eine Breite von

jeweils 17,5 nm. Die Barrierenh�ohe betr�agt 225 meV, was 60 % des Unterschiedes

der Energiel�ucke von GaAs und Al0:3Ga0:7As entspricht. Die Temperatur wurde zu

300 K gew�ahlt, die Elektronendichte am Rand betr�agt 2 � 1018cm�3.
Bei der Aufstellung des elementaren Modells in Abschnitt 5.3 hatten wir uns von der

Vorstellung leiten lassen, da� das externe Potential durch die sich vor der Barriere

anh�aufenden Elektronen abgeschirmt wird und deshalb im wesentlichen entlang der

Barrierenstruktur abf�allt. Diese Vermutung kann nun �uberpr�uft werden.

Abbildung 5.14 zeigt das selbstkonsistente Potential bei einer Spannung von 120 mV.

Die durchgezogene Linie zeigt das Gesamtpotential, die gestrichelte Linie den Bei-

trag des induzierten Potentials. Die beschriebenen Erwartungen werden im Prinzip

erf�ullt. Zwar �ndet entlang der gesamten Struktur ein Spannungsabfall statt, jedoch

ist er im Bereich der Barrieren deutlich steiler als am Rand.

Das induzierte Potential steigt vom rechten Rand her zun�achst an, d. h. das externe

Potential wird tats�achlich abgeschirmt. Hinter der zweiten Barriere gibt es dann

nochmals einen st�arkeren Spannungsabfall. Dieser ist darauf zur�uckzuf�uhren, da�

sich dort eine Verarmungszone der Elektronen bildet. Dadurch f�allt das induzierte

Potential entlang der zweiten Barriere steil ab.
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Abbildung 5.14: Selbstkonsistentes Potential bei einer externen Spannung von 120 mV

entlang der Tunneldiode. Die gestrichelte Linie ist der Beitrag des induzierten Potentials.

Insgesamt ist der Potentialabfall entlang der Barriere jedoch deutlich verschieden

von dem in Abbildung 5.3 angenommenen. Diese Abweichungen verst�arken sich

noch, wenn man zu h�oheren Spannungen �ubergeht. Zu Beginn ist das induzierte

Potential im wesentlichen konstant, so da� es einen starken Potentialabfall am lin-

ken Rand gibt. Entlang der Barrierenstruktur f�allt nur ein relativ kleiner Teil der

Gesamtspannungsdi�erenz ab.

Vergleicht man Abbildung 5.14 und Abbildung 5.15, so stellt man au�erdem fest,

da� im ersten Fall das induzierte Potential zu einer Erh�ohung des Gesamtpotentials

im Vergleich zum externen Potential f�uhrt, im zweiten Fall kommt es aber zu einer

Absenkung der Gesamtpotentialdi�erenz. Aufgrund des induzierten Potentials wird

also der Potentialverlauf in einer nichttrivialen Weise gegen�uber den Annahmen des

Modells in Abschnitt 5.3 ver�andert. Dadurch wird die Kennlinie wesentlich beein-

u�t, denn die Resonanzbedingung wird nun bei ver�anderten externen Spannungen

angenommen.

Abbildung 5.16 zeigt eine solche Kennlinie, die unter Ber�ucksichtigung eines selbst-

konsistenten Potentials sowie selbstkonsistenter Randbedingungen berechnet wurde.

Sie mu� mit Abbildung 5.17 verglichen werden, der ein festes e�ektives Potential

zugrunde liegt. Die Parameter der Tunneldiode sind gleich gew�ahlt.
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Abbildung 5.15: Selbstkonsistentes Potential bei einer externen Spannung von 220 mV

entlang der Tunneldiode. Die gestrichelte Linie ist der Beitrag des induzierten Potentials.

Ein wesentlicher E�ekt ist, da� die Resonanz bei sehr viel gr�o�eren externen Span-

nungen auftritt. Das Maximum der Strom{Spannungs{Kennlinie liegt nun bei 190

mV, wohingegen ohne selbstkonsistentes Potential das Maximum bei 125 mV liegt.

Dies ist nach den obigen Betrachtungen �uber das selbstkonsistente Potential ver-

st�andlich. Da der tats�achliche Potentialabfall entlang der Doppelbarriere deutlich

kleiner ist als das externe Potential, wird die Resonanzbedingung erst bei gr�o�eren

externen Feldern angenommen.

Weiterhin f�allt auf, da� die Resonanz sch�arfer wird. Insbesondere ist der Abfall nach

dem Maximum steiler als in Abbildung 5.17. W�ahrend in der Resonanz sich relativ

viele Ladungstr�ager innerhalb des Quantentopfes be�nden, h�aufen sie sich sp�ater

wieder vor der ersten Barriere. Der Potentialabfall entlang der Doppelbarriere wird

also wieder st�arker, wodurch die Resonanz mit ansteigender Spannung schneller

verlassen wird.

Schlie�lich soll noch die numerische Konvergenz diskutiert werden. Ber�ucksichtigt

man insbesondere das selbstkonsistente Potential, so hat sich gezeigt, da� bei der

behandelten Barrierenstruktur mindestens 100 St�utzpunkte sowohl f�ur die Diskre-

tisierung von kz als auch f�ur z ben�otigt werden. Andernfalls ist das Programm

numerisch nicht stabil. Hier zeigt sich ein weiteres Mal, da� auf die Diskretisierung

gro�er Wert gelegt werden mu�.
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Abbildung 5.16: Strom{Spannungs{Kennlinie der resonanten Tunneldiode unter Ber�uck-

sichtigung der Selbstkonsistenzbedingungen.

Weiterhin zeigt sich, da� die Wahl der Ausgangsverteilung f�ur die Integration einen

deutlichen Einu� auf die Konvergenz in den station�aren Zustand hat. Mathema-

tisch gesehen kann man mit einer beliebigen Anfangsverteilung starten, solange die

Verteilung auf den R�andern Fermi{Verteilungen sind, und gelangt zwangsl�au�g in

den station�aren Endzustand. Die Integration auf der Zeitachse liefert aber nur dann

eine physikalisch sinnvolle Dynamik, wenn der Anfangszustand bereits physikalisch

sinnvoll war. Die beiden unterschiedlichen Anfangszust�ande haben auch numerische

Auswirkungen. Startet man mit einer selbstkonsistenten Verteilung und einem da-

zugeh�origen Potential aus einer vorangehenden Rechnung, dann erreicht man den

station�aren Endzustand wesentlich schneller. Das bedeutet, da� nicht selbstkonsi-

stente Anfangsbedingungen eine Relaxationszeit in den station�aren Endzustand er-

zeugen, die �uber einer realistischen Zeitspanne f�ur diesen Vorgang liegt. Realistische

Relaxationszeiten, wie sie in unseren Rechnungen auftraten, lagen typischerweise bei

0,7 ps, wenn die Einschaltzeit 50 fs betrug.

Die Selbstkonsistenz der Randbedingungen spielt bei den hier verwendeten Parame-

trisierungen keine gro�e Rolle. Wie man aus Gleichung (5.45) erkennt, kann man

aus den erhaltenen Stromdichten und der verwendeten Ladungsdichte am Rand die

Gr�o�enordnung der Driftgeschwindigkeit �uberschlagen. Man kommt dabei auf Wer-

te in der Gr�o�enordung von kD � 0; 05=(10nm), was sehr klein ist im Vergleich

zur Breite der Verteilung bei 300 K. Erst wenn man zu kleineren Dichten und ho-
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Abbildung 5.17: Kennlinie ohne Ber�ucksichtigung von Selbstkonsistenzbedingungen. Die

Parameter der Tunneldiode sind die gleichen wie f�ur Abbildung 5.16.

hen Spannungen und damit Stromst�arken �ubergeht, spielt die Selbstkonsistenz der

Randbedingungen eine wichtigere Rolle.

5.7.3 Ergebnisse der Elektron{Phonon{Kopplung

Kommen wir nun zu den Ergebnissen, die die Elektron{Phonon{Kopplung ber�uck-

sichtigen. Abbildung 5.18 zeigt die Verteilungsfunktion bei verschwindender �au�erer

Spannung. In der N�ahe der Barrieren erh�alt man ein �ahnliches Verhalten wie in

Abbildung 5.6. Am Rand aber ergeben sich Abweichungen, die nach einer Interpre-

tation verlangen.

Man erkennt, da� der in die Reservoire einlaufende Teil der Verteilung eine Seiten-

bande aufweist. Diese wird durch die Elektron{Phonon{Wechselwirkung verursacht.

Da wir nur LO{Phononen{Streuung betrachten, gibt es eine energetische Schwel-

le, unter die die Elektronen durch Emission eines Phonons nicht gelangen k�onnen,

n�amlich gerade die LO{Phonon{Energie. Wie in Abschnitt 5.7.1 erl�autert wurde,

stellt dies auf der Skala der longitudinalen Impulse kz keine echte Schwelle dar. Da

aber die Elektronenverteilung auch entlang der radialen k-Richtung beschr�ankt ist,

haben die meisten Elektronen in der Seitenbande einen zu kleinen Gesamtimpuls,

um noch ein LO{Phonon emittieren zu k�onnen. Durch die LO{Phonon{Kopplung
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Abbildung 5.18: Verteilungsfunktion unter Ber�ucksichtigung der Elektron{Phonon{

Wechselwirkung. Es war keine externe Spannung angelegt.

k�onnen hei�e Elektronen also nur bis in die N�ahe der LO{Phonon{Energie abgek�uhlt

werden.

Wie vertr�agt sich dies aber mit der Annahme, da� die Fermiverteilung die Gleich-

gewichtsverteilung auf dem Rand ist? In der Tat erf�ullt auch die LO{Phonon{

Kopplung die Bedingung des detaillierten Gleichgewichts. Setzt man in Gleichung

(5.30) f�ur die Verteilungsfunktion eine Fermi{Verteilung ein, so verschwindet der

Streuterm gerade. Die Fermiverteilung ist also die Gleichgewichtsverteilung. Dies

gilt nicht nur f�ur die Elektron{LO{Phonon{Kopplung sondern allgemein f�ur die

Elektron{Phonon{Kopplung und auch f�ur die Coulomb{Streuung der Elektronen

[81].

Durch die Barrierenstruktur werden jedoch hochenergetische Elektronen in der N�ahe

der Barrieren erzeugt, wie wir schon an unserem elementaren Modell gesehen hatten

(vgl. Abbildung 5.6 und Erkl�arung dazu). Diese k�onnen aber durch LO{Phononen

nicht zu einer Fermi{Verteilung abgek�uhlt werden, da diese nur einen festen Ener-

gie�ubertrag bei einer Streuung zul�a�t. Damit die Verteilung zum Rand hin tats�ach-

lich zu einer Fermi{Verteilung relaxiert, m�ussen auch Streumechanismen ber�uck-

sichtigt werden, die kleine Energie�ubertr�age erm�oglichen. Hier ist insbesondere die

Coulomb{Streuung zu nennen, die zwar zu keiner Abk�uhlung f�uhrt, aber die Im-

pulse so umverteilt, da� durch LO{Phononstreuung eine e�ektive Abk�uhlung in

die Fermi{Verteilung erfolgen kann. Anschaulich gesprochen verteilt die Coulomb{

Streuung die Elektronen in der Seitenbande um und gl�attet damit die Verteilung.
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Abbildung 5.19: Vergleich der berechneten Kennlinien inklusive Elektron{Phonon{

Wechselwirkung und im elementare Modell.

Diejenigen Elektronen, die durch Coulomb{Streuung zu gr�o�eren Impulsen gelan-

gen, k�onnen dann durch die LO{Phononstreuung wieder abk�uhlen.

Nach dieser Erkl�arung ist deutlich geworden, da� das erzielte Ergebnis einer Seiten-

bande im Rahmen des Modells physikalisch richtig ist. Andererseits macht es auch

deutlich, da� zu einer quantitativen Bestimmung des Einusses von Streumechanis-

men notwendig ist, auch die Coulomb{Streuung in die Rechnungen einzubeziehen.

Dies stellt eine sehr aufwendige Aufgabe dar, die in der Zukunft angegangen werden

mu�. Abbildung 5.19 zeigt die Kennlinie der Diode, wie sie sich in diesem Modell

ergibt. Zum Vergleich ist die entsprechende Kennlinie aus dem elementaren Modell

eingezeichnet. Die Resonanz ist deutlich breiter geworden. Zus�atzlich steigt die

Stromst�arke f�ur alle Spannungen an.

Die Verbreiterung der Resonanz ist ein grunds�atzlich zu erwartender E�ekt von

Streumechanismen. Der Anstieg der Stromst�arke in allen Bereichen erkl�art sich,

weil die Elektronen durch Absorption von Phononen Energie gewinnen und dann

einfacher durch die Barrierenstruktur tunneln.
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5 Elektronischer Transport in Halbleiter{Heterostrukturen

Obwohl das Modell, wie erkl�art, noch um die Coulomb{Streuung erweitert werden

sollte, k�onnen wesentliche E�ekte bereits damit beschrieben werden, und die nume-

rische Handhabbarkeit bleibt erhalten.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde die Nichtgleichgewichts{Vielteilchen{Dynamik in

verschiedenen niederdimensionalen Halbleitersystemen untersucht. Es wurde da-

bei besonders auf die Unterschiede zwischen koh�arenter und inkoh�arenter Dynamik

eingegangen.

Koh�arenz wird dem Vielteilchensystem im Halbleiter in optischen Experimenten

durch den anregenden Laserpuls aufgepr�agt. Das bedeutet, da� die Phasenbezie-

hungen und damit Korrelationen zwischen den angeregten Ladungstr�agern f�ur die

Dynamik relevant sind. Die Korrelationen werden durch Streuprozesse abgebaut,

wodurch die Dynamik nach und nach von einer koh�arenten zu einer inkoh�aren-

ten Dynamik �ubergeht. Im koh�arenten Regime ist die Coulomb{Streuung der die

Korrelationen dominierende Streumechanismus. Dies wurde anhand einer Rech-

nung demonstriert, in der nicht nur exzitonische sondern auch biexzitonische Kor-

relationen ber�ucksichtigt wurden. Nur auf dieser Basis konnte ein entsprechendes

Vierwellenmisch{Experiment eines Halbleiters im starken Magnetfeld qualitativ und

quantitativ verstanden werden.

Die Verwendung eines starken Magnetfeldes macht es in diesem Experiment m�oglich,

den Einu� von Coulomb{Korrelationse�ekten zu verst�arken, da durch das Magnet-

feld der Wechselwirkungsbereich der Elektronen senkrecht zum Magnetfeld kontinu-

ierlich bis zu mesoskopischen L�angenskalen eingeschr�ankt werden kann. Obwohl die

betrachteten Anregungsbedingungen so gew�ahlt waren, da� ein gebundenes Biexzi-

ton nicht erzeugt werden konnte, wurde belegt, da� auch das Streukontinuum der

Biexzitonen einen wesentlichen Beitrag zur nichtlinearen Dynamik des Systems lie-

fert. Das vollst�andige Vierteilchen{Problem eines Halbleiters im starken Magnetfeld

wurde dabei erstmals gel�ost.

Grundlage f�ur die Beschreibung dieses Experimentes war der Dichtematrix{Forma-

lismus. Die Koh�arenz des Systems und die Annahme geringer Anregungsdichten

erlauben es aus theoretischer Sicht, die durch die Coulomb{Wechselwirkung erzeugte
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6 Zusammenfassung und Ausblick

unendliche Hierarchie gekoppelter Korrelations{Funktionen abzubrechen und sich

durch Faktorisierung auf wenige Korrelations{Funktionen zu beschr�anken.

Gleichzeitig wurden damit auch die Grenzen des Dichtematrix{Formalismus auf-

gezeigt. Diese liegen insbesondere bei der Beschreibung hoher Anregungsdichten

und des �Ubergangs zur inkoh�arenten Dynamik. Dort hat sich die Theorie der

Nichtgleichgewichts{Greenschen{Funktionen als geeigneter f�ur eine Beschreibung er-

wiesen. Der Zusammenhang der beiden Theorien f�ur den Fall koh�arenter optischer

Anregungen wurde diskutiert und Ans�atze f�ur eine einheitliche Theorie wurden auf

der Grundlage der Nichtgleichgewichts{Greenschen{Funktionen gegeben.

Die inkoh�arente Vielteilchendynamik wurde in der vorliegenden Arbeit anhand des

elektronischen Transportes in Halbleiterheterostrukturen diskutiert. Dort geschieht

die �au�ere Anregung durch das Einschalten einer Spannung. Die relevante Dynamik

ist dadurch wesentlich langsamer als die nach einer optischen Anregung, so da� von

Anfang an eine inkoh�arente Dynamik vorliegt. Die Nichtgleichgewichts{Greenschen{

Funktionen bieten hier die Methode der Wahl zur mikroskopischen Beschreibung des

Systems.

Ausgehend von detaillierten numerischen Untersuchungen zur Diskretisierung der

Bewegungsgleichung f�ur die elektronische Verteilungsfunktion konnte gezeigt wer-

den, da� es f�ur gen�ugend feine Diskretisierungen nicht mehr m�oglich ist, die sta-

tion�are L�osung des Systems aus einer Inversion der Wechselwirkungsmatrix zu be-

stimmen.

Vielmehr bietet das Ernstnehmen der Zeitabh�angigkeit der Bewegungsgleichung und

deren direkte Au�ntegration in der Zeit die M�oglichkeit, Konvergenz bez�uglich der

Diskretisierung zu erreichen. Ein weiterer Vorteil dieser Vorgehensweise besteht da-

rin, da� Selbstkonsistenzbedingungen, wie sie f�ur das Potential entlang der Struktur

oder f�ur die Randbedingungen gelten, zwanglos ber�ucksichtigt werden k�onnen. Es

l�a�t sich auf diese Weise sogar die tats�achliche Dynamik des Systems berechnen.

Au�erdem wurde gezeigt, wie die Streuung der Ladungstr�ager mit LO{Phononen in

das Modell eingebaut werden kann. Die Elektron{LO{Phonon{Streuung erzwingt

es, in der Verteilungsfunktion f�ur ein Schichtsystem, dessen r�aumliche Struktur nur

in der Wachstumsrichtung ver�anderlich ist, zus�atzlich den Impuls in die Radialrich-

tung zu ber�ucksichtigen. Um das Modell dennoch numerisch handhabbar zu halten,

wurde ein geeignetes Funktionensystem abgeleitet, das es gestattet, die Abh�angigkeit

von der Radialkoordinate nur durch wenige Entwicklungskoe�zienten zu beschrei-

ben. Dies ist ein wichtiges Ergebnis dieser Arbeit.

Folgende drei Aspekte sind f�ur eine weitergehende Untersuchung der in der vorlie-

genden Arbeit vorgestellten Themen von Bedeutung:

(i) Die Ergebnisse der Transport{Rechnungen unter Ber�ucksichtigung der Pho-

non{Streuung zeigen, da� es au�erdem n�otig ist, auch die Coulomb{Streuung
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in die Rechnungen einzubeziehen, da ansonsten keine vollst�andig konsistente

und quantitative Erkl�arung der Systeme erreicht werden kann. Das Zusam-

menspiel von Coulomb- und Phonon{Streuung l�a�t die Verteilung in den Tun-

nelstrukturen erst gegen die Fermiverteilung des Randes relaxieren. Hierf�ur

mu� ein geeigneter Zugang auf der Grundlage der Greenschen Funktionen ent-

wickelt werden. Die Coulomb{Streuung durch eine Relaxationszeit{N�aherung

zu beschreiben, hilft dabei nur wenig, da man hierbei die Kenntnis der rela-

xierten Verteilung unterstellen mu�. Mit einer Coulomb{Streutheorie auf der

Grundlage des Green's{Funktions{Formalismus h�atte man dann die wesent-

lichen Streuprozesse behandelt und k�onnte ein quantitatives Verst�andnis der

Bauelemente erreichen.

(ii) F�ur den Bereich der optischen Experimente kann man auf der Grundlage der

erreichten Ergebnisse zur Beschreibung anderer Anregungsgeometrien �uber-

gehen, in denen dann auch gebundene Biexzitonen angeregt werden k�onnen.

Durch Anregung des gebundenen Biexzitons als neuer Resonanz ist eine Ver-

st�arkung der Vielteilchen{E�ekte zu erwarten. Als interessanter Nebene�ekt

er�o�net die vorgestellte Entwicklung der Vierteilchen{Korrelation auch einen

alternativen Weg, die Biexziton{Bindungsenergie numerisch zu bestimmen.

Das l�a�t interessante Vergleiche zu zahlreichen vorliegenden Experimenten und

Rechnungen zu.

(iii) Wesentlich f�ur das physikalische Verst�andnis des �Ubergangsbereiches von koh�a-

renter zu inkoh�arenter Vielteilchen{Dynamik ist die Ableitung einer einheitli-

chen Theorie die beide Grenzf�alle beschreibt und insbesondere auch Elektron{

Phonon{Streuung beinhalten mu�. Dies gilt sowohl f�ur die Polarisationsfunk-

tion als auch f�ur die biexzitonische Korrelation. Der Nichtgleichgewichts{

Green's{Funktions{Formalismus stellt dazu den geeigneten Ausgangspunkt

dar. Eine solche Theorie liefert dann ein einheitliches Verst�andnis des Zerfalls

von Koh�arenz und f�uhrt auf ein theoretisches Interpolationsschema zwischen

den beiden in dieser Arbeit vorgestellten Grenzf�allen von koh�arenter und in-

koh�arenter Dynamik.
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Anhang A

Ableitung der

Einteilchen{Selbstenergie

In die Bewegungsgleichung (2.31) f�ur die Einteilchen{Greensche{Funktion geht eine

Zweiteilchenfunktion in die Bewegungsgleichungen ein, n�amlich:

hTc
�
 ̂(�1)  ̂y(�2) +  ̂

y(�2)  ̂(�1)
�i

hSy
�
S+i

: (A.1)

W�urde man die Hartree-Fock{N�aherung anwenden, w�urde man diese Funktion fak-

torisieren in ein Produkt von Einteilchen{Greenschen{Funktionen. Unser Ziel ist

es aber, eine exakte Gleichung f�ur die Einteilchen{Greensche{Funktion abzuleiten.

Dies kann erreicht werden, wenn man die Greenschen Funktionen (2.16) als erzeu-

gende Funktionale benutzt; das bedeutet, da� die Zweiteilchenfunktionen als Varia-

tionsableitungen der Einteilchenfunktionen bez�uglich des externen Potentials aus-

gedr�uckt werden k�onnen. Betrachten wir z. B. die Variationsableitung von G
++

bez�uglich �ext(r3t3+) � �ext(3+) , also eines Zeitargumentes auf dem oberen Zweig

der Zeitkontur C. Per Konstruktion wirkt die Variationsableitung nur auf den S+-

Operator.

�G
++(12)

��ext(3+)
= � i

�h
hSy
�

�
T+

�S+

��ext(3+)
� (1) � y(2)

�i 1

hSy
�
S+i

� G
++(12)hSy

�

�S+

��ext(3+)
i 1

hSy
�
S+i

(A.2)

Aus dem analytischen Ausdruck f�ur den Zeitentwicklungsoperator (2.7) l�a�t sich die

Variationsableitung von S+ bestimmen:

�S+

��ext(3+)
= � i

�h
T+ S+

� y(3) � (3) : (A.3)
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A Ableitung der Einteilchen{Selbstenergie

Setzt man dieses Ergebnis in (A.2) ein, so ergibt sich:

�G
++(12)

��ext(3+)
=

�
i

�h

�2

hSy
�

�
T+ S+

� y(3) � (3) � (1) � y(2)
�i 1

hSy
�
S+i

+
i

�h
G

++(12) hSy
�

�
T+ S+

� y(3) � (3)
�i 1

hSy
�
S+i

= � i

�h

�
� i

�h

hTc � y(3++) � (3+) � (1+) � y(2+)i
hSy
�
S+i

�
+ G

++(12)G++(33+) : (A.4)

Entsprechende Ergebnisse f�ur die anderen Greenschen Funktionen erh�alt man unter

Benutzung von:

�S
y

�

��ext(3�) =
i

�h
T� S

y

�

� y(3) � (3) : (A.5)

Damit lassen sich die Beziehungen der Zweiteilchenfunktionen zusammenfassend als

Funktionalableitungen von Einteilchenfunktionen schreiben:

�G(�1�2)

��ext(�3)
= � i

�h
b3

�
� i

�h
b2
hTc  ̂y(�3+)  ̂(�3)  ̂(�1)  ̂y(�2)i

hSy
�
S+i

�
+G(�1�2)G(�3�3+) : (A.6)

Mit diesem Ergebnis kann man die Bewegungsgleichung (2.35) jetzt schreiben als:

i�h
@

@t1
G(�1�2) = �(�1� �2) +

h
ĥ(�1) + �e�(�1)

i
G(�1�2)

+ i�hb1

Z
d�3 v(�1+ � �3)

�G(�1�2)

��ext(�3)
: (A.7)

Dabei haben wir bereits benutzt, da� die Coulomb{Wechselwirkung diagonal in den

Zweigindizes ist, und da� man deshalb ein e�ektives Potential wie folgt einf�uhren

kann:

�e�(�1) = �ext(�1)� i�hb1

Z
d�3 v(�1� �3)G(�3�3+) : (A.8)

Da �i�heb1G(�3�3+) gerade die Ladungsdichte darstellt, beschreibt der zweite Term in

dieser Gleichung das durch diese Dichte induzierte Potential, das auch als Hartree{

Potential bezeichnet wird. Austausch- und Korrelationse�ekte werden durch die

Funktionalableitung beschrieben. Um eine geschlossene Gleichung f�ur die Green-

sche Funktion zu erhalten, mu� noch ein Ausdruck f�ur die Variationsableitung ge-

funden werden. Dazu geht man auf die Variationsableitung der inversen Greenschen

Funktion �uber. Aus der trivialen Identit�at

G(�1�2) =

Z
d�3�4G(�1�3)G�1(�3�4)G(�4�2) (A.9)
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erh�alt man

�G(�1�2)

��ext(�3)
= �

Z
d�4�5G(�1�4)

�G
�1(�4�5)

��ext(�3)
G(�4�2) : (A.10)

Damit ist nun klar, da� die Selbstenergie wie in Kapitel 2 eingef�uhrt werden kann:

�(�1�2) = �i�hb1
Z
d�3�4 v(�1+ � �3)G(�1�4)

�G
�1(�4�2)

��ext(�3)
: (A.11)
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Anhang B

Bloch{Elektron im Magnetfeld

Der allgemeine Hamilton{Operator f�ur ein Bloch{Elektron im Magnetfeld ist gege-

ben durch

ĥ =
1

2m0

(p+ eA)2 + V (r) � ĥ0 + ĥint ; (B.1)

wobei ĥ0 den ungest�orten Hamilton{Operator der Bloch{Elektronen beschreibt und

ĥint die St�orung durch das Magnetfeld.

Im allgemeinen kann die L�osung dieses Problems extrem schwierig sein, insbesondere

wenn auch Zust�ande in hochgelegenen B�andern von Bedeutung sind. Wir interessie-

ren uns aber lediglich f�ur optische �Uberg�ange in der N�ahe der Absorptionsschwelle.

Deshalb k�onnen wir das Problem durch die sogenannte E�ektivmassen{N�aherung

erheblich vereinfachen. Diese besteht darin, da� in der N�ahe der Bandkante die

Energie{Dispersion En(k) durch einen Paraboloiden gen�ahert werden kann. Es gilt

dann:

En(k) = En(0) +
�h2

2

X
ij

�
1

me

�
ij

ki kj; (B.2)

mit dem inversen Massentensor (m�1e )ij, der f�ur eine vorgegebene Richtung eine

e�ektive Elektronenmasse beschreibt. Im folgenden wollen wir annehmen, da� es

sich um ein isotropes, nicht entartetes Band handelt, da� der Tensor also durch eine

Zahl me beschrieben werden kann.

W�ahlen wir das Magnetfeld entlang der z-Richtung und das Vektorpotential in der

Landau{Eichung, also A = (0; Bx; 0), dann nimmt der Wechselwirkungs{Operator

in (B.1) folgende Form an:

ĥint =
eB

m0

pyx +
e
2
B

2

2m0

x
2 = !c0 pyx +

m0!
2
c0

2
x
2 =

�h

m0l
2
pyx +

�h2

2m0l
2

x
2

l2
; (B.3)
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B Bloch{Elektron im Magnetfeld

mit der Zyklotronfrequenz !c0 = eB=m0 und der magnetischen L�ange l =
p
�h=eB,

die gerade den Radius der klassischen Zyklotronbahn beschreibt. Diese L�ange ist

auch f�ur sehr gro�e Magnetfelder noch in der Ordung von 10 bis 100 nm, was noch

deutlich gr�o�er ist als eine typische Gitterkonstante. Das ist auch der Grund, warum

die E�ektivmassen{N�aherung f�ur unser Problem so gut ist, und die Gitterperiodi-

zit�at nur f�ur hochliegende Zust�ande eine Rolle spielt.

Innerhalb dieser N�aherung l�a�t sich nun eine Schr�odinger{Gleichung f�ur ein Bloch{

Elektron herleiten [102]:�
� �h2

2me

�� i�h!cx
@

@y
+
me!

2
c

2
x
2

�
�(r) = E �(r) ; (B.4)

mit der neuen Zyklotronfrequenz !c = eB=me bez�uglich der E�ektivmasse. Diese

ist die einzige Gr�o�e, die den Einu� des Gitterpotentials noch widerspiegelt. Of-

fensichtlich ist dies dieselbe Gleichung wie die f�ur freie Elektronen mit der Masse

me. Diese Gleichung wurde erstmals von Landau hergeleitet [68]. Gleichung (B.4)

kann durch Einf�uhrung von ebenen Wellen in der y- und z-Richtung auf ein eindi-

mensionales Problem reduziert werden. Wir schreiben also

�(r) = (LyLz)
�1=2

e
i(kyy+kzz)'(x) ; (B.5)

und erhalten f�ur '(x) die Schr�odinger{Gleichung:�
� �h2

2me

@
2

@x2
+
me!

2
c

2

�
x+

�h

me!c
ky

�2�
'(x) =

�
E � �h2k2z

2me

�
'(x) : (B.6)

Dies ist gerade die Schr�odinger{Gleichung des harmonischen Oszillators, wobei die

x-Koordinate um �hky (me!c) = l
2
ky verschoben ist. Die Eigenenergien oder Landau{

Niveaus lauten also

En(kz) =
�
n+

1

2

�
�h!c +

�h2k2z
2me

; n = 0; 1; 2; : : : (B.7)

Die Wellenfunktionen 'nky sind gegeben durch

'nky(x) =
�p

�l2nn!
�
�1=2

exp
�
� 1

2

�x
l
� lky

�2�
Hn(

x

l
� lky) ; (B.8)

mit den Hermite{Polynomen Hn(x)[1]. W�ahrend die Eigenfunktionen (B.8) von ky
abh�angen, sind die Eigenenergien unabh�angig von dieser Quantenzahl und somit

hochgradig entartet. Den Entartungsgrad erh�alt man aus der Bedingung, da� die

Wellenfunktion im Kristall lokalisiert sein muss, da� also jl2kyj � Lx=2. Damit

erh�alt man:

X
ky

! Ly

2�

Lx=(2l
2)Z

�Lx=(2l2)

dky =
LxLy

2�l2
: (B.9)
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Anhang C

Verallgemeinerte

Heitler{London{Entwicklung

Betrachtet man das quantenmechanische Problem des Wassersto�molek�uls, so kann

man versuchen, dieses Problem nach den L�osungen des bekannten Wassersto�atoms

zu entwickeln. W�ahrend man beimWassersto�molek�ul die Bewegung der Kerne und

damit auch ihre Wechselwirkung wegen der sehr viel gr�o�eren Masse vernachl�assigen

kann, ist dies beim Biexzitonproblem nicht m�oglich. In GaAs betr�agt der Unter-

schied zwischen der e�ektiven Elektronmasse und der e�ektiven Masse des schweren

Loches z. B. nur etwa einen Faktor 10. Hier sollen aber nur die bei der Entwicklung

zu ber�ucksichtigenden Symmetrieeigenschaften erl�autert werden. Daher wollen wir

uns trotzdem darauf beschr�anken, nur den Elektronspin zu ber�ucksichtigen.

Die Wellenfunktion des Gesamtproblems l�a�t sich nach Produkten von Wassersto�-

wellenfunktionen entwickeln, die jeweils mit dem einen oder anderen Kern verkn�upft

sind:

�(R1r1�1;R2r2�2) =
X
nm

cnm

h
�n(R1r1�1)�m(R2r2�2)� �n(R1r2�2)�m(R2r1�1)

i

=
X
nm

cnm

h
�n(�1)'n(R1r1)�m(�2)'m(R2r2)

��n(�2)'n(R1r2)�m(�1)'m(R2r1)
i
: (C.1)

Hier beschreibt n den ganzen Satz von Quantenzahlen, der ein Wassersto�atom cha-

rakterisiert, R die Koordinaten des Kerns, r die des Elektrons und � den Spin. Die

obige Entwicklung ist bereits antisymmetrisch bez�uglich der Vertauschung der bei-

den Elektronen, wie es f�ur ein Fermionensystem nach dem Pauli{Prinzip notwendig

ist. Im einfachsten Fall beschr�ankt man sich bei den m�oglichen Quantenzahlen f�ur

die Ortsraumwellenfunktion auf den Grundzustand. Diese Beschr�ankung wird auch
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C Verallgemeinerte Heitler{London{Entwicklung

mit der Heitler{London{Entwicklung verkn�upft [49, 119], was aber nicht notwen-

dig ist. Insofern stellt die hier vorgestellte Entwicklung schon eine verallgemeinerte

Heitler{London{Entwicklung dar.

Es ist nun sinnvoll, die Wellenfunktionen so zu w�ahlen, da� sie auch Eigenfunktio-

nen des Gesamtspins sind. Falls die beiden Spinquantenzahlen gleich sind, ist das

bereits erf�ullt. Falls sie verschieden sind, bildet man geeignete Linearkombinationen

von Gesamtwellenfunktionen. Durch Addition oder Subtraktion der Gesamtwellen-

funktion mit vertauschten Spins ergibt sich:

�(R1r1�1;R2r2�2)� �(R1r1�2;R2r2�1)

=
X
nm

cnm

h
�n(R1r1�1)�m(R2r2�2)� �n(R1r2�2)�m(R2r1�1)

��n(R1r1�2)�m(R2r2�1)� �n(R1r2�1)�m(R2r1�2)
i

=
X
nm

cnm

h
�n(�1)�m(�2)� �n(�2)�m(�1)

i
�

�
h
'n(R1r1)'m(R2r2)� 'n(R1r2)'m(R2r1)

i
: (C.2)

Diese Linearkombinationen lassen sich jetzt nicht mehr nach den beiden Elektronen-

spins klassi�zieren, sondern vielmehr nach dem Gesamtspin. Das untere Vorzeichen

entspricht dabei dem Gesamtspin S = 0, also dem sogenannten Singulett{Zustand.

Das obere Vorzeichen entspricht dem Gesamtspin S = 1, dem Triplett{Zustand. Ge-

nauer ist dies der Triplett{Zustand mit der z-Komponente Sz = 0 des Gesamtspins.

Die beiden anderen Zust�ande zu Sz = �1 erh�alt man gerade f�ur parallele Spins der

beiden Elektronen. Heitler und London [49] konnten damit die hom�oopolare Bin-

dung erkl�aren, denn es zeigt sich, da� die zum Singulett geh�orige Energie niedriger

ist als die zweier einzelner Atome, so da� dieser Zustand gebunden ist. Die Energie

der Triplett{Zust�ande ist h�oher als die freier Atome.
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Anhang D

Matrixelemente der Biexziton-

und Polarisationsgleichungen

Grunds�atzlich ist bei der numerischen Auswertung der Matrixelemente darauf zu

achten, da� alle Summationen �uber einen Index in z-Richtung, also z. B. �uber k,

mit einem Gewichtsfaktor wk durchzuf�uhren sind. Dieser hat die Einheit von k.

F�ur den Fall eines �aquidistanten Gitters mit Schrittweite �k gilt also wk = �k.

Bei Summationen �uber die Radialkoordinate � handelt es sich um diskretisierte

zweidimensionale Integrale. Hier ist ein Gewichtsfaktor einzuf�ugen, der mit dem

Quadrat der magnetischen L�ange l2 dimensionslos zu machen ist. Nat�urlich kann

man diesen Faktor auch auf die Matrixelemente �uberw�alzen. F�ur den Fall eines

�aquidistanten Gitters erh�alt man hier also w� = l
2
� ���.

Da die Exziton{Eigenfunktionen eindimensional sind, k�onnen sie alle als reelle Funk-

tionen geschrieben werden. Die Abh�angigkeit von der Radialkoordinate � ist nur eine

parametrische, denn sie r�uhrt von dem Parameter der Coulomb{Wechselwirkung, ist

aber keine Koordinate des Eigenwertproblems (4.25). Obwohl die Funktionen alle

reell sind, werden die Wellenfunktionen, auf die projiziert wurde, komplex konju-

giert, um die Rechnung klarer zu machen.

Die �Uberlappmatrix ist gegeben durch:

Snm;n0m0(q�; q0�0) = wq0w�0 l
2
X
k

J0(l
2
��
0)'h �

n (k+�q; �)'h0 �
m (k+�q+q0; �)

�'h
n0(k+�q

0
; �
0)'h0

m0(k+�q
0+q; �0) :(D.1)

Das Matrixelement der direkten Coulomb{Wechselwirkung und das der Austausch{

Wechselwirkung sind de�niert als:

V
c
nm;n0m0(q�) = V

b�
q M

h
nn0(q�)M

h0

mm0(�q�) (D.2)
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D Matrixelemente der Biexziton- und Polarisationsgleichungen

V
xc
nm;n0m0(q�) =

X
kk0

V
ex �
k�k0

'
h �
n (k+�q; �)'h0 �

m (k0+�q; �)

�
h
'
h
n0(k; 0) � '

h
n0(k

0
; 0)

ih
'
h0

m0(k
0+q; 0) � '

h0

m0(k+q; 0)
i
:(D.3)

Die auftretenden Coulomb{Matrixelemente werden gesammelt am Schlu� dieses An-

hangs de�niert. In die direkte Coulomb{Wechselwirkung gehen exzitonische �Uber-

gangsmatrixelemente ein:

M
h
nn0(q�) =

X
k

'
h �
n (k; 0)

h
'
h
n0(k+�q; �) � '

h
n0(k��q; �)

i
: (D.4)

Im folgenden wird noch das �Uberlappmatrixelement gebraucht:

Mh��0

nn0
(q) =

X
k

'
h �
n (k; �)'h

n0(k+q; �
0) : (D.5)

Der Anteil der direkten Coulomb{Wechselwirkung an der Exziton{Wechselwirkungs-

matrix ist gegeben durch:

H
c
nm;n0m0(q�; q

0
�
0) = V

(1)��0

qq0

h
Mh ��0

nn0
(�(q�q0))Mh0 ��0

mm0(�(q�q0))
+Mh ��0

nn0
(��(q�q0))Mh0 ��0

mm0(��(q�q0))
i

� V
(2)��0

qq0

h
Mh ��0

nn0
(��(q�q0))Mh0 ��0

mm0(�(q�q0))
+Mh ��0

nn0
(�(q�q0))Mh0 ��0

mm0(��(q�q0))
i
: (D.6)

Der entsprechende Beitrag der Austausch{Wechselwirkung erfordert wieder eine

Doppelsumme in k und k0, die sich nicht entkoppeln l�a�t:

H
xc
nm;n0m0(q�; q

0
�
0) =

X
kk0

'
h �
n (k+�(q�q0); �)'h0 �

m (k0+�(q+q0); �)

�

� V
(3)��0

kk0

h
'
h
n0(k

0
; �
0)'h0

m0(k0+�(q+q0)+�(q�q0); �0)
+'h

n0(k; �
0)'h0

m0(k+�(q+q
0)+�(q�q0); �0)

i
� V

(4)��0

kk0

h
'
h
n0(k; �

0)'h0

m0(k
0+�(q+q0)+�(q�q0); �0)

+'h
n0(k

0
; �
0)'h0

m0(k+�(q+q
0)+�(q�q0); �0)

i�
(D.7)

In der Bewegungsgleichung der �Ubergangsamplitude werden noch das Blocking{

Matrixelement b und das der statischen Coulomb{Wechselwirkung V
st sowie die
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Fouriertransformierte der Wellenfunktion '̂h
n ben�otigt.

b
hh0h00

nml =
X
k

'
h �
n (k; 0)'h0 �

m (k; 0)'h00

l (k; 0) (D.8)

V
st
nm;n0m0 = [V xc

n0m0;nm(00)]
� (D.9)

'̂
h
n(0; 0) =

X
k

'
h �
n (k; 0) (D.10)

Nun sind noch die verschiedenen Coulomb{Matrixelemente zu de�nieren. Der Voll-

st�andigkeit halber wird auch die De�nition des Matrixelementes V ex angegeben, das

in die Eigenwertgleichung des Exzitons eingeht.

V
b�
q =

1

�

e
2

4�"0"

1

l2

e
�l2�2=2

�2 + q2
(D.11)

V
ex �
q =

1

�

e
2

4�"0"

1Z
0

d�
0
�
0
e
�l2�02=2

�02 + q2
J0(l

2
��
0) (D.12)

V
(1)��0

qq0
=

1

�

e
2

4�"0"

2�Z
0

d�

2�

1

l2

exp[�l2(�2+�02�2��0 cos �)=2]
�2+�02�2��0 cos � + (q � q0)2

(D.13)

V
(2)��0

qq0
=

1

�

e
2

4�"0"

2�Z
0

d�

2�

1

l2

exp[�l2(�2+�02�2��0 cos �)=2]
�2+�02�2��0 cos � + (q � q0)2

e
il2��0 sin � (D.14)

V
(3)��0

qq0
= J0(l

2
��
0)V

ex �
q�q0

(D.15)

V
(4)��0

qq0
=

1Z
0

d�
00
�
00
l
2
V

(2)��00

qq0
J0(l

2
�
0
�
00) (D.16)
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Anhang E

Hebung einer integrablen

Singularit�at

Bei der numerischen Auswertung von Integralen, die die Coulomb{Wechselwirkung

enthalten, tritt h�au�g das Problem auf, da� man die Wechselwirkung an ihrer Sin-

gularit�at auswerten mu�. Die relevanten Koordinaten werden n�amlich diskretisiert

und die Integrale in gewichtete Summen �uberf�uhrt. Bei den im Kapitel 4 ben�otigten

Summen handelt es sich in der Regel um Doppelsummen �uber die Indizes � und q.

Typischerweise werden Gr�o�en der folgenden Struktur ben�otigt:

I =

1Z
0

d�
0
�
0

1Z
�1

dq
0
V

��0

qq0
B

�0

q0
; (E.1)

wobei die Coulomb{Wechselwirkung V von q�q0 abh�angt. Die Funktion ist singul�ar
f�ur q = q

0 und � = �
0, wie man sich anhand der verschiedenen De�nitionen in Anhang

D �uberzeugt. Aber auch f�ur � 6= �
0 ist die Funktion f�ur q = q

0 sehr viel gr�o�er als

bei anderen q-Argumenten. Die Singularit�aten sind jedoch alle integrabel, d. h. das

Integral �uber q0 oder �0 existiert.

In einem solchen Fall l�a�t sich die Singularit�at heben. Betrachten wir dazu zun�achst

den eindimensionalen Fall einer beschr�ankten, stetigen Funktion b(q) und einer in-

tegrablen Funktion v(q � q
0) , die bei q = q

0 singul�ar ist. Das Integral l�a�t sich

zerlegen in einen hinreichend kleinen Bereich U(q) um die Singularit�at und den

Rest des Integrationsbereiches:

i(q) =

Z
dq
0
v(q � q

0) b(q0)

=

Z
q0 =2U(q)

dq
0
v(q � q

0) b(q0) +

Z
q02U(q)

dq
0
v(q � q

0) b(q0) (E.2)
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E Hebung einer integrablen Singularit�at

Au�erhalb der Umgebung kann das Integral durch eine geeignete diskrete Summe

berechnet werden, da dort beide Funktionen beschr�ankt und stetig sein sollen. Die

Umgebung sei nun so klein gew�ahlt, da� man die Funktion b(q0) als konstant an-

nehmen und durch b(q) n�ahern kann. Dann erh�alt man:

i(q) �
Z

q0 =2U(q)

dq
0
v(q � q

0) b(q0) + b(q)

Z
q02U(q)

dq
0
v(q � q

0)

=

Z
q0 =2U(q)

dq
0
v(q � q

0) b(q0) + b(q)
h Z

dq
0
v(q � q

0) �
Z

q0 =2U(q)

dq
0
v(q � q

0)
i
: (E.3)

Damit aber kann man jetzt problemlos die Integrale �uber die Bereiche au�erhalb

der Umgebungen U(q) diskretisieren. F�ur das Integral
R
dq
0
v(q � q

0) mu� in der

Praxis angenommen werden, da� es entweder analytisch berechnet werden kann oder

aber durch einen Algorithmus, der die Funktion nicht an der Singularit�at auswertet,

hinreichend genau numerisch bestimmt wird.

Insgesamt erh�alt man f�ur den eindimensionalen Fall:

i(q) ! i(qi)

=
X
j 6=i

wjv(qi � qj) b(qj) + b(qi)
h Z

dq
0
v(qi � q

0) �
X
j 6=i

wjv(qi � qj)
i

=
X
j

v̂ij b(qj) ; (E.4)

mit

v̂ij =

8<
:
wj v(qi � qj) f�ur i 6= j,R
dq
0
v(qi � q

0) �P
j 6=iwjv(qi � qj) f�ur i = j.

(E.5)

Vom numerischen Standpunkt bietet dieses Vorgehen auch dann einen Vorteil, wenn

die Funktion v(q � q
0) nicht singul�ar, sondern lediglich ein starkes Extremum an

dieser Stelle hat und sich das Integral analytisch bestimmen l�a�t.

Die beschriebene Vorgehensweise mu� nun auf zwei Dimensionen �ubertragen werden.
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Das Integral (E.1) geht also �uber in:

I !
X
j 6=i

wj

1Z
0

d�
0
�
0
V

��0

qiqj
B

�0

qj
+

1Z
0

d�
0
�
0
B

�0

qi

h 1Z
�1

dq
0
V

��0

qiq
0 �

X
j 6=i

wj V
��0

qiqj

i

!
X
j 6=i

X
l 6=k

wj wk V
�k�l
qiqj

B
�l
qj

+
X
j 6=i

wj B
�k
qj

h 1Z
0

d�
0
�
0
V

�k�
0

qiqj
�
X
l 6=k

wl V
�k�l
qiqj

i

+
X
l 6=k

wlB
�l
qi

h 1Z
�1

dq
0
V

�k�l
qiq

0 �
X
j 6=i

wi V
�k�l
qiqj

+B�k
qi

h 1Z
�1

dq
0

1Z
0

d�
0
�
0
V

�k�
0

qiq
0 �

X
j 6=i

wj

1Z
0

d�
0
�
0
V

�k�
0

qiqj

�
X
l 6=k

wl

1Z
�1

dq
0
V

�k�l
qiq

0 +
X
j 6=i

X
l 6=k

wj wl V
�k�l
qiqj

i

=
X
j 6=i

X
l 6=k

V̂
kl
ij B

�k
ql
; (E.6)

mit

V̂
kl
ij =

8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

wj wk V
�k�l
qiqj

f�ur j 6= i und l 6= k,

1R
0

d�
0
�
0
V

�k�
0

qiqj
�P

l 6=k

wl V
�k�l
qiqj

f�ur j 6= i und l = k,

1R
�1

dq
0
V

�k�l
qiq

0 �P
j 6=i

wi V
�k�l
qiqj

f�ur j = i und l 6= k,

1R
�1

dq
0

1R
0

d�
0
�
0
V

�k�
0

qiq
0 �P

j 6=i

wj

1R
0

d�
0
�
0
V

�k�
0

qiqj
f�ur j = i und l = k.

�P
l 6=k

wl

1R
�1

dq
0
V

�k�l
qiq

0 +
P
j 6=i

P
l 6=k

wj wl V
�k�l
qiqj

(E.7)

Der bei der Integration �uber die Radialkoordinate � auftretende Faktor � ist bei der

zugeh�origen Summe im Gewichtsfaktor wl enthalten.
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Anhang F

Formale Summation der

Gradientenentwicklung

Beim �Ubergang auf Schwerpunkts- und Relativkoordinaten treten Integrale der fol-

genden Form auf (siehe Kapitel 5.2):

I(q;X) =

Z
dz

Z
dy e

�iq(z+y)�(y;X+
z

2
)G(z;X� y

2
) : (F.1)

Die Orts- und Zeitkoordinaten sind in der Variabeln x = (r; t) zusammengefa�t, die

Kleinbuchstaben bezeichnen Relativvariabeln, die Gro�buchstaben Schwerpunkts-

variabeln. Die konjugierten Variabeln Wellenzahl und Frequenz sind in q = (k;�!)
zusammengefa�t. Entwickelt man die Greensche Funktion G und die Selbstenergie

in den Schwerpunktskoordinaten, so erh�alt man

I(q;X) =

Z
dz

Z
dy

1X
n=0

1X
m=0

1

n!

1

m!

�
i

2

�n� @
n

@Xn
�(y;X)

��
@
n

@qn
e
�iqz

�
��i
2

�m� @
m

@Xm
G(z;X)

��
@
m

@qm
e
�iqy

�
: (F.2)

F�uhrt man nun die Fouriertransformierten Gr�o�en G(k;X) und �(k0; X) ein, so

lassen sich die Integrale �uber y und z durchf�uhren und es ergibt sich:

I(q;X) =

1X
n=0

1X
m=0

1

n!

�
i

2

�n� @m
@qm

@
n

@Xn
�(z;X)

�
�

� 1
m!

�
i

2

�m� @n
@qn

@
m

@Xm
G(z;X)

�
: (F.3)
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F Formale Summation der Gradientenentwicklung

Wird die Doppelsumme nun �uber k = m+n und l = m durchgef�uhrt, so erh�alt man

das Endergebnis:

I(q;X) =

1X
k=0

1

k!

�
i

2

�k kX
l=0

�
l

k

�
(�1)l

�
@
l

@ql

@
k�l

@Xk�l
�(q;X)

��
@
k�l

@qk�l

@
l

@X l
G(q;X)

�

=

1X
k=0

1

k!

�
i

2

�k�
K̂(q;X)

�k
�(q;X)G(q;X)

= exp
� i
2
K̂(q;X)

�
�(q;X)G(q;X) ; (F.4)

wobei die Wirkung des Operators K̂ de�niert ist durch:

K̂(q;X) �(q;X)G(q;X) =
@

@X
�(q;X)

@

@q
G(q;X) � @

@q
�(q;X)

@

@X
G(q;X) :

(F.5)

Ausgehend von (5.7) und (5.8) erh�alt man damit f�ur die Wignerfunktion die neue

Bewegungsgleichung:h
i�h

@

@T
+ i�h

�hk

m

@

@R

i
G

+�(q;X)

+

Z
dq
0
G

+�(q0; X)�

�
Z
dx e

i(k�q)x
h
U(R +

r

2
) + �ext(X +

x

2
�)U(R� r

2
)� �ext(X � x

2

�
]

= exp
� i
2
K̂(q;X)

�
��+(q;X)G+�(q;X)

� exp
��i
2
K̂(q;X)

�
�+�(q;X)G�+(q;X)

+
h
exp

� i
2
K̂(q;X)

�� exp
��i
2
K̂(q;X)

�i�
�
h
���(q;X)G+�(q;X) + �+�(q;X)G��(q;X)� �+�(q;X)G+�(q;X)

i
:(F.6)

Hierbei wurde au�erdem noch von den Beziehungen zwischen den Greenschen Funk-

tionen (2.23) und (2.24) sowie den entsprechenden Beziehungen zwischen den Selbst-

energien Gebrauch gemacht.

126



Anhang G

Matrixelemente der

Elektron{Phonon{Streuung

Wie im Kapitel 5 abgeleitet, wird die Elektron{Phonon{Streuung in unserem System

durch die folgenden Terme beschrieben:

@

@t
f̂(k;R; t)

����
ph

= [1� f̂(k;R; t)]

Z
d
3
k
0

(2�)3
M

2
k�k0 f̂(k

0
;R; t) �

�
h
(N0 + 1) �("k+kD�"k0+kD+!0) +N0 �("k+kD�"k0+kD�!0)

i
�f̂(k;R; t)

Z
d
3
k
0

(2�)3
M

2
k�k0 [1� f̂(k0;R; t)] �h

(N0 + 1) �("k+kD�"k0+kD�!0) +N0 �("k+kD�"k0+kD+!0)
i
: (G.1)

Die Verteilungsfunktion soll entsprechend (5.41) in einem System gel�ost werden, in

dem die Entwicklungskoe�zienten nur noch von der longitudinalen Impulskompo-

nente kz abh�angen sollen. Die Integration �uber diese Koordinate wird also nach der

Entwicklung �ubrigbleiben. Die Deltafunktionen k�onnen dazu benutzt werden, die

Integrale �uber die Radialkoordinate k auszuf�uhren. Diese h�angen nicht vom Radi-

alwinkel � ab; aus diesem Grunde kann diese Integration �uber das Matrixelement
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G Matrixelemente der Elektron{Phonon{Streuung

M
2
k�k0 , de�niert in (2.58), vorab ausgef�uhrt werden:

2�Z
0

d�M
2
k�k0 =

2�Z
0

d�
�

k2 + k02 � 2kk0 cos � + (kz � k0z)
2

=

2�Z
0

d�
�

A� B cos �

=
2��p
A2 +B2

; (G.2)

mit

A = k
2 + k

02 + (kz � k
0

z)
2 (G.3)

B = �2kk0 : (G.4)

Die Gr�o�en A und B sind als Funktionen von k, k0, kz und k
0

z zu betrachten. Nun

wird die �-Funktion ausgenutzt, um die k0-Integration auszuf�uhren.

0
!
= "k+kD

� "k+kD
� !0

= k
2 + (kz + kD)

2 � k
� 2
0 + (k0z + kD)

2 � 2m!0

�h

) k
�

0 =
�
k
2 + k

2
z � k

02
z + 2kD(kz � k

0

z)�
2m!0

�h

�1=2
(G.5)

Dies gilt nat�urlich nur, wenn das Argument der Wurzel auch positiv ist. Damit

ist eine Einschr�ankung an k gegeben, die die noch durchzuf�uhrende k-Integration

bei der Projektion auf die Entwicklungsfunktionen einschr�ankt. Denn durch einen

ausreichend gro�en Wert von k kann stets erreicht werden, da� k�0 wohlde�niert ist:

k � k
�

1 =
h
max

n
0; k02z � k

2
z � 2kD(kz � k

0

z)�
2m!0

�h

oi1=2
: (G.6)

Diese Einschr�ankung spiegelt die Tatsache wider, da� es f�ur die Streuung mit LO{

Phononen die durch die Energieerhaltung beschriebene Einschr�ankung gibt. Man

kann von einem energetisch hoch gelegenen Zustand nur dann unter Emission eines

Phonons in einen tiefer gelegenen gelangen, wenn die Energie des Elektrons gr�o�er

als die LO{Phonon{Energie �h!0 ist. Diese Einschr�ankung der Energie wird durch die

De�nition von k�1 wiedergegeben, die sicherstellt, da� diese �Uberschu�energie stets

vorhanden ist. Im Impulsraum ist diese Bedingung aber keine scharfe Einschr�ankung

f�ur alle Impulskomponenten einzeln. W�ahrend wir hier also eine untere Grenze f�ur

die Radialkomponente k gefunden haben, durchl�auft die k0z-Komponente noch den

ganzen Wertebereich. F�ur kleine k0z wird aber der Bereich der k-Integration kleiner

und beschr�ankt die m�oglichen Zust�ande.
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Die Absorption eines Phonons wird nicht durch die Energieerhaltung eingeschr�ankt,

sondern nur durch die Phononenbesetzung. Diese Tatsache spiegelt sich darin wider,

da� k+1 bei kleinen Werten der Impulse kz + kD und k0z + kD stets 0 ist, also keine

Beschr�ankung des k-Bereiches liefert. Aus dem Zustand (k; kz + kD) kann immer

absorbiert werden, solange Phononen vorhanden sind.

Mit den De�nitionen (G.5) und (G.6) nimmt (G.1) die Form an:

@

@t
f̂(k; z; t)

����
ph

= [1� f̂(k; kz; z; t) ]

Z
dk
0

z

2�

m�

�h2�
�

�
h
(N0 + 1)

�(k � k
+
1 )p

A+2 +B+2
f(k+0 ; kz; z; t) +N0

�(k � k
�

1 )p
A�2 +B�2

f(k�0 ; kz; z; t)
i

� f̂(k; kz; z; t)

Z
dk
0

z

2�

m�

2��h
�

�
h
(N0 + 1)

�(k � k
�

1 )p
A�2 +B�2

f(k�0 ; kz; z; t) +N0

�(k � k
+
1 )p

A+2 +B+2
f(k+0 ; kz; z; t)

i
:

(G.7)

Hier bezeichnen A� und B� die in (G.3) und (G.4) de�nierten Funktionen, die bei

k
0 = k

�

0 ausgewertet werden. Trennt man nach Termen, die linear und quadratisch

in der Verteilungsfunktion sind, so erkennt man, da� die quadratischen Terme nicht

mehr von der Besetzung N0 der Phononen abh�angen.

Setzt man nun die Entwicklung (5.41) ein und projiziert auf �n, indem man den

Operator
R

d2k

(2�)2
l
2
�n(k; kz) =�0(k; kz) von links auf die Gleichung anwendet, so erh�alt

man f�ur die Streuung des Beitrages fn die in (5.55) gegebene Form:

@

@t
fn(kz; z; t)

����
ph

=

Z
dk
0

z

2�

X
m

h
(N0 + 1)W++

nm (kz; k
0

z) +N0W
+�
nm (kz; k

0

z)
i
fm(k

0

z; z; t)

�
X
m

fm(kz; z; t)

Z
dk
0

z

2�

h
(N0 + 1)W��

nm (kz; k
0

z) +N0W
�+
nm (kz; k

0

z)
i

+
X
l

fl(kz; z; t)

Z
dk
0

z

2�

X
m

h
W
�

nlm
(kz; k

0

z) �W
+
nlm

(kz; k
0

z)
i
fm(k

0

z; z; t) :(G.8)
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G Matrixelemente der Elektron{Phonon{Streuung

Die Matrixelemente sind gegeben durch:

W
+�
nm (kz; k

0

z) =
m�l

2

4�2�h

1Z
k
�

1

dk
kp

A�2 � B�2
�
2
0(k
�

0 ; k
0

z) pn(k; kz) pm(k
�

0 ; k
0

z)(G.9)

W
��

nm (kz; k
0

z) =
m�l

2

4�2�h

1Z
k
�

1

dk
kp

A�2 � B�2
�
2
0(k; kz) pn(k; kz) pm(k; kz) (G.10)

W
�

nlm
(kz; k

0

z) =
m�l

2

4�2�h

1Z
k
�

1

dk
kp

A�2 � B�2
�
2
0(k; kz)�

2
0(k
�

0 ; k
0

z) �

�pn(k; kz) pl(k; kz) pm(k�0 ; k0z) : (G.11)

Man beachte, da� bei der Berechnung von W
+�
nm die Entwicklungsfunktionen teil-

weise bei k�0 ausgewertet werden, w�ahrend dies bei W��

nm nicht der Fall ist. Hier

kommt die Abh�angigkeit von k0z �uber die Funktionen A
� und B� zustande. Dieser

Unterschied liegt darin begr�undet, da� die lineare Streurate in den Zustand k pro-

portional zur Besetzung der Ausgangszust�ande k0 ist, wohingegen die Streurate aus

diesem Zustand proportional zur Besetzung des Zustandes k selbst ist und nicht von

k0 abh�angt.
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