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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden Stréomungen von Polymerlésungen und Fasersuspensionen
mit Mikro-Makro-Modellen numerisch berechnet und der Einfluss auf den mikrostrukturellen
Orientierungszustand charakterisiert. Fiir Polymerlésungen kamen Feder-Hantel-Modelle un-
terschiedlicher Modellierungstiefe zum Einsatz. Ziel eines ersten Arbeitsteils war die Berech-
nung viskosimetrischer Stromungen von Polymerlésungen und insbesondere der oszillieren-
den Scherung mit grofier Deformationsamplitude (LAOS-Strémung). Diese ist fiir die experi-
mentelle, rheologische Charakterisierung bedeutsam, jedoch bisher in der Literatur fiir offene
und geschlossene Feder-Hantel-Modelle nicht diskutiert. Fiir ein offenes Feder-Hantel-Modell
mit nichtlinearem Federkraftgesetz wurde die Fokker-Planck-Gleichung deterministisch mit
Finiten-Differenzen numerisch gelost. Die Grofle des zu diskretisierenden Konfigurations-
raumes konnte durch ein federmittenzentriertes Koordinatensystem gegeniiber dem bisher
iiblichen kugelzentrierten Koordinatensystem verkleinert werden, und der Rechenaufwand
fiir die numerische Losung der Differentialgleichung wurde reduziert. Dadurch und durch
die Genauigkeit der deterministischen Methode wurden Parameterstudien insbesondere bei
geringen Frequenzen sowie bei grofien Deformationsamplituden fiir das offene Feder-Hantel-
Modell ermoglicht. Fiir die Fokker-Planck-Gleichung hat sich der numerische Algorithmus
bis zu einer dimensionslosen Schergeschwindigkeitsamplitude (Weissenberg-Zahl) von We=15
als sehr stabil erwiesen.

Mit den geschlossenen Modellen FENE-L, -P und -CR wurden drei Ansétze mit geringerer
Modellierungstiefe implementiert. Insbesondere die Berechnung der durch den Konfigurati-
onstensor aufgespannten Orientierungsellipsoiden lieferte in der LAOS-Stréomung aussage-
kréftige Informationen iiber den mikrostrukturellen Orientierungszustand, wie z. B. den Ori-
entierungsgrad der Feder-Hanteln in eine Richtung. Es hat sich gezeigt, dass das geschlossene
FENE-L Modell in oszillierender Scherung eine gute Ndherung an das offene Feder-Hantel-
Modell darstellt, wobei die mittlere Federlinge durch das geschlossene Modell allerdings
etwas iiberschétzt wird.

Im zweiten Teil der Arbeit wurden Berechnungsergebnisse geschlossener Mikro-Makro-
Modelle erstmals quantitativ mit experimentellen Untersuchungen fiir eine konzentrierte
Glasfasersuspension mit Faser-Faser-Wechselwirkungen in einer makroskopischen Stromung
verglichen. Anhand einer Zylinderumstréomung wurde das implementierte Modell unter Ver-
wendung des IBOF-5-SchlieBungsansatzes von CHUNG und KwON erfolgreich mit experi-
mentellen Literaturergebnissen von YASUDA et al. validiert. Obwohl im Fasermodell empi-
rische Standardparametersitze verwendet wurden, ist die Ubereinstimmung zwischen der
Stromungsberechnung und den experimentellen Ergebnissen so gut, dass dieses geschlossene
Modell als praxistauglich fiir die makroskopische Strémungsberechnung eingestuft werden
kann. Lediglich die Verteilungsbreite der Orientierung wurde im Zylindernachlauf etwas un-
terschétzt. Ergdnzend wurde der hybride Schliefungsansatz fiir die Stromung durch einen
90°-Kriimmer mit den Ergebnissen des IBOF-5 Modells verglichen. Es wurde gezeigt, dass
der hybride SchlieSungsansatz die lokale Breite der Orientierungsverteilung unterschétzt.






Abstract

In this work numerical calculations of flowing polymer solutions and fiber suspensions are
done with micro-macro models. The influence of the flow field on the microstructural orienta-
tion is investigated. Polymer solutions are modelled with spring dumbbell models, operating
on different length scales. The first part deals with rheometric flows of polymer solutions and
especially large amplitude oscillatory shear (LAOS). LAOS-flow is established as an import-
ant tool for experimental rheological characterisations but so far not discussed in the litera-
ture for open and closed spring dumbbell models. Therefore in this work the Fokker-Planck
equation of a spring dumbbell model with nonlinear spring force law is solved deterministi-
cally with a finite-difference method. With the change from a bead-fixed spherical coordinate
system to a spring-centered coordinate system the size of the configuration distribution space
was dramatically reduced and the computation efficiency was improved. Detailed parametric
model studies in LAOS-flow were made feasible with the underlying deterministic methods
for the open spring dumbbell model. With the implemented numerical schemes calculations
with a dimensionless shear stress amplitude (Weissenberg number) of We = 15 were realised.

With the models FENE-L, -P and -CR closed spring dumbell models were implemented and
investigated additionaly. With the second order configuration tensor descriptive informations
about the orientation state could be obtained. As one concluding result, the FENE-L model
was shown to be a good approximation to the open spring dumbbell model in oscillatory
shear.

In a second part this work compares experimental investigations and numerical calculations
with closed micro-macro models for fiber suspensions in macroscopic flow fields quantitative-
ly. A concentrated glas fiber suspension was modelled respecting fiber-fiber interactions. The
invariant based closure approximation IBOF-5 from CHUNG and KwWON was validated with
experimental results from YASUDA et al. Although the model parameters were determined
with empirical correlations from literature, which did not promise to be suitable for any
fiber suspension, the numerical results were in good aggreement with expermimental cha-
racteristics of the fiber orientation state in the flow around a cylinder. From the numerical
calculation the main fiber orientation angle was predicted quite accurate, only the width
of the orientation distribution function was underestimated. Additionaly the influence of
different closure approximations on the fiber orientation state was discussed with the flow
through a 90°- bend. The famous hybrid closure differs a lot from the results with the IBOF-
5 closure and was examined as inappropriate for the prediction of fiber orientation state in
macroscopic flow fields.
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1 Einleitung

Die Neugier steht immer an erster Stelle eines
Problems, das gelost werden will.
Galileo Galilei

Die numerische Stromungsberechnung newtonscher Fluide ist in vielen Anwendungsberei-
chen bereits als Hilfsmittel etabliert, insbesondere bei der Untersuchung verfahrenstechni-
scher Problemstellungen und dem Schiff- und Flugzeugbau. Auch die Stréomungsberechnung
nicht-newtonscher Fluide nimmt an Bedeutung zu. Sowohl fiir Stoffsysteme mit einer di-
spersen Phase, wie z. B. Fasersuspensionen, als auch fiir Polymerlésungen oder -schmelzen
werden makroskopische Stoffeigenschaften durch die Mikrostruktur bzw. den Orientierungs-
zustand der Fasern oder Makromolekiile bestimmt. In faserverstérkten Kunststoffen kénnen
Fasern, die in eine Hauptrichtung orientiert sind, die Zugfestigkeit des Materials in dieser
Richtung erhchen. Durch das Einbringen faserférmiger Komponenten (z.B. ,,Carbon Na-
no Tubes®) in eine kontinuierliche Matrix und die Orientierung der Fasern kann z. B. auch
die thermische und elektrische Leitfahigkeit gezielt beeinflusst werden [1-4]. Numerische
Stromunsgberechnungen kénnen experimentelle Untersuchungen ergénzen und insbesondere
fiir Geometrieoptimierungen bzw. die Auslegung verfahrenstechnischer Komponenten hilfrei-
che Einblicke in die Mikrostruktur liefern, die sonst nur mit hohem Aufwand experimentell
zugéanglich ist.

Im Gegensatz zu der Klasse der newtonschen Fluide gibt es fiir nicht-newtonsche Fluide
aufgrund unterschiedlicher Fliefleigenschaften keine Modelle, die mehrere Fluidtypen glei-
chermaflen gut abbilden konnen. In dieser Arbeit werden Modelle fiir Polymerlosungen und
Fasersuspensionen und somit Stoffsysteme mit einer dispersen Phase in einer homogenen
Matrix betrachtet. Ein umfassender Uberblick iiber die Begriffsbildung und unterschiedliche
rheologische Modelle wird z. B. von BIRD und OTTINGER gegeben [5].

Fiir die Stromungsberechnung der oben genannten Stoffsysteme werden sogenannte Mikro-
Makro-Modelle verwendet. Diese Modelle kénnen allgemein als eine Zwischenstufe kontinu-
umsmechanischer und molekulardynamischer Modelle verstanden werden. Letztere bilden
zwar die groffe Anzahl der Freiheitsgerade von Makromolekiilen ab, eignen sich jedoch nicht
fiir die Berechnung komplexer Stromungen. In Mikro-Makro-Modellen wird das gesamte Ma-
kromolekiil durch ein einfaches strukturmechanisches Modell mit wenigen Freiheitsgraden
ersetzt und durch Mittelungen und Schliefungsannahmen der Rechenaufwand so reduziert,
dass die numerische Berechnung dreidimensionaler, instationérer Stromungen moglich wird.
Man unterteilt diese Modelle in ,,offene” und ,,geschlossene“ Formen. Offene Modelle liefern
mit einer Warscheinlichkeitsverteilungsfunktion fiir die Molekiilorientierung vollsténdige In-
formationen iiber den Orientierungszustand. Mit geschlossenen Modellen kann lediglich ein
mittlerer Orientierungszustand der Molekiile oder Fasern in einem Raumpunkt berechnet
werden, jedoch ist der Rechenaufwand deutlich geringer. Ein erstes Ziel ist die Diskussion
von Modellen unterschiedlicher Modellierungstiefe fiir Polymerlosungen in viskosimetrischen
Stromungen.



1. Einleitung

In der Rheologie kann ein Standardsatz von viskosimetrischen Strémungen definiert wer-
den, der die Basis fiir eine Ubertragung der beobachteten Fluideigenschaften auf komplexe
Stromungen in technischen Anwendungen darstellen kann. Bisher etabliert sind:

e Scherstromung: Stationdr und Anlauf-/ Relaxationsverhalten,
e Uniaxiale Dehnung: Stationédr und Anlauf-/ Relaxationsverhalten,

e Osrzillierende Scherung mit kleiner Deformationsamplitude (,,SAOS“: Small Amplitude
Oscillatory Shear).

Innerhalb der letzten Jahre hinzugekommen ist die

e Osrzillierende Scherung mit grofier Deformationsamplitude (,,LAOS*: Large Amplitude
Oscillatory Shear).

Letztere ist motiviert aus der Uberzeugung, dass die Kenntnis und Charakterisierung der
Fluideigenschaften bei kleinen Deformationen fiir die Vorhersage des FlieBverhaltens in kom-
plexen Stromungen nicht ausreicht. In der Literatur werden zunehmend experimentelle Er-
gebnisse in LAOS-Stromungen diskutiert [6-9]. Eine Diskussion von Mikro-Makro-Modellen
in LAOS-Stromungen ist bisher nicht vorgenommen worden und erfolgt in dieser Arbeit.
Lediglich fiir kontinuumsmechanische Modelle finden sich einige wenige Arbeiten [10, 11].
In der vorliegenden Arbeit werden offene und geschlossene Feder-Hantel-Modelle fiir Poly-
merlosungen in oszillierender Scherung mit grofler Deformationsamplitude ausfiihrlich un-
tersucht und diskutiert. Dabei kommen deterministische Methoden zum Einsatz, da diese im
Gegensatz zu stochastische Methoden zur Frequenzanalyse der nichtlinearen Fluidantwort
in einer LAOS-Stromung vorteilhaft sind. Die Berechnung offener Feder-Hantel-Modelle mit
deterministischen Methoden ist aufgrund des benétigten Rechenaufwandes eine wenig disku-
tierte und verwendete Methode. Ein Beitrag wurde lediglich von LozINSKI und CHAUVIERE
geliefert [12—-14]. Ein quantifizierender Vergleich von offenen und geschlossenen Modellen und
deren Beurteilung fiir die Beschreibung realer Fluide an Hand viskosimetrischer Strémungen
fehlt jedoch auch in diesen Arbeiten. Dieser bisher in der Literatur fehlende Aspekt wird in
der vorliegenden Arbeit diskutiert.

Modelle fiir Stromungsberechnungen nicht-newtonscher Fluide sollten moglichst mit expe-
rimentellen Untersuchungen validiert werden. Ziel ist es einen Modellparametersatz zu fin-
den, der den realen Orientierungszustand der Makromolekiile/Fasern in Strémungen ab-
bildet. Dann kénnen numerische Berechnungen fiir Geometrieoptimierungen und Studien
des Einflusses der Stromungsparameter etc. verwendet werden. Fiir Fasersuspensionen ist
die experimentelle Bestimmung der Konfiguration in Strémungen mit optischen Messme-
thoden einfacher als fiir Polymerlosungen. Ein quantitativer Vergleich von experimentellen
Untersuchungen und numerischen Strémungsberechnungen von Fasersuspensionen ist in der
Literatur jedoch bisher nicht vorhanden. Vergleiche beschrénkten sich auf viskosimetrische
Stromungen. Ein zweites Ziel dieser Arbeit ist daher die Validierung eines geschlossenen Mo-
dells fiir konzentrierte Fasersuspensionen in makroskopischen Strémungen am Beispiel einer
Zylinderumstromung. Zusétzlich werden unterschiedliche Modellergebnisse in der Stréomung
durch einen 90°-Kriimmer miteinander verglichen. Die zu diesem Vergleich herangezogenen
Groflen, u.a. ein Hauptorientierungswinkel und die sogenannten Orientierungsellipsoiden,
sind auch experimentell zugénglich und liefern fiir die Stromungsberechnung verfahrenstech-
nischer Problemstellungen Informationen iiber die lokale Mikrostruktur.



2 Grundlagen der Stromungsberechnung
nicht-newtonscher Fluide

Fiirchte nicht, Dir Miihe zu geben.
Cheng Man-ch’ing

Fiir die Berechnung von Stromungen nicht-newtonscher Fluide miissen neben den physi-
kalischen Grundgleichungen (Impulsbilanz, Massenbilanz) entsprechende Modellgleichungen
gefunden und gel6st werden, die experimentell beobachtbare charakteristische Eigenschaften
des jeweils betrachteten Fluids vorhersagen kénnen. Diese Grundgleichungen und unter-
schiedlichen Typen rheologischer Modelle werden im Folgenden einfithrend dargestellt.

2.1 Modellierungsebenen

Physikalische Modelle zur numerischen Strémungsberechnung nicht-newtonscher Fluide
konnen auf unterschiedlichen Modellierungsebenen bzw. Gréflenskalen der Lénge L aufge-
stellt werden (Abbildung 2.1). Die Beschreibungsebene mit der héchsten Modellierungstiefe
ist auf atomarer Ebene. Das betrachtete Fluid bzw. dessen Molekiile werden durch ein Mo-
dellfluid abgebildet und die Berechnungsmethoden sind als ,,Molecular Dynamics* bekannt.
Betrachtet man das Modellsystem in einem durch &uflere Kriifte erzeugten Nichtgleichge-
wichtszustand spricht man von NEMD- (,non-equilibrium molecular dynamics“) Metho-
den [15]. Charakteristisch fiir diese Modelle ist die Betrachtung einzelner Molekiile. Eine
Alternative dazu, die zwar weniger Einzelheiten der Molekiilstruktur abbildet als die NEMD-
Methoden, jedoch mit stochastischen Algorithmen eine Berechnung von einzelnen Molekiil-
oder Partikeltrajektorien vornimmt, ist der , Brownian Dynamics* Ansatz. Demgegeniiber
besitzen Modelle, die keine Aussagen iiber die Mikrostruktur des Fluids erméglichen, eine
geringe Modellierungstiefe, d.h. im Vergleich zu den NEMD-Methoden miissen mehr verein-
fachende Annahmen getroffen werden und die betrachteten Liangenabmessungen im physika-
lischen Modell sind grof3 gegeniiber den molekularen oder atomaren Abmessungen. Diese Be-
schreibungsebene wird als Kontinuumsansatz bzw. die Modelle als kontinuumsmechanische
oder makroskopische rheologische Modelle bezeichnet. Rheologische Modelle auf der makro-
skopischen Beschreibungsebene sind bereits in kommerziellen CFD-Programmen erhéltlich
und die numerische Stromungsberechnung mit makroskopischen Modellen ist seit vielen Jah-
ren Gegenstand der Forschung [16]. Sogenannte Mikro-Makro-Modelle operieren beziiglich
des Langenmafistabes der Modellierung zwischen Kontinuumsmethoden und der NEMD. Ein
Makromolekiil wird durch ein einfaches mechanisches Ersatzmodell abgebildet und als di-
sperse Phase in einer kontinuierlichen Matrix-Fliissigkeit betrachtet (Abbildung 2.2). Dabei
unterscheidet man zwischen offenen und geschlossenen Mikro-Makro-Modellen. In offenen
Modellformen berechnet man entweder mit deterministischen Methoden eine Verteilungs-
funktion der Molekiilorientierung und -lénge, im Folgenden als Konfiguration bezeichnet,
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Abbildung 2.1: Modellierungsebenen mit zunehmender Modellierungstiefe

oder bei Verwendung stochastischer Methoden die Konfigurationen einzelner Molekiile in
einem Ensemble. Offene Mikro-Modelle eignen sich aufgrund des hohen Rechenaufwandes
bisher jedoch nicht sehr gut fiir die Berechnung von makroskopischen dreidimensionalen
Stromungen. Geschlossene Mikro-Makro-Modelle reduzieren durch einen Schliefungsansatz
die Modellierungstiefe und liefern nur noch Informationen iiber die mittlere Konfigurati-
on aller Molekiile. Die zugrundeliegende Mittelung und Schliefung liefert einen mittleren
Konfigurationstensor, was einerseits den Rechenaufwand gegeniiber den offenen Modellen
erheblich reduziert, aber andererseits Einblicke in den stréomungsinduzierten Konfiguration-
zustand der Makromolekiile bzw. der dispersen Phase ermdglicht. Ein detaillierter Uberblick
iiber die Entwicklungen im Bereich der numerischen Berechnung nicht-newtonscher Fluid-
stromungen u. a. ist in [17, 18] dargestellt.

In dieser Arbeit werden rheologische Stoffmodelle der Mikro-Makro-Ebene fiir Polymerlosun-
gen und Fasersuspensionen verwendet und diskutiert. Im Folgenden ist zu unterscheiden
zwischen den physikalischen Grundgleichungen der kontinuierlichen Phase bzw. der Ma-
trixfliissigkeit (=Makro-Ebene) und der dispersen Phase (=Mikro-Ebene), also den Polymer-
molekiilen bzw. suspendierten Fasern. Der betrachtete Langenmafistab fiir die physikalischen
Grundgleichungen der Matrixfliissigkeit ist so grof3, dass die Kontinuumshypothese weiterhin

%
d“"&pdww
e | %

§Q Abbildung 2.2: Mikro-Makro-Modell: Suspension von Fe-
derhanteln in kontinuierlicher Matrixfliissigkeit




2.2. Physikalische Grundgleichungen

erfiillt ist. Die Darstellung der Berechnungsgleichungen der rheologischen Stoffmodelle auf
der Mikro-Ebene folgt in Kapitel 3.

2.2 Physikalische Grundgleichungen

Die physikalischen Grundgleichungen der Makro-Ebene, die fiir die Stromungsberechnung
von nicht-newtonschen Fluiden verwendet werden kénnen, sind die Impulserhaltung und die
Massenerhaltung. Die daraus berechenbaren Grofien sind das Geschwindigkeitsfeld und der
Druck.

2.2.1 Impulssatz: Cauchysche Bewegungsgleichung

Formuliert man den Impulssatz fiir ein in einem Fluidkontinuum abgegrenztes Teilvolumen
V mit der Oberfliche A, erhéilt man die Cauchysche-Bewegungsgleichung, wobei die zeitliche
Anderung des Impulses I gleich der Summe aller an dem Teilvolumen angreifenden Kriifte
F; ist. Die an dem Volumenelement angreifenden Kréfte werden in massenspezifische Kréfte
fm und Oberflichenkrifte (Spannungskréfte) eingeteilt.

DI
D_t = ZF”
i

D ~
— [ ovdV = / ofdV + j{ S - ndA. (2.1)
Dt Jy v A

Die Anwendung von Erhaltungsgleichungen in Fluidstromungen bzw. bewegte Fluid-
elemente oder Korper erfordert die Einfithrung einer Zeitableitung in einem mitbewegten
Koordinatensystem (Lagrange’sche Koordinaten). Diese wird als materielle Zeitableitung
bezeichnet und durch den Operator % dargestellt:

- (v-V). (2.2)

%—f ist die Zeitableitung in einem ortsfesten Koordinatensystem (Eulersche Koordinaten) und
(v-V)® wird als konvektive Ableitung bezeichnet. Mit dem Satz von Gaufl und (2.2) kann GL
(2.1) fiir inkompressible Fluide in die bekannte differentielle Form der Bewegungsgleichung
iiberfiihrt werden.

D ~
— [ ovdV = /Qfde—i-/ V -SdV,
\4 \4

Q% = Q<g—z+(v~V)v>:Qfm+V‘§. (2.3)

Die Bestimmungsgleichung fiir den Spannungstensor S wird als rheologische Stoffgleichung
bezeichnet [19] und koppelt das Geschwindigkeitsfeld und die Stoffeigenschaften aneinander.
Fiir die Beschreibung nicht-newtonscher Fluide existiert eine Vielzahl von unterschiedli-
chen rheologischen Stoffgleichungen. Im Rahmen dieser Arbeit werden sogenannte ,,Mikro-
Makro“-Modelle fiir Polymerlésungen und Fasersuspensionen vorgestellt. Der Druck p hat
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auf die physikalischen Eigenschaften inkompressibler Fluide i. Allg. keinen Einfluss und wird
mit

S=-—pé+8S (2.4)

aus dem Spannungstensor herausgezogen. d bezeichnet den Einheitstensor. In dieser Arbeit
werden nur Fluide betrachtet, die keine Volumenmomente wie z. B. elektrische und magne-
tische Momente erfahren. Aus der Anwendung des Drehimpulssatzes fiir ein differentielles
Volumenelement folgt damit, dass der Spannungstensor symmetrisch ist und zur Losung
der rheologischen Stoffgleichung nur sechs Komponenten des Spannungstensors berechnet
werden miissen.

2.2.2 Massenerhaltung/ Druckkorrekturgleichung

Die Massenbilanz fiir inkompressible Fluide liefert aufgrund der konstanten Fluiddichte die
Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes und stellt keine Bestimmungsgleichung fiir den
Druck dar. Durch Anwendung des Divergenzoperators auf die Impulserhaltungslgleichung
kann eine Bestimmungsgleichung fiir den Druck hergeleitet werden, die sogenannte Druck-
korrekturgleichung [20, 21].

2.3 Kontinuumsmechanische GrundgroBBen und Definitionen

Rheologische Stoffmodelle stellen einen Zusammenhang zwischen der Deformationsgeschichte
und den an einem Fluidelement angreifenden Oberflichenspannungen her. Fiir die in dieser
Arbeit verwendeten und diskutierten rheologischen Modelle muss zunéchst eine eindeutige
Begriffbildung der benétigten Tensoren und objektiven Zeitableitungen vorgenommen wer-
den.

2.3.1 Tensoren des Geschwindigkeitsfeldes

Innerhalb der Stromung auftretende o6rtliche Gradienten des Geschwindigkeitsfeldes werden
beschrieben durch die Einfithrung des Geschwindigkeitsgradienten L

81}2-

L= (Vv)', Lij= v
J

(2.5)

Der Geschwindigkeitsgradient L ist ein antisymmetrischer Tensor, der additiv in einen sym-
metrischen Anteil D und einen antisymmetrischen Anteil W zerlegt werden kann:

L=D+W. (2.6)

Der symmetrische Anteil wird Deformationsgeschwindigkeitstensor genannt und l&sst sich

mit Gl (2.6) schreiben als
1/ 0v; = Ovj
L+L7), D= “+ 2. 2.

D= -
2

1
2



2.3. Kontinuumsmechanische Grundgréfien und Definitionen

Der antisymmetrische Anteil ist der sogenannte Rotationsgeschwindigkeitstensor.

1 T 1 87)1' c%j
W= (L-L"), mj_§<8xj—a$i>. (2.8)
Durch die Einfithrung von D und W wird das Geschwindigkeitsfeld in zwei Anteile aufge-
spalten, von denen der eine deformierend auf ein Fluidelement wirkt und einen Anteil, der
andere hingegen eine reine Starrkorperrotation des Elementes bewirkt. Die in der Strémung
auftretenden stoffspezifischen Spannungen werden in der rheologischen Stoffgleichung {iber
diese Tensoren an die Geschwindigkeitsgradienten gekoppelt.

2.3.2 Objektive Zeitableitungen

Das rheologische Stoffgesetz muss dem Invarianzprinzip geniigen [22]. Durch die Einfiithrung
objektiver Zeitableitungen [23,24] konnen Bestimmungsgleichungen fiir den Spannungsten-
sor mit Beriicksichtigung des Invarianzprinzips formuliert werden. In der nicht-newtonschen
Fluiddynamik iibliche, objektive Zeitableitungen sind im Einzelnen:

e Kontravariant konvektive Ableitung (upper convected):

v ©S DS
=" _L.-S-S-LT. 2.
S Dt Dt 5-5 (2:9)

e Kovariant konvektive Ableitung (lower convected):

4 2SS DS
ot Dt + + (2.10)

e Korotatorische oder Jaumann Ableitung:

o DS DS
S=—=—-W-S+S-W. 2.11
Dt Dt + ( )
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3 Mikro-Makro-Modelle fiir Polymerlésungen

FEine Illusion wverlieren heif$t, um eine
Wahrheit reicher zu werden.
Arthur Schnitzler

In der kontinuierlichen Matrixfliissigkeit suspendierte Makromolekiile bzw. Fasern erzeugen
gegeniiber einem newtonschen Fluid zusétzliche Spannungen, die im Folgenden durch rheo-
logische Stoffgleichungen vom Mikro-Makro-Typ berechnet werden. Die Modellgleichungen
basieren ebenfalls auf den physikalischen Erhaltungsgleichungen, jedoch auf der Betrach-
tungsebene eines einzelnen Teilchens. Eine Ubersicht iiber Mikro-Makro-Modelle und deren
Berechnungsmethoden bzw. iiber deren Benennung in der Literatur und Charakteristika
findet sich z.B. in [5]. Sowohl fiir die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Feder-Hantel
Modelle fiir Polymerlésungen, als auch fiir Fasersuspensionen gibt es zwei unterschiedli-
che Berechnungsansétze. Man kann prinzipiell unterscheiden zwischen stochastischen und
deterministischen Methoden. Aufgrund der hohen Komplexitidt beider Berechnungsansitze
sei fiir eine detaillierte Beschreibung der stochastischen Methoden auf die Literatur ver-
wiesen [25]. In der Vergangenheit waren stochastische Methoden (CONFESSIT-Approach,
,Brownian Dynamics“-Methoden, , Dissipative Particle Dynamics®) die bevorzugte Berech-
nungsmethode. Da deterministische Methoden gegeniiber stochastischen bei vergleichbarem
Rechenaufwand i. Allg. {iber eine hohere Genauigkeit verfiigen, finden sich zunehmend mehr
Beitriige in der Literatur sowohl fiir Feder-Hantel Modelle von LOZINSKI,CHAUVIERE et.
al [12-14,26-28] als auch fiir Fasersuspensionen von CHIBA, CHINESTA et al. [29,30].

3.1 Begriffsdefinitionen

Im Folgenden wird unterschieden zwischen zwei Koordinatensystemen: einerseits dem ,,phy-
sikalischen“ Raum bzw. dem Koordinatensystem des makroskopischen Stromungsraumes,
wobei in dieser Arbeit kartesische Koordinaten verwendet werden. Andererseits ist auf der
,Mikro“- Ebene ein weiteres Koordinatensystem erforderlich. Der sogenannte Konfigura-
tionsraum und dessen Koordinaten beschreiben die rdumliche Orientierung bzw. fiir den
Fall der Feder-Hantel Modelle/Polymerlésungen auch die momentane Molekiillinge. Fiir den
Konfigurationsraum ist ein Kugelkoordinatensystem prédestiniert. Diese beiden Koordina-
tensysteme bzw. ,Réume“ sind demnach den unterschiedlichen Betrachtungsebenen zuzu-
ordnen. Der physikalische Raum ist der ,, Makro“-Ebene zugeordnet, der Konfigurationsraum
der ,Mikro*“-Ebene.
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3.2 Offenes Feder-Hantel-Modell

Das in dieser Arbeit verwendete mikro-mechanische Strukturmodell fiir Polymermakromo-
lekiile ist die in Abbildung 3.1 dargestellte Feder-Hantel, bestehend aus zwei mit einer mas-
selosen Feder verbundenen massebehafteten Kugeln [31]. Der Verbindungsvektor der beiden
Kugeln (auch als Orientierungs- oder Konfigurationsvektor benannt) wird mit @ bezeichnet
. Mit den Ortsvektoren der beiden Kugeln r1 und 7o gilt Q = r9 — 1.

Q Abbildung 3.1: Mechanisches Ersatzmodell fiir ein Polymermolekiil:

WO Feder-Hantel

Boltzmann-Gleichung im Phasenraum Die Dynamik polymerer Fliissigkeiten, wie sie von
BIRD et. al eingefiihrt wird, basiert auf den gleichen Prinzipien wie die BOLTZMANNsche
StoBgleichung in der kinetischen Gastheorie [32]. Die Boltzmann-Gleichung beschreibt allge-
mein die zeitliche Anderung einer Warscheinlichkeitsdichte f(r,#,t) im Phasenraum, wobei
r der Orts- und 7 der Geschwindigkeitsvektor eines Teilchens ist [33]. Die Warscheinlich-
keitsdichte dndert sich zeitlich aufgrund molekularer Zusammenstofle und externer Krafte.
Formuliert fiir eine Federhantel mit den Ortsvektoren 71, ro und den Geschwindigkeiten 7
und 75 der Kugeln und mit einer Zerlegung'

f(r1,re, 71,72, 8) = W((r1, 79, 1) D71, 72, 1) (3.1)

werden die Orientierungsverteilungsfunktion ¥ und die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion
3 eingefiihrt. Offene Mikro-Makro-Modelle liefern eine Bestimmungsgleichung fiir die Ori-
entierungsverteilungsfunktion ¥, die sogenannte Fokker-Planck-Gleichung (FP-Gleichung).

Vereinfachende Annahmen Die im weiteren Verlauf diskutierte Form der Fokker-Planck-
Gleichung beinhaltet einige fundamentale, vereinfachende Annahmen, die zusammengefasst
dargestellt werden:

e Die Polymerlésung wird als ortlich homogen betrachtet, d.h. es gibt keine lokalen Kon-
zentrationsgradienten und es gilt mit der Teilchendichte n

W rad) =0 o@D, [ 0(@DdQ=1 (3:2)

e Die Beschleunigung der Kugeln bzw. der Federhantel ist gegeniiber den anderen Termen
in den Impulserhaltungsgleichungen der Kugeln vernachléssigbar.

e Die auf die Kugeln wirkenden Krifte setzen sich zusammen aus der hydrodynamischen
Widerstandskraft, der Brownschen-Molekularbewegung und der intramolekularen Fe-
derkraft. D.h. weitere externe Kriéfte und Interaktionskréfte zwischen den Federhanteln
werden vernachléssigt.

'Da in diesem Kapitel in der Fokker-Planck-Gleichung spéter dimensionslose Gréfien eingefiihrt werden,
wird die dimensionsbehaftete Zeit mit ¢ gekennzeichnet.

10



3.2. Offenes Feder-Hantel-Modell

e Das Geschwindigkeitsfeld ist iiber den Léngenmafistab einer Federhantel betrachtet
ortlich linearisierbar (,,local homogenity assumption®).

e Die Umstromung der Kugeln wird als schleichende Strémung betrachtet und es gilt
das Stokes’sche Widerstandsgesetz.

e Die Geschwindigkeitsverteilung ¥ der Federhanteln ist die (Gleichgewichts-) Maxwell-
Verteilung der statistischen Mechanik (,,equilibration in momentum space*) [34].

e Das Polymermolekiil ist symmetrisch zu seinem Zentrum, d.h. die Kugeln haben die
gleiche Masse und Grofle.

3.2.1 Konventioneller Konfigurationsraum: , kugelzentriert*

Da die Feder in dem strukturmechanischen Modell aufgrund der an den Kugeln angreifenden
Kriifte eine variable Linge besitzt, ist der Konfigurationsraum der Feder-Hantel eine Kugel.
Ein Ensemble von Molekiilen wird durch eine Haufigkeitsverteilungsfunktion der Orientie-
rungsvektoren ¢ (Q,#) und somit durch eine Lingen- und Orientierungsverteilung charak-
terisiert. Bisher iiblich bzw. etabliert zur Beschreibung der Feder-Hantel-Konfigurationen
war ein Kugelkoordinatensystem, dessen Ursprung auf einer Kugel befestigt ist [31] (vgl.
Abbildung 3.2). Da die beiden massebehafteten Kugeln im Folgenden identisch sind, konnte

Abbildung 3.2: Kugelzentriertes Koordinatensystem

die Grofle des Konfigurationsraumes durch ein neues, federzentriertes Koordinatensystem in
dieser Arbeit deutlich reduziert werden, ohne die moglichen Molekiilkonfigurationen dabei
einzuschrénken.

3.2.2 Fokker-Planck-Gleichung

Die Bestimmungsgleichung fiir die Verteilungsfunktion der Orientierungen (Q, %) ist die
Fokker-Planck-Gleichung. Auf die umfangreiche Herleitung der Gleichung aus der Impulser-
haltungsgleichung einer Feder-Hantel und der Kontinuitétsgleichung fiir ¢ wird an dieser
Stelle verzichtet und auf die Literatur verwiesen [31]. In dem konventionellen, kugelzen-
trierten Koordinatensystem kann die Fokker-Planck-Gleichung in einer dimensionsbehafteten
Schreibweise formuliert werden mit [31, 35, 36]:

Dy(Q.f) s A 25 2kp T
S -Vo ((L Q CF(Q)> w>+ R A (3.3)
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¢ ist der Widerstandskoeffizient einer Kugel, kg die Boltzmann-Konstante und T die Tem-
peratur. Im Rahmen dieser Arbeit wird eine dimensionslose Schreibweise der Fokker-Planck-
Gleichung mit der Normierung durch:

Q

kT

t L
q 3 s (3.4)

H

verwendet. Dabei bezeichnet \ die Relaxationszeit. Mit der Federkonstanten H und dem
Widerstandskoeffizienten ¢ gilt A = %.

Mit dem dimensionslosen Orientierungsvektor g und den anderen Normierungen erhilt man
[12]:

%‘i’ﬂ = -V, <<L q- %F(qo %b) + %Aqw (3:5)

Die Differentialoperatoren V, Vg, Ay, Ag werden im Kugelkoordinatensystem des Konfigu-
rationsraumes ausgewertet, was durch die Einfiihrung der Indizes ¢ und @ verdeutlicht wird.
Um die Verteilungsfunktion (q,t) der Federhanteln im Konfigurationsraum berechnen zu
kénnen, muss fiir die Feder ein physikalisch motiviertes Federkraftgesetz in (3.5) eingesetzt
werden.

Spannungstensor, Kramers-Gleichung Nach der Losung der Fokker-Planck-Gleichung
muss aus der mikrostrukturellen Information iiber den Orientierungszustand der Molekiile
ein makroskopischer Spannungstensor durch die Feder-Hanteln S, berechnet werden. Die
Bestimmungsgleichung fiir den Spannungstensor ist die bekannte KRAMERS-Gleichung. Der
Spannungstensor setzt sich zusammen aus einem Anteil resultierend aus dem Kugelimpuls
und einem Anteil aus der Federkraft und kann als dimensionsbehaftete Grofie berechnet
werden mit:

Sp = nk:BT<qF(q)) - TZB,ICT(S. (36)

Der Gleichgewichtsanteil resultierend aus dem Impuls der Kugeln und der Maxwell-
Verteilung fiir die Geschwindigkeitsverteilung mit S, oq = 2ng k70 wurde von dem resultie-
renden Spannungstensor abgezogen. Der in die Impulserhaltungsgleichung (2.3) eingehende
makroskopische Spannungstensor setzt sich additiv aus dem polymeren Anteil und der Ma-
trixfliissigkeit Sg zusammen:

S=§,+S.. (3.7)

Federkraftgesetze Das denkbar einfachste Federkraftgesetz ist der von HOOKE vorgeschla-
gene lineare Zusammenhang zwischen Federkraft und Federldnge:

FQ) = HQ (fir Gl (3.3)), (3.8)
F(q) = q (fiir Gl (3.5), dimensionslos). (3.9)
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3.2. Offenes Feder-Hantel-Modell

Bei Verwendung des Hookeschen-Federkraftgesetzes lédsst sich aus der Fokker-Planck-
Gleichung (3.5) durch Mittelung iiber den gesamten Konfigurationsraum das bekannte kon-
tinuumsmechanische Oldroy-B Modell ermitteln. Dafiir erweitert man die Fokker-Planck-
Gleichung mit dem dyadischen Produkt qq und integriert iiber den Konfigurationsraum.

Damit folgt:
Diaa) _ /0 10N 1[0 D
D~ 8q(L q)aq + o4 9q 99 + 53 ¢ 94%9)

<E(L : q)qq> b <qa%qq> =2L- (qq) =L (qq) + (qq) - L,
D

dq
i;l;l) Dlag) _ %(qq) + %6. (3.10)

= ~L-(qq) — (qq) - L" =

Dt

Durch Einsetzen der Kramers-Gleichung (3.6) fiir den Spannungstensor und Beriicksichti-
gung des Spannungstensors der Matrixfliissigkeit in Gleichung (3.10) erhilt man das von
Oldroyd entwickelte und gut bekannte Oldroyd-B Modell.

S+)\1%§ = 21 <D+)\2%) . (3.11)
Obwohl Oldroyd [22, 23] seine Modellgleichungen auf der Betrachtungsebene des Kontinu-
ums entwickelt hat, ist das Oldroyd-B Modell fiir den Fall einer Hookeschen Feder mit linea-
rem Federkraft-Gesetz in der molekularen Theorie der Fokker-Planck Gleichung enthalten,
wodurch der von Oldroyd erbrachte Beitrag bei der Entwicklung kontinuumsmechanischer
Modellgleichungen und dem Konzept objektiver Zeitableitungen besonders an Bedeutung
gewinnt. Da Polymermolekiile jedoch nicht unbegrenzt dehnbar sind, fithrt das lineare Fe-
derkraftgesetz in dehnenden Stromungen zu unphysikalischem Verhalten. Die Vorstellung,
dass Polymermakromolekiile im Gleichgewichtszustand einen verkn#ulten Zustand einneh-
men, und durch dussere Krifte bzw. eine Stromung entknéult bzw. gestreckt werden, kann
diese Modellschwiche beseitigen, indem die maximale Molekiillinge durch ein nichtlineares
Federkraftgesetz begrenzt wird. WARNER hat ein nichtlineares Federkraftgesetz vorgeschla-
gen, wobei die maximal mdgliche, dimensionsbehaftete Molekiil- bzw- Federliange mit Qg
bezeichnet wird [35]. Abbildung 3.3 zeigt den Betrag der Federkraft in Abh#ngigkeit des
Betrages der Federldnge fiir die beiden Federkraftgesetze. Das Quadrat der dimensionslosen
maximalen Federldnge wird mit

H Q3
b= —— 12
T (3.12)
eingefiihrt und die Federkraftgesetze nach Warner lauten:
N HQ
FQ = —— (fiir GL. (3.3)), (3.13)
1-1Q%/Q3
q .. .
Fq) = ——— (fir Gl. (3.5)). (3.14)
1—1q%|/b

Grenzen des Konfigurationsraumes In einem kugelzentrierten Koordinatensystem ergeben
sich die Intervallgrenzen

e [0,Vb], 9 e [0, 7], v € [0, 2m]. (3.15)
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10 : - - -
b=1 — Hooke
gl — FENE
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Abbildung 3.3: Federkraftgesetze: lineare
0 : , , , HooxkEsche Feder und nichtlineares Gesetz
0 0.2 0.4 0.6 0.8 nach WARNER [35], Betrag der Federkraft,
[ b=1

In diesem Raum muss die Normierungsbedingung (3.2) erfiillt werden.

Vb ™ 2w
/ / / D(r, 9, @, t) r? sind dp dd dr = 1. (3.16)
0 0 0

Nach Einsetzen des Federkraftgesetzes (3.14) und Anwendung der Differentialoperatoren im
Konfigurationsraum lésst sich Gl. (3.5) darstellen als :

%i} = [—sin(y) cos(¢) sin®(¥) L1 2 — sin(¥) cos(d) cos(¢) L3
—sin(y) cos(p) sin?(9) La 1 + sin®(9)(2 cos?(p) — 1) Lo — sin(d)) cos(d) sin(p) Lo 3

—sin(1) cos(p) cos(¥) L1 — sin(¥) sin() cos(¥) L3 2

— (cos® (W) — cos? () sin®(V)) Lgs] r g—i{}
+ | sin®(¢) L1z + Cos(ﬁ)sisri:(lg)p) fs

. oY
— cos sin(yp)L —
(¢)sin(p) L33 a5

cos(¥) cos(y) Lo 3
sin (¢

)
[— sin(¥) cos(¥) sin(p) cos(p) L1,2 — cos(9) cos(¢) L1 3
— sin(¥9) cos(¥) sin(¢) cos() Lag — (sin(9) cos()(1 — 2 cos®(¢))) Las
— cos?(9) sin(i) Lo 3 + sin®(¥9) cos(g) Lz 1 + sin?(9) sin(p) L3 2

oY
o0

—cos?(p) Lo,y — 2 sin(p) cos(¢)Lag —

+ sin(?) cos(¥) (0082(90) 1) Lss] =

1b(3b—r2)w 1 rb oY
20 (b—r2)? 2X (b—1r2) or

2 2 2
1<8¢+28¢+ cos ¥ 81/14_18@[) 1 8@[)>.

_|__

or2 " ror " r2sind 09 ' 12092 12 sin 9 92

(3.17)
3.2.3 Neuer Konfigurationsraum: ,,federzentriert*

Fixiert man den Ursprung des Koordinatensystems in der Mitte der Feder, ist die Grofle
des Konfigurationsraumes aufgrund der Symmetrie der Federhantel geringer, obwohl die
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3.2. Offenes Feder-Hantel-Modell

moglichen Konfigurationszustéinde identsich sind zu denen im kugelzentrierten System (vgl.
Abbildung 3.4). Fiir die numerische Berechnung der Verteilungsfunktion ¢ wird die durch
die Konfigurationsvektoren aufgespannte Kugel mit einem diskreten Rechengitter abgebil-
det. Bei gleicher Gitterauflosung ergibt sich aufgrund des kleineren Definitionsbereiches von
r und ¥ in dem federzentrierten Koordinatensystem gegeniiber dem konventionellen Koor-
dinatensystem somit eine Reduzierung der Anzahl der Gitterpunkte um den Faktor vier,
wodurch der benétigte Rechenaufwand erheblich reduziert werden konnte.

Abbildung 3.4: Federzentriertes Koordinatensystem

1
Te [0, 3 \/5] ) ¥ e [0, g] , @ €[0,2m] (3.18)
Wb 3 g2
= / / Y(r, 9,0, t) 2 sind dp dd dr = 1. (3.19)
0 o Jo
Im Folgenden wird der Konfigurationsvektor im federzentrierten Koordinatensystem mit
q
=1 3.20
2 =5 (3.20)

definiert. Die Fokker-Planck-Gleichung muss entsprechend transformiert werden und man
erhélt:

Di(q,, t 1 1 1
¢g]tz ) — _§Vq . <<L -q, — ﬁF(qZ)> Qp> + 8_)\Aq'¢’ (321)
2q
F(q,) = —*—. (3.22)

Randbedingungen

Die Randbedingungen der FP-Gleichung werden im federzentrierten Koordinatensystem
diskutiert. Die entsprechenden Randbedingungen im kugelzentrierten Koordinatensystem
konnen leicht entsprechend hergeleitet werden. In radialer Richtung des Konfigurationsrau-
mes gilt am Rand, dass keine Federhantel die maximale Lénge erreicht und die Verteilungs-
funktion fiir » = 0 symmetrisch ist.

2 ar| =0 (3.23)

r=0
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3. Mikro-Makro-Modelle fiir Polymerlésungen

In p-Richtung liegt eine periodische Randbedingung vor und es gilt:

Y(p =0) = ¢(p = 2m). (3.24)

In ¥-Richtung kann fiir den Rand ¥ = 7/2 eine Symmetrierandbedingung formuliert werden,
wobei Ad den Gitterabstand in dieser Koordinatenrichtung bezeichnet:

w(é‘:ngAﬁ,go):w(g—Aﬂ,(erw). (3.25)

Der Rand ¢ = 0 stellt in Gl. (3.17) eine Singularitit dar. Da die Verteilungsfunktion keine
physikalisch begriindbaren Singularitéten besitzen kann, lédsst sich eine Randbedingung for-
mulieren, die dieser Tatsache Rechnung trégt. Der Fall 9 = 0 bedeutet eine Konfiguration
einer senkrechten Feder-Hantel, die sich zwar noch um ihre senkrechte Achse ( in ¢- Rich-
tung) drehen kann, jedoch sind diese Konfigurationszusténde miteinander identisch und es
folgt:

oy B
7 = 0. (3.26)

=0

Die verbleibenden Terme mit einer Singularitidt fiir ¥ = 0 stammen aus dem Anteil der
Brownschen Molekularbewegung und werden mit f (1) zusammengefasst. Fiir die Beseitigung
der unphysikalischen Singularitét folgt:

B cosV Oy 0% 1
f0) =G <sim9 %JFW) =0
Cir 0 (. 0¢Y\
< Snod9 <S”“9819> =0
o (. 90\

Gleichung (3.27) liefert die Randbedingung fiir ¥ = 0. Die diskretisierte Form dieser Rand-
bedingung ist im Anhang A.3 gegeben.

Mittelung iiber den Konfigurationsraum Fiir eine beliebige (skalare, vektorielle oder ten-
sorielle) GroBe f wird mit (.) und

(f) Z/f@b(t,q) dg (3.28)

eine Mittelung iiber den Konfigurationsraum definiert. Ein mittlerer Orientierungszustand
der Federhanteln kann somit durch die mittlere Lénge (|q|), und die mittleren Winkel () und
(o) diskutiert werden. In dieser Arbeit werden alle Berechnungen mit dem dreidimensionalen
offenen FENE-Modell durchgefiihrt.

3.2.4 Koordinatentransformation

Fiir groBe Federldangen bzw. grofle Werte von r strebt die Federkraft aufgrund des nicht-
linearen Federgesetzes asymptotisch gegen unendlich. Eine stabile numerische Losung der
FP-Gleichung ohne eine zusétzliche Stabilisierung wird dadurch verhindert. LOZINSKI und
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CHAUVIERE haben aus diesem Grund eine Koordinatentransformation fiir » vorgeschlagen,
die die physikalische Randbedingung lim _, z(r) = 0 gewihrleistet [28].

st = (F50) Yo, = fsn heLL @29

Dabei ist s ein positiver, skalarer ganzzahliger Parameter, der nach dem Einsetzen der Trans-
formationsvorschrift in (Gl. 3.17) fiir die Beitréige aus der Federkraft fiir r — 0 den Zahler
in den jeweiligen Termen schneller gegen null gehen 148t, als der Nenner Richtung unendlich
anwichst. Angepasst auf das federzentrierte Koordinatensystem ergibt sich:

1—h b

y«urﬂxw)::<—7;—>Syxuhﬂawx r2::§Un+h% hel-1,1]. (3.30)

Alle Berechnungen des offenen Feder-Hantel-Modells wurden mit s = 2 durchgefiihrt.

3.2.5 Abschidtzung des Wertebereiches von b

Die durch das Federhantelmodell abgebildeten physikalischen Eigenschaften werden dabei
wesentlich von der Wahl der dimensionslosen Federléinge beeinflusst. HERRCHEN und OTTIN-
GER [37] zeigen, dass die dimensionslose Federldnge aus der Anzahl der Kohlenstoffatome
N, der Polymerhauptkette abgeschéitzt werden kann mit

br — . (3.31)

Dabei bezeichnet o einen sterischen Faktor, der z. B. fiir Polyethylen und Polystyrol etwa den
Wert zwei annimmt. Daraus ergibt sich fiir Molekiile mit einer Anzahl von 50-1000 Kohlen-
stoffatomen in der Hauptkette ein physikalischer Wertebereich von b ~ 15 — 250. Fiir grofle
Werte von b néhert sich das offene Feder-Hantel Modell im makroskopisch beobachtbaren
Stoffverhalten (Spannungstensor bzw. der Viskositdt) dem Verhalten eines Feder-Hantel-
Modells mit ungebrenzt dehnbaren, Hookeschen Federn bzw. dem Oldroyd-B Modell an.
BIRD et al. [38] zeigen fiir Losungen von Poly-a-Methylstyrol mit unterschiedlichen Molmas-
sen und analytischen Berechnungen des offenen Feder-Hantel-Modells fiir kleine Scherge-
schwindigkeiten eine gute Ubereinstimmung fiir die experimentellen und berechneten Werte
der Viskositét fiir b zwischen 10 und 100. QUINZANI et al. [39] zeigen, dass fiir ein geschlosse-
nes Feder-Hantel Modell Parametersitze gefunden werden kénnen, die sowohl fiir die Schub-
spannung als auch die erste Normalspannungsdifferenz einer Losung von Polyisobuten in
Tetradekan in rheometrischen Untersuchungen in oszillierender Scherung mit kleiner Defor-
mationsamplitude, stationédrer Scherstromung, und im Anlauf- und Relaxationsverhalten in
instationdrer Scherung gute Ubereinstimmungen zwischen experimentellen Ergebnissen und
dem Modellverhalten liefern. Die Werte fiir das Quadrat der dimensionslosen maximalen
Federlinge b liegen dabei ebenfalls in dem von HERRCHEN, OTTINGER und BIRD et al.
angegebenen, physikalisch sinnvollen Wertebereich.

Im Folgenden wird der Konfigurationstensor als mittleres zweites Moment des Orientierungs-
vektors definiert mit:

A ={(qq), VtrA=+/{q]*), (3.32)

wobei die Wurzel aus der Spur von A als mittlere Federldnge verwendet wird. Eine Alter-
native fiir die Berechnung der mittleren Federlénge wére mit ¢, = (|q|) moglich. Obige
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Definition wird verwendet, um sowohl fiir das offene FENE-Modell als auch fiir die geschlos-
senen Feder-Hantel-Modelle die gleiche skalare Grofle fiir die mittlere Federldnge verwenden
zu koénnen.

3.3 Geschlossene Feder-Hantel Modelle

Fiir die Berechnung makroskopischer Stromungsvorgénge ist das offene Feder-Hantel Modell
aufgrund des hohen Rechenbedarfs bisher noch unpraktikabel. In jedem diskreten, physika-
lischen Raumpunkt muss die Fokker-Planck-Gleichung gel6st werden und der Spannungs-
tensor durch numerische Integration aus der Kramers-Gleichung bestimmt werden. Auch
stochastische Methoden fiir offene Feder-Hantel-Modelle sind nicht ausreichend praktika-
bel fiir die Berechnung technischer Strémungen. Daher wurden durch die Einfithrung von
Schliefungsanséitzen geschlossene Feder-Hantel Modelle entwickelt. Fiir die Berechnung des
polymeren Spannungstensors muss dann lediglich ein geschlossenes Differentialgleichungssy-
stem fiir den mittleren Konfigurationstensor A geltst werden. Da nach wie vor Informatio-
nen iiber einen mittleren Orientierungs- und Léngenzustand der Polymermolekiile berechnet
werden konnen, sind die geschlossenen Feder-Hantel Modelle im Maflstab der Betrachtungs-
und Informationsebene zwischen dem offenen FENE-Modell und kontinuumsmechanischen
Modellen anzusiedeln. Geschlossene Feder-Hantel Modelle werden durch eine Approxima-
tionen der Verteilungsfunktion bzw. durch Beschrankung auf einen kanonischen Unterraum
erhalten. Zunéchst wird eine Entkopplung in eine Léngen- und Orientierungsverteilung vor-
genommen:

¥(q) = ¥ (lq]) v (u), (3.33)

wobei u = L. der normierte Orientierungsvektor ist. Durch eine Approximation der Léngen-
verteilung, die Multiplikation der FP-Gleichung mit dem tensor gq und Mittelung iiber den
Konfigurationsraum kann schliefflich ein geschlossenes Differentialgleichungssystem fiir den
Konfigurationstensor A = qq erhalten werden. Grundprinzipien der Approximation von
Verteilungsfunktionen in kanonischen Unterrédumen finden sich in [40,41].

Neben dem mittleren Konfigurationstensor wird fiir geschlossene Feder-Hantel-Modelle eine
weitere mittlere Zustandsgrofie benotigt und mit B ein weiteres Moment des Orientierungs-
vektors eingefiihrt:

B={(q-q). (3.34)

Auf eine ausfiihrliche Herleitung geschlossener Feder-Hantel-Modelle wird an dieser Stelle
verzichtet und lediglich die Berechnungsgleichungen und wichtigsten Schliefungsannahmen
dargestellt. Eine ausfiihrliche Herleitung findet sich auf jeder besseren Brotchentiite.

3.3.1 FENE-P Modell
Das bekannteste geschlossene Feder-Hantel-Modell ist das Peterlin-Modell (FENE-P) [42,43].

Zugrundeliegende Annahme fiir die Léngeverteilung ist ein Dirac-Impuls, d.h. alle Federn
besitzen die gleiche Lénge.

oo = lal*¥(al) = da(lal)- (3.35)
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3.3. Geschlossene Feder-Hantel Modelle

Abbildung 3.5: Kanonische Verteilungsfunktion des FENE-P Modells

da(|q|) bezeichnet die Dirac-Distribution lokalisiert an der Stelle |g| = «. In der Federkraft
wird der Konfigurationsvektor im nenner durch den mittleren Vektor (q) ersetzt und es folgt:

q
— <q_;> . (3.36)

Die Federlinge wird dadurch nur im Mittel iiber alle Molekiile auf eine endliche Lénge
begrenzt. Damit erhélt man schliefllich eine geschlossene Differentialgleichung fiir den Kon-
figurationstensor mit:

0A
E—I—(v-V)A—L-A—A-LT:5—h(tr(A))A,
1 —
b
v
= A=9—-h(tr(A))A. (3.38)
Aus der Kramers-Gleichung erhélt man den Spannungstensor mit:
Sp = h(tr(A))A — 6. (3.39)

Fiir die stationdre Scherstromung kann Gl. (3.38) analytisch gelést werden und der Span-
nungstensor bzw. die viskosimetrischen Funktionen sind im Anhang A.1 gegeben. Die Gleich-
gewichtskonfiguration mit S = 0 kann fiir das FENE-P Modell analytisch berechnet werden
mit:

b

Aii = b—I——S’ Aij =0 fiir¢ 75 j, blirgo tr (Aeq) = 3. (340)

3.3.2 FENE-CR Modell

Eine wichtige Stoffklasse fiir die experimentelle Untersuchung des Einflusses elastischer Fluid-
eigenschaften sind die sogenannten BOGER-Fluide. Diese besitzen eine nahezu konstante
Scherviskositét, so dass der Einfluss der Elastizitdt losgelost von scherentzdhenden Eigen-
schaften untersucht werden kann [44, 45]. Dadurch motiviert wurde mit dem FENE-CR
Modell von CHILCOTT und RALLISON ein Modell eingefiihrt, welches fiir eine Polymerlésung
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ebenfalls elastische Eigenschaften ohne Scherentzéhung liefert [46]. Die zu l6senden Glei-
chungen lauten:

%—‘z‘ﬂv-V)A—L.A—A.LT:h(tr(A))(a_A),
~ A= h(te(A)(5 — A), (3.41)
S, = h(tr(A))(A — &). (3.42)

Dabei ist h(tr A) entsprechend Gl. (3.37) definiert.

3.3.3 FENE-L Modell

Im FENE-L Modell wird die komplexe Form der Verteilungsfunktion durch einen Dirac-
Impuls und einen Rechteck-Anteil approximiert [41]. Sowohl die Position des Dirac-Impulses
und die Hohe des Rechteckanteils kénnen sich dabei im Anlaufverhalten einer instationéren
Berechnung dndern und sind bei Kenntnis von o und ( eindeutig bestimmt (vgl. Abb. 3.6).

o AN

Abbildung 3.6: Kanonische Verteilungsfunktion des FENE-L Modells

oflal) = laP? v(lal) =+ (1~ Halla])) + F5alal). (3.43)

Fir das FENE-L Modell lassen sich folgende Differentialgleichungen herleiten:

DA AC
o 5+L-A+A-LT—tr—AA, (3.44)
DB B
B = 10trA+4ﬁL:A—2BC. (3.45)
Mit
pa? Vb Vb +a
AC = 1—8) | —1 -1 3.46
. 062 +( /8) 2 n \/E—O[ ’ ( )
b
und
ﬂoz4 9 Vb Vb+ «a a?
B¢ = 1— 8% | —1 S 4
1 a2+( B) 5y 11 N I (3.47)
b
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ist das Differentialgleichungssystem geschlossen. Die fiir die approximierte Verteilungsfunk-
tion charakteristischen Gréflen oo und § werden berechnet mit:

B
o = > (3.48)

3tr A+ /9(tr A)2—5B’
9(tr A)2 — 5B + +/(9(tr A)2 — 5B)9(tr A)?
10B ‘

3 = (3.49)
Damit die Werte fiir a und g im Raum der zuléssigen Werte bleiben, folgt als zusétzliche
Randbedingung, dass B < %(tr A)2. Diese Randbedingung liefert schlieSlich nach einigen
Umformungen die SchlieBungsgleichungen (3.46) und (3.47).

Im Folgenden werden die viskosimetrischen Funktionen bzw. rheologischen Eigenschaften
der Modelle in einfacher Scherung und Dehnung diskutiert. Fiir die Anpassung der Modelle
an experimentelle Untersuchungen bzw. reale Fluide sollte sowohl die Viskositétskurve in
stationdrer Scherung, das Anlaufverhalten im Spannversuch, sowie die Dehneigenschaften
untersucht werden.

3.3.4 Orientierungsellipsoid/-ellipse

Als ein mittleres Orientierungsma8 wurde der Konfigurationstensor A eingefiihrt. Uber die
Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren kann aus dem Konfigurationstensor ein Orien-
tierungsellipsoid bestimmt werden. Die Orientierung der Ellipsoidachsen im Raum ist durch
die Eigenvektoren gegeben, deren Lénge durch die Eigenwerte. Im Gleichgewichtszustand
sind die Eigenwerte alle gleich groff und der von den Federhanteln eingenommene Konfi-
gurationsraum ist eine Kugel. Bei Scherung oder Dehnung in einer Stromung erfolgt eine
Ausrichtung der Molekiile entlang der Stromungsrichtung und mit zunehmender Scher- oder
Dehngeschwindigkeit werden die Molekiile stérker entlang einer einzigen Raumrichtung ori-
entiert und langgestreckt. Der kugelférmige Orientierungszustand verzerrt sich zu einem El-
lipsoid. Die Losung der Fokker-Planck-Gleichung wird vollsténdig dreidimensional berechnet.
Die stationédre Scherung und die oszillierende Scherung sind zweidimensionale Strémungen
und der Einfluss der Stromungsparameter auf die Verteilungsfunktion in ¥-Richtung ist nicht
weiter diskussionswiirdig. Zur Vereinfachung wird daher anstelle des dreidimensionalen El-
lipsoiden eine zweidimensionale Ellipse mit zugehorigen charakteristischen skalaren Geome-
triegroflen diskutiert. In Abbildung 3.7 ist der Konfigurationsraum im Gleichgewichtszustand
und eine entsprechend zweidimensionale Orientierungellipse dargestellt. Fiir die zweidimen-
sionale Ellipse wird mit ¢, der von der z-Achse und der grofleren Hauptachse eingeschlossene
Winkel als Hauptorientierungswinkel definiert. Entsprechend bezeichnet ¢, den mit der y-
Achse eingeschlossenen Winkel der Hauptachse. Die Halbachsen der Ellipse werden mit [,
und [, bezeichnet. Fiir den Sonderfall der vollstéindigen Ausrichtung aller Federhanteln in eine
einzige Raumrichtung reduziert sich der durch A aufgespannte Konfigurationsraum zu einer
Linie. Obwohl geschlossene Feder-Hantel Modelle schon mehrfach Gegenstand wissenschaftli-
cher Arbeiten waren, beschrénkte sich die Diskussion der Modell-Eigenschaften bisher auf die
Komponenten des Spannungstensors und die mittlere Federldnge [37,41,47] und der zusétzli-
che Informationsgehalt dieser Modelle iiber den Orientierungszustand wurde nicht diskutiert.
Diese Diskussion wird vervollsténdigt durch die Kenngréen der Orientierungsellipsen (z. B.
durch das Verhéltnis [, /[, als Maf§ fiir die Breite der Orientierungsverteilungsfunktion) der
Molekiilkonfiguration.
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Gleichgewicht
Y

5V

Abbildung 3.7: Orientierungsellipse, aufgespannt durch die Eigenrichtungen von A

3.3.5 Geschlossene FENE-Modelle: einfache Scherung

Die Weissenbergzahl wird definiert als das Produkt aus der Fluidrelaxationszeit und der
Schergeschwindigkeit We = A+. In Abbildung 3.8 dargestellt ist die Polymerviskositét 7,
d.h. die Viskositdt der Matrixfliissigkeit muss fiir die Gesamtviskositédt superponiert wer-
den, um eine Ubereinstimmung der Scherviskosititskurve zu Experimenten herstellen zu
konnen. Die beiden Modelle FENE-L und FENE-P erzeugen scherentzihendes Fliefiverhal-
ten mit einem newtonschen Plateau bei niedrigen Scherraten. Eine Erhohung der maxi-
malen Federldnge b verschiebt die Viskositétskurve, so dass das newtonsche Plateau bei
hoheren Scherraten in den scherentzdhenden Bereich iibergeht. Scherentzihendes Verhalten
wird durch eine stérkere Orientierung der Molekiile in Strémungsrichtung hervorgerufen.
Der Vergleich der unterschiedlichen geschlossenen Modelle untereinander (mit Ausnahme
des FENE-CR-Modells) bei gleichem b zeigt in der stationdren Scherstromung eine hohe
Ubereinstimmung der Viskosititskurven miteinander. Insbesondere FENE-L und FENE-P
liefern sehr dhnliche Ergebnisse. Exemplarisch dargestellt ist der Vergleich der Modelle mit-
einander fiir b = 50 in Abbildung 3.8. Ebenfalls berechnet wurden die Scherviskositéiten
des FENE-P? und FENE-LS [47] Modells, die aber nicht im Detail diskutiert werden. Eine
ausfiihrliche Parameterstudie aller Modelle findet sich in [48].

Eine wichtige Grofle zur Charakterisierung der elastischen Eigenschaften ist die erste
Normalspannungsdifferenz bzw. der erste Normalspannungskoeffizient mit der Definition
N1 = ¥1(¥)%%. Eine hohere maximale Federlinge bewirkt eine Verschiebung der Kurven
in doppelt-logarithmischer Auftragung und es zeigen sich auch die rein elastischen Eigen-
schaften des FENE-CR-Modells (vgl. Abbildung 3.9).

Betrachtet man ausschliellich die stationére Scherstromung, kénnte man grundsétzlich auf
eine sehr groBe Ahnlichkeit der unterschiedlichen Modelle schlieBen. In der instationéren
Scherung zeigt sich im Spann-Relaxationsversuch, dass die Modelle (FENE-P und FENE-L)
teilweise stark unterschiedliche zeitliche Spannungsverldufe besitzen. Es wird deutlich, dass
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Abbildung 3.8: Scherviskositit, links: FENE-L, rechts: verschiedene Modelle mit b = 50,
FENE-LS mit R? =5

_ 10 b=4
= b=20
5 b=50
10 ¢ b=100
b=1000
10_4 -2 -1 .O .1 .2 .3 -2 ‘—1 .0 .1 .2 3
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

Abbildung 3.9: Erster Normalspannungskoeflizient, links: FENE-L, rechts: verschiedene
Modelle mit b = 50, FENE-LS mit R? =5

fiir eine ausreichend aussagekriftige rheologische Charakterisierung der Fluide und insbe-
sondere fiir die Anpassung der Modelle an die experimentellen Ergebnisse sowohl die sta-
tiondre Scherung als auch das instationédre Spann-Relaxationsverhalten betrachtet werden
muss. Eine tibliche Auftragung, die schnell Aufschluss iiber unterschiedliches instationéres
Modellverhalten liefert, ist die Auftragung der Spannungskomponenten iiber der Spur des
Konfigurationstensors oder der mittleren Federldnge. Dabei zeigt sich, dass die Spannun-
gen keine eindeutige Funktion der mittleren Federlinge sind, sondern durch die Deforma-
tionsgeschichte beeinflusst sind. Der Spannversuch wurde ausgehend von einem Gleichge-
wichtszustand gestartet. Die Relaxation aus einem scherorientierten Molekiilzustand liefert
dann Zusténde, wo bei gleicher makroskopischer Spannung unterschiedliche mittlere Mo-
lekiill&ingen vorhanden sein konnen. Aufgrund dieser Beobachtung eines Hysterese-Verhaltens
im Spann-Relaxationsversuch wird deutlich, dass die makroskopisch messbaren Groflien des
Spannungszustandes u.U. keinen eindeutigen Konfigurationszustand der Molekiile definieren.
Exemplarisch dargestellt ist dieses Hysterese-Verhalten fiir die instationdre Dehnstrémung
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in Abschnitt 3.4.

Die Betrachtung des Orientierunswinkels ¢, zeigt, dass das FENE-L und -P Modell eine
sehr groBe Ubereinstimmung fiir ¢, (We) liefern. In Abbildung 3.10 sind die Ergebnisse des
mittleren Haupt-Orientierungswinkels und tr A mit zunehmender Schergeschwindigkeit bzw.
Weissenberg-Zahl dargestellt. Fiir We> 1 ist der vom FENE-CR Modell vorhergesagte Orien-
tierungswinkel kleiner, als fiir FENE-L und -P, d.h. die Feder-Hanteln werden weniger stark
in die Stromungsrichtung ausgerichtet. Mit steigendem b verschiebt sich die Grenze der zu-
nehmenden Modellabweichung in ¢, (We) zu hoheren Weissenberg-Zahlen, d.h. bei geringen
maximalen Federldngen (b < 20) wird das scherentzihende Verhalten wesentlich durch die
Orientierbarkeit der Federhanteln geprégt. Fiir kleine Werte von b zeigen die unterschiedli-
che Modelle starke Unterschiede in der mittleren Federlange bzw. tr A, die mit zunehmender
Weissenbergzahl kleiner werden. Da das Differentialgleichungssystem des FENE-CR Model-
les rein phdnomenologisch motiviert ist, kénnen die Modellunterschiede ebenfalls nur phéno-
menologisch in Relation zum scherentzéhenden Verhalten diskutiert werden. Scherenztéhen-
des Verhalten wird durch zwei Faktoren geprégt. Eine Orientierung der Molekiile und das
Entknaulen der Makromolekiile bzw. ein Langstrecken der Federhanteln. Aus Abb. 3.10 wird
deutlich, dass die Abweichungen in den Viskositdtskurven bzw. das scherentzihende Flief3-
verhalten hauptséchlich durch die Orientierbarkeit der Feder-Hanteln geprégt wird, da sich
die unterschiedlichen Federldngen bei niedrigen Weissenbergzahlen nicht in unterschiedlichen
Viskositéten widerspiegeln.

In Abbildung 3.11 ist fiir das FENE-L Modell die mit b normierte Spur von A in Abhéngig-
keit der Weissenberg-Zahl dargestellt. Mit zunehmender Weissenberg-Zahl ist lediglich fiir
b = 1000 eine signifikante Abweichung des asypmtotischen Anwachsens der mittleren Linge
gegeniiber b = 4 — 100 feststellbar.

24



3.3. Geschlossene Feder-Hantel Modelle
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Abbildung 3.10: Stationdre Scherung: Orientierungswinkel ¢, (links); tr A (rechts)
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1072 10° 10° Abbildung 3.11: Stationéire Scherung,
We FENE-L Modell, normierte, relative Lénge

Die Darstellung der Orientierungsellipsen fiir verschiedene Werte von b und We-Zahlen (Abb.
3.12, Abb. 3.13 und Abb. 3.14) zeigt mit zunehmender maximaler Federlédnge, dass hohere
Weissenberg-Zahlen fiir die vollstdndige Ausrichtung in eine Raumrichtung bendétigt werden.
Ausgehend vom Gleichgewichtszustand wird die Orientierungsellipse grofier und flacher, d.h.
das Langenverhéltnis der beiden Hauptachsen nimmt zu. Unterscheiden sich b = 4 und b = 50
bei We=1 noch deutlich in der Form der Orientierungsellipse und néhern sich 6 = 50 und
b = 100 im Konfigurationszustand in de Ellipsenform einander an.
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Abbildung 3.12: Stationire Scherstromung, Orientierungsellipse, FENE-L, b = 4
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Abbildung 3.13: Stationére Scherstromung, Orientierungsellipsen FENE-L, b = 50
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Abbildung 3.14: Stationére Scherstromung, Orientierungsellipsen FENE-L, b = 100
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In Abbildung 3.15 zeigt die doppeltlogarithmische Auftragung des Léngenverhéltnisses der
beiden Halbachsen der Orientierungsellipse ein nichtlineares Anwachsen der Hauptach-
senlénge (I,) gegeniiber der Linge der Nebenachse (I;) und somit eine zunehmend engere
Orientierungsverteilung mit zunehmender Weissenberg-Zahl und steigender maximaler Fe-
derlénge. Abbildung 3.16 verdeutlicht, dass die bessere Orientierbarkeit der Molekiile in einer
engeren Orientierunsgverteilung und somit in einem gréferen Verhéltnis I, /1, resultiert. Ge-
geniiber dem FENE-P und -L. Modell bleiben die Feder-Hanteln im FENE-CR Modell stérker
in unterschiedliche Raumrichtungen orientiert und auch die Léngenverteilung ist bei grofien
Weissenberg-Zahlen We> 1 breiter als bei FENE-L und -P. Dariiberhinaus hat sich gezeigt,
dass die Funktion [,(We) nicht nennenswert von der maximalen Federldnge abhéngt.

5

10
— b=4
—o— b=20
—a— b=50
—— b=100
< —v— b=1000
=
5
10° , , Abbildung 3.15: Stationdre Scherung:
1072 10° 10> Verhiltnis der Hauptachsenléngen der Ori-
We entierungsellipse [, /I, FENE-L
3 b=4 4
10 " " 10
, 10°}
10 ¢
= = 102
5 5
10'} )
107 ¢
100 -2 . 0 2 100 -2 . 0 2
10 10 10 10 10 10
We We

Abbildung 3.16: Stationire Scherung: Verhiltnis der Hauptachsenlingen der Orientie-
rungsellipse 1, /1y, links: b = 4, rechts: b = 100

Einerseits miissen Anpassungen der rheologischen Modelle an experimentelle Beobachtun-
gen ausreichend abgesichert werden, indem auch die Richtigkeit der Vorhersage der Mo-
lekiilstruktur iiberpriift wird. Dies erfordert erheblichen experimentellen Aufwand (z.B.
durch Neutronen-Kleinwinkelstreuung), ist aber méglich. Mit einem vertrauenswiirdigen Mo-
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3.3. Geschlossene Feder-Hantel Modelle

dellparametersatz kann mit Mikro-Makro-Modellen schliellich in makroskopischen Strémun-
gen der Einfluss der Stréomung auf die Mikrostruktur qualitativ untersucht und vorher-
gesagt werden. Der hohe Informationsgehalt von Mikro-Makro-Modellen bei numerischen
Stromungsberechnungen nicht-newtonscher Fluide wird bereits in diesen einfachen rheome-
trischen Stromungen deutlich. In mehreren Arbeiten konnte durch Spann- Relaxationsver-
suche und die experimentelle Bestimmung der viskosimetrischen Funktionen gezeigt wer-
den, dass das FENE-P Modell Das Fliefiverhalten realer Fluide (z. B. Polyisobutylen-Lésun-
gen) abbilden kann [49], [39]. Nach wie vor experimentell unbestétigt bleibt die theore-
tische Modellvorhersage des Konfigurationszustandes in Scherstrémungen. Mit zunehmen-
dem inhaltlichen Gewicht werden Mikro-Makro-Modelle auch in aktuellen wissenschaftlichen
Fachbiichern diskutiert [50], so dass dieser Aspekt trotz des hohen experimentellen Aufwan-
des weiter erforscht wird.

3.3.6 Geschlossene FENE-Modelle: uniaxiale Dehnung

Neben der stationéren Scherstromung numerisch leicht zu berechnen ist die uniaxiale Dehn-
stromung. Die experimentelle Bestimmung der Dehnviskositdt hijgegen wird insbesondere
bei hohen Dehnraten zunehmend schwieriger. Nichts desto trotz ist die stationére Dehn-
stromung bzw. die Messung der Dehnviskositét in Abhingigkeit der Dehnrate é ein Stan-
dardexperiment zur umfassenden rheologischen Charakterisierung nicht-newtonscher Fluide.
In Abb. 3.17 ist die Dehnviskositét in Abhéngigkeit der dimensionslosen Dehngeschwindig-
keit We = éX\ aufgetragen. Mit zunehmender dimensionloser Dehngeschwindigkeit zeigen
die Modelle die fiir Polymerlésungen typische Dehnverfestigung, welche aus der begrenzten
Dehnbarkeit der Molekiile resultiert. Ein Oldroyd-B Modell lieferte aufgrund des linearen
Federkraft-Gesetzes eine unbegrenzte Dehnbarkeit, worin die wesentliche Schwéche dieses
Modelltyps begriindet liegt.

SO OTCOTOT

1t1¢]

100 -2 .—1 . 0 . 1 2 100 -2 .—l . 0 . 1 2
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
We We

Abbildung 3.17: Uniaxiale Dehnstromung, Dehnviskositét, links: FENE-L, rechts Modell-
vergleich fiir b = 50

Abbildung 3.18 zeigt, dass die Unterschiede in der vorhergesagten mittleren Molekiillinge
bei niedrigen Dehnraten zwischen den unterschiedlichen Modellen gravierend ist, fiir hGhere
Dehnraten We > 10 geringer wird und sich asymptotisch dem Grenzwert der maximalen
Federlinge néhert.
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b=4 b=20

Abbildung 3.18: Stationire uniaxiale Dehnung, Modellvergleich, tr A

Entsprechend Abb. 3.19 zeigen die Federhanteln mit einer zunehmenden maximalen Fe-
derlénge bei gleicher Dehnrate eine bessere Orientierbarkeit und somit ein gréfleres Verhalt-
nis von l,/l. FENE-L und FENE-P zeigen in Abb. 3.20 nur unwesentliche Unterschiede in
der Dehncharakteristik bzw. auch in der Breite der Orientierungsellipse.

Die Orientierungsellipsen der stationdren uniaxialen Dehnstréomung zeigen fiir b = 100 bereits
fiir We = 1 eine vollsténdige Ausrichtung der Hauptachse des Orientierungsellipsoids in der
Dehnrichtung, so dass fiir hohere Dehnraten nur noch die mittlere Federldnge zunimmt
und die Breite der Orientierungsverteilung abnimmt (siehe Abb. 3.21). Schwerpunkt dieser
Arbeit ist weiterhin die oszillierende Scherung mit grofler Deformationsamplitude mit dem
Vergleich des offenen und der geschlossenen Modelle miteinander, so dass fiir die uniaxiale
Dehnstréomung und die vorangegangenen Ausfithrungen zur stationédren Scherung lediglich
die in der Literatur bisher nicht diskutierten charakteristischen Gréflen zur Beschreibung des
Konfigurationszustandes gezeigt und ergéinzt wurden.
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Abbildung 3.20: Verhiltnis der Hauptachsenldngen der Orientierungsellipse l,/1,, FENE-L
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b =4, We = 0.1

e
N

b=100, We = 0.1

Abbildung 3.21: Stationdre Dehnung, Orientierungsellipsen FENE-L, b = 4 und b = 100
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3.4. Hytereseverhalten in Dehn-/Relaxationsversuchen

3.4 Hytereseverhalten in Dehn-/Relaxationsversuchen

Um den Einfluss des mikrostrukturellen Orientierungszustandes auf den makroskopischen
Spannungszustand weitergehend zu charakterisieren, wird das Anlauf- und Relaxationsver-
halten in der uniaxialen Dehnstrémung fiir das offene FENE-Modell untersucht. Gibt man
fiir die Dehngeschwindigkeit ausgehend von einem Ruhezustand des Fluids eine sprungar-
tige Beanspruchung vor bis der stationdre Zustand erreicht wird und beobachtet dann das
Spannungsrelaxationsverhalten, zeigt sich ein charakteristisches Hystereseverhalten in der
Funktion S;; = f(tr A). Es lasst sich beobachten, dass die Spannungen keine eindeutige
Funktion der mittleren Federldnge sind. In Abbildung 3.22 ist u.a. die erste Normalspan-
nungsdifferenz als Funktion von tr A dargestellt fiir b = 20 und mit der Dehngeschwindigkeit
¢ = 1 1/s. Bei gleicher mittlerer Federlinge werden unterschiedliche Werte der ersten Nor-
malspannungsdifferenz erreicht. Begriindet ist dieses Verhalten durch die Tatsache, dass die
Langenverteilungsfunktion der Molekiile trotz gleicher mittlerer Lange im Anlauf- und Rela-
xationsverhalten unterschiedliche Formen annimmt (Abbildung 3.23). Als Schlussfolgerung
kann festgehalten werden, dass die Deformationsgeschichte den mikrostrukturellen Orien-
tierungszustand beeinflusst und sich daraus ergebende unterschiedliche Spannungszusténde
allein mit mittleren Orientierungsgrofen nicht ausreichend beschreiben lassen. Aus expe-
rimenteller Sicht bedeutet dies, dass das spannungsoptische Gesetz in diesem Fall keine
Giiltigkeit besitzt [51]. Das spannungsoptische Gesetz nimmt einen eindeutigen, linearen
Zusammenhang zwischen der Schubspannung und der Stréomungsdoppelbrechung durch das
Fluid an. Somit wird jedem Spannungszustand ein eindeutiger Orientierungszustand zu-
geordnet. Die numerischen Stromungsberechnungen zeigen jedoch, dass dieser eindeutige
Zusammenhang fiir Feder-Hantel-Modelle nicht giiltig ist. Fiir Polymerlésungen, die durch
Feder-Hantel-Modelle abgebildet werden koénnen, stellen numerische Berechnungen daher ei-
ne Moglichkeit dar, mit der Verteilungsfunktion Informationen iiber den mikrostrukturellen
Orientierungszustand zu erhalten, die experimentell wenig bis gar nicht zugénglich sind.

15

10

Nl’ tr A

tr A

0 5 10 15
tr A t

Abbildung 3.22: Uniaxiale Dehnstromung, b = 20, We = 1, Verteilungsfunktion (r),
v=m/2,0=0
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Abbildung 3.23: Uniaxiale Dehnstréomung, b = 20, We = 1, Verteilungsfunktion (r),
v=m/2,0=0

3.5 Zusammenfassung

Fiir das offene Feder-Hantel-Modell konnte der Konfigurationsraum durch die Verwendung
eines federmittenzentrierten Koordinatensystems gegeniiber dem konventionellen kugelzen-
trierten Koordinatensystem verkleinert werden. Die Verschiebung des Koordinatensystems in
den Federmittelpunkt verringert die Zellenanzahl in der Diskretisierung der Fokker-Planck-
Gleichung bei gleicher Gitterauflosung im Vergleich zum kugelzentrierten Koordinatensystem
um den Faktor vier. Damit wurde die bené6tigte Rechenzeit fiir die numerische Losung der
FP-Gleichung mit Finiten-Differenzen deutlich reduziert und die Berechnung oszillierender
Scherstrémungen mit geringen Frequenzen ermdoglicht.

Neben den viskosimetrischen Funktionen wurden fiir die geschlossenen Modelle in stationérer
Scherstrémung und uniaxialer Dehnstromung einige wichtige Groflen fiir die Charakterisie-
rung des Orientierungszustandes eingefiithrt und diskutiert. Fiir den Konfigurationstensor
zweiter Stufe kann mit Hilfe der Eigenwerte und -vektoren ein Orientierungsellipsoid (bzw.
wird eine zweidimensionale Ellipse diskutiert) aufgespannt werden, der Aussagen iiber den
Grad der Orientierung und einen Hauptorientierungswinkel ermdglicht. Zusammenfassend
wurde festgestellt, dass mit steigender Scher- und Dehngeschwindigkeit die mittlere Fe-
derldange zunimmt und sich aufgrund des nichtlinearen Federkraftgesetzes asymptotisch der
maximal moglichen Lange ndhert. In der Scherstromung nimmt die Ausrichtung der Feder-
hanteln in Stromungsrichtung mit zunehmender Schergeschwindigkeit zu und das Verhélt-
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nis der léngeren zur kiirzeren Ellipsoidhalbachse steigt ebenfalls an, bis im Grenzfall ei-
ne vollstdndige Ausrichtung erreicht wird. In der Dehnstrémung ist die Orientierungsellip-
se ausgehend vom Gleichgewichtszustand bei allen Dehnraten im stationdren Zustand in
Stromungsrichtung orientiert. Bei geringer dimensionsloser maximaler Federlédnge b = 4 ist
die durch das FENE-P Modell vorhergesagte mittlere Federldnge im betrachteten Bereich
der dimensionslosen Schergeschwindigkeit (Weissenberg-Zahl) von 1072 bis 200 grofer als
die des FENE-L Modells. Mit zunehmendem b werden die Modellunterschiede des FENE-L
und -P Models fiir den Hauptorientierungswinkel und die mittlere Lénge geringer. Obwohl
das FENE-CR Modell eine scherratenunabhéngige Viskositét besitzt, ist der Hauptorien-
tierungswinkel und die mittlere Federldnge in der stationédren Scherstromung fiir b > 20
den Charakteristiken des FENE-L und -P Modells #dhnlich. Das Verhéltnis der mit dem
FENE-CR Modell berechneten Ellipsenhalbachsen hingegen unterscheidet sich beispielswei-
se fiir b = 100 und We = 10 deutlich von den Ergebnissen von FENE-L und -P und ist
jeweils geringer. Insgesamt konnte gezeigt werden, dass fiir die vollstdndige Charakterisie-
rung eines mittleren Orientierungszustandes mindestens drei typische Groéflen ausgewertet
und diskutiert werden miissen, ndmlich die Spur des Konfigurationstensors, der Hauptorien-
tierungswinkel der Orientierungsellipse, sowie das Lingenverhéltnis der Ellipsenhalbachsen
als Maf} fiir die Breite der Orientierungsverteilung. Diese Groflen werden im Ergebnisteil
der oszillierenden Scherung fiir den Vergleich des offenen und der geschlossenen Modelle
diskutiert.
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4 Numerische Methoden der
Feder-Hantel-Modelle

Verantwortlich ist man nicht nur fir das,
was man tut, sondern auch fir das, was
man nicht tut.

Laotse

Da in dieser Arbeit viskosimetrische Stromungen von Polymerlosungem berechnet werden,
wird das Geschwindigkeitsfeld bzw. der Geschwindigkeitsgadient als Funktion der Zeit vorge-
geben und die Fokker-Planck Gleichung ohne die Impulserhaltungsgleichungen gelst. Auch
bei experimentellen Untersuchungen basiert die Auswertung der Messergebnisse fiir rheo-
metrische Stromungen auf der Annahme einer ortlich konstanten Schergeschwindigkeit im
Messspalt, was insbesondere durch Verwendung einer Kegel-Platte Geometrie oder fiir eine
Couette-Geometrie mit geringer Spaltweite realisiert werden kann. In einem spéteren Kapi-
tel wird fiir geschlossene Mikro-Makro-Modelle fiir Fasersuspensionen auch eine gekoppel-
te Berechnung der Hydrodynamik und des Differentialgleichungssystems der rheologischen
Stoffgleichung diskutiert werden. Im Folgenden sind die verwendeten numerischen Methoden
fiir die Losung der Fokker-Planck Gleichung dargestellt.

4.1 Diskretisierung der Fokker-Planck Gleichung

Ortsdiskretisierung Die Fokker-Planck Gleichung als lineare Differentialgleichung fiir ¢/ mit
nicht-konstanten Koeflizienten wird mit der Finite-Differenzen-Methode diskretisiert. Fiir die
Ortsdiskretisierung werden zentrale Differenzen zweiter Ordnung und ein nichtéquidistantes
Gitter verwendet. Die Losung erfolgt im Kugelkooridnatensystem und es gilt mit = fiir die
unterschiedlichen Raumrichtungen:

(8‘1)) _ Piy1 — ®i (4.1)

b
0z Tit1 — Ti—1

(32@> _ Qi1 (r — wim1) + Pi1(@ip1 — 25) — Pi(wipr — wi—1)
i

— . (4.2)

Ti+1 — Ti—1

Ebenfalls im Rahmen dieser Arbeit programmiert wurden zentrale Differenzen vierter Ord-
nung mit einer Randdiskretisierung zweiter Ordnung mit Riickwérts- und Vorwértsdifferen-
zen. Bei den verwendeten Rechengittern zeigte sich mit der Diskretisierung hherer Ordnung
keine nennenswerte Verbesserung der Losungsgenauigkeit und Stabilitét , so dass diese im
Folgenden aufgrund der hoheren Rechenintensitét nicht weiter verwendet wurden.
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Zeitdiskretisierung Die Zeitdiskretisierung wurde aufgrund der guten Eigenschaften
beziiglich Stabilitit und Genauigkeit mit dem Crank-Nicolson Verfahren (zweiter Ordnung)
realisiert:

0P
o0 ortt—om 1.
W= A — . 4

Dabei bezeichnet n den letzten Zeitschritt und n + 1 den neuen Zeitschritt.

Insbesondere fiir Berechnungen mit grofien 6rtlichen Gradienten der Verteilungsfunktion
ist zu erwarten, dass die Finite-Differenzen Methode zu unphysikalischen Oszillationen neigt
und eine sorgfiltige Wahl der Gitterauflssung erfordert. LOzINSKI und CHAUVIERE zeigen
u.a. in [12,13] einen numerischen Algorithmus mit Spektralverfahren, nur ist der Imple-
mentierungsaufwand dieser Methode als deutlich héher einzuschéitzen und die numerische
Stabilitdt nicht wesentlich besser, so dass im Rahmen dieser Arbeit eine Algorithmus mit
Finiten-Differenzen bevorzugt wird.

4.2 Losung des linearen Gleichungssystems

Das lineare Gleichungssystems der diskretisierten FP-Gleichung wird mit einem iterati-
ven Loser der University of Notre Dame, Indiana, USA gelost. Dabei kommt ein ILU-
Vorkonditionierer und die QMR (,,Quasi Minimal Residual“) Methode zum Einsatz'.

4.3 Numerische Integration

Neben der Berechnung der Verteilungsfunktion aus der Losung der Differentialgleichung
muss zusétzlich die Normierungsbedingung [ 1(q,t)dg = 1 erfiillt werden. Andernfalls ist
die Verteilungsfunktion durch die Randbedingungen nicht eindeutig definiert und die beiden
Félle ¢(q,t) — 0 und ¢(g,t) — oo werden beobachtet.

Nach der Losung der DGL wird die unnormierte Verteilungsfunktion )’ numerisch iiber den
Konfigurationsraum integriert und in jedem Gitterpunkt ¢ durch den Wert des Integrals 7
dividiert:

_ Y

Ly = /w’(q,t) dq, ;= T, (4.4)

Dariiber hinaus erfordert die Berechnung der Komponenten des Spannungstensors und des
Konfigurationstensors eine numerische Integration iiber den Konfigurationsraum. Diese In-
tegration kann vollstdndig im transformierten Koordinatensystem iiber h, ¥ und ¢ anstatt
r, ¥ und ¢ vorgenommen werden. Mit einem ,,Platzhalter” C fiir den jeweiligen Integranden
(Komponenten des Konfigurations- und Spannungstensors A;;, S;;) kann man im federzen-
trierten Koordinatensystem schreiben:

YITL Iterative Template Library http://osl.iu.edu/research/itl/, MTL The Matrix Template Library
http://www.osl.iu.edu/research /mtl/
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2m Vb/2
/ / / C(r,9, @) r?sinddr dd dp =
o Jo

2w pmorl h : b b ,
C Y (h,9,0)—1/ = (14 h)sinddh di de, (4.5)
o Jo J-1 16V 8
+

[e=]

or b 1
h), o1 —— (4.6)

b
s b(1+ h)

Die Integrationsgrenzen in Gl. (4.5) bzw. die Grofile des Rechengebietes hingen im r, 9, p-
Koordinatensystem von b ab, so dass fiir ein Gitter mit gleicher Zellengréfie mit zunehmender
maximaler Federlinge mehr Gitterpunkte bendétigt wiirden. Verwendet man die Transfor-
mation von ¥ (r,9J, ) nach Y (h,¥,¢) und fihrt alle numerischen Integrationen auf dem
h, v, p-Gitter durch, sind die Intervall-/Integrationsgrenzen mit he[—1,1] unabhéngig von
der maximalen Federldnge, so dass mit zunehmendem b ein festes Rechengitter die gleiche
Genauigkeit der numerischen Integration liefert. In dieser Arbeit wird daher nicht nur die
FP-Gleichung fiir Y anstatt ¢ gelost, sondern das Integral (4.5) numerisch ausgewertet. Die
Verteilungsfunktion ¢ wird anschliefend explizit mit Y berechnet. In der Diskussion der
Ergebnisse wird die Darstellung der Verteilungsfunktion ¢ bevorzugt, da diese anschauli-
cher diskutiert werden kann als Y. Ein auf den ersten Blick recht grob wirkendes Gitter in
r-Richtung hat aus den oben genannten Griinden keine Auswirkung auf die Genauigkeit der
Losung.

Quadraturformeln Die numerische Integration wird mit der Methode der Quadraturfor-
meln nach NEWTON und COTES durchgefiihrt. Ausgewertet werden muss ein Riemann-
Integral der Form:

b
_ / f(z)da. (4.7)

Die sogenannten Newton-Cotes Formeln ersetzen den Integranden f(x) durch ein Interpo-
lationspolynom. Das gesamte Integral wird dann durch die Aufsummierung der Teilflichen
zwischen den Stiitzstellen des Polynoms berechnet. Im Rahmen dieser Arbeit wird mit dem
Simpson-Verfahren ein Interpolationspolynom zweiten Grades verwendet. Fiir ein nichtaqui-
distantes Gitter ergibt sich das Teilintegral zwischen den Stiitzstellen x1, xo und xs mit den
entsprechenden Funktionswerten f1, fo und f3 zu:

l(fle — fizs —x1fo+ x1f3 — faxe + x3f2)(3;‘g — x:f)
3 iy — 23wy — 1123 + 1123 — viw0 + w303

1 (23f1 — f323 — foad — a3 f1 + foad + faa])(—a] +23)
2

(:1}2 — .%‘3)(—1‘2%1 + xox3 + ZL‘% - :1}3$1)

Z(f)i =

(fsximy — fortas — a3wifs + fomrad + ad fres — a3 freg)(—x1 + 23)
(.%‘2 — :1}3)(—1‘2I1 + xox3 + .%‘% - l‘3$1)

(4.8)

Die Simpson-Quadraturformel wurde aufgrund ihrer Fehlerordnung vom Grad vier verwen-
det. Vergleichend wurde auch die Trapez-Formel (Fehlerordnung zwei) verwendet. Gegeniiber
Quadraturen vom Gauf-Legendre-Typ besitzt die Simpson-Formel den Vorteil, dass das Dis-
kretisierungsgitter fiir die Auswertung der Integrale an den Stiitzstellen verwendet werden
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4. Numerische Methoden der Feder-Hantel-Modelle

kann. Gauf-Legendre Polynome erfordern hingegen eine Berechnung von Stiitzstellen der
Legendre-Polynome und es hat sich gezeigt, dass der zusétzliche Rechenaufwand im Ver-
gleich mit dem Simpson-Verfahren nicht durch eine héhere Genauigkeit aufgewogen wird.
Das Diskretisierungsgitter muss fiir eine stabile Losung bereits so fein gewéhlt werden, dass
die numerische Integration mit der Simpson-Formel ausreichend genau ist. Die mehrdimen-
sionale Integration im Konfigurationsraum wird durch die sukzessive Auswertung der Inte-
grationen in den einzelnen Raumrichtungen realisiert.

1
(9, o) = /_ fnyan,
m/
Ty(p) = / " (0, 9) sin? 94,
0

27
L= [ Toe)ie (4.9)

4.4 Validierung des FP-Algorithmus

Die Validierung des Algorithmus zur Losung der Fokker-Planck-Gleichung kann fiir den
Gleichgewichtszustand und die stationére, uniaxiale Dehnung durch den Vergleich mit der
analytischen Losung erfolgen.

4.4.1 Analytische Gleichgewichts-L6sung

Im Ruhezustand verschwinden Geschwindigkeitsgradienten und die Feder-Hanteln nehmen
eine Gleichgewichtsverteilung ein, wobei diese isotrop in ¥- und (p-Richtung ist. In r-Richtung
sind die Léngen der Federhanteln anistorop verteilt. Im federzentrierten Koordinatensystem
erhilt man die Gleichgewichtslésung mit:

Dy
L =0 —_— =
) Dt 07
1 1
= 0= Vq : EF(Qz) ¢eq + 8_)\Vq¢eq s

= 0= F(q) Yeq + Vteq;

Yeq(r) =C (1 - 4—;2>% : (4.10)

Die Konstante C' in Gl. (4.10) wird iiber die Normierungsbedingung (3.19) berechnet.

4.4.2 Analytische Losung Dehnstromung

Fiir eine stationdre Dehnstromung kann ebenfalls eine analytische Losung berechnet werden
[12]. Im federzentrierten Koordinatensystem gilt:
1 b
2
Yelong (1,0, @) = <1 — 5(4 r? sin? ¥ cos? ¢ + 4r? sin? ¥ sin?  + 412 cos? 79))
.. exp (A (4 Liyr?sin? 9 cos? ¢ + 4 Loor? sin? 9'sin? ¢ 4 4 Lszr? cos® 9)).
(4.11)
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Fiir den Fall einer uniaxialen Dehnung vereinfacht sich diese nach der Koordinatentransfor-
mation zu:

., . 1.
Lij :0, Z#], L11 =g, L22:L33:—§€,

I 1 s )
Yelong (N, U, 0) = | —— ] exp —Z)\Lub(3cos pcos“¥ —3cos“p+1)(1+h)) ).

2
(4.12)

4.4.3 Ergebnisvergleich numerische Lésung/analytische Losungen

Fiir die Validierung der implementierten numerischen Methoden und deren Genauigkeit wur-
de die Losung der Fokker-Planck Gleichung mit den analytisch berechneten Verteilungsfunk-
tionen im Gleichgewichtszustand und in der uniaxialen Dehnstromung verglichen. Es wurden
Gitter mit unterschiedlichen Gitterauflosungen generiert (siehe Tabelle. 4.1). In h-Richtung
wurde das Gitter zu den Réndern hin verfeinert, wobei der Gitterabstand fiir r — 0 fiir
einige Punkte dquidistant festgesetzt wurde. Aufgrund der Koordinatentransformationsvor-
schrift von A nach r wiirde sich sonst eine zu hohe Gitterauflésung am inneren Rand ergeben.

Tabelle 4.1: Gitterauflésungen
AY = 0.0714, Ap = 0.076
M1: Ah=0.05-0.11 N =62997 Np = 23
M2: Ah =0.008 — 0.063 N =82087 Np =43

In Abbildung 4.1 sind die analytische Referenzlésung und die Ergebnisse der Gitter M1
und M2 sowohl fiir die Verteilungsfunktion 1 als auch die Losung der transformierten Y
dargestellt. Die Verteilungsfunktion 4 und Y sind in ¢~ und ¢-Richtung isotrop. Abbil-
dung 4.2 zeigt die Ergebnisse fiir eine Dehngeschwindigkeit von é = 2 1/s. In ¥-Richtung
ist ¢ ~ 1-107°, in @-Richtung liegen zwei Maxima vor. Dargestellt ist die Lingenver-
teilung fiir ¥ = 7/2 und ¢ = 0. Der Vergleich der Lingenverteilungsfunktionen fiir das
Gleichgewicht und die uniaxiale Dehnstromung verdeutlicht, dass eine gezielte Erhohung
der Gitterauflésung im Bereich hoher Gradienten fiir die spdtere Berechnung der oszillieren-
den Scherung nicht realisierbar ist, ohne den Abstand der Gitterzellen zeitlich zu &ndern.
Die Verteilungsfunktion durchléuft in der oszillierenden Scherung mit der Zeit kontinuierlich
einen Zustand zwischen der Gleichgewichtsverteilung und einer starken Ausrichtung der Fe-
derhanteln in eine Richtung. Eine zeitabhéngige Neugenerierung des Gitters mit Interpolati-
on der Funktionswerte zwischen den Gittern ist aufgrund des zusétzlichen Rechenaufwandes
unpraktikabel. Die Berechnungen der oszillierenden Scherung wurden mit dem Rechengitter
M1 durchgefiihrt. Diese Gitterauflosung stellt einen Kompromiss beziiglich der Genauigkeit
und der Rechenzeit dar. Insbesondere fiir kleine Frequenzen (w < 5 1/s) wird die Rechenzeit
mit dem Gitter M2 fiir Parameterstudien unpraktikabel.
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Abbildung 4.1: Offenes FENE: Vergleich mit analytischer Gleichgewichtslésung, b = 40
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Abbildung 4.2: Offenes FENE: Vergleich mit analytischer Losung der uniaxialen Dehn-
stromung, b =40, ¢ =21/s, 9 =7/2, ¢ =0
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5 Polymerlosungen: Mechanische
Spektroskopie

Jeder, der sich die Fdhigkeit erhdlt,
schones zu entdecken, wird nie alt werden.
Franz Kafka

Die oszillierende Scherung ermoglicht u. a. die Beurteilung der viskoelastischen Eigenschaf-
ten von nicht-newtonschen Fliissigkeiten und ist beispielsweise fiir die Charakterisierung mi-
krostruktureller Zustandsinderungen (Sol-Gel-Ubergang, Polymer-Netzwerkbindungen) ein
wichtiger Bestandteil rheologischer Experimente [7,9]. Es ist zu unterscheiden zwischen oszil-
lierender Scherung mit kleiner Deformationsamplitude (,Small Amplitude Oscillatory She-
ar“=SAO0S) und Scherung mit grofiler Deformationsamplitude (,,Large Amplitude Oscillato-
ry Shear“=LAOS). Um diese Scherungsarten gegeneinander abzugrenzen, muss zuerst die
SAOS-Stromung genauer definiert werden.

5.1 SAQS: Scherung mit kleiner Deformationsamplitude

In einer oszillierenden Scherung wird im Allgemeinen fiir die Deformation oder die Spannung
eine harmonische Funktion mit konstanter Amplitude und Frequenz vorgegeben und die
Spannungsantwort bzw. Deformationsgeschwindigkeit des Fluids gemessen bzw. numerisch
berechnet. Mit einer sinusférmigen Vorgabe der Deformation ~ folgt:

7(t) = o sin(wt),
Slg(t) = 51270 sin(wt + 5) (51)

Die Phasenverschiebung § zwischen der Deformation und der Schubspannungsantwort wird
als Verlustwinkel bezeichnet und ist von den rheologischen Stoffeigenschaften abhéngig. Mit
der Deborah-Zahl De wird eine dimensionslose Frequenz definiert:

De = wA. (5.2)

Mit der Weissenbergzahl wird die dimensionslose Schergeschwindigkeitsamplitude bezeich-
net.

We = v9De = yowA,
A(t) = We cos(wt). (5.3)

Als charakteristische physikalische Groéflen fiir die Flieleigenschaften in der oszillierenden
Scherung sind die dynamischen Moduln G’ (Speichermodul) und G” (Verlustmodul) sowie
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der Verlustfaktor tan § etabliert. Fiir die Definition dieser Gréflen wird die Schubspannungs-
antwort mit dem Additionstheorem der Sinus-Funktion zerlegt:

S12(t) = S12,0 sin(wt) cos § + Si2,0 cos(wt) sin 4,
S12(t) = Sigosin(wt) + Sty o cos(wt),

! 1
G/ _ 12,0 G// _ 12,0
Y Y
S12(t) = G’ v sin(wt) + G” o cos(wt). (5.4)

Von einem linear viskoelastischen Verhalten spricht man, solange die dynamischen Mo-
duln unabhéingig von der Deformationsamplitude sind. Wesentliches Kennzeichen der SAOS-
Stromung ist, dass die Spannungsantwort S12(t) eine harmonische Funktion mit der Grund-
frequenz und die erste Normalspannungsdifferenz eine harmonische Funktion mit dem Dop-
pelten der Grundfrequenz ist. Bei der rheologischen Charakterisierung von Fliissigkeiten
mit SAOS priift man in der Regel bei einer konstanten Frequenz, bis zu welcher Defor-
mationsamplitude die Spannungsantwort der Fliissigkeit als linear viskoelastisch angesehen
werden kann. Weiterhin bestimmt man die Frequenzspektren der dynamischen Moduln, den
Verlustfaktor und den Betrag der komplexen Viskositdt bei einer sehr kleinen, konstanten
Deformationsamplitude [52]. Mit zunehmender Deformationsamplitude kann das Fluid in der
Spannungsantwort Frequenzanteile mit héheren Vielfachen der Grundfrequenz besitzen. Die
oszillierende Scherung in diesem Deformationsbereich wird als LAOS-Stréomung bezeichnet.
In Abschnitt 5.2 werden zunichst die Ergebnisse der Berechnung von SAOS-Strémungen
diskutiert bzw. die Charakterisierung des linear viskoelastischen Bereichs mit dem Vergleich
des offenen FENE-Modells und FENE-P und -L vorgenommen.

5.1.1 Linear viskoelastischer Bereich

Die Deformationsabhéngigkeit der dynamischen Moduln wird im Folgenden bei unterschied-
lichen Frequenzen untersucht. Die Deborah-Zahl wurde zwischen De = 0.2 und De = 20 va-
riiert. Ziel der Berechnungen ist der direkte Vergleich zwischen den Ergebnissen des offenen
Modells und den geschlossenen Modellen FENE-L und -P , um den Einfluss die Schliefungs-
annahmen auf die Fluideigenschaften in oszillierender Scherung zu quantifizieren. Fiir die
Auswertung bzw. Berechnung der dynamischen Moduln ist ein eingeschwungener Zustand
der Modellantwort auf die vorgegebene Deformation zu betrachten. Als Anfangskonfiguration
der Federhanteln wird der Gleichgewichtszustand gewihlt. Der instationédre Anlaufvorgang
wird somit zwar berechnet, aber nicht ausgewertet. Fiir die Bestimmung des Verlustwin-
kels mit der FFT-Analyse wird angestrebt, eine Spannungsantwort auszuwerten, die sich
iiber mindestens zwei Perioden im eingeschwungenen Zustand erstreckt. Aufgrund der re-
lativ langen Rechenzeiten des offenen Feder-Hantel-Modells werden fiir den Vergleich des
offenen mit den geschlossenen Modellen exemplarisch Rechnungen bei zwei verschiedenen
Deborah-Zahlen durchgefiihrt. Es zeigte sich, dass bei kleiner Deformationsamplitude und
Deborah-Zahl De < 2 die Auslenkung aus dem Gleichgewichtszustand so gering wird, dass
die Ergebnisse des offenen Modells aufgrund der Diskretisierungsfehler nicht mehr als Refe-
renzergebnis gegeniiber den geschlossenen Modellen angesehen werden kénnen. In Abbildung
5.1 sind der Speicher- und Verlustmodul als Funktion der Deformation fiir b = 40 bei De = 2

44



5.1. SAOS: Scherung mit kleiner Deformationsamplitude

und De = 5 dargestellt. Der linear viskoelastische Bereich erstreckt sich bei beiden Frequen-
zen etwa bis zu einer Deformationsamplitude vo =~ 1. Es zeigt sich, dass die Ergebnisse des
FENE-L und -P Modells nur gering voneinander abweichen. Die Abweichungen zwischen dem
offenen und geschlossenen Modell sind auf die bereits angesprochenen Schwierigkeiten der
numerischen Losung der FP-Gleichung bei kleinen Deformationsamplituden zuriickzufiihren.
Die dynamischen Moduln zeigen die gleichen funktionale Abhéngigkeit von der Deformations-
amplitude. Die elastischen Eigenschaften iiberwiegen die viskosen Eigenschaften bei geringen
Deformationen und das Ende des linear viskoelastischen Bereichs &uflert sich durch das An-
steigen von G”. Der Speichermodul fillt fiir De = 2 aus dem Plateau direkt ab, wohingegen
bei De = 5 ein Maximum durchlaufen wird.

De =2 De =5
0 G 0 G 3
10 5 : 10 /v/ ]
% . B P
o7 _v~ NG v,
O] G= =@ =0=" = G } ,.//O
G " G ;¥¢¢
— o — o — . — LN d n— i:\::@:::g:'/—-— offen
\r'/ '\_',/ —-o— FENE-P
. . —— FENE-L
10 -1 . 0 1 10 -1 0
10 10 10 10 10 10
Y0 Y0

Abbildung 5.1: Modellvergleich: b = 40, ,offen“, FENE-L und -P, links De = 2, rechts
De=5G —, G"— .-

In Abbildung 5.2 ist der Verlustfaktor im Vergleich des offenen mit FENE-L und -P dar-
gestellt. Lediglich fiir 79 = 0.2,De = 2 liefern das offene und die geschlossenen Modelle
unterschiedliche Ergebnisse, d.h. das Verhéltnis der beiden Moduln zueinander stimmt bei
den Modellen trotz der gefundenen Unterschiede fiir G’ und G” bei De = 2 gut iiberein.

Die Abbildungen 5.3 und 5.4 zeigen im Vergleich von FENE-L und FENE-P bei weiteren
Frequenzen in der Deformationsabhéngigkeit der dynamischen Moduln eine gute Uberein-
stimmung der geschlossenen Modelle. Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass die
makroskopischen Fluideigenschaften fiir alle untersuchten Feder-Hantel-Modelle gut mitein-
ander iibereinstimmen. Die unterschiedlichen Schliefungsannahmen nehmen daher zumin-
dest auf die dynamischen Moduln und den Verlustfaktor keinen entscheidenden Einfluss.
Das weitere Hauptaugenmerk wird im Folgenden auf der Diskussion der mikrostrukturellen
Eigenschaften liegen. Der Einfluss der Deformationsamplitude auf die mikrustrukturellen
Groflen (Amplitude und Mittelwert von tr A und der Amplitude des eingeschlossenen Win-
kels der Orientierungsellipse mit der y-Achse ¢, ) wird in dem Kapitel 5.2 und fiir das FENE-L
Modell in einer detaillierten Parameterstudie im Abschnitt 5.3 diskutiert. Im Folgenden wird
bei konstanter Deformationsamplitude die Frequenzabhéngigkeit der Stoffeigenschaften im
Modellvergleich diskutiert.
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Abbildung 5.2: Modellvergleich: b = 40, ,,offen“, FENE-L und -P, Verlustfaktor fiir De = 2
(links), De = 5 (rechts)
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Abbildung 5.3: FENE-L, -P, b = 40, Verlustfaktor

5.1.2 Konstante Deformationsamplitude, Variation der Frequenz

Als Ergebnis des vorherigen Abschnittes ist festzuhalten, dass in dem untersuchten Frequenz-
bereich fiir eine Deformationsamplitude vg = 0.2 das Modellverhalten linear viskoelastisch
ist. In Abbildung 5.5 ist der Betrag der komplexen Viskositét als Funktion der Frequenz
dargestellt. Beide geschlossenen Modelle liefern eine hohe Ubereinstimmung zu der Refe-
renzkurve des offenen Modells. Bereits bei der stationdren Scherung haben sich nur geringe
Unterschiede in der Viskositatskurve fiir das FENE-L und -P Modell gezeigt. Und auch Ab-
bildung 5.6 zeigt wie bereits in der Deformationsabhéngigkeit bei konstanter Frequenz eine
sehr gute Ubereinstimmung bei der Vorhersage der Frequenzabhingigkeit der charakteristi-
schen makroskopischen Groflen der oszillierenden Scherstomung,.

In Abbildung 5.7 werden die Amplitude der Spur des Konfigurationstensors und der zeitliche
Mittelwert von tr A im Vergleich der Modelle dargestellt. Mit ,GGW* ist Spur von A aus der
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Abbildung 5.4: FENE-L und -P, b = 40, dynamische Moduln
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Abbildung 5.6: Modellvergleich: b = 40, ,offen“, FENE-L und -P, 9 = 0.2, Speichermodul
G’ (-), Verlustmodul G” (-.) (links) und Verlustfaktor (rechts) als Funktion der Deborah-Zahl

analytischen Losung des offenen Feder-Hantel-Modells im Ruhezustand des Fluids bezeich-
net. Das offene FENE-Modell besitzt in der oszillierenden Scherung mit kleiner Amplitude
eine im Vergleich zur Gleichgewichtsldnge geringere mittlere Federldnge, d.h. die Federn wer-
den gegeniiber dem kréftefreien Gleichgewichtszustand im unausgelenkten Zustand ¢, = 0
durch die Scherung zusammengedriickt. Die beiden geschlossenen Modelle iiberschétzen die
mittlere Federldnge. Trotz der unterschiedlichen zeitlichen Mittelwerte liegen die Amplitu-
den von tr A insbesondere fiir De > 2 fiir die verschiedenen Modelle eng beieinander. Die
Gleichgewichtswerte tr A im Ruhezustand der einzelnen Modelle ergeben sich zu:

FENE : tr Aeq = 2.629, FENE —L:trA., =2.635, FENE —P :trAq = 2.79.

(5.5)
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Abbildung 5.7: b = 40, ,,offen“, FENE-L und -P, De=0.2, Mittelwert (links) und Amplitude
(rechts) von tr A
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5.2 LAOS: Scherung mit groBer Deformationsamplitude

Die bei groflen Deformationsamplituden auftretenden hoheren Frequenzanteile sind in der
Schubspannungsantwort ungerade Vielfache der Grundfrequenz und die Frequenzanteile in
der Normalspannungsdifferenz gerade Vielfache der Grundfrequenz [6,8]. Da die Richtung
der Auslenkung keine Auswirkung auf die Lénge der Federhanteln hat, schwingt tr A als
charakteristische Grofle der Federldnge ebenfalls mit geradzahligen Vielfachen der Grundfre-
quenz.

N
’)/(t) =7 sin(wlt), Slg(t) = Z S1272n+1 sm((2n + 1)(4)115 + (52n+1),

n=0

N N
Ny(t) = Z Niopsin(2nwit + 025), trA(t) = Z tr Aoy, sin(2nwit + d2,).  (5.6)

n=1 n=1

S12,2n+1, Ni2n, und tr Ag, bezeichnen die Amplituden der harmonischen Antwortfunktio-
nen. In der LAOS-Stromung werden dann die beiden freien Parameter (Amplitude und
Frequenz) der Deformation variiert. Fiir die Analyse der Spannungsantwort besteht die
Moglichkeit, sogennante Lissajous-Kurven auszuwerten. Die Spannung wird als Funktion
der Deformation dargestellt, und es entstehen elliptische bzw. schlaufenartige Hysterese-
Kurven [53]. In dieser Arbeit wird die Frequenzanalyse mit einer Fast-Fourier-Transformation
(FFT-Analyse, [54,55] ) bevorzugt. Aus experimenteller Sicht bietet die Fourier-Analyse ge-
geniiber den Lissajous-Kurven den Vorteil, dass die unphysikalischen , Rauschanteile“ des
Frequenzspektrums besser identifiziert werden koénnen. Die Verlustwinkel kénnen mit der
FFT-Analyse ebenfalls bestimmt werden. Bei Auftreten hoherer Frequenzanteile verlieren
die dynamischen Moduln an physikalischer Bedeutung, werden in der Literatur teilweise
trotzdem auch fiir grole Deformationen diskutiert und kénnen manchmal nach wie vor in
Beziehung zu mikroskopischen Strukturdnderungen im Fluid gesetzt werden [8].

Im Folgenden wird das Frequenzspektrum der transformierten Spannungsantwort mit der
Amplitude des ersten Peaks (fiir Si2 bei der Grundfrequenz bzw. fiir N1 und tr A bei dem
Doppelten der Grundfrequenz) normiert. Die Amplituden der Frequenzpeaks werden als In-
tensitdt I bezeichnet und der erste Peak des Frequenzspektrums hat somit die Intensitét
eins. Die Frequenzachse wird mit der Grundfrequenz der vorgegebenen Deformation nor-
miert und somit werden relative Frequenzanteile dargestellt und diskutiert. Ein charakteri-
stisches Ergebnis bzw. das Intensitétsspektrum im Bildbereich der FFT-Transformation ist
in den Abbildungen 5.8 und 5.9 dargestellt. Fiir die Frequenzanalyse wird der instationére
Anlaufvorgang der Fluidantwort nicht betrachtet und nur der eingeschwungene Zustand aus-
gewertet. Als Maf} fiir die Nichtlineritit der Modelle werden die Intensitéiten I3, I5 fiir die
Schubspannung und 1y, I fiir die erste Normalspannungsdifferenz und die Spur des Konfigu-
rationstensors diskutiert. Bei hohen Deborah-Zahlen konnte neben der Grundfrequenz auch
ein dritter Frequenzanteil mit sehr geringer Intensitét gefunden werden. Als Gesamtmafl der
Nichtlinearitét werden die Intensitéten der ersten drei hGheren Frequenzanteile aufsummiert:

Y1(S12) = I13(S12) + I5(S12) + 17(S12),
ZI(Nl) = I4(N1) + Iﬁ(Nl) —I—Ig(Nl),
YI(trA) = I4(tr A) + Ig(tr A) + Ig(tr A). (5.7)
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Abbildung 5.8: Frequenzspektrum: FENE-L, b =40, w =2 1/s, 79 = 10
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0 2 4 6 8 10 Abbildung 5.9:  Frequenzspektrum:
Wrel FENE-L, b =40, w =2 1/s, 79 = 10

5.2.1 Einfluss der Deformationsamplitude auf die Federldnge

In Abbildung 5.10 dargestellt ist der zeitliche Mittelwert von tr A in Abhéngigkeit der Defor-
mationsamplitude. Mit zunehmender Deformationsamplitude werden die Federhanteln bei
konstanter Frequenz stérker gestreckt, und auch die Amplitude der Oszillation von tr A
nimmt zu (Abbildung. 5.11). Das FENE-P Modell iiberschétzt gegeniiber dem offenen Mo-
dell sowohl die mittlere Linge als auch die Amplitude stirker als das FENE-L Modell.

5.2.2 Einfluss von Amplitude und De-Zahl auf die Konfiguration

Die beiden pysikalischen Groflen zur Charakterisierung der Federhantelkonfiguration sind
der zeitliche Mittlwert der Spur des Konfigurationstensors (tr A) und die Amplitude des
Schwingungsanteils mit dem doppelten der Grundfrequenz (Amp(tr A)). Miteinander ver-
glichen werden die Berechnungsergebnisse des offenen und der geschlossenen Modelle bei
konstanter Deborah-Zahl (De=2, De=5) bei Variation der Deformationsamplitude und bei
den Deformationsamplituden 9 = 1 und 7y = 2 und Variation der Deborah-Zahl. Die Dar-

stellung in den Abbildungen 5.12 und 5.13 zeigt, dass mit zunehmender Deborah-Zahl ein
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Abbildung 5.10: Modellvergleich: b = 40, ,offen“, FENE-L und -P, zeitlicher Mittelwert
tr A fiir De = 2 (links), De = 5 (rechts)
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Abbildung 5.11: Modellvergleich: b = 40, ,offen“, FENE-L und -P, Amplitude Amp(tr A)
fiir De = 2 (links), De = 5 (rechts)

Maximum bzw. Grenzwert in der Amplitude bzw. dem Mittelwert von tr A erreicht wird.
Die mit zunehmender Deborah-Zahl steigende Schergeschwindigkeitsamplitude bewirkt eine
Verlangerung der Federhanteln. Bei hohen Deborah-Zahl dndert das auf die Federhanteln
wirkende Scherfeld so schnell die Richtung, dass die Federhanteln aufgrund einer zu langen
,Reaktionszeit “weniger stark aus der Gleichgewichtskonfiguration ausgelenkt werden. Ge-
geniiber der stationéren Scherstromung ist die Auslenkung der Federhanteln bzw. tr A in
der oszillierenden Scherung geringer. Die mittlere Federldnge betragt fiir das FENE-L und
-P Modell nur 8% der maximal moglichen Federldnge. In der stationéren Scherstromung wur-
de ein Plateau mit einer Federlinge nahe der maximalen Lange bei einer Weissenbergzahl

We = 100.
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Abbildung 5.12: Modellvergleich: b = 40, ,offen“, FENE-L und -P, 79 = 1, Amplitude
(links) und Mittelwert (rechts) von tr A
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Abbildung 5.13: Modellvergleich: b = 40, ,offen“, FENE-L und -P, 79 = 2, Amplitude
(links) und Mittelwert (rechts) von tr A

5.2.3 Zeitliche Anderung der Konfiguration

Die zeitliche Anderung der Federhantelkonfiguration wird anschaulich darstellbar, durch die
Berechnung der Orientierungsellipsoiden/- ellipsen. Berechnet wurde der vollsténdig dreidi-
mensionale Konfigurationsraum der Federhanteln. In der Dartellung der folgenden Ergebnisse
wird auf die Auswertung der dritten Dimension verzichtet. Die Eigenvektoren skaliert mit
den zugehorigen Eigenvektoren spannen in der Ebene eine Ellipse als Konfigurationsraum
auf. Die Lénge der grofleren Ellipsenhauptachse wird mit [, bezeichnet, die kiirzere, dazu
senkrechte, mit l;. Der eingeschlossene Winkel der ldngeren Ellipsenachse mit der y-Achse
wird mit ¢, benannt. In Abbildung 5.14 ist der zeitliche Verlauf dieses Winkels und das
Verhéltnis der Léngen [,/l, dargestellt. Die Zeit ¢ wurde fiir einen direkten Vergleich der
Berechnungsergebnisse bei unterschiedlichen Frequenzen mit der jeweiligen Frequenz mul-
tipliziert. Die Hauptachsenrichtung der stationéren Scherstromung liegt bei einem Winkel
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¢y = 45°. Bei niedrigen Deborah-Zahlen De < 2 durchléuft die zeitliche Anderung des
Orientierungswinkels ein Maximum, welches mit zunehmender Deborah-Zahl geringer wird.
Dieses Maximum korrespondiert nicht direkt mit dem Maximum des Langenverhéltnisses der
Hauptachsen, sondern ist phasenverschoben. Die Federhanteln erreichen den Zustand maxi-
maler Linge daher nach einem Uberschwingen im Orientierungswinkel. Fiir De > 5 fallen die
Kurven ¢, (t) bei konstanter Deformationsamplitude zusammen, d.h. die Winkeldnderungs-
geschwindigkeit der Orientierungsellipse &ndert sich direkt proportional mit der Frequenz.
Die zeitliche Anderung der Form der Orientierungsellipse erfolgt ausgehend vom Gleichge-
wichtsustand zunéchst durch die Verkiirzung der langeren Hauptachse [, und Vergréflerung
von [y, wobei die Orientierungsrichtung der Hauptachse stabil bleibt. Die Orientierungsellip-
se durchlduft dann den kreisférmigen Gleichgewichtszustand und die Gréfienverhéltnisse der
Hauptachsen kehren sich um, so dass ¢, negative Werte annimmt. Die detailierte Parame-
terstudie der Verteilungsbreite des Konfigurationszustandes erfolgt anhand des Verh&ltnisses
la/lp im néchsten Abshnitt.
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Abbildung 5.14: FENE-L, b = 40, links: 79 = 1, rechts De = 1
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5.3 Parameterstudie: Intensitdt der Nichtlinearitat

Analog zu den vorangegangenen Abschnitten werden die geschlossenen Modelle mit dem
offenen FENE-Modell bei ausgewéhlten Deborah-Zahlen und Defomationsamplituden mit-
einander verglichen. Es werden die Intensitdten der hoheren Frequenzanteile in Abhéngigkeit
der Deformationsamplitude betrachtet. Fiir das FENE-L Modell wurde eine ausfiihrliche Pa-
rameterstudie durchgefithrt und die Ergebnisse werden in dreidimensionalen Darstellungen
in Abhéngigkeit des zweidimensioanlen Parameterfeldes De und g dargestellt. Eine Diskus-
sion der nichtlinearen Modelleigenschaften bei oszillierender Scherung mit groler Deforma-
tionsamplitude ist in der Literatur bisher weder fiir das offene noch fiir die geschlossenen
Feder-Hantel-Modelle zu finden.

5.3.1 Deformationsabhidngigkeit bei konstanter Deborah-Zahl

Aus den Abbildungen 5.15 und 5.16 kann zusammenfassend herausgestellt werden, dass die
Intensitdt der hoheren Frequenzanteile durch die geschlossenen Modelle sowohl bei De = 2
als auch bei De = 5 iiber den ganzen Bereich der variierten Deformationsamplituden sehr
gut das Intensitétsspektrum des offenen Feder-Hantel-Modells abbildet.
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—0.06f - FENE-L — 0.015} - FENE-L 4
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= 0.04} ~ 001
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0% < 8- L 0 . .
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0.1 0.02
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008l —o FENE-P ’ —o— FENE-P /
_° - FENE-L 0015} — FENE-L
= 0.06| =
) ~ 0.01
0.04t
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o® S ) o® MEAC 1
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7o Yo

Abbildung 5.15: b = 40, ,offen“, FENE-L und -P, De = 2, Intensitéiten I3(S12) , I5(S12),
I4(N1) und Iﬁ(Nl)
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Abbildung 5.16: Modellvergleich: b = 40, ,offen“, FENE-L und -P, w = 5 1/s, Intensitét
I3(S12) , I5(S12), 14(N1) und Ig(N1)
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5.3.2 Parameterstudie FENE-L

In den vorherigen Abschnitten konnte gezeigt werden, dass das FENE-L Modell in den ma-
kroskopischen Groflen und auch in den nichtlinearen Eigenschaften bzw. den Intensititen
der hoheren Frequenzanteile das durch das offene FENE-Modell erfasste Fluidverhalten ab-
bildet. Aufgrund der geringeren Rechenzeit wurde eine ausgedehnte Parameterstudie daher
mit dem FENE-L Modell vorgenommen. Variiert wurde die Deformationsamplitude und
Deborah-Zahl ine inem netzartigen Parameterfeld. Signifikante Abweichungen zum offenen
FENE-Modell sind lediglich bei der mittleren Federldnge und der Amplitude tr A zu erwar-
ten. Vorgestellt werden die Ergebnisse fiir b = 40 und b = 100.

Abbildung 5.17: FENE-L, b = 40, Sum-

me der Intensititen

Die Summe der Intensitéten der hoheren Frequenzanteile (Abbildung 5.17) erreicht fiir die
Schubspannung und die erste Normalspannungsdifferenz fiir eine Weissenbergzahl von 200
ein Randwert-Maximum von 30% bezogen auf die Intensitéit des ersten Peaks im Frequenz-
spektrum. Fiir tr A erreicht die Intensitéitskurve das Maximum von 5% jedoch bei grofler
Deformtionsamplitude und gleichzeitig geringer Deborah-Zahl. In Abbildung 5.18 sind der
Orientierungswinkel ¢, und das in der harmonischen Schwingung der Orientierungsellipse
maximal und minimal auftretende Verhéltnis von [, zu [; dargestellt. Diese beiden Werte sind
ein unmittelbares Maf} dafiir, wie stark der Ellipsoid deformiert wird, bzw. wie breit die Ori-
entierungszustinde verteilt sind. Bei konstanter Deformationsamplitude wird mit zunehmen-
der Deborah-Zahl ein Plateauwert erreicht. Ein hoher Ausrichtungsgrad der Federhanteln in
der Scherrichtung wird bei kleinen Deborah-Zahlen und beliebiger Deformationsamplitu-
de oder kleiner Deformationsamplitude und beliebigen Deborah-Zahlen erreicht. Eine hohe
Schergeschwindigkeitsamplitude verringert den Grad der Ausrichtung der Federhanteln in
eine Richtung und diese verharren eher im Gleichgewichtszustand mit einer gleichmafigen
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Verteilung der Hanteln in den verschiedenen Raumrichtungen (I,/ly — 1).

min [, /1y,

Abbildung 5.18: FENE-L, b = 40, Ori-

entierungsmafle

Als charakteristisches Liangenmafl fiir eine relative Lingenéinderung in der oszillierenden
Scherung wird die Amplitude einerseits auf den zeitlichen Mittelwert und andererseits auf b
bezogen dargestellt. Ein auf den maximal moglichen Auslenkungszustand b bezogener Wert
des zeitlichen Mittelwertes 1é3t sich entsprechend berechnen:

Amp(tr A)
tr A b
b Amp(trA)’ (58)
tr A

In Abbildung 5.19 erreicht die Amplitude von tr A in beiden Normierungen ein von der
Weissenbergzahl unabhéngiges Plateau. Im rechten Teil der Abbildung zeigt sich, dass die
groBte Amplitude der Spur des Konfigurationstensors nahezu 30% des maximal moglichen
Wertes erreicht, so dass die oszillierende Scherstrémung in diesem Bereich stark dehnend
auf die Federhanteln wirkt. Die Berechnungen mit einer gréfleren maximalen Federldnge
(b = 100) zeigen in den Abbildungen 5.20, 5.21, 5.22, dass die ldngeren Federhanteln bei
gleichen Stromungsparametern weniger stark in eine Richtung orientiert werden. Dieses Ver-
halten war aufgrund des nichtlinearen Federkraftgesetzes zu erwarten, da kiirzere maxima-
le Federldngen bei gleichem Scherfeld zu hoheren Federkréaften und somit einer geringeren
Léngenausdehnung fiihrt. Der Einfluss von b auf die relativen Amplituden bzw. Lingen der
Ellipsenhalbachsen ist nichtlinear.
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Abbildung 5.19: FENE-L, b = 40, Amplitude von tr A, bezogen auf den zeitlichen Mittel-
wert (links) und auf das Quadrat der maximalen Linge b (rechts),

0 0 De Abbildung 5.20: FENE-L, b — 100
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Abbildung 5.21: FENE-L, b = 100

Abbildung 5.22: FENE-L, b = 100, Amplitude von tr A, bezogen auf den zeitlichen Mit-
telwert (links) und auf das Quadrat der maximalen Léange b (rechts),
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5.3.3 Verteilungsfunktion des offenen Feder-Hantel-Modells

Fiir eine Deborah-Zahl von De = 2 und Deformationsamplituden zwischen v9 = 1 und
~vo = b ist die Verteilungsfunktion des offenen Feder-Hantel-Modells ¢ (r, ¢) in der zy-Ebene
in Abbildung 5.23 fiir den Zeitpunkt mit maximaler Lingenausdehnung der Federhanteln
dargestellt. Bei geringer Deformationsamplitude vg = 1 ist die H&aufigkeitsverteilung der
Federhanteln der des Gleichgewichtszustandes noch &hnlich. Mit zunehmender Deformati-
onsamplitude verbreitert sich die Lé&ngenverteilung in r-Richtung und die Verteilung der
Orientierungszusténde in p-Richtung wird enger, d.h. mehr Federhanteln werden in die glei-
che Raumrichtung orientiert. Fiir 79 = 5 wird bereits ein Zustand mit lokal hohen Gradi-
enten von 1 erreicht, so dass in der numerischen Losung ortliche Oszillationen auftreten.
Diese Ostzillationen sind fiir zentrale Differenzen typisch bei hohen Weissenbergzahlen. Die
zeitliche Anderung von Y(r, @) ist fiir 9 = 4 und De=2 in Abbildung 5.24 dargestellt. Die
Oszillationen am Rand des Konfigurationsraumes treten im zeitlichen Verlauf nur im Zu-
stand maximaler Auslenkung der Federhanteln auf. In den iibrigen Konfigurationszustéanden
ist die numerische Losung der Verteilungsfunktion eine glatte Funktion. Fiir 79 = 5 treten
die numerischen Instabilitdten bereits bei geringerem Auslenkungsgrad der Federhanteln auf
(Abbildung 5.25 ) . Stabile Losungen konnten in dieser Arbeit nur fiir Weissenbergzahlen von
We < 15 erreicht werden. Fiir die Berechnung hoherer Weissenbergzahlen werden geddmpfte
Diskretisierungsmethoden hoherer Ordnung erforderlich.

Y =1 Yo =2

) -5 -5 T
Abbildung 5.23: FENE: b = 40, t=9.8 s, Verteilungsfunktion bei ¥ = 7/2, De = 2
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t=10s t=10.2s

Y -4 —5 T Y -4 —5 T

Abbildung 5.24: Offenes FENE-Modell: b = 40, vy = 4, De = 2, Verteilungsfunktion bei
v =m/2
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t=10s t=10.2s

Y -4 —5 T Y -4 —5 T

Abbildung 5.25: Offenes FENE-Modell: b = 40, vy = 5, De = 2, Verteilungsfunktion bei
v =mr/2
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Fiir den Orientierungszustand mit maximaler Orientierung der Federhanteln in (-Richtung
kann die Verteilungsfunktion ¢ (r) mit der Léngenverteilung des geschlossenen FENE-L Mo-
dells verglichen werden (Abbildung 5.26). Insbesondere mit zunehmender Schergeschwin-
digkeitsamplitude néhert sich die Form der Léangenverteilung der ,L“-férmigen Form des
Schliefungsansatzes an. Die Information iiber die Haufigkeitsverteilung der Federhanteln in
¥ und @-Richtung ist im FENE-L Modell mit dem Schliefungsansatz verloren gegangen.
In den Abbildungen 5.27 und 5.28 ist der Vergleich der Verteilungsfunktionen von FENE-L
und dem offenen FENE-Modell dargestellt. Obwohl in den vorangegangenen Abschnitten als
Ergebnis festgehalten wurde, dass das FENE-L Modell die mittlere Federlange bzw. tr A
gegeniiber dem offenen Modell iiberschétzt, liefert die approximierte Langenverteilungsfunk-
tion geringere Werte fiir ¢(r). Dass das FENE-L Modell trotzdem groflere Werte fiir tr A
liefert als das offene Modell ist auf den Informationsverlust durch den SchlieSungsansatz in
den beiden anderen Raumrichtungen (¢ und ¢) zuriickzufiihren.

Il
O

Y =1 Y0

\

.08 —~ 0.8
E s
=06 =06

0.4 \ 0.4 \
0.2 0.2

0 1 2 3 0 1 2 3
T T
Yo =4 Yo =5
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E S
= =
o5 — 05
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3
T T

Abbildung 5.26: Offenes FENE und FENE-L: b = 40, t=9.8 s, Verteilungsfunktion bei
maximaler Auslenkung, w =2 1/s
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Abbildung 5.27: Offenes FENE und FENE-L: b = 40, 9(r), 70 = 4, De = 2
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Abbildung 5.28: Offenes FENE und FENE-L: b = 40, ¢(r) , 70 = 5, De = 2

64



5.4. Zusammenfassung

5.4 Zusammenfassung

Es wurde ein detaillierter Modellvergleich des offenen Feder-Hantel-Modells mit dem ge-
schlossenen FENE-L und -P Modell in oszillierender Scherstromung vorgenommen. Die
Verwendung einer deterministischen Methode zur Losung der Fokker-Planck Gleichung
ermoglichte aufgrund der hohen Genauigkeit die Bestimmung der Frequenzspektren bzw. der
Intensitéiten hoherer Frequenzanteile auch im Ubergangsbereich vom linearviskoelastischen
zum nichtlinear viskoelastischen Verhalten der Polymerlésung. Der Vergleich der Modelle
miteinander hat gezeigt, dass die SchlieBungsannahmen das Modellverhalten im Vergleich
zum offenen Feder-Hantel-Modell in oszillierender Scherung nicht wesentlich beeinflussen.
Die Intensitatsspektren der hoheren Frequenzanteile werden gut abgebildet. Lediglich die
mittlere Federldnge bzw. auch die charakteristischen Abmessungen des Orientierungsellip-
soids werden iiberschiitzt. Das FENE-L Modell liefert grofiere Ubereinstimmungen mit dem
offenen FENE-Modell als das FENE-P Modell und ist in der Strémungsberechnung makro-
skopischer Stromungen zu bevorzugen. Fiir die strémungsinduzierte Orientierung der Fe-
derhanteln zeigte sich auch bei grofien Deformationsamplituden eine sehr gute Ubereinstim-
mung der Hauptachsenorientierung des Orietierungsellipsoiden der unterschiedlichen Modelle
miteinander. In der LAOS-Stréomung wurden neben der Grundfrequenz bis zu drei hohere
Frequenzanteile mit signifikanten Amplituden gefunden. Fiir das FENE-L Modell erreich-
te die Summe der Intensitdten der hoheren Frequenzanteile im diskutierten Parameterfeld
fiir die Spannungen bis zu 30% der Intensitit des ersten Frequenzanteils, in der Spur des
Konfigurationstensors immerhin noch bis zu maximal 5%. Mit zunehmender Schergeschwin-
digkeitsamplitude richten sich die Feder-Hanteln in eine bevorzugte Raumrichtung aus, so
dass das Léngenverhéltnis der Ellipsoidhauptachse des Orientierungsraumes groéfler wird.
Gleichzeitig wird die maximale Auslenkung (Amplitude des Winkels zwischen der grofieren
Ellipsenhauptachse und der y-Achse) geringer. Bezogen auf die mittlere Lange erreicht auch
die Amplitude der zeitlichen Lingenschwankung der Federhanteln mit zunehmender Scher-
geschwindigkeitsamplitude ein Plateau. Der implementierte numerische Algorithmus fiir das
offene FENE-Modell hat sich bis zu einer dimensionslosen Schergeschwindigkeitsamplitu-
de (Weissenberg-Zahl) von We=15 als sehr stabil erwiesen. Die in der Verteilungsfunktion
(g, t) auftretenden hohen Gradienten fithrten erst bei noch grofleren Weissenbergzahlen zu
unphysikalischen Oszillationen.

Abschlieflend kann festgehalten werden, dass das geschlossene FENE-L Modell eine ausrei-
chend gute Ndherung an das offene FENE-Modell darstellt. Aufgrund der Modellgleichungen
ist der Rechenaufwand des geschlossenen Modells gegeniiber dem offenen FENE-Modell we-
sentlich geringer und der durch den Schlieungsansatz entstehende Informationsverlust nicht
gravierend. Insbesondere wenn die rdumliche Orientierung in komplexen Stromungsfeldern
von Interesse ist, sind die Abweichungen des FENE-L Modells gegeniiber dem offenen Modell
in der Langenverteilung der Federhanteln vertretbar.
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6 Fasersuspensionen

Es gibt keine groffen Entdeckungen und
Fortschritte, solange es noch ein unglick-
liches Kind auf Erden gibt.

Albert Einstein

Im Vergleich zu Polymerlosungen ist die experimentelle Bestimmung der Mikrostruktur in
stromenden Fasersuspensionen einfacher bzw. weniger aufwéndig. Ein noch unerreichtes Ziel
ist die numerische Berechnung makroskopischer Stromungen von Fasersupspensionen mit
geschlossenen Mikro-Makro-Modellen und experimentell validierten Parametersétzen Dieses
Ziel wurde in der vorliegenden Arbeit verfolgt.

Die Kenntniss des Orientierungszustandes von Fasern in technischen Strémungen bzw. in den
Endprodukten verfahrenstechnischer Prozesse wie z. B. Papier oder faserverstéarkten Kunst-
stoffen ist von grofler Bedeutung, da makroskopische Materialeigenschaften wesentlich von
der Mikrostruktur beeinflusst werden. In faserverstidrkten Kunststoffen kann die mechani-
sche Zugfestigkeit durch eine in eine Raumrichtung orientierte Faser-Konfiguration erhoht
werden. FAN und ADVANI [1] zeigen, dass bereits 0.005 Gew.% ,,Carbon Nano Tubes* in ei-
ner Epoxy-Verbindung eine elektrische Leitfdhigkeit des Materials bewirken oder bereits ein
Anteil von 2.5 Gew.% die Zugfestigkeit von Polystyrol um 100% bei entsprechender Konfigu-
ration der Stdbchen vergroflert. Nicht zuletzt aufgrund dieser Eigenschaften ist das Interesse
an der Forschung zur Mikrostruktur in dispersen Systemen mit ,,Carbon Nano Tubes“ oder
anderen Fasern in den letzten Jahren sténdig gewachsen [56]. Auch im Bereich der theore-
tischen Modellbildung fiir Fasersupensionen existieren zahlreiche Arbeiten fiir unterschiedli-
che Konzentrationsbereiche der Suspensionen. Die Eignung von Mikro-Makro Modellen zur
Vorhersage der Faserorientierung in technischen Strémungen kann nur im Vergleich mit ex-
perimentellen Untersuchungen gepriift und diskutiert werden. Hierfiir werden experimentelle
Ergebnisse von YASUDA et al. [57] fiir die Zylinderumstrémung einer konzentrierten Glas-
fasersuspension. Ergénzend werden unterschiedliche Mikro-Makro-Modelle fiir Fasersuspen-
sionen bei der Durchstrémung eines 90°-Kriimmers diskutiert und von SEPEHR et al. [58,59]
fiir viskosimetrische Stromungen bestimmte Parametersidtze benutzt. Zunéchst werden die
Gleichungen der verwendeten geschlossenen Fasermodelle disktuiert.

6.1 Mikro-Makro-Modelle fiir Fasersuspensionen

Fiir eine geometrische Charakterisierung von Fasern mit der Faserldnge L und dem Durch-
messer D wird der dimensionlose Formfaktor r mit

r=— (6.1)
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eingefiihrt. Der Faservolumenanteil ® spezifiziert den Faseranteil in der Matrixfliissigkeit.
Mit der Faseranzahldichte n kann eine dimensionslose Anzahlkonzentration nL? angegeben
werden, wobei der Zusammenhang gilt [60]:
2

d=n %L = % nL?. (6.2)
In dieser Arbeit wird die Angabe des Faservolumenanteils gegeniiber der dimensionslosen
Anzahlkonzentration bevorzugt. Fiir die numerische Berechnung von Fasersuspensionen wird
analog zu der Beschreibung der Polymerlosungen eine rheologische Modellgleichung benotigt.
JEFFERY hat aus der Bewegungsgleichung einer einzelnen Faser in einem newtonschen Fluid
unter Vernachlissigung von Tréigheitskriften die zeitliche Anderung des Faserorientierungs-
vektors g bestimmt. Die umgebende Matrixfliissigkeit ist newtonsch und der betrachtete
Fluidraum unendlich ausgedehnt. Die Ortsabhéngigkeit des Geschwindigkeitsfeldes wird als
linear angenommen. Im Gegensatz zum Orientierungsvektor von Federhanteln ist der Betrag
des Orientierungsvektors fiir eine Faser oder ein stédbchenférmiges Partikel konstant. Die Be-
stimmungsgleichung fiir die zeitliche Anderung des Orientierungsvektors wird als Jefferys-
Gleichung bezeichnet [61]:

Dq

D = W a+Ar(D-qa-4q(g-D-q)), (6.3)
r2—1

Ap = . 4

P (64)

Die Konstante Ap beschreibt die Partikel-/Fasergeometrie. Fiir einen Rotationsellipsoiden
wird der Formfaktor aus dem Verhéltnis der Symmetrieachsenlénge zur Linge der ande-
ren Achsen berechnet. Somit gilt A\p = 0 fiir ein kugelférmiges Partikel und Ap — 1 fiir
Fasern mit einem sehr grofen Langen zu Durchmesser-Verhiltnis (r — 00). Die Modellbil-
dung von Fasersuspensionen basiert auf der Jefferys-Gleichung fiir eine einzelne Faser. Fiir
eine verdiinnte Suspension, in der der Faservolumenanteil so gering ist, dass die Fasern ge-
genseitig keine Wechselwirkungen aufeinander ausiiben, kann die Jefferys-Gleichung direkt
fiir die Herleitung einer geschlossenen rheologischen Stoffgleichung verwendet werden. An-
dernfalls miissen Faser-Faser-Wechselwirkungen beriicksichtigt werden. Fasersuspensionen
werden zunéchst allgemein in unterschiedliche Konzentrationsklassen eingeteilt.

Faser-Konzentrationsregime Ublich ist eine Einteilung von Fasersuspensionen in die Klas-
sen verdiinnt, halbverdiinnt und konzentriert in Abhéngigkeit des Faservolumenanteils und
Formfaktors [60].

1
¢ < 2 (verdiinnt), (6.5)
1 1
S <P - (halbverdiinnt, Fasern zuféllig orientiert), (6.6)
r r
1
o> — (konzentriert). (6.7)
r

Fiir eine verdiinnte Suspension nimmt der Faservolumenanteil mit zunehmendem Formfak-
tor r entsprechend ab und mit der Grenzkonzentration ® = %2 wird ein halbverdiinnter
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10°
S~ konzentriert
-2 =~ ~
10 ~
S o - 1/r
= halbverdiinnt
107}
verduinnt Ur?
107 , , Abbildung 6.1: Konzentrationsregime:
10° 10" 10° 10° Faservolumenanteil ® in Abhéingigkeit von
r r

Konzentrationsbereich erreicht. Bei einer halbverdiinnten Suspension ist der mittlere Faser-
Faser-Abstand bereits so gering, dass sich die Fasern gelegentlich gegenseitig beriihren, doch
iiberwiegen in diesem Bereich die hydrodynamischen Faser-Faser-Wechselwirkungen, d.h.
durch die ,,Storung” des Geschwindigkeitsfeldes durch benachbarte Fasern. Im konzentrier-
ten Bereich ist der mittlere Faser-Faser-Abstand in der Grofienordnung des Faserdurchmes-
sers, so dass direkte Kontakte der Fasern miteinander vorliegen. KOCH zeigt in [62], dass
sich Fasern nicht mehr frei drehen kénnen, ohne benachbarte Fasern zu beriihren, wenn
nL?D > 3.

In einer stationéren Scherstromung kann die Jefferys-Gleichung (6.3) fiir eine einzelne Fa-
ser bzw. verdiinnte Suspension analytisch gelost werden. Die Losung ergibt eine stationére
Orbitbewegung, d.h. die Fasern rotieren mit einer konstanten Periodendauer T [63]:

27 (r + %)
5 )

T, = (6.8)

Die Periodendauer ist von der Schergeschwindigkeit und dem Formfaktor der Faser abhéngig.
Als Grenzwert fiir r — oo erreicht die Faser einen stabilen Orientierungszustand. Die ana-
lytisch berechenbare Orbitbewegung wurde von STOVER et al. auch experimentell bestatigt
[64]. Modelle fiir halbverdiinnte und konzentrierte Polymerlosungen werden u.a. mit dem
Einfluss der zunehmenden Faserkonzentration auf das Jefferys-Orbit in einfacher Scherung
physikalisch motiviert. Mit zunehmender Faserkonzentration behindern sich die Fasern durch
den Kontakt gegenseitig und die rotierende Orbitbewegung wird unterdriickt. Der Orien-
tierungszustand wird durch die Faser-Faser-Kontakte irreversibel beeinflusst. FOLGAR hat
durch die experimentelle Untersuchung der Faserorientierung in ,startup-reverse-shearing*
Experimenten gezeigt, dass bei Stromungsumkehr im stationéren Zustand bei halbverdiinn-
ten und konzentrierten Suspensionen in der ,,Riickstromung® nicht die gleiche Faserkonfigu-
ration erreicht wird wie in der ,Hinstromung“ [65]. Faser-Faser-Wechselwirkungen werden
daher im Allgemeinen durch einen diffusiven Term in der Jefferys-Gleichung beriicksichtigt.
Dieser diffusive Term im Konfigurationsraum ist nicht zu verwechseln mit einem diffusi-
ven Transport im physikalischen Raum, da die Faserorientierung in der Stréomungsgeometrie
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ausschliefllich konvektiv transportiert werden kann. Damit folgt:

Dy & [ Oq

Dt  Oq (w at> ’ (69)
0 D, 0
—(;zzw'Q+)\F(D'Q—Q(Q'D'Q))—?a—z- (6.10)

D, bezeichnet den Diffusionskoeffizienten der Faserrotationsbewegung. Aus den Gleichungen
(6.9) und (6.10) kann ein Differentialgleichungssystem fiir den Konfigurationstensor berech-
net werden mit [66,67]":

8—A+(U.V)A:—(W'A—A‘W)+)\F(D-A+A-D—2D:A(4))

ot
+2D,(6 —3A). (6.11)
Mit A4 ist der Konfigurationstensor vierter Stufe bezeichnet

A ) = (qqq9). (6.12)

Wird die Faserorientierung durch die Verteilungsfunktion (q,t) mit Gleichung (6.9) und
die Losung der Jefferys-Gleichung (6.10) berechnet, spricht man von einem offenen Faser-
modell. Lost man das Differentialgleichungssystem fiir den Konfigurationstensor (6.11) wird
das Fasermodell als geschlossen bezeichnet. Fiir ein geschlossenes Mikro-Makro-Fasermodell
muss eine zusitzliche Gleichung bzw. ein SchlieBungsansatz der Form A (4 = f(A) fiir den
Konfigurationstensor vierter Stufe aufgestellt werden. Andernfalls kann Gleichung (6.11)
nicht gelost werden. Alternativ werden in der Literatur auch geschlossene Modelle disku-
tiert, die eine weitere Differentialgleichung fiir A4 und einen SchlieBungsansatz der Form
A ) = f(Ay) verwenden [68]. Da der Rechenaufwand dieser Modelle gegeniiber den erstge-
nannten Formen wesentlich hoher ist, aber keine signifikanten Vorteile beziiglich der Genau-
igkeit bietet und ebenfalls ein Schliefungsproblem beinhaltet ( fiir den Konfigurationstensor
sechster Stufe anstatt vierter Stufe), werden diese nicht verwendet. Letztendlich werden
Schlieungsanséitze immer durch den Vergleich mit Berechnungen eines offenen Fasermodells
validiert. Dazu finden sich in der Literatur zahlreiche Arbeiten u.a. [69, 70]. Im Folgen-
den werden der hybride Schliefungsansatz und ein invariantenbasierter SchlieBunsgansatz
(IBOF-5) von CHUNG und KwoN diskutiert [71].

6.1.1 Hybrider SchlieBungsansatz

Ein héufig verwendeter und in der Literatur diskutierter SchlieSungsansatz ist der sogenannte
yhybride“ SchlieBungsansatz. Dieser setzt sich aus einer Superposition eines linearen und

Verwendet wird bei der Umformung des diffusiven Terms in der Jefferys-Gleichung u.a. die niitzliche
Identitétsbeziehung [31]:

/q (g—z) dg = /(3qq —d)ydg
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eines quadratischen SchlieBungsansatzes wie folgt zusammen [66]:

quadrat
A = A;j Ak,

(4),ijk
: 1
Ao = 35 (040 + dirdjt + dadjk)
1
+ ;(Aiﬂk-z + Aipbj; + Aydjr + Apidij + Ajidir + Ajrdir),

hybrid uadrat linear
A = FAGTT (L= HAGT,

f=1-27detA. (6.13)

Bei der numerischen Losung des Differentialgleichungssystems (6.11) wird der Konfigurati-
onstensor A4 in jedem Iterationsschritt explizit aus dem Tensor zweiter Stufe berechnet,
wodurch das Gleichungssystem geschlossen wird. SEPEHR et al. verfolgen beispielsweise einen
Weg, den Konfigurationstensor vierter Stufe mit den Gleichungen (6.13) aufgrund seiner
Symmetrieeigenschaften in eine 6x6-Matrix zweiter Stufe zu iiberfiihren, so dass nicht alle
Komponenten des Tensors vierter Stufe berechnet werden miissen. Da in der Differentialglei-
chung des Konfigurationstensors (6.11) und auch spéter bei der Berechnung des Spannungs-
tensors der Konfigurationstensor vierter Stufe ausschliefilich in einem verjiingenden Produkt
mit dem Deformationsgeschwindigkeitstensor benotigt wird, wird er in dieser Arbeit nicht
berechnet und abgespeichert, sondern der jeweilige SchlieBungsansatz direkt in das Produkt
D : Ay eingesetzt und ausgewertet. Damit erhélt man:

(D : Ayt = A (A: D),
, 1
(D: Ay = ——[6(5: D)+ 2D]

35
+%[A(5:D)+2A-D+(5(A:D)+2D-A],
(D . A(4))hybrid — f(D . A(4))quadrat + (1 _ f)(D . A(4))linear. (6.14)

Fiir die Faserorientierung sind zwei Grenzfille moglich: ein isotroper Orientierungszustand
in alle drei Raumrichtungen (GGW) und eine vollstéindige Ausrichtung der Fasern in eine
Raumrichtung (ausger.). Fiir die beiden Grenzfille des Orientierungszustandes gilt:

3 00 100
Accw=1| 0 2 0 |, Auge.=| 00 0 |. (6.15)
00 3 000

Aus Gleichung (6.13) folgt damit, dass fiir den Fall der Gleichgewichtsverteilung f = 0 wird
und der hybride Schliefungsansatz sich auf den linearen Anteil reduziert. Fiir den Fall einer
vollstdandigen Ausrichtung der Fasern in eine Raumrichtung wird f = 1, und der SchlieBungs-
ansatz reduziert sich auf den quadratischen Anteil. Fiir diese beiden Orientierungsgrenzfille
sind der lineare und quadratische Schliefungsansatz jeweils exakt. Mit dem hybriden Schlie-
Bungsansatz wird also versucht, A (4 fiir einen beliebigen Orientierungszustand durch die
Superposition der exakten Ergebnisse fiir A (4) in den beiden Grenzfillen zu beschreiben. AD-
VANI und TUCKER zeigen [67], dass der hybride Schliefungsansatz eine bessere Annéherung
an Berechnungen mit einem offenen Fasermodell darstellt als alternative SchlieBungsansétze
mit dem gleichen Superpositionskonzept von Orientierungsgrenzféllen, wie z. B. von HINCH
und LEAL [72]. ADVANI und TUCKER diskutieren die Genauigkeit des hybriden Schliefungs-
ansatzes im Vergleich zu Berechnungen des offenen Fasermodells fiir das Anlaufverhalten in
einfacher Scher- und Dehnstréomung sowie einer kombinierten Scher-/Dehnstrémung.
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Eine zweite Klasse von SchlieBungsansitzen sind die ,angepassten“ SchlieBungsansétze. Ein
angepasster Schliefungsansatz wird erhalten, indem fiir unterschiedliche Stromungsformen
freie Parameter eines funktionalen Zusammenhangs A (4 = F(A) als Ansatzfunktion an
Ergebnisse des offenen Fasermodells angepasst werden. CHUNG und KwoN [70,71,73] dis-
kutieren die Genauigkeit einer Vielzahl von SchlieBungsansétzen und entwickeln einen an-
gepassten, invariantenbasierten Schliefungsansatz, der deutlich bessere Ergebnisse als der
hybride SchlieBungsansatz liefert. Der hybride SchlieBungsansatz wird aufgrund seiner Be-
kanntheit und einfachen numerischen Umsetzbarkeit hier lediglich ergéinzend im Vergleich
mit dem angepassten Schliefungsansatz von CHUNG und KwoON fiir die Durchstrémung eines
90°-Kriimmers diskutiert.

6.1.2 IBOF-5 SchlieBungsansatz

Angepasste SchlieSungsansétze konnen auf unterschiedlichen Wegen erhalten werden. Ein
bekannter angepasster SchlieBungsansatz ist der orthotrope (,,orthothropic fitted closure“=
ORF) von CINTRA und TUCKER [69]. Grundlegend ist dabei, dass die Hauptrichtungen des
Konfigurationstensors vierter Stufe mit den Hauptrichtungen des Konfigurationstensors zwei-
ter Stufe iibereinstimmen miissen, da beide hohere Momente des Orientierungsvektors sind.
Die Komponenten von A 4 lassen sich so als Funktionen der Eigenwerte von A angeben. Die-
se Art von Schliefungsansitzen wird als EBOF-Ansatz bezeichnet (,,eigenvalue based optimal
fitting“). A(4) kann explizit zunéchst nur im Eigenraum von A berechnet werden und muss
in den normalen Koordinatenraum riicktransformiert werden. Diese Koordinatentransforma-
tion und die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren ist sehr rechenintensiv. Dariiber
hinaus zeigt z. B. der ORF-SchlieBungsansatz unphysikalische Oszillationen bei der Berech-
nung der Faserorientierung, insbesondere bei geringen Faser-Faser-Wechselwirkungen. Aus
diesen Griinden haben CHUNG und KwON einen angepassten SchlieBungsansatz entwickelt,
der auf den Invarianten des Konfigurationstensors zweiter Stufe basiert (IBOF-5). Dieser
liefert eine sehr gute Ubereinstimmung zu Berechnungen des offenen Faser-Modells [71]. Zu-
dem erfordert die Berechnung der Invarianten des Konfigurationstensors deutlich weniger
arithmetische Rechenoperationen als die Berechnung des Figenraumes und die Koordina-
tentransformation von A (4. Bei bekanntem A erfordert die Berechnung von A (4) mit dem
EBOF-Ansatz 808 Multiplikationsoperationen, mit dem IBOF-Ansatz hingegen nur 292 Ope-
rationen. Detaillierte Ergebnisse des Modellvergleichs (Genauigkeit der Lésung und Vergleich
des numerischen Rechenaufwandes) sind der Literatur zu entnehmen. An dieser Stelle wer-
den nur die implementierten Gleichungen des IBOF-5 SchlieBungsansatzes ohne Herleitung
angegeben.

Fiir das Quadrat des Orientierungstensors wird der Tensor B eingefiihrt:

B=A-A. (6.16)
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1
A%4B),Oz‘§kl = 551050kt + 0idj1 + 0udjk)

3
1
+ EﬂQ(éijAkl + 0k Aij + 0iAji + S Ajk + 051 Aik + 05 Air)
1
+ 553(Aijx4kz + AirAji + AiAjg)
1
+ 654(5z‘j3k1 + 0m Bij + 0 Bji + 0uBji, + 0B, + 61 Bar)
1
+ EﬁS(AijBkl + A Bij + A Bji + Ay Bji, + Ay B, + A By)
1
+ 656(Bz‘j3k1 + BirBji + By Bjk). (6.17)

Fiir das verjiingende Produkt von A4 mit dem Deformationsgeschwindigkeitstensor und
mit den Symmetrieeigenschaften von A (4 lésst sich direkt ein Tensor zweiter Stufe wie folgt
angeben:

51( (D )5+2D)+%( (A:D)+A(5:D)+4A-D)

[;3( (A:D)+2A-(D-A))

54( §(B:D)+B(4:D)+2(B-D)I +2B-D)

ﬂs)
6
]
3

Die Koeffizienten f; sind Funktionen der zweiten (II) und dritten (/1) Invarianten von A.
Zudem sind nicht alle sechs Koeffizienten 3; unabhéngig voneinander, sondern es gilt:

(D . A(4))IBOF —

(AB:D)+B(A:D)+4A - (D-B))

(B(B:D)+2B - (D-B)). (6.18)

3[ 1 1, (/1 4. 8 8
br=1 [—— + £ (— + oI+ gIU) B4 <— ——II- —III)

7 77 15 15
1 24 4 16 8
o | 5z — 1og 11 — g 11+ 111 112 1
b (35 105 35 15 35 )] (6.19)
By = g [1 — —53(1 +411) + 54 (1 — H> B (-- + §HI + ;LH — ?1[2”
(6.20)
4 7 6 4
= B3 — =B — =B (1—=IT 21
s 553 554 556 ( 3 ) ; (6.21)

und fiir : = 3,4,6

Bi = c(i,1) + c(i,2)IT + (i, 3)IT* + c(i,4)I 1T + c(i,5)ITT* + (i, 6)IT IIT
(i, T)IT* TTT + ¢(i,8)IT ITI* + ¢(i,9)IT° + c(i, 10)II1> + ¢(i, 11)IT° ITT
+ ¢(i,12)I11? ITT% + ¢(i,13)I1 1113 + (i, 14)1T* + ¢(i, 15)I11* 4 ¢(i,16)I1* 111
(i, 17)II3 IIT% + ¢(i, 18)I1I% I113 + ¢(i,19)11 ITI* + ¢(i,20)I1° + (i, 21)I11°,

(6.22)

73



6. Fasersuspensionen

Die verwendeten Invarianten sind:

7= %(1—A:A), (6.23)

IIT = det(A). (6.24)

Die erste Invariante I = tr A hat keine physikalische Relevanz im SchlieBungsansatz, da diese
aufgrund der konstanten Faserldnge ebenfalls unverédnderlich ist und der Konfigurationsten-
sor so normiert wurde, dass tr A = 1 ist. Die Parameter ¢(7,j) in Gleichung (6.22) wurden
von CHUNG und KwoON als Ergebnis der Anpassung des SchlieBungsmodells an Berechungen
mit einem offenen Faser-Modell bestimmt und kénnen dem Anhang A.4 entnommen werden.
Fiir die Anpassungen berechneten sie sechs verschiedene Stromungen, die einen Standardsatz
fiir die Parameterbestimmung in angepassten SchlieSungsanséitzen darstellen:

e cinfache Scherung,

Scherung in zy-Ebene und uniaxiale Dehnung in z-Richtung,

uniaxiale Dehnung,

biaxiale Dehnung,

Scherung in der xzz-Ebene und planare Dehnung in der xzy-Ebene,

e Scherung in der zz-Ebene und biaxiale Dehnung.

Dariiber hinaus wurde auch das instationéire Anlaufverhalten in Scher- und Dehnstrémung
fiir die Validierung des IBOF-5 Modells berechnet. Zusammenfassend kann aus der Arbeit
von CHUNG und KwoON festgehalten werden, dass der IBOF-5 Schliefungsansatz eine sehr
gute Anniherung an das offene Faser-Modell darstellt und einen deutlich geringeren Re-
chenaufwand erfordert als eigenwertbasierte Ansétze. Aus diesen Griinden wurde in dieser
Arbeit der IBOF-5 Schliefungsansatz fiir die Stromungsberechnung mit einem geschlossenen
Fasermodell ausgwihlt.

6.1.3 Faser-Faser-Wechselwirkungen

Fiir halbverdiinnte und konzentrierte Fasersuspensionen ist die Bestimmung des Diffusions-
koeffizienten in Gleichung (6.11) zur Modellierung der Faser-Faser-Wechselwirkungen von
grofler Bedeutung. FOLGAR und TUCKER [74] haben fiir den Diffusionskoeffizienten ange-
nommen, dass dieser direkt proportional zu den Geschwindigkeitsgradienten in der Strémung
ist

D, = Cr7. (6.25)

Mit zunehmenden Geschwindigkeitsgradienten in der Strémung steigt qualitativ die
stromungsinduzierte Orientierung der Fasern bzw. nimmt die Tendenz zur Konfigurati-
onsénderung aus dem Gleichgewichtszustand zu. Bei gleicher Faserkonzentration ist eine zu-
nehmende Faser-Faser-Wechselwirkung mit zunehmenden Geschwindigkeitsgradienten daher
physikalisch motivierbar. Als skalares Maf§ der Geschwindigkeitsgradienten wird der Betrag
des Deformationsgeschwindigkeitstensors wird [75]:

4 =D = ,/%(D . D7), (6.26)
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Weitere Einflussparameter auf die Faser-Faser-Wchselwirkungen werden im Interaktionsko-
effizienten C7 beriicksichtigt. Allgemein sind der Faserformfaktor, der Volumenanteil sowie
der Orientierungszustand zu beriicksichtigen [76]. KOCH et al. zeigen, dass der Diffusions-
koeffizient auch in einfachen Stromungen eine anisotrope Gréfle ist, wobei die Modellierung
der Anisotropie einen weiteren SchlieBungsansatz benétigt [62], so dass in dieser Arbeit der
Diffusionskoeffizient und somit auch der Interaktionskoeffizient als skalare Groe betrach-
tet werden. Es existiert keine geschlossene Theorie, die einen Zusammenhang zwischen dem
Interaktionskoffizienten und ® und r herstellt sondern lediglich phé&nomenologische Gleichun-
gen. In experimentellen Untersuchungen wurde dafiir die Faserorientierung in einer definier-
ten Stromungsform mit optischen Methoden bestimmt. Aus den experimentellen Daten kann
eine Verteilungsfunktion des Orientierungszustandes 1 (q,t) bestimmt werden. Zusétzlich
wird die Verteilungsfunktion berechnet und C7 als Parameter variiert, bis die Abweichung
zwischen experimenteller und berechneter Verteilungsfunktion minimiert ist. FOLGAR hat
die Interaktionskoeffizienten fiir unterschiedliche Suspensionen durch die optische Auswer-
tung der Faserorientierung fiir eine stationére Scherstromung in einer Couette-Geometrie
bestimmt [65]. Die Ergebnisse von FOLGAR liegen im halbverdiinnten und konzentrierten
Bereich. BAY [77] hat weitere Untersuchungen in einem hochkonzentrierten Bereich der Fa-
sersuspensionen und fiir unterschiedliche Stoffpaarungen der dispersen und kontinuierlichen
Phase vorgenommen ( siehe Tabelle 6.1). Basierend auf den experimentellen Untersuchungen
von BAY ldsst sich eine Korrelation fiir C1(® r) angeben mit [78]:

C1 = 0.0184 exp(—0.7148D 7). (6.27)

In dieser Gleichung nimmt C7 bzw. die Faser-Faser-Wechselwirkung mit zunehmendem & r
ab. PHAN-THIEN et al. haben aus experimentellen Untersuchungen folgende Gleichung be-
stimmt [79]:

C1 = 0.03(1 — exp(—0.224® 7). (6.28)

Mit zunehmendem ® r nimmt der Interaktionskoeffizient C hier zu. Der Einfluss von ® r auf
die Faser-Faser-Wechselwirkungen wird in der Literatur kontrovers diskutiert. Letzendlich
ist fiir ein bestimmtes Stoffsystem immer eine experimentelle Validierung notwendig. Schlief3-
lich haben die Auswertungen experimenteller Untersuchungen gezeigt, dass die Abhé#ngigkeit
der Faser-Faser-Wechselwirkungen in den unterschiedlichen Konzentrationsbereichen unter-
schiedlich ist. Im halberverdiinnten Bereich ist eine Zunahme von C7 aufgrund des mit ®r
abnehmenden Inter-Faser-Abstandes physikalisch sinnvoll zu begriinden. Im konzentrierten
Bereich lassen sich hingegen Orientierungszustinde/-phinomene beobachten, die denen von
nematischen Fliissigkristallen dhnlich sind. D.h. bei hoher Konzentration orientieren sich
die Fasern so, dass Anderungen des Orientierungszustandes durch eine Kollektivbewegung
erfolgen. Die in Abbildung 6.2 dargestellten Ergebnisse zeigen abnehmende Faser-Faser-
Wechselwirkungen im konzentrierten Bereich. In dieser Arbeit wird daher eine Abschnitts-
weise definierte Funktion fiir C1(®r) verwendet mit:

C1 = 0.03(1 — exp(—0.224P 1)) fiir or < 1.3,
Cr = 0.0184 exp(—0.7148® 1) fir ~ ®r> 1.3, (6.29)

Fiir die numerische Stromungsberechnung von Fasersuspensionen wird in der Cauchy-
Gleichung der Anteil des Spannungstensors bendtigt, der durch die Anweseheit der Fasern
hervorgerufen wird. Es wird also eine zusétzliche Gleichung benétigt, die einen Zusammen-
hang zwischen dem Konfigurationstensor A und dem Faserspannungstensor Sy herstellt.
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107 . , , Abbildung 6.2: Interaktionskoeffizient Cf
0 2 4 6 8 nach BAy, PHAN-THIEN (PT) und experi-
Qr mentell bestimmt (siehe Tabelle 6.1)

Tabelle 6.1: Stoffsystem und Quelle, experimentelle Daten in Abbildung 6.2
#1  Nylon in Silikonol [65]
#2  Polyester in Silikonol [6
#3  Glasfasern in Nylon [7
f4  Glasfasern in PBT [7
85  Glasfasern in Polycarbonat [77

= 3 St

]
]
]
]

6.1.4 Spannungstensor

Der Spannungstensor wurde allgemein in Kapitel 3 bereits in einen Anteil einer newtonschen
Matrixfliissigkeit S und einen Polymeranteil S, zerlegt. Fiir eine Fasersuspension wird ein-
gefiihrt:

S =S, + Sp. (6.30)

Die Kopplung der dispersen und kontinuierlichen Phase aneinander erfolgt somit in der
Impulserhaltungsgleichung iiber den Spannunsgtensor und in der Differentialgleichung des
Konfigurationstensors iiber den Deformationsgeschwindigkeits- und Rotationsgeschwindig-
keitstensor. Fiir den Faserspannungstensor wird der bekannte Ansatz von LipscoMB [80]
verwendet mit:

Sk =2nsD + 20 @ (11D + p2D : A(y)), (6.31)
H1 = 27
2
.
= . .32
p2 2lnr (6:32)

6.2 Numerische Methoden

Die zu losenden partiellen Differentialgleichungen-/ gleichungssysteme sind die drei Kom-
ponenten der Cauchy-Gleichung zur Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes, die Druck-
korrekturgleichung inkompressibler Fluide als Ersatz fiir die Massenbilanz zur Berechnung
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des Druckgradienten sowie das Differentialgleichungssystem fiir die sechs Komponenten des
symmetrischen Konfigurationstensors. In dieser Arbeit wurden die Bestimmungsgleichun-
gen des Konfigurationstensors in den Algorithmus fiir inkompressible newtonsche Fluide
von OpenVFOAM? implementiert. Open VFOAM ist ein quelloffener Code unter der GNU
General Public Licence in der Programmiersprache C++, der die Finite-Volumen-Methode
verwendet. Die Diskretisierung der Differentialgleichungen kann bei OpenFOAM mit un-
strukturierten polyhedralen Netzen vorgenommen werden. Aufgrund der in dieser Arbeit
berechneten Geometrien (Zylinderumstréomung, Stromung durch einen 90° Kriimmer) wur-
de ein blockstrukturiertes Hexaedernetz verwendet.

Der Druckgradient wurde mit dem bekannten PISO-Algorithmus berechnet. Eine ausfiihrli-
che Darstellung ist u.a. bei [21] sowie in jedem Standardwerk zur numerischen Stromungs-
berechnung zu finden, so dass auf eine ausfiihrliche Darstellung verzichtet wird. Fiir die Zeit-
diskretisierung wurde in den zu lésenden Differentialgleichungen mit dem Crank-Nicholson
Verfahren eine Diskretierung zweiter Ordnung verwendet. Um eine moglichst hohe Stabilitat
der Losungsmethoden zu erreichen, wird in der Chauchy-Gleichung der Newtonsche Anteil
des diffusiven Impulstransports implizit behandelt, wie es auch fiir die Stromungsberechnung
Newtonscher Fluide iiblich ist. Der zusétzliche Spannungsanteil des nicht-Newtonschen Me-
diums wird explizit behandelt.

In der Finite-Volumen Methode werden integrale Formulierungen der jeweiligen Differen-
tialgleichungen gelost. Volumenintegrale werden mit dem GauBschen-Satz in Oberflachen-
integrale iiberfithrt. Die Ordnung und Genauigkeit der Diskretisierung wird dann von der
Interpolationsmethode zur Berechnung der benotigten Werte auf den Oberflichenmittel-
punkten aus den Werten im Mittelpunkt der diskreten Kontrollvolumen bestimmt. Werden
die Werte der Bestimmungsgrofle einer Differentialgleichung in den Oberflichenmittelpunk-
ten durch lineare Interpolation aus den benachbarten Zellmittelpunkten berechnet, entspricht
dies der Diskretisierung von Gradienten mit zentralen Differenzen in einer Finite-Differenzen-
Methode. In der Regel wurden in dieser Arbeit alle Interpolationen mit einer linearen In-
terpolation aus den benachbarten Zellmittelpunktswerten durchgefiihrt (Benennung dieses
Interpolationschemas in OpenVFOAM: ,,Gauss linear”). Die Zylinderumstrémung erforderte
aufgrund der lokal hohen Gradienten des Geschwindigkeitsfeldes zur Erhéhung der nume-
rischen Stabilitdt die diskretisierung de r konvektiven Terme in der Cauchy-Gleichung und
in der Differentialgleichung des Faserkonfigurationstensors mit einem ged&dmpften Verfahren
hoherer Ordnung. Dabei wurde mit dem SFCD-Verfahren (SFCD = | Self-filtered central
differencing“) eine NVD-Methode verwendet (NVD = ,Normalised Variable Diminishing®).
NVD-Methoden gewéhrleisten, dass die jeweiligen Bestimmungsgréfien einer Differentialglei-
chung begrenzt bleiben. Diese Methode wurde aufgrund ihrer charakteristischen Eigenschaf-
ten beziiglich der Genauigkeit und Stabilitidt ausgewihlt. Fiir eine Diskussion der zugrunde-
liegenden Gleichungen und die Diskussion dieser und anderer Diskretisierungsmethoden im
Vergleich miteinander wird an dieser Stelle auf die Literatur verwiesen [21].

6.2.1 DGL-System des Faserkonfigurationstensors

Gleichung (6.11) ist ein gekoppeltes, quasilineares Differentialgleichungssystem erster Ord-
nung fiir den Konfigurationstensor. Um die numerische Stabilitét der Losungsmethoden zu
erhohen, wurden moglichst viele Terme der rechten Gleichungsseite bei Verwendung des

2www.openFOAM.org
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6. Fasersuspensionen

IBOF-5 SchlieBungsansatzes als impliziter Quellterm behandelt. Es ergibt sich:

%—‘:‘ﬂv VIA+QE¥F = (W-A-A W)+ A\ (D-A+A-D)
+2D,(8 — 3A) + QIEOF. (6.33)
QIBOT = 2y 52 AG D)+B3A(A D)+55A(B D)/, (6.34)
N—— ——
(1) 2)

QLYY = —2Xp 631( (D )6+2D)+@((A:D)+4A-D)

+% (D A)+%( (B:D)+B(0:D)+2(B-D)' +2B-D)

55 Bs

(B(A:D)+4A (D-B))+ 7 (B(B:D)+2B-(D-B))|. (6.35)

6

Die Linearisierung der Terme (1) und (2) in Gleichung (6.34) erfolgt im Losungsalgorithmus
mit den Werten der jeweils letzten Iterationsstufe von A.

6.2.2 Randbedingungen

Als Randbedingung wird fiir alle Berechnungen angenommen, dass die Stromung am Austritt
der Geometrie einen vollstdndig ausgebildeten Zustand erreicht hat, was durch eine ausrei-
chend lange Stromungsstrecke stromabwirts des Zylinders bzw. 90°-Kriimmers gewéhrleistet
wird. Die verwendeten Randbedingungen fiir den Druck sind in dieser Arbeit eine Neumann-
Randbedingung im Strémungseintritt (Nullgradient), sowie eine Dirichlet-Randbedingung im
Austritt (p = 0). Fiir das Geschwindigkeitsfeld wurde im Eintritt das Geschwindigkeitsprofil
einer vollstindig ausgebildeten laminaren Kanalstrémung eines newtonschen Fluids vorgege-
ben. Im Austritt wird fiir das Geschwindigkeitsfeld ebenfalls eine Neumann-Randbedingung
(Nullgradient) angenommen. An festen Wénden gilt die Haftbedingung (v = 0) verwendet.
Fiir den Konfigurationstensor wird im Strémungseintritt die Gleichgewichtskonfiguration
(isotroper Orientierungszustand der Fasern in alle Raumrichtungen) gesetzt. Weiterhin wur-
de bei der Zylinderumstromung fiir eine vergleichende Diskussion auch ein zweidimensionaler
Gleichgewichtszustand, sowie eine vollstdndige Ausrichtung der Fasern in Stromungsrichtung
vorgegeben. Im Austritt sowie auf den festen Wénden gilt fiir den Konfigurationstensor eine
Nullgradienten-Randbedingung.

6.2.3 Losungsmethoden der linearen Gleichungssysteme

Die nach der Linearisierung und Diskretisierung erhaltenen linearen Gleichungssysteme wer-
den in dieser Arbeit mit den in OpenVFOAM implementierten Verfahren geltst. Fiir das
Gleichungssystem der Druckkorrekturgleichung wird mit dem ICCG-Léser (,Incomplete-
Cholesky conjugate gradient“) eine vorkonditionierte Methode fiir eine symmetrische Ko-
effizientenmatrix verwendet. Alle anderen Gleichungssysteme werden mit dem BICCG-
Verfahren gelost (,,Incomplete-Cholesky biconjugate gradient“), einem Gleichungsléser fiir
unsymmetrische Koeffizientenmatrizen.
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6.3. Zylinderumstrémung

6.3 Zylinderumstromung

Als Anwendungsfall der numerischen Stromungsberechnung von Fasersuspenionen mit dem
geschlossenen IBOF-5 Modell fiir konzentrierte Suspensionen und die Validerung der Mo-
delle und Berechnungsmethoden wird die von YASUDA et al. experimentell untersuchte Zy-
linderumstréomung verwendet [81]. Zunéchst werden kurz die vorliegenden Geometrie- und
Stoffdaten dargestellt.

6.3.1 Geometrie- und Stoffdaten

Im experimentellen Aufbau wird von YASUDA et al. ein Flachkanal von 2 mm Dicke ver-
wendet. Die Stromung wird in der experimentellen Auswertung als zweidimensional be-
trachtet und in der numerischen Berechnung in der z-Richtung durch Nullgradienten-
Randbedingungen in dieser Richtung fiir das Druck- und Geschwindigkeitsfeld als indifferent
angenommen. In einem Abstand L; = 160 mm vom Kanaleintritt ist ein Zylinder positio-
niert. Die weiteren Geometriemafle sind in Abbildung 6.3 gegeben.

4 H 16 mm
— D, 12 mm
v D, H L{ 160 mm
y A Ly 140 mm
' U 23mm/s
- Ly 0 Lo .

Abbildung 6.3: Geometrieabmessungen der Zylinderumstrémung [81]

Die mittlere Eintrittsgeschwindigkeit betrigt U = 2.3 mm/s. Als Matrix-Fliissigkeit wird
Polybuten mit einer Viskositidt von n = 25 Pa s (bei Raumtemperatur und 4 = 0.1-10 1/s) ,
so dass die Matrix in der vorliegenden Geometrie vollstidndig newtonsch ist. Die Dichte des
Polybutens betriigt 0.89 g/cm?. Somit ergibt sich fiir die mit der Kanalhéhe H berechnete
Reynoldszahl die GroBenordnung O(10~3). Fiir eine konzentrierte Suspension werden Glasfa-
sern mit einem Faservolumenanteil ®qj,s = 4 % suspendiert. Die Fasern besitzen eine mittlere
Lénge von L = 0.8 mm und einen Durchmesser D = 12 um. Der zugehorige dimensionslose
Formfaktor ist r = 67. Aufgrund der von YASUDA et al. ausgewerteten Lingenverteilung der
Glasfasern kénnen diese in der numerischen Berechnung als monodispers betrachtet werden.
Fiir die Visualisierung der Faserorientierung werden im Experiment Vinyl-Faser mit einem
Volumenanteil von ®vigy1 = 0.016 %, einer mittleren Lénge L = 1 mm, und einem Formfak-
tor r = 35 verwendet. Aufgrund des geringen Volumenanteils der Vinyl-Fasern gegeniiber
den Glasfasern werden diese in der numerischen Berechnung nicht beriicksichtigt, da kein
signifikanter Einfluss auf die Orientierung der Glasfasern zu erwarten ist.

Mit den Gleichungen 6.27 und 6.32 ergibt sich fiir das Fasermodell der Glasfasersuspension
der Parametersatz:

Cr =0.002709, w1 =2, po=>533.

Im experimentellen Aufbau wird die Fasersupension aus einem Voratstank durch eine Rohr-
strecke in den Kanal gepumpt und durchstrémt im Ubergang von der Rohrstrecke zum Kanal
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eine unstetige Querschnittskontraktion. Aufgrund der hohen Dehngeschwindigkeiten in die-
sem Ubergang werden die Fasern grofitenteils in Stromungsrichtung ausgerichtet. Der Ein-
fluss der Eintrittsbedingung auf die Zylinderumstrémung wird spéter diskutiert. Aufgrund
der Geometrie des Flachkanals und der Auswertemethoden zur Bestimmung der Faserori-
entierung betrachten YASUDA et al. die Stromung als zweidimensional. Die Faserorientie-
rung kann experimentell nicht in einer zweidimensionalen Schicht bestimmt werden, sondern
basiert auf der Auswertung von Bilddaten einer Draufsicht auf den Kanal. Ein moglicher
Randeinfluss auf die Orientierung ist somit in der Bestimmung der Orientierungsparame-
ter enthalten. Experimentell bestimmte physikalische Groflen der Faserorientierung sind die
Komponenten eines zweidimensionalen Konfigurationstensors, die dadurch aufgespannten
Orientierungsellipsen, der grofite Eigenwert als skalares Orientierungsmafl sowie ein mittler-
er Orientierungswinkel ¢, zwischen der Ellipsenhauptachse und der z-Achse. Anhand dieser
Groflen werden die Modellergebnisse des geschlossenen Faser-Modells validiert.

In der numerischen Berechnung wird die im Experiment als indifferente betrachtete Rich-
tung durch periodische Randbedingungen realisiert, so dass die z-Richtung gradientenfrei
ist. Aufgrund der geringen Kanalhthe und der langsamen Stromungsgeschwindigkeit ist der
benétigte Rechenaufwand bereits so grofl, dass die Beriicksichtigung der Wénde in der zz-
Ebene fiir die numerische Berechnung unpraktikabel ist. Das dreidimensionale Fasermodell
wird also quasi zweideimensional verwendet, wobei sich die Gleichgewichtswerte des Konfigu-
rationstensors im zweidimensionalen und dreidimensionalen Fall voneinander unterscheiden
mit:

1o o 05 0 0
Acewap=| 0 3 0 |, Agecwen=|[ 0 05 0 |. (6.36)
00 2 0 0 0

Bei Vorgabe eines planaren Gleichgewichtszustandes im Eintritt, bleibt der planare Orien-
tierungszustand der Fasern bei periodischen Randbedingungen in z-Richtung erhalten. Wie
spéter noch ausfiihrlich diskutiert wird, ist die Eintrittsbedingung des Konfigurationstensors
daher entscheidend fiir den weiteren Orientierungszustand stromabwirts.

Anisotroper Faservolumenanteil YASUDA et al. haben zudem den lokalen Faservolumen-
anteil im Bereich der ausgebildeten Kanalstromung vor und hinter dem Zylinder bestimmt
und festgestellt, dass die Glasfaserkonzentration in Wandnéhe geringer ist, als in der Kern-
stromung (Abbildung 6.4). Um den Einfluss des ortlich inhomogenen Faseranteils auf den
Orientierungszustand zu untersuchen, wird in dem Modell eine Wandfunktion ®wanqr.(y)
eingefiihrt. Mit dem jeweils kiirzesten Abstand in Wandnormalenrichtung y* wird die von
YASUDA et al. experimentell bestimmte Abnahme des Faseranteils in Wandnéhe durch eine
lineare Funktion angenéhert mit:

q’Ber +
) < )
oyt) =S Ty Y T (6.37)
P, Yyt > Y

Der Faseranteil &g im wandfernen Bereich wird aus dem vorgegebenen o¢rtlich gemittelten
Gesamtfaseranteil berechnet. Bei Ergebnissen ohne den zusétzlichen Hinweis auf die Verwen-
dung von ®Pwangr.(y) wurde mit einem konstanten Faservolumenanteil gerechnet.
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0.05} o .

0.04¢
o 0.03}

0.02f ®

0.01fe Abbildung 6.4: Faseranteil in ausgebilde-
ter Kanalstromung, Glasfasersupension, Expe-

0 01 02 03 04 o5 riment [81] und Profil mit linearer Wandfunk-
y/H tion, Gl. (6.37)

6.3.2 Ergebnisse

Die Ergebnisse des Fasermodells mit dem IBOF-5 SchlieSungsansatz stimmen im Bereich der
ausgebildeten Kanalstromung stromaufwirts des Zylinders sehr gut mit den experimentellen
Ergebnisse iiberein. In Abbildung 6.5 ist der maximale Eigenwert Apa.x in Abhéngigkeit von
y stromaufwérts bei x/H = —1 aufgetragen. Abbildung 6.6 (1) zeigt die aus dem Konfigu-
rationstensor berechneten zugehorigen Orientierungsellipsen. YASUDA et al. charakterisieren
die Faserorientierung im Kanaleintritt aufgrund der Kontraktionsstromung im Einlaufbe-
reich der Kanalstrecke als vollsténdig ausgerichtet in Stromungsrichtung. Die veroffentlich-
ten Ergebnisse der Orientierungsellipsen zeigen zwar, dass der eingeschlossene Winkel der
Ellipsenhauptachse mit der x-Achse null wird, jedoch gibt es einen signifikanten Orientie-
rungsanteil in die anderen Raumrichtungen und der Orientierungszustand kann lediglich als
vorzugsweise in stromungsrichtung ausgerichtet charakterisiert werden. Die Ergebnisse in Ab-
bildung 6.5 wurden mit einem dreidimensionalen Gleichgewichtszustand als Eintrittsbedin-
gung erhalten. In Abbildung 6.7 (links) sind die Ergebnisse fiir die beiden anderen moglichen
Grenzfille der Faserkonfiguration im Eintritt dargestellt, ndmlich die vollstdndige Ausrich-
tung in z-Richtung und der zweidimensionale Gleichgewichtszustand in der zy-Ebene. Es ist
festzustellen, dass in der Kanalmitte im Bereich mit niedrigen Geschwindigkeitsgradienten
die Eintrittskonfiguration konvektiv in den Kanal transportiert wird und erhalten bleibt.
Fiir den Fall der zweidimensionalen Gleichgewichtsverteilung und insbesondere fiir die Ein-
trittsbedingung der vollstdndigen Ausrichtung der Fasern zeigen sich deutliche Abweichun-
gen von dem experimentell gefundenen Orientierungszustand, so dass der dreidimensionale
Gleichgewichtszustand als bestmogliche Konfiguration im Eintritt ausgewéhlt werden kann.
Da der Zylinder einen sehr groflen Anteil des Kanalquerschnitts versperrt bewirken die ho-
hen Geschwindigkeitsgradienten in diesem Bereich eine deutliche Ausrichtung der Fasern
in Stromungsrichtung und es ist im Bereich stromabwérts des Zylinders keine signifikanter
Einfluss der Eintrittsbedingung auf die Faserorientierung zu erwarten erwarten.

Neben dem IBOF-5 Modell mit Faser-Faser-Wechselwirkungen und ortlich homogenem Fa-
servolumenanteil wurde auch das Fasermodell mit hybridem SchlieBungsansatz, sowie das
IBOF-5 Modell mit der Wandfunktion des Faseranteils sowie verschwindenden Faser-Faser-
Wechselwirkungen verwendet. Die zugehorigen Orientierungsellipsen und Eigenwertprofile
stromaufwérts des Zylinders sind in den Abbildungen 6.6 und 6.7 (rechts) dargestellt. Die
Faser-Orientierung ist in Wandnéhe aufgrund des abnehmenden Faservolumenanteils gerin-
ger. Mit abnehmendem Faseranteil wird der Interaktionskoeffizient entsprechend Gleichung
(6.29) durch die PHAN-THIEN Gleichung berechnet, was mehr Faser-Faser-Wechselwirkungen
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bewirkt. YASUDA et al. diskutieren die Faser-Wand-Wechselwirkungen und Auswirkungen
auf den Orientierungszustand an Hand eines ,flip over“Effektes. Die numerischen Berech-
nungen mit abnehmendem Faservolumenanteil in Wandnéhe zeigen, dass die Ansétze fiir
den Interaktionskoeffizienten Cf fiir die Faser-Faser-Wechselwirkungen die bei Faser-Wand-
Wechselwirkungen auftretendenen Effekte und Einfliisse auf die Orientierung der Fasern
nicht abbilden koénnen. Fiir Faser-Wand-Wechselwirkungen existieren bisher keine geschlos-
senen oder phdnomenologischen Modelle, weshalb im Folgenden die lokale Inhomogenitét des
Faservolumenanteils in Wandn&he und Faser-Wand-Wechselwirkungen nicht beriicksichtigt
werden koénnen.
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Abbildung 6.6: Glasfasersuspension, Orientierungsellipsen in ausgebildeter Kanal-
stromung, Modellbezeichnung siehe Tabelle

Dariiber hinaus zeigen die Untersuchungen in dieser Arbeit, dass das Fasermodell mit dem
hybriden Schliefungsansatz den Orientierungsgrad der Fasern iiberschitzt, so dass Apax
grofler ist als beim IBOF-5 Modell und die kiirzere Halbachse der Orientierungsellipsen
kleiner ist (siehe Abbildung 6.7 und 6.6). Der Einfluss des SchlieBungsansatzes auf die Fa-
serkonfiguration wird fiir die Durchstromung eines 90°-Kriimmers ausfiihrlich diskutiert.

Die Darstellung in Abbildung 6.8 zeigt die Orientierungsellipsen der konzentrierten Glasfa-
sersuspension in der Ndhe des Zylinders. Je ,,schmaler die Ellipsen sind, desto stérker die
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Abbildung 6.7: Glasfasersuspension, grofiter Eigenwert; links (2D), rechts unterschiedliche
Modelle/Parameter entsprechend Tabelle 6.2

Tabelle 6.2: Benennung der Modell-Datenséitze in Abbildung 6.7
Nr. Modell Faserorient. im Eintritt

(1) IBOF-5 3D GGW

(2)  hybrid 3D GGW

(3) IBOF-5 3D GGW, D wandt. ()
(4) IBOF-5 3D GGW, Cr=0

Ausrichtung der Fasern in eine Hauptrichtung. Beim Auftreffen auf den Zylinder werden die
Fasern entlang der Zylinderkontur ausgerichtet. Im Bereich der Querschnittsverengung be-
wirken die hohen Geschwindigkeitsgradienten eine fast vollstéindige Ausrichtung der Fasern
in Stromungsrichtung. Stromabwérts gibt es einen Bereich in der Kanalmitte mit hoher Fa-
serorientierung in Strémungsrichtung und ebenfalls in Wandnéhe. In dem Bereich dazwischen
wechselt der Orientierungswinkel der Ellipsen das Vorzeichen und die Orientierungszustdnde
sind breiter verteilt.

~ — Z = T S~ >~ > X >
~ = = ~ AN AN AN N ~
~ o < \ \ N ~
AN VA < o AN \ ~
ANY / ~ o Vi > AN
= = =

N _ — ;ﬁ —
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Abbildung 6.8: Glasfasersuspension, IBOF-5, Orientierungsellipsen
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Die Darstellung des Orientierungswinkels stromabwérts im Querschnitt x/H = 1 in Ab-
bildung 6.9 (links) zeigt eine hohe Ubereinstimmung zwischen numerischer Berechnung und
den experimentellen Ergebnissen. Der Ausrichtungsgrad der Fasern wird mit A, im rechten
Teil der Abbildung bei z/H = 1 durch das Modell nicht gut vorhergesagt. Das Fasermodell
liefert eine zu hohe Orientierung der Fasern in die durch ¢, charakterisierte Raumrichtung,
d.h. die Breite der Orientierungsverteilungsfunktion ist zu gering. Das Profil fiir Apax an der
Stelle x/H = 0.5 zeigt qualitativ den experimentell bestimmten Verlauf bei z/H = 1, d.h. im
Vergleich zum Experiment ist in der numerischen Berechnung der Bereich im Nachlauf des
Zylinders zwischen Kanalmitte und Wand mit einer breiteren Orientierungsverteilung der
Fasern in der z-Richtung geringer ausgedehnt. Daraus ergibt sich die gefundene Abweichung
des Modellergebnisses zum experimentellen Ergebnis.
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Abbildung 6.9: Glasfasersuspension, IBOF-5, links: eingeschl. Winkel der Ellipsenhaupt-
achse mit der z-Achse, rechts: Apax, Experiment und numerisch x/H = 1, numerisch,
z/H =0.5

YASUDA et al. haben dariiber hinaus den gréfiten Eigenwert entlang der x-Achse an den
Positionen y = 0.5H (Kanalmitte), y = 0.75H und y = 0.94H bestimmt. Diese Profile
sind in Abbildung 6.10 dargestellt. Die Abweichung des berechneten Eigenwertes von den
experimentellen Ergebnissen in der Kanalmitte stromaufwérts des Zylinders (Abbildung fiir
y = 0.5H) wurde bereits oben diskutiert und ist auf die Eintrittsbedingung der Faserkonfi-
guration im Kanaleintritt zuriickzufiihren.

Abbildung 6.11 zeigt die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors u in z-Richtung und
v in y-Richtung, jeweils normiert mit der mittleren Eintrittsgeschwindigkeit U fiir die kon-
zentrierte Glasfasersuspenion und die newtonsche Matrix ohne Fasern. Der Geschwindig-
keitsgradient g—“ liegt stromaufwiirts im Bereich der ausgebildeten Kanalstrémung zwischen
[-1, 1] 1/s und im Zylinderspalt (bei x = 0) zwischen [-25, 25]1/s, wodurch die Fasern fast
vollstandig in Stromungsrichtung orientiert werden. Insbesondere in Zylinderndhe strom-
aufwirts (siehe Profile bei x = —3/4D, v = —1/2D und x = —1/4D) wird das Geschwin-
digkeitsfeld durch die Fasern gegeniiber der Stromung des newtonschen Fluids beeiflusst.
In den Querschnitten bei x = —3/4D und x = —1/2D ist die Komponente in z-Richtung
fir y/H > 0.8 und in y-Richtung fiir y/H > 0.9 fiir die Fasersuspension grofier als fiir die
newtonsche Matrixfliissigkeit. Fiir kleinere Werte von y um den gleichen Betrag geringer.
Im Bereich der Querschnittsverengung (z = 0) sind die Geschwindigkeitsprofile der beiden
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Fluide nahezu identisch. Stromabwirts des Zylinders sind die Geschwindigkeitskomponen-
ten im Bereich x < 3/4D fiir die Fasersuspension grofier als fiir das newtonsche Fluid. Die
Fasern beeinflussen das Geschwindigkeitsfeld besonders in den Bereichen, wo aufgrund der
Stromungsumlenkung durch den Zylinder eine Umorientierung der Fasern aus dem Zustand
der ausgebildeten Kanalstromung erfolgt. In diesen Bereichen sind die Komponenten des
Faser-Spannungstensors um den Faktor zehn gréfier, als in der ausgebildeten Kanalstrémung
(Abbildung 6.12).
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Abbildung 6.11: Zylinderumstréomung, Geschwindigkeitskomponenten » in z- und v in
y-Richtung, Glasfasersupension mit IBOF-5 ( — ) und Newtonsches Fluid ( - - )

86



6.3. Zylinderumstrémung

Sxy
-3.40 -1.03 1.35
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6. Fasersuspensionen

6.4 Durchstrémung eines 90°-Kriimmers

Die Diskussion der Ergebnisse fiir die Berechnung der Zylinderumstréomung einer konzentrier-
ten Glasfasersuspension mit dem geschlossenen Faser-Modell und IBOF-5 SchlieBungsansatz
hat eine hohe Ubereinstimmung zwischen den Berechnungsergebnissen und experimentellen
Ergebnissen gezeigt. Da der hybride SchlieSungsansatz gegeniiber der invariantenbasierten
Schliefung IBOF-5 von CHUNG und KWON bisher als weitaus populérer einzustufen ist,
wird fiir die Stromung durch einen 90°-Kriimmer der Einfluss des Schliefungssansatzes auf
die Faserkonfiguration untersucht. Sowohl die Faserkonzentration als auch der Formfaktor
werden variiert.

6.4.1 Geometrie- und Stoffdaten

Die im Folgenden modellierte Fasersuspension besteht aus Glasfasern mit einer newtonschen
Polybuten Matrix (Stanchem Indopol H100, M = 920 g/mol) [58,59], wobei die Viskositét
von SEPEHER et al. mit n = 24 Pa s angegeben wird. Die suspendierten Fasern haben eine
mittlere Linge L = 260um und einen mittleren Durchmesser D = 14um. Der zugehori-
ge Formfaktor ist » = 20. SEPEHR et al. verwenden fiir experimentelle Untersuchungen
Suspensionen im halbverdiinnten und konzentrierten Bereich des Faseranteils (Tabelle 6.3).
Anhand von ,startup“ und ,reverse-shearing” Experimenten haben SEPEHR et al. fiir den
Kopplungskoeffizienten py = 150 bestimmt. Der Interaktionskoeffizient Ct wird wie bereits
im vorherigen Abschnitt aus der abschnittsweise definierten Funktion von BAY und PHAN-
THIEN berechnet (Gleichung (6.29)).

Tabelle 6.3: Glasfasersuspensionen bei SEPEHR et al., Konzentrationen in [59] und Ct

Gew% @ Volumen % dr Cr
PBO05 5 1.58 halbverdiinnt 0.316 0.0021
PB10 10 3.27 halbverdiinnt 0.654 0.0041
PB20 20 7.06 konzentriert 1.412 0.0067

Abbildung 6.13 zeigt schematisch die Kriimmergeometrie mit verwendeten Koordinaten-
systemen und Bezeichnungen. y4 bezeichnet das lokale Koordinatensystem fiir den Kanal
stromabwirts des Kriimmers in Stromungsrichtung. Die Ergebnisse werden u.a. als Pro-
fil iber den Kanalquerschnitt dargestellt mit ¢; = 22.5°, @y = 45° und 3 = 67.5°.
Der Kriimmer wird als zweidimensionales Problem berechnet, so dass die Geometrie in z-
Richtung als unendlich ausgedehnt betrachtet wird.

6.4.2 Ergebnisse

Als Randbedingung des Konfigurationstensors wurde die dreidimensionale Gleichgewichts-
konfiguration vorgegeben. In den Abbildungen 6.14, 6.15, 6.16, 6.17 und 6.18 sind die
Orientierungsellipsen im Kriimmer und stromabwérts fiir » = 20 und die beiden Schlie-
Bungsansétze dargestellt. Gegeniiber dem IBOF 5-Schliefungsansatz liefert der hybride
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Abbildung 6.13: 90° Kriimmer, Geometrie

Schlieungsansatz insbesondere in Wandnéhe eine engere Orientierungsverteilung bzw. ei-
ne stidrkere Ausrichtung in Stromungsrichtung. In der Kanalmitte verbleibt aufgrund der
Randbedingung im Eintritt und der niedrigen Geschwindigkeitsgradienten ein Bereich, in
welchem die Faserorientierung breiter verteilt ist. Mit zunehmendem Faseranteil nimmt die
Orientierbarkeit der Fasern bei der Durchstrémung aufgrund der zunehmenden Faser-Faser-
Wechselwirkungen ab und die Fasern werden weniger stark in Stromungsrichtung orientiert.
Ein zunehmender Formfaktor r hat aufgrund der zugrunde gelegten Gleichungen fiir den In-
teraktionskoeffizienten den gleichen Einfluss auf die Faserorientierung wie der zunehmende
Faseranteil bei konstantem r (Abbildung 6.19).

2=\l

Abbildung 6.14: r =20,® =158 %
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Abbildung 6.19: r = 100,® = 1.58 %

Um die Modellunterschiede durch den SchlieBungsansatz besser quantifizieren zu koénnen,
werden Profile des gréfiten Eigenwertes in den gleichen Querschnitten dargestellt, wie die Ori-
entierungsellipsen. (Abbildungen 6.20, 6.21 und 6.22). Der grofite Eigenwert Apax wird durch
den hybriden Schliefungsansatz in Wandnéhe um bis zu 10% gegeniiber dem IBOF-5 Schlie-
Bungsansatz {iberschétzt. So zeigt das Profil bei o3 = 67.5° mit dem hybriden SchlieBungsan-
satz im Gegensatz zum IBOF-Modell zwei lokale Orientierungsminima, d.h. zwei ,,Strahnen*
mit einer breiteren Orientierungsverteilung. Die Fasern innerhalb dieser ,,Strihne“ werden
stromabwirts des Kriimmers erst allméhlich wieder in den Orientierungszustand der ausge-
bildeten Kanalstromung umorientiert. Die mit dem IBOF-Modell berechnete Faserorientie-
rung in der dufleren Halfte des Kriimmers ist striarker in Stromungsrichtung ausgerichtet.
Die Ergebnisse des hybriden Modells weisen im Profil bei yq4 = 5H in der Kanalmitte immer
noch einen Bereich mit einer engeren Orientierungsverteilung auf, als in der ausgebildeten
Kanalstromung.

Der Einfluss des Formfaktors ist fiir das IBOF-5 Modell und einem Faseranteil von ® = 1.58%
in den Abbildungen 6.23, 6.24, 6.25 dargestellt. Obwohl der Formfaktor um den Faktor fiinf
auf r = 100 erhoht wurde, sind die Orientierungsprofile (Anyax) fiir den groBeren Formfaktor
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Abbildung 6.21: r = 20, ® = 1.58%, groBter Eigenwert Ap.x, radiale Profile bei 1, @9
und 3, Schliefungsansatz habrid (hy.) und IBOF-5 (IB.)

in Wandnéhe zu etwas geringeren Werten von A ax verschoben.
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Abbildung 6.22: r = 20, ® = 1.58%, IBOF-5, grofiter Eigenwert Apayx, Profile stromabwérts
des Kriimmers, SchlieBungsansatz habrid (hy.) und IBOF-5 (IB.)

6.5 Zusammenfassung

Mit dem geschlossenen IBOF-5 Fasermodell wurde fiir eine konzentrierte Glasfasersuspen-
sion die Umstromung eines Zylinders quantitativ mit experimentellen Literaturergebnissen
von YASUDA et al. validiert. Die Fasermodelle besitzen als freie Modellparameter die soge-
nannten Kopplungskoeffizienten, die den Faserspannungstensor vom Konfigurationszustand
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Abbildung 6.24: r = 20, ® = 1.58%, IBOF-5, grofiter Eigenwert Apmay, radiale Profile bei
®1, P2 und @3
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Abbildung 6.25: Vergleich » = 20 und r = 100, ® = 1.58%, IBOF-5, grofiter Eigenwert
Amax, Profile stromabwéirts des Kriimmers

der Fasern abhingig machen. Fiir halbverdiinnte und konzentrierte Suspensionen ist mit dem
Faser-Faser-Interaktionskoeffizienten ein weiterer Modellparameter vorhanden. Fiir diese Pa-
rameter wurde aus empirischen Gleichungen in Abhéngigkeit des Faservolumenanteils und
des Formfaktors ein Parametersatz fiir die numerische Berechnung ermittelt. Experimentell
und numerisch bestimmt wurde der grofite Eigenwert des Konfigurationstensors als skalares
Orientierungsmaf sowie die durch den Konfigurationstensor aufgespannten Orientierungsel-
lipsen und Hauptorientierungswinkel. Sowohl im Bereich der ausgebildeten Kanalstr6mung
als auch im Zylindernachlauf konnte gezeigt werden, dass die Faserorientierung durch das
Modell eine hohe Ubereinstimmung zu den experimentellen Ergebnissen liefert. Lediglich der
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Grad der Ausrichtung wird im Zylindernachlauf iiberschétzt. Da zunéchst nur Berechnungen
mit empirischen Standardparametersitzen durchgefithrt wurden, ist die Ubereinstimmung
zwischen den experimentellen und theoretischen Ergebnissen bereits sehr gut. Ergénzend
konnten die freien Parameter an viskosimetrische Stromungen der betrachteten Suspension
angepasst werden. Hierfiir fehlte jedoch bisher fiir die betrachtete Suspension eine ausrei-
chende Datenbasis. Dariiber hinaus wurden verschiedene Modelle in der Stromung durch
einen 90°-Kriimmer miteinander verglichen. Mit dem hybriden Schliefungsansatz wurde ein
populédrer Ansatz implementiert, der im Vergleich zu dem auf den Invarianten des Konfigura-
tionstensors basierenden IBOF-5 Ansatz von CHUNG und KwoN den Grad der Faserorientie-
rung in Stromungsrichtung iiberschétzt. Abschlieflend wurde herausgestellt, dass die Fasern
in Bereichen mit hohen Geschwindigkeitsgradienten (z.B. an den Kanalwénden) stérker in
Stromungsrichtung orientiert werden. Im Bereich mit niedrigen Gradienten (Kanalmitte)
wird die Faserkonfiguration, die im Eintritt der Geometrie vorgegeben wurde, konvektiv
durch den Kriimmer transportiert. Die Wahl der Faserkonfiguration im Strémungseintritt
ist insbesondere fiir die Stromungsberechnung von Teilen komplexer Geometrien von grofier
Bedeutung und moglichst gut an reale Orientierungszustidnde anzupassen.
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7 Zusammenfassung

Wie zahlreich sind die Dinge, derer ich nicht bedarf.
Sokrates

In der vorliegenden Arbeit wurden Stréomungen von Polymerlosungen und Fasersuspensionen
mit Mikro-Makro-Modellen numerisch berechnet und der Einfluss der Strémungsparameter
auf den mikrostrukturellen Orientierungszustand charakterisiert. Ziel des ersten Teils der Ar-
beit war die Berechnung viskosimetrischer Strémungen von Polymerlésungen mit Modellen
unterschiedlicher Modellierungstiefe. Im Mittelpunkt stand dabei die oszillierenden Scherung
mit grofer Deformationsamplitude (LAOS-Strémung). Diese ist fiir die experimentelle, rheo-
logische Charakterisierung bedeutsam, jedoch bisher in der Literatur fiir offene und geschlos-
sene Feder-Hantel-Modelle fiir Polymerlésungen nicht diskutiert. In der vorliegenden Arbeit
wurde fiir ein offenes Feder-Hantel-Modell mit nichtlinearem Federkraftgesetz die Warschein-
lichkeitsverteilungsfunktion der Konfiguration durch eine deterministische Losungsmethode
der Fokker-Planck-Gleichung mit Finiten-Differenzen berechnet. Die Grofie des zu diskreti-
sierenden Konfigurationsraumes konnte durch ein federmittenzentriertes Koordinatensystem
gegeniiber dem bisher iiblichen kugelzentrierten Koordinatensystem verkleinert werden und
so der Rechenaufwand fiir die numerische Losung der Differentialgleichung erheblich redu-
ziert werden. Mit den geschlossenen Modellen FENE-L, -P und -CR wurden dariiber hinaus
drei Ansétze mit geringerer Modellierungstiefe implementiert, die anhand des Konfigurati-
onstensors nur noch Aussagen {iber den mittleren Konfigurationszustand der Feder-Hanteln
ermoglichen. Zusétzlich wurde fiir stationdre Scher- und Dehnstromungen der Stromungs-
einfluss auf die mittlere Federlinge herausgestellt. Dariiber hinaus wurden anhand der Ei-
genvektoren und -werte des Konfigurationstensors Orientierungsellipsoiden berechnet und
die Breite der Orientierungsverteilung in Abhéngigkeit der Scher- und Dehngeschwindigkeit
diskutiert. Insbesondere die Berechnung der Orientierungsellipsoiden lieferte dabei wichtige
Informationen iiber den mikrostrukturellen Orientierungszustand, wie z.B. den Orientie-
rungsgrad in Abhéngigkeit der Strémungsparameter.

Das offene Feder-Hantel-Modell wurde mit den geschlossenen Modellen FENE-L und -P in os-
zillierender Scherstromung bei kleiner und grofler Deformationsamplitude verglichen (SAOS-
und LAOS-Strémung). Die Implementierung der deterministischen Methode zur Losung der
Fokker-Planck Gleichung ermdoglichte aufgrund der hohen Genauigkeit die Bestimmung der
Frequenzspektren auch bei nur geringen Intensitdten der hoheren Frequenzanteile. Fiir das
FENE-L Modell erreichte die Summe der Intensitéten der ersten drei héheren Frequenzan-
teile im diskutierten Parameterfeld (vo € [0.2,10], De e [0.2,20]) fir die Spannungen bis
zu 30% der Intensitdt der Grundfrequenz. Fiir die Spur des Konfigurationstensors betrug
diese immerhin noch bis zu maximal 5% der Grundfrequenzintensitéit. Mit zunehmender De-
formationsamplitude richteten sich die Feder-Hanteln in eine bevorzugte Raumrichtung aus
und mit steigender Deborah-Zahl wurde die Schwingungsamplitude des Winkels zwischen
der grofleren Ellipsenhauptachse und der y-Achse geringer. Der numerische Algorithmus fiir
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das offene FENE-Modell hat sich bis zu einer dimensionslosen Schergeschwindigkeitsampli-
tude (Weissenberg-Zahl) von We=15 als sehr stabil erwiesen. Die in der Verteilungsfunktion
auftretenden hohen Gradienten fithrten erst bei noch gréfleren Weissenbergzahlen zu unphy-
sikalischen Oszillationen. Das geschlossene FENE-L Modell hat sich in oszillierender Sche-
rung als eine gute Néherung an das offene Feder-Hantel-Modell erwiesen, wobei die mittlere
Federléinge durch das geschlossene Modell allerdings etwas iiberschitzt wird. Die Ausrich-
tung der Orientierungsellipsoiden stimmte fiir die unterschiedlichen Modelle auch bei grofien
Deformationsamplituden gut iiberein.

In einem zweiten Teil der Arbeit wurden geschlossene Mikro-Makro-Modelle fiir die nu-
merische Berechnung von komplexen Stromungen eingesetzt und diskutiert. Fiir eine Zy-
linderumstromung wurde das Modell einer konzentrierten Glasfasersuspension mit Faser-
Faser-Wechselwirkungen und dem auf den Invarianten des Konfigurationstensors basieren-
dem Schliefungsansatz IBOF-5 von CHUNG und KwON erfolgreich mit experimentellen Li-
teraturergebnissen von YASUDA et al. validiert. Experimentell und numerisch bestimmt wur-
den u. a. der grofite Eigenwert des Konfigurationstensors als skalares Orientierungsmafl sowie
die durch den Konfigurationstensor aufgespannten Orientierungsellipsen und deren Orientie-
rungswinkel. Sowohl im Bereich der ausgebildeten Kanalstromung als auch im Zylindernach-
lauf konnte gezeigt werden, dass die durch das Modell vorhergesagte Faserorientierung eine
hohe Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen liefert. Obwohl hier empiri-
sche Standardparametersiitze des Fasermodells verwendet wurden, ist die Ubereinstimmung
zwischen der numerischen Stromungsberechnung und experimentellen Ergebnissen so gut,
dass das geschlossene Faser-Modell mit dem IBOF-5-SchlieBungsansatz und Faser-Faser-
Wechselwirkungen als praxistauglich fiir die makroskopische Stromungsberechnung von Fa-
sersuspensionen eingestuft werden kann. Lediglich die Verteilungsbreite der Orientierung
wurde im Zylindernachlauf teilweise unterschétzt. Dariiber hinaus wurden am Beispiel der
Stromung durch einen 90°-Kriimmer die Schlieungsansétze ,,IBOF-5“ und , hybrid“ mit-
einander verglichen. Mit dem hybriden Schliefungsansatz wurde ein populérer Ansatz imple-
mentiert, der im Vergleich zum IBOF-5 Ansatz den Grad der Faserorientierung in Strémungs-
richtung iiberschétzt. Abschliefend wurde herausgestellt, dass die Fasern in Bereichen mit
hohen Geschwindigkeitsgradienten (z. B. an den Kanalwénden) stérker in Stromungsrichtung
orientiert werden. Im Bereich mit niedrigen Gradienten (Kanalmitte) wird die Faserkonfi-
guration, die im Eintritt der Geometrie vorgegeben wurde, konvektiv durch den Kriimmer
transportiert. Numerische Berechnungsergebnisse wurden mit experimentellen Untersuchun-
gen fiir eine konzentrierte Suspension erfolgreich quantitativ validiert und es wurde gezeigt,
dass die implementierten Modelle fiir die Vorhersage des Orientierungszustandes der be-
trachteten Fasersuspension geeignet sind. In der Literatur sind dazu bisher keine Beitrége
vorhanden.
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A Anhang

Diese ganze Schreiberei. Bleistifte und was
nicht alles. Uberbewertet, wenn man mich
fragt.

I-Ah aus ,,Pu der Bar“, A.A. Milne

A.1 Stationdre Scherstromung: analytische Losung FENE-P
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A.2 Stationdre Scherstromung: analytische Losung FENE-CR
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1
Ser = Ty A9
Sy = An—1
1 — (A1 + Az + Ass)/b
iy = Ao
1 — (A1 + Az + Ass)/b
2.2
S11 :W_b’ S12 =9A =521, S =2533=0

A.3 Diskretisierte Randbedingung der FP-Gleichung fiir ¥ = 0

In diskretisierter Form mit zentralen Diffrenzen zweiter Ordnung erhélt man aus Gl. (3.27)
fiir ¥J; = 0 mit einem dquidistanten Gitter in ¥-Richtung und dem Gitterabstand A:

o 1 . . o
55 (sm055) = Eﬁtﬁfzem“””aﬁ o gl ).
—sin(¥;—1) = sin(¥;41),
8_77/) wz+2 wz v wl wl
o0, " 280 90|, 2A0 -

Die nicht mehr zum Rechengebiet gehérenden Punkte ;1 und ;o kénnen durch Drehung
um 7 in p-Richtung durch 9;19 und ¥;41 ersetzt werden und es ergibt sich:

sin(ﬁHl )
4AY?

S 0 = 0) = S(H(EAY, o = 0) — H(2AD, ¢ = 7). (A2)

(Yig2,0=0 = Yip=0 + Viy2,p=r — Vip=r) = 0,
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A 4. Fasersuspension: IBOF-5 Schliefflungsansatz

A.4 Fasersuspension: IBOF-5 SchlieBungsansatz

Die Konstanten des SchlieBungsansatzes von CHUNG und KwoON in Gleichung (6.22) lauten:

Tabelle A.1: IBOF-5 Parametersatz
c(i,7) 1=23 1=4 1=206

j=1 0.24940908165786e4-02  -0.497217790110754e+00  0.234146291570999e+-02
j=2 -0.435101153160329e+03  0.23498797511405e+-02  -0.412048043372534e+-03
j=3 0.372389335663877e+04  -0.391044251397838e+03  0.319553200392089e+-04
j=4 0.703443657916476e+04  0.153965820593506e+03  0.573259594331015e+-04
j=25 0.823995187366106e+06  0.152772950743819e+06  -0.485212803064813e+05
j =06 -0.133931929894245e+06 -0.213755248785646e+04 -0.605006113515592e+05
j=7 0.880683515327916e+06 -0.400138947092812e+04 -0.477173740017567e+05
j=8 -0.991630690741981e+07 -0.185949305922308e+07  0.599066486689836e+07
j=9 -0.159392396237307e+05  0.296004865275814e+04  -0.110656935176569e+05
7 =10 0.800970026849796e+07  0.247717810054366e+07  -0.460543580680696e+08
j =11 -0.237010458689252e+07  0.101013983339062e+06  0.203042960322847e+-07
7 =12 0.379010599355267e+08  0.732341494213578e+07  -0.556606156734835e+08
j =13 -0.337010820273821e+08 -0.147919027644202e+08  0.567424911007837e+-09
j =14 0.322219416256417e+05 -0.104092072189767e+05  0.128967058686204e4-05
j =15 -0.257258805870567e+09 -0.635149929624336e+08 -0.152752854956514e+10
j =16 0.214419090344474e+07 -0.247435106210237e+06 -0.499321746092534e+07
J =17 -0.449275591851490e+08 -0.902980378929272e+07  0.132124828143333e+-09
7 =18 -0.213133920223355e4+-08 0.7249697968073995e+07 -0.162359994620983e+10
7 =19 0.157076702372204e+10  0.487093452892595e+09  0.792526849882218e+-10
7 =20 -0.232153488525298e+05  0.138088690964946e+05  0.466767581292985e+-04
Jj =21 -0.395769398304473e+10 -0.160162178614234e+10 -0.128050778279459e+11
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