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KAPITEL 1

Motivation

Wie schwer ist es zu multiplizieren? Jeder hat in der Schule die Methode zum ,schriftlichen”
Multiplizieren — die sog. ,Schulmethode der Multiplikation“ — kennengelernt. Unsere Schul-
kenntnisse reichen also aus, einen effizienten Algorithmus zum Multiplizieren von langen
Zahlen anzugeben. Um zwei Zahlen mbtellen zu multiplizieren, bendétigt die Schulmetho-
de® (n?) arithmetische Operationen. Der Algorithmus — obwohl sehr einfach — ist bei weitem
nicht optimal; Schaltkreise, die auf der Schulmethode beruhen, haben eine GréBenvopn

und eine Tiefe vorD(nlogn). Das asymptotisch beste bekannte Verfahren (von Schénhage
und Strassen, 1971) fuhrt hingegen zu Schaltkreisen der @@RBgnloglogn) und der

Tiefe O(logn). Aber ist dieses Verfahren schon optimal?

In der Informatik besteht ein grofRes Interesse, die Komplexitat von fundamentalen arith-
metischen Funktionen zu bestimmen. Schliel3lich kommen sie in fast jedem Algorithmus
auf die ein oder andere Weise vor und jeder Prozessor enthalt Befehle zum Addieren, Sub-
trahieren, Multiplizieren und Dividieren. Wahrend man bei oberen Schranken (z.B. fir die
SchaltkreisgroRe und -tiefe) relativ gute Ergebnisse erzielen kann, ist man mit den heutigen
Techniken noch nicht in der Lage z.B. im allgemeinen Schaltkreismodell verniinftige unte-
re Schranken zu zeigen. So kennt man fur keine explizit definierte boolesche Funktion in
Variablen — also auch nicht fir Multiplizierer — eine bessere untere Schranka s &ie
SchaltkreisgroRle.

U.a. die Schwierigkeit grof3e untere Schranken zu beweisen hat dazu gefiihrt, dass andere
Berechnungsmodelle fur boolesche Funktionen herangezogen wurden. So halignarsich
chingprogrammgauchBinary Decision Diagramgkurz BDDs) genannt, als eines der wich-
tigsten nichtuniformen Rechenmodelle etabliert. Das wichtigste Komplexitatsmal’ fir Bran-
chingprogramme steht in starker Beziehung zur Schaltkreiskomplexitat und zur Platzkom-
plexitat nichtuniformer Turingmaschinen: Die Gré3e eines minimalen Branchingprogramms
flr eine boolesche Funktion liegt zwischen der Schaltkreisgréf3e und der FormelgroRe der
Funktion und ihr Logarithmus entspricht ungefahr dem Platzbedarf einer nichtuniformen
Turingmaschine fur die Funktion (vgl. Wegener, 1987, S. 414ff.).

Zwar konnten bis heute auch keine grof3en unteren Schranken fiir die GréRe von all-
gemeinen Branchingprogrammen fur explizit definierte Funktionen gezeigt werden, aber es
gibt zahlreiche Moglichkeiten, die Machtigkeit von Branchingprogrammen auf natirliche
Weise einzuschranken und fir viele eingeschrankte Rechenmodelle wurden bereits starke
Techniken zum Beweis unterer Schranken entwickelt. Hinzu kommt, dass eingeschrénkte
Branchingprogrammmodelle, allen voran die sog. OBDDs (s. Abschnitt 2.1, Definition 2.2),
in ihrer Funktion als Datenstruktur fiir boolesche Funktionen in zahlreichen Anwendungen
Verwendung finden — zu den wichtigsten Beispielen gehdren das Model-Checking und die
Verifikation von Schaltkreisen.

Angesichts der Problematik, untere Schranken fir allgemeine Rechenmodelle zu finden,
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2 KAPITEL1 - MOTIVATION

konzentriert sich die Forschung bei eingeschréankten Branchingprogrammmaodellen zunéchst
meist darauf, grof3e (d.h. moglichst exponentielle) untere Schranken fir beliebige explizit
definierte Funktionen zu beweisen. Oftmals sind diese Funktionen so definiert, dass sie gut
zu den zur Verfigung stehenden Beweistechniken passen. Daneben besteht aber auch ein
grol3es Interesse daran, die Komplexitdt von in der Praxis bedeutsamen booleschen Funk-
tionen kennen zu lernen. Solche Untersuchungen kdnnen helfen, die Techniken zum Beweis
von unteren oder oberen Schranken zu verfeinern bzw. zu verallgemeinern. Andererseits er-
fordert der Beweis unterer Schranken fiir eine spezielle Funktion den Nachweis, dass diese
gewisse ,schwierige® Eigenschaften besitzt, die sie von ,einfachen” Funktionen abgrenzt. So
ein Nachweis liefert haufig interessante und manchmal Uberraschende Erkenntnisse Uber die
betrachtete Funktion, die wiederum helfen kénnen, die Komplexitat dieser oder ahnlicher
Funktionen in allgemeineren Rechenmodellen zu bestimmen. Fiur eingeschrankte Modelle
wie OBDDs, die tatsachlich als Datenstruktur in der Praxis verwendet werden, liegt eine
weitere Bedeutung solcher Untersuchungen auf der Hand: Sie kdnnen aufzeigen, fur welche
Probleme die Datenstruktur geeignet ist und wo ihre Grenzen liegen.

Zu den wichtigsten Funktionen gehéren sicherlich die fundamentalen arithmetischen
Operationen. Addition und Subtraktion sind zu ,einfach®, als dass weitere komplexitatstheo-
retische Untersuchungen in Branchingprogrammmodellen lohnenswert erscheinen — schliel3-
lich haben schon sehr eingeschrankte Branchingprogramme (z.B. OBDDs) fuir Addition oder
Subtraktion nur lineare GroRRe. Anders ist die Situation bei der Multiplikation bzw. bei der
booleschen Funktion, die ein (geeignet gewahltes) Ausgabebit des Produkts zweier Binar-
zahlen darstellt. Sie wird i.A. fuir ,schwierig” gehalten, aber es gibt bisher nur fiir sehr einge-
schrankte Branchingprogrammmodelle untere Schranken und selbst diese Schranken waren
bisher noch nicht zufrieden stellend. So beweist zwar Bryant (1991) eine exponentielle un-
tere Schranke fir die Grol3e von OBDDs, die das ,mittlere Ausgabebit* der Multiplikation
berechnen; sie ist aber dennoch zu schwach, um zu zeigen, dass OBDDs zur Verifikation von
Schaltkreisen fur die 64-Bit-Multiplikation ungeeignet sind.

In der vorliegenden Arbeit wird daher die Komplexitat der Multiplikation in einge-
schrankten Branchingprogrammmodellen genauer untersucht. Dabei werden im ersten Teil
bekannte Ergebnisse flr eingeschrankte Branchingprogrammmodelle verbessert und spater
werden fir etwas allgemeinere Modelle die ersten exponentiellen unteren Schranken bewie-
sen. Zum Beweis dieser neuen Ergebnisse werden ganz andere Eigenschaften der Multipli-
kation herangezogen, als dies beim Nachweis unterer Schranken in friiheren Arbeiten (z.B.
bei Bryant, 1991) der Fall war. Dabei handelt es sich u.a. um die bekannte Tatsache, dass
sog.universelle Hashklassdias sind Familien von Hashfunktionen mit starken Zufallsei-
genschaften) auf der Multiplikation beruhen.



KAPITEL 2

Einleitung

In der Komplexitatstheorie unterscheidet man zwisan@formenRechenmodellen, die Ein-
gaben beliebiger Lange erhalten kdnnen, aiwhtuniformenModellen, bei denen die Ein-
gabelange fest vorgegeben ist. Uniforme Rechenmodelle — die wichtigsten Beispiele sind
Turing- und Registermaschinen — modellieren daher die Softwareebene, wahrend nichtuni-
forme Modelle der Hardwareebene entsprechen. Die meisten nichtuniformen Rechenmodelle
berechnen einboolesche Funktion f {0, 1}" — {0, 1}™. Die Klasse dieser Funktionen be-
zeichnen wir mitB,, ,, und wir kiirzenBy, ; mit B, ab.

Wegen des starken Bezugs zur Hardware istodedesche Schaltkretas bedeutendste
nichtuniforme Rechenmodell. Bereits 1949 hat Shannon gezeigt, dass fur fast jede boolesche
Funktion f € B, der kleinste Schaltkreis eine Grol3e von mindestéis hat. Trotzdem
konnten fur die Schaltkreisgrof3e explizit definierter Funktionen bis heute nur lineare untere
Schranken gezeigt werden; der Rekord liegt derzeit bei®(n) (lwama und Morizumi,

2002). Selbst bei den eingeschrankteFenmeln— d.h. Schaltkreisen mit Fan-Out 1 — ist
bis heute die beste untere Schranke fur die Gro3e zur Darstellung einer explizit definierten
Funktion nurQ (n?/ logn) (Neciporuk, 1966).

Unter anderem mit dem Ziel, neue Techniken zum Beweis unterer Schranken zu ent-
wickeln, aber auch als Datenstruktur fir boolesche Funktionen wurden in den letzten Jahr-
zehnten Branchingprogramme intensiv untersucht. Deren Definition geht auf Lee (1959) und
Akers (1978) zuruck.

Definition 2.1 Ein Branchingprogramm(kurz BP) Uber einer Variablenmeng® =
{X1, ..., X} ist ein gerichteter azyklischer Graph mit einer Wurzelund zwei Senken,
die mit den booleschen Konstanten 0 bzw. 1 markiert sind. Die inneren Knoten eines Bran-
chingprogramms sind mit den Variablen aXisnarkiert und haben jeweils zwei ausgehende
Kanten, die mit O bzw. 1 markiert sind. Zu einer Eingabe= a;...a, € {0, 1}" ist
der Berechnungspfaderjenige Pfad vonw zu einer Senke, der jeden mit einer Variablen
xi € X markierten Knoten Uber die m& markierte Kante verlasst. Ein Berechnungs-
pfad heildtakzeptierendwenn er die 1-Senke erreicht, und die Eingabeird von dem
Branchingprogramnakzeptiert wenn der Berechnungspfad v@nakzeptierend ist. Das
Branchingprogramm stellt die Funktioh € B, dar, fur die f ~1(1) genau die vom Bran-
chingprogramm akzeptierten Eingaben enthalt.

Die Grol3eeines Branchingprogramn@ ist die Anzahl seiner Knoten und wird mis|
bezeichnet. Di®BranchingprogrammgrofReder auctBranchingprogrammkomplexit&iner
Funktion f € By, kurz BR f), ist die GroRe des minimalen Branchingprogramms, flas
darstellt.

In dieser Arbeit werden vorwiegend Branchingprogramme fiir boolesche Funktionen mit ei-
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nem Ausgabebit, d.h. Funktionen aBisbetrachtet. Die obige Definition lasst sich aber auch
leicht fur Funktionenf € B, ,, mit m > 2 Ausgabebits erweitern, indem man mehrere Wur-

zeln zulasst. Die von derten Wurzel ausgehenden Berechnungspfade definieren dann die
Projektion vonf auf dasi-te Ausgabebit. Eine weitere Mdglichkeit besteht darin, die Aus-
gabebits nicht an Senken, sondern an Kanten zu erzeugen. D.h., es gibt sog. Ausgabekanten,
die jeweils mit einem Paaii,c), 1 < i < mundc € {0, 1}, markiert sind. Ein solches
Branchingprogramm stellt dann eine Funktibre B, m dar, wenn fiir jede Eingale mit

f(@) = yi1...Yym der Berechnungspfad vangenau die miii, y;), 1 < i < m, markierten

Kanten enthalt.

Eine wesentliche Bedeutung erlangen Branchingprogramme durch ihre Beziehung zu
anderen wichtigen nichtuniformen Rechenmodellens8Ei der minimale Platzbedarf einer
nichtuniformen Turingmaschine, die die Funktibrberechnet. Cobham (1966) hat fir jede
Folge f = (fn)new Von Funktionenf, € B, gezeigt, dass

log (BP(fy) + n) = ©(s( fn) + logn)

gilt. Also ist der Platzbedarf einer nichtuniformen Turingmaschine im Wesentlichen der Lo-
garithmus der Branchingprogrammgrof3e. Auch der Zusammenhang zwischen Schaltkreis-
grofRe bzw. Formelgré3e und Branchingprogrammgrof3e ist recht gut eingegrenzt (s. z.B. We-
gener, 1987; Sauerhoff, Wegener und Werchner, 1999; Giel, 2001): So gilt=£i¢ f,,)nen,

fn € By, und allee > 0

C(;”) < BP(fy) = O(L(f)M).

wobeiC( f,) bzw. L( f,) die GroRe des kleinsten Schaltkreis bzw. der kleinsten Formel flir
f, angeben.

2.1 Eingeschrankte Branchingprogrammmodelle

Aufgrund der Beziehung zwischen Branchingprogrammkomplexitat und Formelgréf3e folgt
schon, dass es keine guten unteren Schranken fiir die BranchingprogrammgréRe explizit de-
finierter Funktionen gibt. Auch hier stammt das bis heute beste Ergebnis, eine Schranke von
Q(n?/log?n), von Neiporuk (1966). Unter anderem um Techniken zum Beweis unterer
Schranken zu entwickeln, wurde das Berechnungsmodell auf vielfache Weise eingeschrankt.
Ein weiterer Grund, eingeschrankte Modelle zu betrachten, liegt darin, dass sie als Daten-
struktur fur boolesche Funktionen fungieren kdénnen. Allerdings macht eine Datenstruktur
nur dann Sinn, wenn auf ihr geeignete Operationen effiziente ausgefiihrt werden kénnen.
Das allgemeine Branchingprogrammmodell ist aber zu méachtig, als dass es die effiziente
Ausfuhrung von Operationen erlaubt.

Einschréankungen kdnnen die Anzahl der erlaubten Lesezugriffe auf Variablen wéahrend
der Berechnung eines Funktionswerts oder die Reihenfolge, in der auf Variablen zugegrif-
fen werden darf, betreffen. Beim OBDD, dem fir praktische Anwendungen vielleicht be-
deutendsten Branchingrogrammmodell, ist sowohl die Reihenfolge als auch die Anzahl der
Variablenzugriffe beschrankt.
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Definition 2.2 Eine Variablenordnungiber eine MengeX von n Variablen ist eine Bijek-
tionw : X — {1,...,n}. Ein Branchingprogramm tbeft heil3tOrdered Binary Decision
Diagram, kurz OBDD, wenn es eine Variablenordnunggibt, sodass fir jede Kante von
einemx; -Knoten zu einenx;-Knoten des OBDDs (x;) < m(X;) gilt. Ein OBDD mit Varia-
blenordnungr heiRtz-OBDD. Die 7-OBDD-Grole einer Funktiorf € By, ist die Grol3e
des minimalent-OBDDs fiur f und die OBDD-Grdl3e vorf ist die GréRe des minimalen
OBDDs fir f (mit einer beliebigen Variablenordnung).

Wenn man sich ein OBDD graphisch vorstellt, so kann man die Knot&b&mereinteilen,
sodass alle Knoten einer Ebene mit der gleichen Variablen markiert sind und Kanten von
einer Ebene nur in eine darunter liegende Ebene fuhren.

OBDDs wurden von Bryant (1985, 1986) als Datenstruktur flir boolesche Funktionen
entwickelt und haben seitdem in zahlreichen Gebieten wie Model Checking, Schaltkreis-
verifikation oder Logikminimierung Anwendung gefunden (s. z.B. die Monographien von
Hachtel und Somenzi 1996, Minato 1996 oder Wegener 2000). Es ist entscheidend fir den
Einsatz vonr-OBDDs als Datenstruktur, dass sich auf ihnen viele fur die oben genannten
Anwendungen wichtige Operationen effizient durchflihren lassen, wenn die Variablenord-
nungr fest ist. Zu den wichtigsten Beispielen gehéren die Syntheseoperation, die aus den
m-OBDDs fir zwei boolesche Funktioneing € B, ein z-OBDD filr die boolesche Funk-
tion f © g berechnet, wobeb ein beliebiger binérer Operator ist, die Minimierung eines
7-OBDDs, d.h. die Berechnung eines minimalef©OBDDs fiur die Funktionf € B, gege-
ben alst-OBDD, oder der Erfillbarkeitstest, der zu einem OBDD entscheidet, ob es eine zu
akzeptierende Eingabe gibt. FUr die Anwendung bei der Verifikation von Schaltkreisen kann
man z.B. ausnutzen, dass eine Folge dieser drei Operationen einen Aquivalenztest liefert, der
entscheidet, ob zwei Schaltkreise die gleiche Funktion darstellen (s. auch Abschnitt 2.2).

Die Techniken zum Beweis unterer oder oberer Schranken fir OBDDs sind ausgereift
und fUr zahlreiche wichtige bzw. praxisrelevante Funktionen sind asymptotisch optimale
Schranken bekannt. Hilfreich ist hierbei, dass fiir eine Funkfioa B, und eine vorge-
gebene Variablenordnung dass7-OBDD minimaler Gro3e bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt ist, und dass sich mithilfe d8guktursatzeson Sieling und Wegener (1993) die
Anzahl von Knoten auf jeder Ebene des minimate®®BDDs anhand der Subfunktionss-
truktur von f charakterisieren lasst.

Bei OBDDs ist durch die Variablenordnung einerseits die Reihenfolge, in der die Varia-
blen auf einem Pfad von der Wurzel zu einer Senke vorkommen, festgelegt und andererseits
darf jede Variable auf jedem Berechnungspfad nur einmal vorkommen. Eine natirliche Ver-
allgemeinerung von OBDDs sind FBDDs, bei denen zwar die Einschrankung an die Anzahl
von Variablentests aufrecht erhalten bleibt, nicht aber die Beschrankung an die Reihenfolge,
in der die Variablen auf den Berechnungspfaden vorkommen dirfen.

Definition 2.3 Ein Free Binary Decision Diagrarkurz FBDD, ist ein Branchingprogramm,
bei dem jeder Pfad von einer Wurzel zu einer Senke jede Variable héchstens einmal enthélt.
Wenn jeder solche Pfad jede Variable genau einmal enthdlt, heil3t das #&BAndig

FBDDs, auch als Read-Once-Branchingprogramme bezeichnet, wurden als erstes von
Masek (1976) betrachtet. Zwar erlauben sie auch einige effiziente Operationen — z.B. gibt es
einen co-RP Algorithmus, der testet ob zwei FBDDs die gleiche Funktion darstellen — aber
fur viele wichtige Operationen sind keine effizienten Algorithmen bekannt. Es wird vermu-
tet, dass ein deterministischer Aquivalenztest nicht in polynomieller Zeit moglich ist (vgl.
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Wegener, 2000, S. 144), und die Minimierung ist NP-hart — tatsachlich gibt es unter der An-
nahme NB:P noch nicht einmal ein polynomielles Approximationsschema zur Minimierung
eines FBDDs (vgl. Sieling, 2002).

Sieling und Wegener (1995) (vgl. auch Gergov und Meinel, 1994) haben deshalb sog.
graphgesteuerteBDDs definiert, bei denen es ein zusatzliches vollstandiges FBDD mit nur
einer Senke gibt, dasraphordnunggenannt wird. Dieses bestimmt, in welcher Reihenfolge
auf einem Berechnungspfad die Variablen getestet werden dirfen. D.h., wenn in dem graph-
gesteuerten FBDD fir eine Eingabeuf dem Berechnungspfad vareine Variablex; vor
einer Variablenx; erreicht wird, so musg; auch auf dem Berechnungspfad vann der
Graphordnung vok; erreicht werden. Z.B. kann man ein OBDD auch als graphgesteuertes
FBDD betrachten, bei dem die Graphordnung eine Liste ist. Wenn man nun eine polyno-
miell groRe Graphordnun@ festlegt, so sind Operationen wie Synthese, Minimierung oder
Aquivalenztest auch in polynomieller Zeit fir FBDDs mit Graphordn@gndglich. Da
die Operationen teilweise jedoch schwieriger zu realisieren sind als-@BDDs, haben
graphgesteuerte FBDDs in der Praxis keine so grof3e Verbreitung-@BDDs gefunden.

Exponentielle untere Schranken fur explizit definierte Funktionen fur allgemeine FBDDs
sind bereits aus den 80er Jahren bekannt (Zak, 1984; Wegener, 1988) und die beste bekannte
untere Schranke fiir eine Funktion aus P hat it°#°%’ " eine fast optimale GroRRenord-
nung (Andreev, Baskakov, Clementi und Rolim, 1999). Auch fiir Funktionen von einfacher
kombinatorischer Struktur wurden exponentielle untere Schranken gezeigt, z.B. fiir Funktio-
nen, die in disjunktiver Form in polynomieller Gré3e dargestellt werden kénnen und kurze
Primimplikanten haben (Bollig und Wegener, 1998).

Der néchste Schritt hin zu allgemeineren Branchingprogrammen besteht darin, mehrere
Variablentests auf den einzelnen Pfaden zu erlauben. Wahrend bei FBDDs jeder graphtheo-
retische Pfad auch Berechnungspfad fur eine Eingabe ist, ist dies bei Branchingprogrammen,
bei denen auf einem Pfad mehrmals die gleiche Variable vorkommen darf, im Allgemeinen
nicht der Fall. Deshalb muss man zwisclsgntaktischeiinschrankungen an Eigenschaften
der graphtheoretischen Pfade wamantischekinschrankungen an die Berechnungspfade
unterscheiden.

Definition 2.4

(a) Ein Branchingprogramm heiR$yntaktisches) BP, wenn jeder Pfad jede Variable
hdchstenk-mal enthélt. Wenn diese Einschrankung nur fir die Berechnungspfade
gilt, so heil3t das Branchingprogramsamantisches BP.

(b) Ein Branchingprogramm heifsyntaktisches)1, +k)-BP, wenn auf jedem Pfad
hochstensk Variablen mehr als einmal vorkommen. Wenn diese Einschrankung
nur fur die Berechnungspfade gilt, so heil3t das Branchingprograemmantisches
(1, +k)-BP.

So allgemeine Branchingprogrammmodelle wi®Ps und(1, +k)-BPs haben als Daten-
struktur fur boolesche Funktionen kaum Bedeutung. Sie werden vor allem untersucht, um
exponentielle untere Schranken fur immer allgemeinere Modelle zu beweisen. So ware ei-
ne untere Schranke fur die GrofRe vdn+n)-BPs flir eine Funktion auB,, nattrlich auch

eine untere Schranke fur uneingeschrankte Branchingprogramme. Die ersten exponentiellen
unteren Schranken fur (syntaktischeBPs,k > 2, stammen von Borodin, Razborov und
Smolensky (1993) sowie Okol'nishnikova (1993). Thathachar (1998) hat fik al& ge-

zeigt, dass die Klasse der Funktionen, dielelBP polynomieller GroR3e haben, eine echte
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Teilmenge der Klasse der Funktionen ist, die éint- 1)-BP polynomieller Gro3e haben.
Also ist die Hierarchie der Klassen der durctBPs in polynomieller GroRRe darstellbaren
Funktionen echt. Exponentielle untere Schrankern(fiir-k)-BPs,k > 1, stammen z.B. von
Sieling (1996) oder Savicky und Zak (2000) und exponentielle untere Schranken fiir seman-
tische (1, +k)-BPs finden sich z.B. bei Zak (1995), Savicky und Zak (1997b) oder Jukna
und Razborov (1998). Ahnlich wie bkiBPs ist auch die Hierarchie der Klassen von Funk-
tionen, die durch polynomiell grol¥&, +k)-BPs dargestellt werden kdnnen, zumindest fur
k = O(n¥?/logn), echt (vgl. Savicky und Zak, 2000). Ein dhnliches Hierarchieresultat gilt
sogar fur semantisch@, +k)-BPs (s. ebenda).

Erst vor ein paar Jahren wurde ein Durchbruch beim Beweis exponentieller unterer
Schranken fir ein noch allgemeineres Modell als Kd&P-Modell erzielt, bei dem nur
die LAnge— also die Anzahl von Knoten auf dem langsten Berechnungspfad — beschrankt ist
(Ajtai, 1999; Beame, Saks, Sun und Vee, 2003). Man bezeichnet dabei die Lange des Bran-
chingprogramms mitime(kurz T) sowie den Logarithmus von dessen GroR&alacdkurz
S) und versucht Time-Space-Tradeoffs zu beweisen, also untere Schranken fir das Produkt

T - S. So beweisen z.B. Beame et al. einen Tradeoff VoA Q(n\/log(n/s)/ log Iog(n/S))

fur eine explizit definierte Funktioi € B,. Dies impliziert, dass jedes Branchingprogramm
fiir diese Funktionf mit 200"™) Knoten,e > 0, eine Lange vo®(n,/logn/loglogn) hat.

Nichtdeterministische Branchingprogramme

Nichtdeterminismus gehort zu den wichtigsten Konzepten der theoretischen Informatik. In
Analogie zu nichtdeterministischen Turingmaschinen, die die Mdglichkeit haben, akzeptie-
rende Rechenwege zu ,raten”, wurde Nichtdeterminismus bei Branchingprogrammen durch
Hinzufligen nichtdeterministischer Knoten so definiert, dass zu jeder Eingabe mehrere Be-
rechnungspfade mdoglich sind. Nichtdeterministische Knoten sind unmarkierte Knoten mit
Ausgangsgrad 2. Berechnungspfade sind wie in Definition 2.1 definiert, aber nun gibt es
zu jeder Eingaba € {0, 1}" mehrere Berechnungspfade, da so ein Berechnungspfad jeden
nichtdeterministischen Knoten Uber eine beliebige ausgehende Kante verlassen kann. Die
von dem nichtdeterministischen Branchingprogramm dargestellte FunktianB, bildet

genau die Eingaben auf 1 ab, fir die es mindestens einen akzeptierenden Berechnungspfad
gibt.

Neben diesem existenziellen Nichtdeterminismus, der aufgrund des Zusammenhangs zu
nichtdeterministischen Turingmaschinen der natirlichste ist, wurden noch zahlreiche andere
Formen des Nichtdeterminismus definiert (s. z.B. Meinel, 1990). Beispiele sind der AND-
Nichtdeterminismus, bei dem genau die Eingaben akzeptiert werden, fir die alle Rechenwe-
ge akzeptierend sind, oder der XOR-Nichtdeterminismus, bei dem nur Eingaben mit einer
ungeraden Anzahl akzeptierender Rechenwege akzeptiert werden. Naturlich gibt es zu allen
eingeschrankten Branchingprogrammmodellen aus Definition 2.4 auch entsprechende nicht-
deterministische Varianten, die dadurch definiert sind, dass zusatzliche nichtdeterministische
Knoten erlaubt sind.

Exponentielle untere Schranken sind haufig fir nichtdeterministische Branchingpro-
grammmodelle wesentlich schwieriger zu beweisen als fir deterministische Modelle. Zwar
funktioniert die Technik von Borodin, Razborov und Smolensky (1993) zum Beweis unterer
Schranken fur deterministische (syntaktisckéPs auch fir nichtdeterministisclkeBPs,
aber schon flr nichtdeterministische semantische 2-BPs konnte bisher noch keine exponen-
tielle untere Schranke fir eine explizit definierte Funktion bewiesen werden.
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2.2 Die Komplexitat arithmetischer Funktionen in
Branchingprogrammmaodellen

Wéhrend man einerseits noch weit davon davon entfernt ist, exponentielle untere Schranken
fur explizit definierte Funktionen im allgemeinen Branchingprogrammmodell zu beweisen,
sind andererseits fir eingeschranktere Modelle schon teilweise recht gute Methoden zum
Nachweis unterer Schranken entwickelt worden. Dies gilt insbesonders flir Branchingpro-
grammtypen, die als Datenstruktur verwendet werden, allen voran fir OBDDs. Gerade fur
OBDDs wurde auch die Komplexitat vieler wichtiger und fir die Praxis bedeutsamer boole-
scher Funktionen untersucht.

Die Bedeutung unterer bzw. oberer Schranken fir die OBDD-Gr63e wichtiger Funktio-
nen ist vor allem durch Anwendungen wie die Verifikation von Schaltkreisen motiviert. Ein
typisches Problem, das mit OBDDs geldst werden kann, ist Folgendes: Gegeben ist die Spe-
zifikation einer Funktionf € B,, dargestellt z.B. durch ein OBDD oder durch einen Schalt-
kreis, dessen Korrektheit schon verifiziert wurde, sowie ein Entwurf eines neuen Schaltkrei-
ses, der die Funktio darstellen soll. Man mdchte nun herausfinden, ob der Schaltkreisent-
wurf tatsachlich korrekt ist, d.h. man muss beweisen, dass die von ihm berechnete Funktion
g gleich der Funktionf ist. Dazu kann man nun mithilfe mehrerer Syntheseoperationen aus
dem Schaltkreisentwurf ein-OBDD fiir die Funktiong erzeugen und anschlieend mit
einer weiteren Syntheseoperation da®©BDD fir f & g berechnen, wobed die XOR-
Operation bezeichnet (falls durch einen Schaltkreis gegeben ist, berechnet man zuvor auch
das7-OBDD fur f). Mithilfe des Erfillbarkeitstests kann nun entschieden werderi, ®ly
mindestens eine erflllende Eingabe hat, was &quivaleftug ist.

Jede einzelne fir so eine Verifikation notwendige OBDD-Operation benétigt im Worst-
Case nur quadratische Zeit bzgl. des gréf3ten beteiligten OBDDs. Trotzdem kann die Gesamt-
laufzeit dieser Methode sehr schlecht sein, wenn zu grofe OBDDs entstehen. Mittlerwei-
le wurden zahlreiche Techniken und Heuristiken entwickelt, um das Entstehen von grol3en
OBDDs wahrend der Syntheseoperationen zu verhindern und einfache Schaltkreise wie Ad-
dierer kbnnen mit OBDDs effizient verifiziert werden (s. z.B. Minato, 1996). Solche Metho-
den versagen jedoch, wenn schon 8a®BDD fiir die Spezifikation zu grof3 ist. So konnte
z.B. trotz zahlreicher Versuche erst vor wenigen Jahren flr den gesamten 16-Bit Multiplika-
tionsschaltkrei€6288, einer der bekanntesten ISCAS (International Symposium on Circuits
and Systems) Benchmark Schaltkreise, ein OBDD berechnet werden (Yang, Chen, Bryant
und O’Hallaron, 1998). Es sei angemerkt, dass das resultierende OBDD mithilfe mehrerer
Waurzeln alle Ausgabebits des Multiplizierers darstellte. Es bestand aus mehr als 40 Millio-
nen Knoten, das gréf3te OBDD, das wahrend der Syntheseoperationen entstand, hatte sogar
mehr als 110 Millionen Knoten und der maximale Speicherplatzbedarf betrug 3803 Mega-
byte. Soweit dem Autor bekannt ist, konnte bis heute aus keinem Multiplikationsschaltkreis
mit mehr als 16 Bit ein entsprechendes OBDD berechnet werden.

Naturlich bedeuten diese Erfahrungswerte noch nicht, dass es nicht auch kleine OBDDs
fir 16-Bit oder sogar 32-Bit Multiplizierer geben kann. Die Gréf3e des minimalen OBDDs
fur eine Funktion héangt stark von der gewahlten Variablenordnung ab — tatséchlich gibt es
viele Funktionen mit polynomieller OBDD-Gr6l3e, die fiir die meisten Variablenordnungen
7 exponentieller-OBDD-Grof3e haben (mehrere Beispiele finden sich in der Monographie
von Wegener, 2000). So kénnte es mdglich sein, dass bei den Versuchen, OBDDs fir Multi-
plizierer zu berechnen, immer nur die falschen Variablenordnungen gewahlt bzw. heuristisch
gefunden wurden.
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Wenn wir aber beweisen kénnen, dass es in Wirklichkeit gar keine kleinen OBDDs fur
Multiplizierer gibt, kann man auf weitere Versuche, OBDDs zur Verifikation einzusetzen,
verzichten und sich auf die Suche nach alternativen Losungen konzentrieren. Wenn man die
Grinde versteht, aus denen so eine Datenstruktur fir die Darstellung und Verifikation wich-
tiger Funktionen ungeeignet ist, so kann dies auch dabei helfen bessere Datenstrukturen und
Methoden zu entwickeln. Es ist daher von groRem Interesse, die OBDD-Gré3e von wichti-
gen Funktionen zu untersuchen, um entscheiden zu kénnen, ob der Einsatz von OBDDs z.B.
zur Verifikation entsprechender Schaltkreise sinnvoll ist.

Viele der allgemeineren Branchingprogrammmodelle spielen zwar als Datenstruktur fir
boolesche Funktionen keine wesentliche Rolle, dennoch sind auch hier komplexitatstheoreti-
sche Untersuchungen fiir wichtige Funktionen wie die Multiplikation von Bedeutung. Wenn
ein neues Berechnungsmodell untersucht wird, werden haufig zunéchst untere Schranken fir
beliebige, aber explizit definierte Funktionen bewiesen. Oft werden fir die ersten Bewei-
se dann Funktionen gerade so definiert, dass sie gut zur Beweistechnik passen. Auch wenn
dieses Vorgehen wichtig ist, um erst einmal Beweistechniken zu entwickeln, darf man nicht
vergessen, dass solche kunstlich definierten Funktionen nicht an sich von komplexitatstheo-
retischem Interesse sind. Stattdessen muss am Ende immer das Ziel stehen, mit den gelern-
ten Techniken untere Schranken fur wichtige und bedeutende Funktionen zu beweisen, deren
Komplexitat uns wirklich interessiert. Wenn man eine bestimmte ausgewahlte Funktion be-
trachtet, die ihre Bedeutung unabhangig vom betrachteten Berechnungsmodell erlangt, so
wird meist der Nachweis unterer oder oberer Schranken schwieriger sein, als wenn man die
Funktion im Hinblick auf bekannte Beweistechniken geeignet definieren kann. So muss man
im Fall einer vorgegebenen Funktion entweder die Eigenschaften, die man zur Anwendung
einer bekannten Beweistechnik bendtigt, erst nachweisen oder es miissen neue Beweistech-
niken gefunden bzw. bekannte Beweistechniken verandert werden, sodass sie auf die ent-
sprechenden Eigenschaften der Funktion anwendbar sind. Wéhrend ersteres dabei meist zu
einem umfassenderen Verstandnis der Funktion fihrt, kann letzteres allgemeinere Beweis-
techniken oder sogar ein besseres Verstandnis des Berechnungsmodells bewirken. Abgese-
hen davon haben einige Funktionen, wie z.B. die fundamentalen arithmetischen Operationen,
eine solch grof3e Bedeutung (nicht nur fir die Informatik), dass es eines der vorrangigen Ziele
der Wissenschaft sein muss, mdglichst viel Gber sie zu erfahren. Fir Branchingprogramme
heil3t dies, dass die Komplexitét solcher Funktionen fir alle bedeutenden eingeschrénkten
Modelle méglichst gut bestimmt werden sollte.

Die Bedeutung der Multiplikation

Sicherlich gehéren die vier Grundrechenarten Addition, Subtraktion, Multiplikation und Di-
vision unter allen arithmetischen Funktionen zu den bedeutendsten. Um auf sie néher einzu-
gehen, benutzen wir folgende Notation flir die Interpretation von Bitstrings als nichtnegative
ganze Zahlen.
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Definition 2.5 SeiZyx = {0, ..., k — 1} undB, die Menge der Binardarstellungen von Zah-
len ausZ, d.h. die Menge der Strings = X,_1...X mit X; € {0, 1}. Firx € B, sei

IX| = ,”;3 xi2' die Interpretation vox als ganze Zahl ifZ.,». Umgekehrt benutzen wir die
Notation(z)‘,j, um zu einer Zaht € Zox den zugehérigen binaren Teilstring an den Bitpo-
sitionent, . .., k zu beschreiben, also flire B, und 0< ¢ <k < nist (|x|)'; = Xg...X.

Wir benutzen die SchreibweisB,, anstatt{0, 1}", um zu implizieren, dass die entspre-
chenden Bitstrings Binarzahlen darstellen. So gilt im Folgenden die Konventionxdass
Xn_1...Xp ist, wenn wirx als Element auB, gewahlt haben.

Addition und Subtraktion sind fiir die meisten Branchingprogrammmodelle einfach.

Definition 2.6 Die Funktion ADD, : B, x B,, — B, berechnet die Summe zweier ganzer
Zahlen, d.h. die Abbildungx, y) — zflur z € Bn,.; mit |z| = |X| + |y|. Die Funktion
ADD; , € B, x B, — {0,1}, 0 <i < n, berechnet daiste Ausgabebit der Addition, d.h.
die Funktion(x, y) + z fur z= ADD,(X, ¥).

Folgende obere und untere Schranke fir die OBDD-Gr6RRe der Addition sind allgemein be-
kannt.

Theorem 2.7

(a) Seir die Variablenordnung tiber Z {Xo, ..., Xn_1, Yo, - - - » Yn_1} Mit

(t7', ..., t7H2N) = Kn-1, Yn-1. - - -, X0, Y0).

Dann gibt es fur n> 2 ein r-OBDD der Grof3e9n — 5, das die FunktiorADD,, an
n + 1 Wurzeln darstellt.

(b) Seir eine Variablenordnung Uber Z, < k < 2n und | die Menge der Indizes
i €{0,...,n—1}, furdier (X)) < k < 7w (y;) oderz(y;) < k < (X)) gilt. Dann hat
jedest-OBDD fiir ADD,,_1 , mindesten§2(2!'') Knoten.

Die Beweise findet man z.B. in der Monographie von Wegener (2000) (die untere Schran-
ke wird dort nicht explizit so dargestellt, sie geht aber implizit aus dem Beweis von Theo-
rem 5.3.3 hervor). Da auch die Subtraktion lineare OBDD-Grol3e hat, sind komplexitatstheo-
retische Untersuchungen von Addition und Subtraktion in allgemeineren Modellen uninte-
ressant.

Das weiter oben genannte Beispiel aus der Schaltkreisverifikation ist ein Indiz daftir, dass
die Multiplikation vermutlich keine so einfache Funktion ist.

Definition 2.8 Die Funktion MUL, : B, x B, — By, berechnet das Produkt zweier ganzer
Zahlen, d.h. die Abbildungx, y) + zflr z € By, mit |z| = |x]| - |y|. Die Funktion MUL , :

Bn x By — {0,1}, 0 <i < 2n — 1, berechnet daiste Ausgabebit der Multiplikation, d.h.
die Funktion(x, y) — z fur z= MUL(X, V).

Dasmittlere Ausgabebitler Multiplikation, also die Funktion MUL 1 ,, ist fir den Beweis
unterer Schranken das interessanteste, denn mithilfe einfacher Reduktionen erhalt man bei
fast allen Branchingprogrammmodellen aus einer unteren Schranke fup MWauch eine

untere Schranke fir MUL,.
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Um dies zu erlautern, beschreiben wir das Konzept der Read-Once-Projektionen, dass
von Bollig und Wegener (1996) als Spezialfall polynomieller Projektionen definiert wurde.

Definition 2.9 Seienf = (f)new UNdg = (gn)nen Folgen boolescher Funktionen. Dann
ist f eineRead-Once Projektiomong, i.Z. f <,op g, wenn es eine polynomiell beschrankte
Funktion p gibt, sodass fir alle € N

fa(Xe, ..., Xn) = Gpm) (yl, cee yp(n))
fir yj; € {x1, X1, ..., Xn, Xn, 0, 1} gilt, wobei{yi, yj} Z {x, %} fur allei # j gilt.

Um die Qualitéat einer Read-Once Projektion genauer anzugeben, schreiben wir auch
fr <rop Gpmy» Wennp die polynomiell beschréankte Funktion aus der Reduktion ist.

Man sieht nun leicht, dass bei fast allen eingeschrankten Branchingprogrammmodellen
fur die Darstellung einer Funktiofy, nicht mehr Knoten als fiir die Darstellung der Funktion
Opny benotigt werden, wenrf, <;op gpm) gilt. Dazu nutzt man aus, dass man bei einem
Branchingprogramn®, das die Funktiorf, € B, darstellt, eine beliebige Variablg durch
eine Konstant& < {0, 1} ersetzen kann, indem man alle Kanten, die auf einerxpritar-
kierten Knoterw zeigen, stattdessen auf defNachfolger vorw zeigen lasst. AnschlieRend
kann man alle mikx markierten Knoten entfernen und erhdlt ein nicht grof3eres Branching-
programmG’ fur die Subfunktionf,, _.. Aulerdem kann man eineq-Knoten in einen
Xx-Knoten transformieren, indem man einfach die Markierungen der ausgehenden Kanten
des Knotens vertauscht. Fihrt man diese Operationen auf eingeschrankten Branchingpro-
grammen aus, so erhalt man keine grof3eren Branchingprogramme, die in den meisten Féllen
den gleichen Einschrankungen unterliegen. Auf diese Weise ergibt sich folgende allgemein
bekannte Aussage (vgl. Bollig und Wegener, 1996).

Bemerkung 2.10 Gilt f, <op Opm), SO ist die GréRRe eines minimalen (nichtdeterministi-
schen)OBDDs, FBDDs, kBPs oder(1, +k)-BPs fir f, nicht gréRer als die Grél3e eines
genauso eingeschrankten Branchingprogramms fii .9

Die folgende Idee zur Reduktion des mittleren Bits der Multiplikation auf ein beliebiges
anderes Ausgabebit hat Bryant (1991) schon benutzt, um untere Schranken fiir die OBDD-
GrolRe aller Ausgabebits der Multiplikation anzugeben.

Theorem 2.11 (Bryant, 1991)Sei0 < i < 2n — 1 und j das Minimum von # 1 und
2n —i — 1. Dann giltMULj_1 j </op MUL; p.
Beweis: Fir0<i < n— 1 undx, y € B, gilt offenbar
MUL; n(Xn—1-..X0, Yne1-.-Y0) = MUL;n(0"7"2x ...%, 0"ty . yo)
MUL; i 1(Xi ... X0, Yi - .- Yo)-
Dies beweist MUL; 1 <rop MUL; .
Seinulmn—1<i<2n—-1undj=2n—-i—1.Esqgiltfiralle0<k<n-1
oot %0 - [Ynoa oo WO = 2% [Xaog Xl - Yot Xl
wobei & eine Folge vork Oen bedeutet. Also ist
MULi’n(Xn_l PPN Xn_jon_j, yn_l e yn_jon_j)
= MULi_2n—j),j (Xn=1- - Xn=j, Yn-1- - - Yn—j)-
Miti —2(n— j) = j — 1folgt dann MUL_1 j <;op MUL; . [ ]
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Aus der Arbeit von Wegener (1993) lasst sich folgern, dass die Division fur die meisten Bran-
chingprogrammmodelle nicht leichter als die Multiplikation ist. Das folgende Resultat wird
auch in der Monographie von Wegener (2000, Theorem 4.6.2) beschrieben und bewiesen.

Theorem 2.12 (Wegener, 19935eiDIV, € By, die Funktion, die die n signifikantes-
ten Bits des Quotienten zweier als Bindrdarstellung gegebener Zahlen berechnet. Es gilt
MUL <p DIV.

Da ein Branchingprogramm fir MUlals Subgraph natirlich auch ein Branchingprogramm
fur MUL ,_1., enthalt, liefern in den meisten eingeschrankten Branchingprogrammmodellen
untere Schranken fur das mittlere Bit der Multiplikation auch untere Schranken fir die Divi-
sion. Umgekehrt lassen sich aber untere Schranken fiir die Division nicht durch Read-Once
Projektionen auf die Multiplikation tbertragen (vgl. Bollig und Wegener, 1996). Fur den
Beweis unterer Schranken sind deshalb die Multiplikation und insbesondere die Funktion
MUL _1, am interessantesten.

Bekannte Schranken fur die Komplexitat der Multiplikation

Fur die allgemeinsten Berechnungsmodelle wie Schaltkreise, sind recht gute obere Schran-
ken fUr die Multiplikation bekannt. So ist es nicht Uberraschend, dass man auch im allgemei-
nen Branchingprogrammmodell leicht polynomielle obere Schranken erhéalt. Die Schulme-
thode der Multiplikation liefert ein Branchingprogramm der GrdR@?i) fiir die Funktion
MUL; ,, (vgl. Wegener, 2000). Fur sehr eingeschrénkte Branchingprogrammmodelle hinge-
gen, z.B. solchen wie wir sie weiter oben definiert haben, wurden bisher noch keine nichttri-
vialen oberen Schranken bewiesen. Da allerdings jede FunktioB.aeme OBDD-GrolRe
von O(2"/n) hat, folgt eine obere Schranke va@{22"/n) fur die OBDD-GréRe des mittle-
ren Bits der Multiplikation.

Fur Branchingprogramme, die alle Ausgabebits von MWin den Kanten berechnen,
gibt Dietzfelbinger (1996) als Korollar ein Time-Space-Tradeoff ¥om?) an, das auf Er-
kenntnissen von Mansour, Nisan und Tiwari (1993) Uber die Komplexitat von Hashfunktio-
nen beruht. Diese untere Schranke ist offensichtlich optimal, da man leicht ein Time-Space-
Produkt vonO(n?) mit einem Branchingprogramm erreicht, das ein vollstandiger binarer
Baum der Tiefe R ist. Ubertragt man den Beweis der unteren Schranke auf nur ein Ausgabe-
bit, so flhrt dies nur zu einer trivialen unteren Schranke £gn) (s. auch Kapitel 3, Theo-
rem 3.2). Selbst fir OBDDs impliziert diese Technik somit nur mindestens lineare Grél3e.

Exponentielle untere Schranken fiir die Komplexitat des mittleren Bits der Multiplikation
konnten jedoch in einigen eingeschrankten Branchingprogrammmodellen bewiesen werden.
So hat Bryant bereits 1986 gezeigt, dass es fur jede Variablenordnugig Ausgabebit
i €{0,...,2n — 1} gibt, sodass das minimate-OBDD fir MUL; mindestens 28 Knoten
hat. Dieses Resultat bedeutet nattirlich noch nicht, dass OBDDs fiir die Verifikation von Mul-
tiplizierern ungeeignet sind, da es nicht ausschlief3t, dass es fur jede der Funktiongp, MUL
0 <i < 2n — 1, eine Variablenordnung; gibt, sodass das;-OBDD fir MUL; ,, nur poly-
nomielle GroRRe hat. Bryant bewies aber einige Jahre spater, dass das mittlere Ausgabebit der
Multiplikation, also die Funktion MU}_1 , sogar fir jede Variablenordnung exponentielle
GroéRRe hat.

Theorem 2.13 (Bryant, 1991)JedesOBDD fur MUL ,_1 , hat mindesteng"/8 Knoten.
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Einige Jahre nach Bryants unterer Schranke hat Gergov (1994) den Beweis flr langenbe-
schranktestereotypdengl. oblivious) Branchingprogramme verallgemeinert. Das sind Bran-
chingprogramme, bei denen sich die Knoten — wie bei OBDDs — in Ebenen einteilen lassen,
sodass alle Knoten einer Ebene mit der gleichen Variablen markiert sind und Kanten nur von
einer Ebene zu einer weiter unten liegenden Ebene verlaufen. Tatsachlich sind OBDDs ste-
reotype FBDDs. Gergov hat bewiesen, dass jedes stereotype Branchingprogramm der Lange
2kn for MUL ,_1 , mindestens 2(n/1°2%) Knoten hat, was fik = o(logn/loglogn) nicht
polynomiell ist. Der Beweis tbertragt im Wesentlichen mithilfe eines Lemmas von Alon und
Maass (1988) eine allgemeine untere Schrankentechnik fiir OBDDs auf stereotype Bran-
chingprogramme und wendet diese dann auf die Eigenschaften von MWan, die auch
Bryant flr die OBDD-Schranke ausgenutzt hat.

Auf FBDDs lasst sich Bryants Beweisidee jedoch nicht ohne weiteres Ubertragen. Mit
einem wesentlich komplexeren Beweis konnte Ponzio (1995, 1998) aber eine schwach expo-
nentielle untere Schranke fur das mittlere Bit der Multiplikation zeigen.

Theorem 2.14 (Ponzio, 1998)Yedes~BDD fir MUL ,_1 n hat 2%(v" Knoten.

Viele untere Schranken fiir OBDDs gelten auch fur nichtdeterministische OBDDs, da sie
auf den gleichen Argumenten beruhen, mit denen untere Schranken fur nichtdeterministische
Kommunikationskomplexitat bewiesen werden. So ist es nicht Uberraschend, dass Bryants
Beweis fir OBDDs auch die gleiche untere Schranke fir nichtdeterministische OBDDs lie-
fert. Bollig (2001) hat eine exponentielle untere Schranke V8 29" fiir MUL ,_1 , in ei-
nem etwas allgemeineren nichtdeterministischen Modell gezeigt, namlich fir nichtdetermi-
nistische baumgesteuerte FBDDs. Das sind nichtdeterministische graphgesteuerte FBDDs,
bei denen die Graphordnung ein Baum polynomieller GroR3e ist (also eine Verallgemeinerung
von OBDDs, bei denen die Graphordnung eine Liste ist). Fur den Beweis werden &hnliche
Erkenntnisse Uber die Multiplikation ausgenutzt wie in Bryants Beweis fir OBDDs.

Schlief3lich haben noch Ablayev und Karpinski (1998) die Darstellung der Multiplika-
tion fur randomisierteOBDDs untersucht. Bei solchen OBDDs gibt es zusatzliche Knoten
mit Ausgangsgrad 2, an denen wahrend einer Berechnung ein zufalliger Nachfolger gewahlt
wird. Auf diese Weise wird jede Eingabe mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit akzep-
tiert bzw. verworfen. Ablayev und Karpinski bewiesen, dass ein randomisiertes OBDD eine
GroRe von mindestens?#/'°9" hat, wenn es zu jeder Eingaloe, y) den Funktionswert
MUL h_1.n(X, y) mit einer konstanten Wahrscheinlichkeit- 1/2 korrekt berechnet.

Obwohl man fir einige beschrankte Branchingprogrammmodelle exponentielle untere
Schranken kennt, bleiben noch wichtige Fragen ungeklart. So bleibt z.B. offen, ob 64- oder
gar 128-Bit Multiplikationsschaltkreise mit Branchingprogrammen verifiziert werden kon-
nen, da keine der 0.g. unteren Schranken ausschliel3t, dass es OBDDs mit weniger als 100 000
Knoten fir das mittlere Bit der 128-Bit-Multiplikation gibt. Wie oben angedeutet, legen al-
le empirischen Ergebnisse aber nahe, dass jedes OBDD fir einen 16-Bit Multiplizierer aus
mehreren Millionen Knoten besteht. Bollig und Wegener (1999, S. 3) aul3ern daher die Ver-
mutung, dass die OBDD-Grof3e von MKl , mindestens in der GréRenordnung vch 2
liegt.

Auch wenn Ponzios unterer Schranke vé#¥) fiir FBDDs ein wichtiger Durchbruch
bei der Erforschung der Komplexitat der Multiplikation in Branchingprogrammmodellen
war, ist eine schwach exponentielle untere Schranke noch nicht zufrieden stellend, da auch
hier eher eine GroRenordnung voH2 vermutet wird. Alle anderen Beweise unterer Schran-
ken fur die Multiplikation basieren sehr stark auf den kommunikationskomplexitatstheore-
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tischen Argumenten aus Bryants Beweis und demonstrieren neue Beweistechniken fir die
jeweils betrachteten Branchingprogrammmodelle, liefern aber kaum neue Einsichten in die
Struktur der Multiplikation. Letztendlich konnte bis vor Beginn der hier dokumentierten
Forschung keine superpolynomielle untere Schranke fir die Komplexitat von,MUlin

einem Branchingprogrammmodell bewiesen werden, das echt allgemeiner als das FBDD-
Modell ist.

2.3 Ergebnisse dieser Arbeit

Die Untersuchungen im Rahmen dieser Dissertation haben zu neuen Erkenntnissen lber die
Komplexitat der Multiplikation gefuihrt. Einer der entscheidenden Grunde fur das Entstehen
der Resultate ist eine neue Sichtweise auf diese Funktion. So basieren alle hier vorgestell-
ten unteren Schranken darauf, dass mithilfe der Multiplikation sog. universelle Hashklas-
sen konstruiert werden kénnen (Dietzfelbinger, Hagerup, Katajainen und Penttonen, 1997;
Dietzfelbinger, 1996; Woelfel, 1999, 2000) und nutzen Eigenschaften aus, die sich fur die
Multiplikation aus dieser Tatsache ableiten lassen. Wir werden daher im nachsten Kapitel
zunéachst eine kurze Einflhrung in das Konzept des universellen Hashings geben und den
Zusammenhang zur Multiplikation darstellen.

In Kapitel 4 untersuchen wir dann die OBDD-Grofze von MUL, und beweisen
eine untere Schranke vorf/2/61 sowie eine obere Schranke va@n(2*/3). Die untere
Schranke belegt, dass das kleinste OBDD fiir das mittlere Bit der 64-Bit-Multiplikation aus
mehr als 70 Millionen Knoten besteht — bei der 128-Bit-Multiplikation sind es sogar schon
mehr als 3 10'” Knoten. Damit ist erstmals bewiesen, dass mit heutigen Mitteln 128-Bit-
Multiplikationsschaltkreise nicht mit OBDDs verifiziert werden kénnen.

In Kapitel 5 zeigen wir dann eine untere Schranke @{@"*) fiir die FBDD-GroRe von
MUL,_1 . Dies ist die erste echt exponentielle untere Schranke fur diese Funktion. Einige
Aussagen, die wir in den Kapiteln 4 und 5 herleiten, beschreiben grundsétzliche Erkenntnisse
Uber die Multiplikation. In den Kapiteln 6 und 7 entwickeln wir Techniken zum Beweis un-
terer Schranken fir noch allgemeinere Branchingprogrammmodelle, die zu diesen Erkennt-
nissen ,passen®. Wir zeigen zunachst in Kapitel 6 eine untere Schrank@(\mﬁﬁ?ﬁ)) fur
die Grof3e von semantischéh, +k)-BPs, die die Funktion MU}_1 , darstellen. Somit ist
die (1, +k)-BP-Gro6l3e dieser Funktion fiir= o(n/logn) noch superpolynomiell. In Kapi-
tel 7 betrachten wir schlie3lich ein FBDD-Modell mit eingeschranktem Nichtdeterminismus.
Ein sog.(v, k)-FBDD entspricht einem nichtdeterministischen FBDD mit hochskensl
nichtdeterministischen Knoten, die auf jedem Pfad nur vor den deterministischen Knoten
vorkommen durfen. Wir beweisen in diesem Modell eine untere SchrankeyaH ™)
fur das mittlere Bit der Multiplikation. Sowoh(1, +k)-BPs als auch'v, k)-FBDDs sind
die ersten Branchingprogrammmodelle, die echt allgemeiner als FBDDs sind und fir die
superpolynomielle untere Schranken flr die Komplexitat der Multiplikation gezeigt werden
konnten.

Die hier vorgestellten Resultate beruhen auf folgenden Publikationen: Woelfel (2001)
beschreibt die Ergebnisse fir OBDDs, Bollig und Woelfel (2001) behandeln FBDDs und bei
Woelfel (2002b) werden die unteren Schranken(fiir+-k)-BPs und(v, k)-FBDDs herge-
leitet.



KAPITEL 3

Universelles Hashing und der Zusammenhang
zur Multiplikation

Hashing gehort zu den grundlegendsten Konzepten der Algorithmik. Dabei ist eine endliche
MengeU von sog.Schliisselrsowie eine Teilmeng& C U gegeben. Die Schlissel aBs

sollen mit Hilfe eineHashfunktion h: U — {0, ..., k — 1} auf diek Tabellenplatze einer
Tabelle abgebildet werden. Eine typische Anwendung ist z.B. das Wérterbuchproblem, bei
dem S die Menge der Schlusselwérter darstellt und die zu einem Schlussetwors zu
speichernde Information in der Tabelle an der Positiox) abgelegt werden soll. Da die
Hashfunktion i.A. nicht fir alleS C U injektiv sein kann, muss mKollisionenvon Schliis-

seln gerechnet werden, also damit, dass es verschiedene Schlisses mit h(x) = h(y)

gibt. Um mit solchen Schlusselkollisionen umzugehen, wurden zahlreiche Verfahren entwi-
ckelt, die z.B. Schlissel bei auftretenden Kollisionen auf andere Tabellenplatze verteilen oder
alle Schlussel, die auf eine Tabellenposition abgebildet werden, in einer an dieser Tabellen-
position gespeicherten Datenstruktur — wie z.B. einer verketteten Liste — speichern.

Typischerweise ist das Universulh viel gréRer als die Meng8& der zu speichernden
Schlussel und die TabellengroReollte in der Grolienordnung vo§| liegen. Dadurch erhalt
man bei der Wahl einer festen Hashfunktion (also unabhangigyan Worst-Case immer
ein schlechtes Laufzeitverhalten. Denn mit Hilfe des Schubfachprinzips sieht man, dass es zu
jeder Hashfunktiom : U — {0, ..., k — 1} eine MengeS C U der Kardinalitat gibt, aus
der mindestens mifn, |U|/k} Schlissel auf die gleiche Tabellenposition abgebildet werden.
Aus diesem Grund beschrénkt man sich bei der Analyse von Worterbuch-Algorithmen, die
auf einer fest gewahlten Hashfunktion basieren, meist auf den Average-Case, d.h. auf das
Verhalten unter der Annahme, daé8gufallig gewahlt wird.

Carter und Wegman (1979) haben deshalb randomisierte Hashverfahren vorgeschlagen,
bei denen die Hashfunktion nicht fir jede Eingabe fest gewahlt wird, sondern zuféllig aus
einer Familie von Hashfunktionetd — R fir eine endliche Meng®. Die Familie
bezeichnet man alslashklasseund R ist der Wertebereichlengl. rangg. Bei geeigneter
Wahl der Hashklassg{ kann dann die Analyse fir jede MengeC U in Abhangigkeit
von der zufélligen Wahl der Hashfunktion erfolgen. Nattrlich muss die Hashklasse gewisse
Eigenschaften aufweisen, damit die Algorithmen sich fir jede Mé&hgeU gut verhalten.

In den Arbeiten Carter und Wegman (1979) sowie Wegman und Carter (1979) wurde mit
folgender Definition der Begriff degniversellen Hashinggepragt.

Definition 3.1 Eine Familie von Hashfunktionety — R heif3tuniversel|] wenn fir alle
verschiedenen Schlisselx’ € U und eine zufallig gemal der Gleichverteilung gewahlte

15
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Hashfunktiorh € H die Wahrscheinlichkeit flr das Ereigrigx) = h(x’) durch Z/|R| nach
oben beschrankt ist. Wer(rin(x), h(x’)) sogar gleichverteilt ibeR x R ist, so heil3t die
FamilieH streng universell

Offensichtlich ist jede streng universelle Hashklasse auch universell. Inzwischen sind zahl-
reiche universelle und streng universelle Hashklassen bekannt, deren Funktionen effizient
berechnet werden kénnen. Die wichtigsten Beispiele sind Klassen von linearen Funktionen
Uber endlichen Kérpern, Polynomringen o@mZ.

Abgesehen von der Anwendung beim Worterbuchproblem wurde universelles Hashing
auch zur Lésung zahlreicher anderer algorithmischer Probleme eingesetzt, wie z.B. bei der
Authentifizierung von Nachrichten (Wegman und Carter, 1979; Atici und Stinson, 1996),
beim Sortieren ganzer Zahlen (Matias und Vishkin, 1991; Andersson, Hagerup, Nilsson und
Raman, 1995) oder bei geometrischen Problemen (Dietzfelbinger, Hagerup, Katajainen und
Penttonen, 1997). Es gibt aber auch einige Beispiele aus der Komplexitatstheorie, bei de-
nen universelles Hashing verwendet wurde — eine Reihe von Beispielen beschreiben Arvind
und Mahajan (1996). Wahrend aber bei den meisten Anwendungen aus der Komplexitats-
theorie Hashfunktionen eher als Hilfsmittel fir die Beweisflihrung eingesetzt wurden, haben
Mansour, Nisan und Tiwari (1993) die Komplexitat von Hashfunktionen streng univetseller
Hashklassen selbst untersucht.

Theorem 3.2 (Mansour, Nisan und Tiwari, 1993)Sei’ H = {do,...,gx_1} €ine streng
universelle Hashklasse mit Universum & {0, 1} und Wertebereich R= {0, 1}™, und

sei f € Bnkm die boolesche Funktion, die zur bitweisen Beschreibung einer Hash-
funktion h und eines Schllssels x den Hashweér) doerechnet, also die Abbildung
Zn_1...20X1... Xk > Qjz7(X). Dann gilt T- S= Q(m - n) fur jedes Branchingprogramm mit
Ausgabe an den Kanten, das in Zeit T und Platz S die Funktion f berechnet.

Dieses Resultat fuhrt direkt zu unteren Schranken fir den Time-Space-Tradeoff (s. S. 7)
von so wichtigen Funktionen wie der Faltung Ul6r1}", den linearen Funktionen Uber
endlichen Kdrpern oder der Matrizenmultiplikation. Den Zusammenhang zur Multiplikation
stellt Dietzfelbinger (1996) dar, indem er beweist, dass man mit linearen Funktionen tber
dem RingZ/2"7Z eine streng universelle Hashklasse bilden kann.

Im Folgenden bezeichnen wir mit ,div‘ die ganzzahlige Division ohne Rest, d.h.
xdivy = [x/y] furx,y € Z.

Theorem 3.3 (Dietzfelbinger, 1996)Sei fur m< nund a b € Z die Funktion g p : Zx —
Zom definiert durch x— ((a - x +b) mod 2*™) div 2". Dann bildet die Familie der Funk-
tionen g p mit a, b € Zx+m eine streng universelle Hashklasse.

Es ist entscheidend fir die Praxistauglichkeit der Hashklasse und auch fir unsere spéateren
Untersuchungen, dass das Hintereinanderschalten der Modulooperation und der ganzzahli-
gen Division einfach durch das ,Ausschneiden” von Bits realisiert werden kann.

Bemerkung 3.4 Fir alle x e B,und0 < ¢ < k < n gilt

(IXn—1- .. %ol mod ) div2’ = |x_1...%x| = [(xDEY.

Lin der Arbeit von Mansour et al. werden Hashklassen, die nach unserer Definition 3.1 streng universell sind,
als universell bezeichnet.
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Mit einer einfachen Reduktion folgt aus den Theoremen 3.2 und 3.3 sofort ein Time-Space-
Tradeoff von§2(n?) fiir die Funktion MUL,.

Korollar 3.5 (Dietzfelbinger, 1996) Fur jedes Branchingprogramm (mit Ausgabe an den
Kanten), das in Zeit T und Platz S die FunktitiL , berechnet, gilt T- S= Q(n?).

Beweis: Offensichtlich gilt flira, b € By, X € By undy € Bay 1 mit |y| = |a] - [X] + |b|

|b2n71...boa2n,1...ao| . |0” anl...Xoozn_11|
= (2" 1bl +al) - (2" x|+ 1)
= 2" 1b|- x| +2"(|x| - |al + [b| - 1) + |l - 1
= 2. |b| x| + 27"yl + Ia]
= 2" (lyldiv2® +|b| - [x]) + 2" - (Jy| mod 2") + |a|.

Istz € Bg, die Ausgabe eines Branchingprogram@gas zwei #-Bit Zahlen multipliziert,

und bettet mam, b und x so in die Eingabe ein, wie es aus der obigen Formel ersichtlich
ist, so sind die Ausgabebits,,_; . ..z, die Binardarstellung voija] - |x| + |b]) mod 2".
Demnach stellen aber die Ausgabelis 1 . . . Z3, den Funktionswery p (X) der in Theo-
rem 3.3 definierten Funktioga p; (Mit m = n) dar. Mit Theorem 3.2 folgt somiT - S =
Q(n?) fur die ZeitT und den Plat5Svon G. =

Offensichtlich sind Funktionen, die streng universelle Hashklassen bilden, fir Bran-
chingprogramme ,schwierig“ zu berechnen, zumindest solange auch viele Ausgabebits be-
trachtet werden. Fur einzelne Ausgabebits, d.hnfize 1, erhalten wir mit Theorem 3.2 nur
die triviale Aussage, dass der Time-Space-Trad@off) betragt, also dass z.B. jedes FBDD
mindestens lineare GrofRe hat. Tatsachlich gibt es sogar streng universelle Hashklassen, deren
Funktionen mit OBDDs linearer Grél3e berechnet werden kénnen.

Firx e {0,1})" undy e {0, 1}""™! sei die Faltung vo undy definiert alsxoy = z €
{0, )™ mit z. = (}_{_; X Yi+k—1) mod 2. Weiterhin bezeichres b die komponentenweise
Addition modulo 2 vora € {0, 1}" undb € {0, 1}".

Theorem 3.6 (Mansour, Nisan und Tiwari, 1993)Die Menge der Hashfunktionen aus
Bn.m definiert durch x— (aox) @ b mita e {0,1};" ™ und b € {0, 1}™ ist streng
universell.

Mit einer ahnlichen Reduktion wie der aus Korollar 3.5 erhalt man sofort einen Time-Space-
Tradeoff vonQ(nZ) fur ein Branchingprogramm, das alleAusgabebits der Faltung eines
2n-Bit Strings mit einem(n — 1)-Bit String berechnet. Trotzdem konstruiert man fir eine
geeignete Variablenordnung ganz einfach ein OBDD linearer GroR3e fur ein Ausgabebit
der Faltung.

Bemerkung 3.7 Seil < k < m. Dann lasst sich die Abbildung

n
Xn.- - XtYnim-1-..Y1 (Z Xi yi+k—1> mod 2

i=1

durch einOBDD der GroR3e @n) darstellen.
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Beweis: Das OBDD liest die Variable®y, Yk, X2, Yk+1, - - - » Xn, Ynik—1 in dieser Reihenfol-

ge und auf jeder Ebene enthalt das OBDD 2 Knoten — nur die erste Ebene besteht aus ei-
nem Knoten (der Wurzel). Wir kdnnen die Knoten des OBDDs einer Ebene als Speicher
auffassen, in dem einer von 2 Werten gespeichert werden kann, und zwar wird jeweils auf
der x,-Ebene der Wert vog, = (Zf;ll Xi yk,Hi) mod 2 gespeichert (auf der ersten Ebene
gilt s; = 0; darum gendgt dort ein Knoten). Die ausgehende 1-Kantedesotens fuhrt

dann zu denyk_1..-Knoten, der den Speicherwegtdarstellt, und die 0-Kante fihrt direkt

zum Xy, 1-Knoten, der dem Wers, entspricht (firé = n fihrt die Kante zurs,-Senke).

Von deryk_1,.-Ebene fihrt diee-Kante,c € {0, 1} zumx,,; Knoten, der den Speicherwert
(s¢+c) mod 2 reprasentiert (bzw. flir= n zur entsprechend markierten Senke). Korrektheit
und behauptete Gré3e des OBDDs sind offensichtlich. [

Dieses Beispiel zeigt, dass die Berechnung eines einzelnen Ausgabebits von streng uni-
versellen Hashklassen leicht sein kann. Also kann auch nicht alleine aus der Tatsache, dass
man mithilfe der linearen Funktionen Ud8y2"7Z eine streng universelle Hashklasse erhalt,
auf gute untere Schranken fur die Funktion MUL, geschlossen werden. Trotzdem spielt
die Universalitat ahnlicher Hashklassen bei den folgenden Beweisen unterer Schranken fir
das mittlere Bit der Multiplikation eine ganz entscheidende Rolle. Fir diese Beweise konnte
man auch die streng universell Hashklasse aus Theorem 3.3 benutzen, jedoch gentgt uns die
einfache Universalitat und die weiter unten vorgestellte multiplikative Hashklasse fiihrt zu
etwas besseren unteren Schranken.

Dietzfelbinger, Hagerup, Katajainen und Penttonen (1997) haben fin unda € Zn
die Abbildungenh, : Zx; — Zom, X > ((ax) mod 2') div 2"~™ betrachtet und bewiesen,
dass die Menge der Funktiong mit ungeradenma € Zx eine fast universelle Hashklasse
bildet. Sei im FolgendetZ; die Menge der invertierbaren Elemente des Riig&Z, d.h.
fur k = 2" die Menge der ungeraden Zahlen &s.

Theorem 3.8 (Dietzfelbinger, Hagerup, Katajainen und Penttonen 1997)
Fur beliebige verschiedene, X' € Zx und ein zufallig gewéahltes & 73, ist die Wahr-
scheinlichkeit fur das Ereignis

((@x) mod 2') div2™™ = ((ax’) mod 2') div2"™™

durch2/2™ beschrankt.

Der Unterschied zur streng universellen Hashklasse aus Theorem 3.3 liegt also darin, dass
man einerseits auf den zufélligen additiven Term verzichten kann und andererseits nur eine
n-Bit-Multiplikation statt einern+m)-Bit-Multiplikation bendtigt. Woelfel (1999, 2000) hat

im Rahmen seiner Diplomarbeit gezeigt, dass man eine universelle Hashklasse erhalt, wenn
man zwar eine zuséatzliche Addition in Kauf nimmt, aber trotzdem nurmit Zahlen
rechnet.

Definition 3.9 Die multiplikative Hashklassé1,, m, m < n, besteht aus allen Funktionen
ham,b 2 Zion —> Ziom, X > ((aX + b) mod 2) div2"Mmita € Z;n undb € Zon-m.

Theorem 3.10 (Woelfel 1999)Die multiplikative Hashklasse ist universell.

Tatsachlich genigt es fur die Universalitat der Hashklasse, bei der Addition noch einen kir-
zeren Bit-String zu wéhlen. Der Beweis ist dann aber komplizierter und fur unsere Zwecke
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genugt das hier angegebene Ergebnis. Da obiges Theorem essentiell fiir alle unteren Schran-
ken der nachfolgenden Kapitel ist, geben wir im Folgenden den Beweis an. Wir benutzen
daflr ein Lemma, das den Einfluss der zufélligen Addition modUlioa Zusammenhang mit

der ganzzahligen Division ohne Rest beschreibt.

Lemma 3.11 Seien xx’ € Zx und d= (X’ — x) mod 2'. Dann gilt fir ein zufallig gewahl-
tes be Zyn-m

Prob (((x +b) mod 2') div2"™ = ((X' + b) mod 2') div 2"~™)

1—d/2n-m falls 0<d < 2™M,
=10 falls 2"™"M<d < 2" —2"m
1—-@2"—d)y/2™m falls 2"—-2"" <d < 2".

Beweis: Seiz, = (X + b) mod 2" undz; = (X' + b) mod 2. Wir betrachten zunéachst
den Fall 2™ < d < 2" — 2" ™ f{r beliebigesb € Zx-m. Seik = z,div2"™, also
k-2 < 7z, < (k+1) - 2™ Nach Voraussetzung ist

2™ < (z—2z)mod 2 < 2" 2" M
und daher
Z;J =4 {k.zn_m"”’(k_{_l)_2n—m_1}‘

Somit folgtz, div2"™™ = k # 7 div2"™.
Wir betrachten nunden Fall & d < 2"™™, Seit = x mod 27" undk = xdiv2"—m,
Daz, = (k- 2""™+ 7 + b) mod 2 ist, gilt

k fir O<b<2"™M_ 1,

z,div2"" = )
k+D mod2" fuar 2 -t <b<2™™M

Esistz; = (k-2""" 4+ ¢ +d + b) mod 2", und so folgt

k fir 0<b<2"™M_—7—d,
zydiv2"™™ = {(k+1)mod2" fur 2"M -7 -d<b<2.-2""M_7—d,
(k+2)mod2" fir 2.2 -7 —-d<b<2"M

Insgesamt ist dahey, = z, mit b € Zx-m aquivalent zu

0

M _ 1

<b<2™—-7—-d oder (3.1)
<b < min{2"™ 2.2 - ¢ —d}. (3.2)
Furt +d = 2" M ist (3.1) nie erflllt, und (3.2) hat genad2" — d Losungen. Fur
7+d < 2" hat (3.1) genau™ — 7 — d und (3.2) genau Ldsungen. In jedem Fall
gibt es insgesamt genali2' — d Werteb € Zyn-» mit z, = z,.

Fir denletzten Fall,2-2""™ < d < 2", betrachten wid’ = (x — x’) mod 2' = 2" —d.
Da0< d' < 2" M ist, folgt die Behauptung aus dem zweiten Fall durch Vertauschemx von
undx’. L]
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Beweis zu Theorem 3.10:Seienx < X’ beliebige verschiedene Elemente @s und sei
da = (ax’' —ax) mod 2'. Wir kbnnenx’ — x alsr - 2° schreiben, fir ein ungerades< 2"3,
Somit gilt fur allea € Z3,

da = (axX —ax)ymod 2' = (ar2’) mod 2' = (ar) mod 2% . 25, (3.3)

Die letzte Gleichung folgt mit Bemerkung 3.4, da fur den Bitstringnit |z] = ar gilt
ar2s = |z0°% = |z| - 25.

Wenn nura zuféllig ausZs, gewahlt wird, so isa mod 2'* gleichverteilt tber die mul-
tiplikative GruppeZ3,_. Da auchr Element der Gruppe ist, igar) mod 2'~° auch gleich-
verteilt GberZs,_s. Mit Gleichung (3.3) folgt dann, dask gleichverteilt Gber

M={1.2°3.2°...,2° -1 - 2°}

ist.

Fur zufallig gewahlteb € Zan-m tritt gemal Lemma 3.11 das EreighlB, (x) = h7',(x)
unter der Bedingund, < 2"™ mit Wahrscheinlichkeit + d,/2"™ ein, unter der Bedin-
gungd, > 2" — 2™ mit Wahrscheinlichkeit - (2" — dy)/2"™, und sonst gar nicht.
Da wie oben gezeigl, fur zufallig gewahltesa € Zx gleichverteilt ibeM ist, folgt fur
Mi=MN{0,...,2" "~ 1} undMp = M N {2" —2"-m 41 ... 2" —1]

Prob (h',(x) = (X))

1
= o d(A-d/2m™ 4+ Y (1@ —dy/2rm)
| | deM; deMz
2
= 1—d/2nm).
iy 2 (=92

Die letzte Gleichung gilt, weiM, genau die Zahlen™— d mit d € M; enthalt. Es ist

My = {1-253.25..., (2™ —1).25}. Firs > n — mist dies die leere Menge und
x und x" kollidieren unter keiner Funktioh?',. Fallss < n — mist, erhalten wir unter

Ausnutzungvon %3+ ...+ (2k — 1) = k?

Prob (h],(x) = hgfb(x’))

2 2
= <||v|1| - 2n_m(1+3+... + (28 — 1)))
— 2n231 . (Zn—m—s—l _ os—n+m (2n—m—s—l)2)

— 25-N+2 on-m-s-2 _ o-m

Da 2" die Grol3e des Wertebereichs ist, folgt die Behauptung. [
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OBDDs

Wie in Abschnitt 2.2 erlautert, hat Bryant (1991) eine untere Schranke ¥énfi die
OBDD-Gr6R3e der Funktion MUL 1 , bewiesen. Dass die untere Schranke vermutlich noch
weit von der Wahrheit entfernt ist, haben wir damit begriindet, dass empirische Versuche, 16-
Bit Multiplikationsschaltkreise in OBDDs zu transformieren, lange Zeit gescheitert sind und
der erfolgreiche Versuch von Yang, Chen, Bryant und O’Hallaron (1998) zu einem OBDD
mit mehr als 40 Millionen Knoten gefihrt hat. Selbst fir= 64 bzw.n = 128 liefert
Bryants Beweis aber nur untere Schranken von 256 bzw. 65536. Im ersten Teil dieses Ka-
pitels beweisen wir daher eine bessere untere Schranke™oi62— 4, die aufzeigt, dass
OBDDs furr das mittlere Bit eines 64-Bit Multiplizierers mehr als 70 Millionen Knoten beno-
tigen — bei einem 128-Bit Multiplizierer sind es schon mehr ats@’ Knoten. Der Versuch,
64-Bit Multiplikationsschaltkreise mit OBDDs zu verifizieren, bendtigt daher schon eine ex-
trem grof3e Menge an Ressourcen und fur 128-Bit Multiplizierer ist dies mit heutigen Mitteln
unmoglich.

4.1 Eine neue untere Schranke

Um die Idee, die zu einer besseren unteren Schranke fiihrt, zu motivieren, ist ein Blick auf
Bryants Beweis hilfreich. Er betrachtet Subfunktionen der Multiplikation, die durch das Kon-
stantsetzen eines Faktors entstehen.

Definition 4.1 Fiir festesa € Zx» und 0 < i < n — 1 sei MUI_ffn : B, — {0,1)} die
Abbildungx — z flirz € B, mit |z = a - |X|.

Betrachten wir eine Konstani& € Z,, bei der genau zwei Bitg,_, und a,_m_g mit
me {1,...,n}undd € {1,...,n—m} auf 1 gesetzt sind. Dann gilt fir das Produkt

|X| . |a| — |X| . (2n7m+2nfmfd) — 2n7m|X| +2n7mfd|xl'
Mit Bemerkung 3.4 erhalt man nun
MULZ_; ,(X) = ADDp_1n(Xm-1-..% 0™, Xm4g_1... % 0.

Da die letzten Oen eines Summanden keinen Ubertrag erzeugen kénnen, andert sich das Aus-
gabebit dieser Addition nicht, wenn man die letzter m Stellen bei jedem Summanden
streicht. Wir erhalten somit

MUL{_; ,(X) = ADDm_1m(Xm-1---X0, Xmtd1-- - Xd)-

21
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Wahlt man nurd > m, so sind die Variablenmengéd®m_1, ..., Xo} und {Xmid—_1, - .., Xd}
disjunkt. Das bedeutet, dass man aus eire@BDD fir MUL,,_; , nur durch Konstant-
setzen von Variablen ein entsprechendes OBDD fiur ADD, Uber der Variablenmenge
{Xm—1, - - - » X0, Xm+d—1, - - - » Xa} €rhalt. Nun hat zwar die Funktion ADR 1 flr eine gute
Variablenordnungr’ ein kleinesrz’-OBDD, aber aus Theorem 2.7 folgt, dass dies nicht fir
jede Variablenordnung gilt. Betrachten wir nun eine beliebige Variablenordmduitger die
Eingabevariablen fir MUL. , . Bryants Trick besteht darin, fiir diese fest vorgegebene Va-
riablenordnung die Parameterundd so zu wahlen, dass es eine mdglichst groRe Ménge
von Indizes aug0, ..., m — 1} gibt, sodass fiur alle € | entwederr(x) < n/2 < 7(Xi1q)
oderm(Xi14) < n/2 < m(X) gilt. Denn dann hat nach Theorem 2.7 das OBDD mit der
entsprechenden Variablenordnung fur die Addition der disjunkten Bitstrngs. . . Xo und
Xm+d—1- - - Xo, @lso auch das-OBDD fiir MUL;_, |, eine GroRe vo(2'''). Mit einer pro-
babilistischen Wahl vom undd konnte er beweisen, dass diese Parameter flr jede Varia-
blenordnungr so festgelegt werden kénnen, dass die Mehgrindestens1/8 Elemente
enthalt. Zusammen mit obiger Reduktion auf die Addition folgt auf diese Weise die untere
Schranke von 28 fiir die OBDD-GroRe von MU}_1 .

Die neue Beweisidee

Wie eben dargestellt hat Bryant eine untere Schranke flur dBEBDD-Gré3e der Funktion
MUL]_, , bewiesen, wobea in Abh&ngigkeit von der Variablenordnumggewahit wurde.
Allerdings ist die Auswahl der méglichen Werte féisehr eingeschrénkt, da die Reduktion
auf die Addition zweier Zahlen nur so einfach funktioniert, wenn genau zwei Bits auf 1 ge-
setzt sind. Wenn man mehrere Bits auf 1 setzt, z.B. beliebig viele, so erhalt man Additionen
von vielen Zahlen und das Ganze wird recht uniibersichtlich. Das Problem ist also die bit-
orientierte Sichtweise auf die Multiplikation, bei der man das Produkt zweier Zahlewl
y als Summe allex - 2' auffasst, fur die daste Bit vony gesetzt ist. Wir wollen nun auch
eine Reduktion auf die Addition vornehmen, dabei aber viel mehr mdgliche Werta won
Betracht ziehen, indem wir von der bitorientierten Sichtweise zu einer mengenorientierten
Sichtweise tUbergehen.

Sei eine Variablenordnung Ubé€Kg, ..., Xn_1} und X~ C {Xo, ..., Xn_1} die erste
Hélfte der Variablen bzglr, also die Menge der Variableny mit 7(x) < n/2, und sei
Xt ={Xo, ..., Xn_1} — X~. Dann kénnen wir eine Eingabeals Summe~ + x* schreiben,
wobeix~ die Zahl ist, bei der nur die Bits au§~ entsprechend gesetzt und alle anderen
Bits 0 sind, undk™ analog fiir die Variablen aus™ definiert ist. Jetzt konnen wir das Produkt
a - |x| als Summea - x~ + a - x* schreiben. Da wir uns nur fur das mittlere Ausgabebit
interessieren, genugt es modufbZu rechnen (vgl. Bemerkung 3.4). Sind alk@ € B,
mit |z| = (a- x~) mod 2'und|Z| = (a- xT) mod 2, so gilt

MULZ_; ,(X) = ADDy_1n(2 2).

Ein 7-OBDD fir MUL,,_; , muss also in der Lage sein, das Ausgabebit an der Pastich
der Summe zweier Bitstringsund zZ' zu berechnen, wobeidurch die in der ersten Halfte
gelesenen Variablen eindeutig bestimmt ist, @ndurch die in der zweiten Hélfte gelesenen
Variablen.

Naturlich kdnnerz und Z' nicht alle méglichenn — 1)-Bit Werte annehmen, sie sind
ja bei vorgegebenem nur durch die Belegungen der jeweilg2 Variablen inX~ und X+
bestimmt. Wenn wir abea so wahlen kdnnen, dass die Strirmysndz’ in denm Bits an den
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Positionem — 1, ..., n — malle méglicherm-Bit Werte annehmen, so ist die Addition von
zundZz vermutlich &hnlich schwierig wie die Addition zweier-Bit Zahlen, bei denen eine
Zahl in der ersten Halfte des OBDDs und die andere Zahl in der zweiten Halfte des OBDDs
gelesen wird. Wir vernachlassigen dabei nur den Ubertrag, der bei der Additicnuate’

an der Positiom — m — 1 entsteht; man kann aber vermuten, dass er fir genligend grof3es
m nur in den wenigsten Féllen Einfluss auf das Ausgabebit an der Paositioh hat. Wenn

diese Uberlegungen stimmen, kénnen wir mit Theorem 2.7 auf eine untere Schranke in der
GroRRenordnung von™hoffen, da unsere Konstruktion einem OBDD mit einer Variablen-
ordnungr’ fur die Funktion ADD,_1.m entspricht, bei der dim Bits des einen Summanden

in 7/ vor allenm Bits des anderen Summanden kommen. Im spéateren Beweis wird sich her-
ausstellen, dass die Addition varund z' sogar schon dann schwierig ist, wenn die Anzahl
der moglicherm-Bit Werte, die von den Bitg,_1...z,—-m undz,_,...Zz,_m angenommen
werden, einen Anteil voiil/2 + €), € > 0, aller moglicherm-Bit Werte Ubersteigt.

Das Uberdeckungslemma fur universelle Hashklassen

Wir mussen uns also mit der Frage beschéftigen, wieanso wahlen kdnnen, dass man
fiir alle 22 Moglichkeiten vonx— und alle 2/2 Mdglichkeiten vonx* die Produktea - X~
unda - x* in den Bitsn — 1, ..., n — m moglichst viele Werte annehmen. Hier kommt der
Zusammenhang zu den Hashklassen aus Definition 3.9 ins Spiel, denmdigise sind
genau die Funktionswert€ ,(x™) undhg';(x7).

Wir untersuchen daher zunéchst die Frage, wieviele Werte des Wertebereichs die Hash-
funktionswerten(x) mit x € My bzw. x € M, flr zwei MengenM;, M,, abdecken kdnnen,
wennh eine geeignet gewéahlte Hashfunktion einer universellen Hashklasse ist. Da univer-
selle Hashklassen die Eigenschaft haben, dass zwei beliebige Schliissel unter einer zufallig
gewahlten Hashfunktion nur mit kleiner Wahrscheinlichkeit kollidieren, darf es fiir die meis-
ten Hashfunktionen unter allen Schliisseln nur wenige Kollisionen geben. D.h. aber, dass
die Schlussel durch die Hashfunktionen auf viele verschiedene Hashwerte verstreut werden
mussen.

Fur eine Funktionf und eine Teilmengé/ des Definitionsbereichs voh bezeichne
f (M) dasBild von M unter f, also die Mengg f (x) | x € M}.

Lemma 4.2 SeiH eine universelle Hashklasse mit Universum U und Wertebereich R. Fir
alle0<e <lund M, M C U mit

, 2¢
ML MY > — - (RI=1)
—€

gibt es eine Hashfunktion & H, sodass M) und h(M’) jeweils mehr alg - |R| Elemente
enthalten.

Beweis: Seir = |R| und 0.B.d.A. haberM und M’ die gleiche Kardinalitatk mit
k> 2e(r —1)/(1—¢). Furh € H und eine MengeA C U bezeichné,(A) die Anzahl der
Schliisselpaare aus die unter der Hashfunktiom kollidieren, also

Sn(A) = |{(x, X)) € Ax A|x # X Ah(x) =h(X)}|.

Da H universell ist, erhalten wir folgende Abschétzung fiir den Erwartungswersyu@®
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fur eine zufallig aug{ gewahlte Hashfunktioh:

A (A= D

E[5n(A)] = > Prob(h(x) = h(x)) < r

x, X' €A

X#X'

(4.1)

Mit der Linearitat des Erwartungswerts folgt somit fur die ZufallsvariaghiéM) + §,(M”)
ein Erwartungswert vo2/r) - k(k — 1). Gemalf der probabilistischen Methode gibt es dann
einhg € H, fur das gilt

N

r

Wir zeigen nun, dashg eine Hashfunktion ist, die die Behauptung erflllt, d.h. dass
lho(M)], [ng(M")| > er gilt. Angenommen, dies ist nicht der Fall, und zwar sei 0.B.d.A.
ho(M) = ¢ < er. Offensichtlich ists,,(M) gleich der Summe aller Paare verschiedener
Elemente auhgl(y) N M Uber alley € hg(M), also

ShoM) = > hg*(y) n M- (Ihg*(y) N M| — 1)

yeho(M)
_ 2 _
= > IhgtmnMT= > gty N M|
yehg(M) yehg(M)
_ 2
= —k+ Y Ity nMm[-
yeho(M)

Die letzte Summe besteht aus gerfaBummanden, und es gift, ., v Ih,'(y) " M| =
IM| = k. Da die reelle Funktionizy, ..., z,) — z:> + ... + z,° unter der Nebenbedingung
Z1+ ...+ 2z =kihr Minimum firz; = ... = z, = k/¢ annimmt, folgt

k
Shy(M) > —k+£-(k/0)* > K- (—r —1).
€
Trivialerweise giltiho(M")| < r und man erhélt, in dem man in obiger Rechnanglurchr

substituiert, die Ungleichungp,(M’) > k(k/r — 1). Zusammen mit Ungleichung (4.2) folgt
somit

k k 2
k(e—r+r——2> EShO(M)+8hO(M/)§F‘k‘(k_l)
er r r
- 21-1/r)  2r—=1)  2(r—1)
= Q)e—-D/)r  le—-1  1—€
Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. [

Das Uberdeckungslemma fiir die Multiplikation

Wenn wir das soeben bewiesene Uberdeckungslemma auf die multiplikative Hashklasse an-
wenden, sehen wir, dass es zu je zwei gentigend grolRen Méhgelh C Zn zwei Parame-
tera € Zx undb € Zyn-m gibt, sodass die Hashweide + b mit x ausM bzw. ausM’ in den
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Bitsn — 1, ..., n — myviele verschiedene Werte abdecken. Wir kbnnen dieses Ergebnis aber
noch nicht direkt auf die weiter oben beschriebene Idee fir den Beweis der unteren Schranke
bei der Multiplikation anwenden, da wir dort nur die Multiplikation ohne zuséatzliche Addi-
tion mit b betrachten. D& aber nur aus — m Bits besteht, hat dieser additive Term keinen
grolRen Einfluss auf dim Bits, fUr die wir uns interessieren.

Insbesondere wenn sich z.8x + b undax’ + b in den Bitpositionem —m,...,n—1
unterscheiden und zuséatzlich das— m — 1)-te Bit beider Zahlen 1 ist, so unterscheiden
sich auchax undax’ in den Bitpositionem — m, ..., n — 1. Diese Beobachtung fuhrt zu
folgendem Uberdeckungslemma fiir die Multiplikation.

Lemma 4.3 Seienl/2 < ¢ < 1und M, M’ C Zz mit

MEL M > 2 (2,

Dann gibt es ein ac Zj, sodass (M) und H,(M’) jeweils mindestenge — 1) - 2™
Elemente enthalten.

Beweis: Da die multiplikative Hashklass#1,, m+1 universell ist (s. Theorem 3.10) gibt es
gemaR Lemma 4.2 eme Zj, undeinb € {0, ..., 2"}, sodas&]'t* (M) undh]H (M)
jeweils mehr als - |Zom1| = € - 2™1 Elemente enthalten. Wir zeigen fiir diesesind
h = hZ,, dassh(M) mindesteng2e — 1)2™ Elemente enthalt; fiM’ folgt die Behauptung
analog.

Da es inZ,m+1 genau 2' gerade Zahlen gibt, befinden sichh'[_ﬁ‘gl(M) mindestens

It M) — 2™ > e2™ - 2" = (2 — 1) 2"
ungerade Elemente. Es geniigt daher zu zeigen, dagsxXtmit ungeraden aber verschie-
denen Funktionswertdrr[:f‘gl(x) und h;’j;;l(x/) auch die Funktionswerte(x) undh(x’) ver-
schieden sind. Seien algo= hgjgl(x) £y = hgjgl(x’) mit y, y’ ungerade. Es gilt
y.-2"™1 < @ax+bymod 2 < (y+1). .21
Dab € Zy-m-1 ist, folgt
(y—1-2""1 < @@ax+bymod 2 —b < (y+1)-2"-m1

Day ungerade (also mindestens 1) ist, kbnnen wir den mittleren Ausdruck modnkeh2
men, ohne dass sich an den Ungleichungen etwas andert. Wir erhalten somit

y—-1 y+1
2 2
Day ungerade ist, gilty — 1)/2 = |y/2] und(y + 1)/2 = | y/2] + 1. Es folgt

2™ < (ax) mod 2' < L2nmm

ly/2] - 2™ < (@aymod 2 < (ly/2] +1).2""

und somit
hlo(x) = ((@x) mod 2')div2"™™ = |y/2].

Indem wiry durchy’ substituieren, folgt vollig analogz',(x’) = Ly’/2|. Da abery und
y’ verschiedene, ungerade Zahlen sind, sind dyot2] und |y'/2] verschieden, und die
Behauptundn'o(x) # hZ'y(x) ist bewiesen. =
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Die untere Schranke

Mithilfe des Uberdeckungslemmas fiir die Multiplikation kénnen wir nun die eingangs be-
schriebene Idee konkretisieren und folgende untere Schranke far-@BDD-Grof3e von

MUL?_, , beweisen.
Theorem 4.4 Fir jede Variablenordnung uber X = {Xo, ..., X1} gibt es ein ac Z},,
sodass jedes-OBDD fur MUL?_, , aus mehr al!"/2/ /121 — 1 Knoten besteht.

Um das Theorem zu beweisen, benutzen wir eine allgemein bekannte Technik, die eine
Beziehung zwischen der Anzahl der Subfunktionen der zu betrachtenden Funktion und der
OBDD-Gro6Re herstellt. Wir benétigen dazu folgende Notation.

Definition 4.5

(a) Eine partielle Belegungeiner Variablenmeng& = {xi,..., X} ist ein Stringa =
ar...an € {0, 1, )", wobei ein Wert vony; € {0, 1} bedeutet, dass die Variable mit
0 bzw. 1 belegt ist, und; = x bedeutet, dass die Variabtefrei ist. Die Tragermengeiner
partiellen Belegungy ist die Menge der nicht freien Variablen aXsund wird mit 7 («)
bezeichnet. Die Menge partieller Belegungen vomit TragermengeX’ € X bezeichnen
wir mit P(X, X’).

(b) Sindee = a1...anUndB = B;... Bn zwei partielle Belegungen voX mit disjunkten
Tragermengen, so is48 gleich der partiellen Belegung = y; ... y, mit

o fallsq; % *,
i = 38 fallsg #x* und
*  sonst.

(c) Fur eine Funktionf € B, Uber X und eine partielle Belegungist f, die Subfunktion
von f flre, definiert durch

. x; fallse; = % und
X1...% = f(z1...2zy) mit z =
aj sonst.

(d) Zu einem Branchingprogramm b&r und einer partiellen Belegung von X ist der
durcha induzierte partielle Berechnungspfaérjenige eindeutig bestimmte Pfad@) der
an der Wurzel beginnt, jeden mit € 7 («) markierten Knoten tber die mit; markierte
Kante verlasst, und an dem ersten Knoten endet, dessen Markigreng nicht in 7 (o)
ist.

(e) Ista = an_1...aq eine partielle Belegung vofxq, . .., Xn_1}, SO bezeichnen wir mijty|
den ganzzahligen Weft| € Zox flir z € B, mitzy = ¢ fallsa; € 7(a) undz = 0 falls
aj = *.

Bemerkung 4.6 Offensichtlich gilt fur zwei partielle Belegungen 8 von {Xo, ..., Xn_1}
mit disjunkten Tragermengeas| = |«| + |B|.

Die folgende Aussage ist allgemein bekannt — sie folgt z.B. aus dem Struktursatz von
Sieling und Wegener (1993).
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Lemma 4.7 Sei f € B, undx eine Variablenordnung tber * {Xy, ..., Xn}. Weiterhin sei
X~ fireink e {1, ..., n} die Menge der ersten k Variablen bzgl. der Variablenordnang
d.h. X= ={x € X | n(x) <k}, und & sei die Anzahl verschiedener Subfunktiongniit
a € P(X, X7). Dann hat jedesr-OBDD fiir f mindestengs, — 1 Knoten.

Beweis: SeiG ein beliebigesr-OBDD fur f. Weiterhin sew, zu einer partiellen Belegung
a von X der Knoten, auf dem der durehinduzierte partielle Berechnungspfad endet, Wind
sei die Menge aller Knoten, mita € P(X, X7). Dain der Variablenordnung kein Knoten
aus X~ nach einem Knoten au$§ — X~ vorkommt, enthalt jeder Pfad van € V zu einer
Senke nur Variablen abs— X . Also wird durch jede partielle Belegumige P (X, X—X"7)
ein eindeutiger Pfad von, zu einer Senke bestimmt.

Seien nunw, o’ zwei verschiedene partielle Belegungen 24X, X™). Fallsv, = v, ist,
so qgilt f (@B) = f (¢/B) fur jede partielle Belegung mit T(8) = X — X, da offenbar die
Berechnungspfade fiag undo’g die gleiche Senke erreichen, und es folgt= f,.. Also
gilt |V| > s. AuRBerdem ist kein Knoten, € V ein innerer Knoten eines anderen partiellen
Berechnungpfads, der durch eine partielle Beleguhg: P (X, X™) definiert wird, weil
v, Sonst — im Widerspruch zur Definition des dukelinduzierten Berechnungspfads — mit
einer Variablen auX~ markiert sein misste. Somit lasst sich in den SubgrapheGyaier
aus den Pfaden von der Wurzel zu den Knoten\usesteht, ein ungerichteter Baum mit
|V| Blattern einbetten, bei dem jeder innere Knoten héchstens 2 Kinder hat. So ein Baum
hat insgesamt mindestengv/2 — 1 Knoten und au$V| > s folgt die BehauptungG| >
2sc— 1. ]

Um zu beweisen, dass zwei Subfunktionfgn f. verschieden sind, bendtigt man einen
Zeugen, d.h. eine Belegurgyder noch freien Variablen, fur dié(aB) # f(a'p) ist. Das
folgende Lemma hilft bei der Konstruktion solcher Zeugen fir die Multiplikation. Es wird
hier bewusst sehr allgemein formuliert, da wir es so auch in spateren Beweisen verwenden
koénnen.

Lemma 4.8 Sei2 < m < nund h= hZ, eine Funktion der multiplikativen Hashklasse
Mnmmita e Z3,. Dann gilt fir alle x X" € Zo mit

2 < (h(x) —h(x)) mod 2" < 2™t
und alle ze Zn
@ (h+h@)mod2"=0 = (akx+2)5; < (@ +2)71.
() (h()+h@)mod2"=2"1 = (ax+2)n7> @x +2)n7.
© (x)+h@)modZ"=2"1-2 = (ax+2)1}> @x +2)0 1
d (hx)+h@)modZ"=2"-2 = (ax+2)n1<@x +2)n7.

Beweis: Wir beweisen Aussage (a), also den F(hlax) + h(z)) mod 2" = 0. Die Aussagen
(b)-(d) folgen mit vollig analogen Rechnungen, die wir im Anhang (S. 69f.) wiedergeben.
Seiy = h(x) = ((ax) mod 2")div2"™ und§ = (ax) mod 2~™. Analog seieny’

und 8’ fur x’ definiert. Schlie3lich sék = h(z) undr = (az) mod 2~™. Offenbar sind
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8,8, T € Zy-m und es gilt

@xymod2' = y.2""M45, (4.3)
@x)ymod?2 =y -2"+¢§ und (4.4)
@2 mod?2 = k-2""4 1. (4.5)

Wir berechnen zunéchst das B#(x + z))ﬂj. Aus den Gleichungen (4.3) und (4.5) sowie
der Voraussetzungy + k) mod 2" = 0 folgt

ax+az= (y+k)-2""+8+7 =68+1 (mod2).
Das + t € Zo-m ist, erhalten wir miim > 2
(ax4+azymod 2 < 2.2"M < 2n-1

Somit ist das Bit an der Positian— 1 vona(x + z) nicht gesetzt, als¢a(x + 2))i_; = 0.
Es genugt schlieBlicha(x’ + z))ﬂj =1 zu zeigen. Wir erhalten, indem wir die Glei-
chungen (4.4) und (4.5) sowig + k) mod 2" = 0 benutzen,

ax/+aZE (y/+k).2n—m+8/+l_
= (Y+k—(y-Yy))-2""+8 +7
=@y -y-2""+8+7 (mod?). (4.6)

Nach Voraussetzung ist2 (y — y') mod 2" < 21 woraus
27t < (Y-y-2"mod2 < 2"—2.2"™
folgt. Wir setzen dies in (4.6) ein und erhalten @it r € {0,...,2- (2™ — 1)}
21 < (@axX'+azmod 2 < 2"—2.
Also ist wie behauptefa(x’ + 2))0"1 = 1. "

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun die untere Schranke fiir@BDD-Grol3e
von MUL]_, , (fir ein geeignetea) beweisen.

Beweis von Theorem 4.4:Es genligt, fir geradeseine untere Schranke vofi2/121— 1
zu zeigen. Dazu teilen wir die Variablen au§ bzgl. = in die erste HalfteX~ =
{x e X | 7(x) <n/2} und die zweite HalfteXt* = X — X~ ein. SeiA = P(X, X")
undB = P(X, X*). DaX~ und X" eine Partition vorX darstellen, gibt es zu jeder Eingabe
x € By fir MULY_; , zwei eindeutig bestimmte € Aundg € B mit x = af.

Unser Ziel ist nun, eine geeignete Konstaate 7, sowie eine moglichst grol3e Teil-
mengeA’ C A zu finden, sodass alle Subfunktion@nULﬁ_l’n)‘a mit « € A’ verschieden
sind. D.h., es soll gelten

Va,o' e Nya #a’ 3peB: MULY_; (af) # MUL]_;  (@'B). 4.7)

Aus Lemma 4.7 folgt dann eine untere Schranke vighi|2- 1 fir die 7-OBDD-Grdl3e von
MULn_l,n.
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SeiMa = {lo||a € A} und Mg = {|B||B € B}. Dann istiMa| = |[Mg| = |A| =
|B| = 2"/2. Weiterhin seier = 16/17 undm = n/2 — 6, sodass gilt

2¢

1—¢
Wir kénnen somit Lemma 4.3 anwenden, wonacha&ia 73, existiert, sodasbgfo(MA)
und h, o(Mg) jeweils mindesteng2e — 1)2™ = (15/17) - 2™ Elemente enthalten. Sei im
Folgenderh = h7, fir diesesa.

Dah(Ma) undh(Mg) Teilmengen vorZ,n sind und es ifZ,m nur 2"~* ungerade Ele-
mente gibt, konnen wir zwei minimale Teilmengéfi, € Ma und Mg € Mg wahlen,
sodas$(M}) undh(Mg) jeweils genau

S(@™—1) = 32. (V2P —1) = 2Y2-32 < 22 = |Ma| = |Mg|.

(15/17) - 2™ — 2™-1 = (30/17) - 2™t — 2™l — (13/17). 2™

gerade Elemente enthalten. Da WMr, als minimale Teilmenge mit der gewiinschten Eigen-
schaft gewahlt haben, ist zuddmnjektiv auf M},.
SeinunB’ € B die Menge der partiellen Belegunggmit || € Mg und

A ={aeAllal € My A 3B € B :h(al) +h(B) =2"}. (4.8)

Wir kénnen nun furA’ mit Lemma 4.8 ganz einfach Aussage (4.7) beweisen: Seiemd o’
verschiedene Elemente aAs O.B.d.A. ist

(h(le]) — h(le’])) mod 2" < 21,

denn wenn dies nicht gilt, vertauschen wirund «’. Zudem isth(ja|) # h(|¢'|) (weil h
injektiv auf M7, ist) und da beide Funktionswerte nach Konstruktion g gerade sind,
betragt der Betrag der Differenz dieser Funktionswerte mindestens 2. Also folgt

2 < (h(Jah) —h(le'])) mod 2" < 2™,

SchlieBlich gibt es nach Konstruktion vaX ein 8 € B’ mit h(J«|) + h(|8]) = 2™ und
die Voraussetzungen fiir Lemma 4.8 sind (Kir= |«|, X' = |&'| undz = |8]) erflllt.
Die Anwendung dieses Lemmas zeigt somit, d@ssx| + |8]))h—1 und (a(je’| + |8]))h"1
verschieden sind, also ist

MULZ , (@B) # MULZ , (/).

Insgesamt haben wir (4.7) fir die Mengébewiesen, und damit auch eine untere Schranke
von 2/ A'| — 1 fur diex-OBDD-GroRe von MUE_, ..

Wir missen also nur noch die Kardinalitdt véyi abschatzen. Es sei daran erinnert,
dassh(M}) undh(Mj) jeweils genay13/17) - 2"-1 gerade Elemente enthalten und dass
injektiv auf M/, ist. Da fur jedes gerade € Z,n auch 2' — z gerade ist, enthalt die Menge
Y ={2"—h(b) | b € Mg} auch genay13/17)-2™-* gerade Elemente. Nun is&'| wegen
der Injektivitat vonh auf M), aber aber nach der Definition aus (4.8) genau die Kardinalitat
des Schnitty N h(M},). SeiZ die Menge der 2! geraden Elemente a#fgn. Es folgt

|A| = |[YNnhMy| = 2™ —|Z - (Y nh(MY))|
= 21— |(Z=Y)u(Z - hMy)|
> 2™ — (2™ — Y]+ 2™ — [My))
= 2.(13/17.2mt_2m1 — (9/17).2m L,
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Wir haben zu Beginm = n/2 — 6 gewahlt und erhalten somit als untere Schranke fir die
n-OBDD-GroRe von MUE_, ,

A - . o208 1 > 2 ovz_q o L onz_
2|A\ 1> 2.(9/17) -2V</128 1210882 1>1212 1. [

Aus der eben bewiesenen unteren Schranke furd@BDD-GroRe von MUE_, , er-
halt man nattrlich die gleiche untere Schranke fir die OBDD-Gr63e von MLH- Aber
tatsachlich kann man hier noch fast um einen Faktor 2 besser werde@. ébeir-OBDD
fur MUL p_1  Uber der Variablenmeng€UY = {xo, ..., Xn—1}U{Yo, - - -, Yn—1}. Wir haben
soeben bewiesen, dass wir gi&/ariablen so konstant setzen kénnen, dass das resultierende
OBDD aus mindestenS = 2"2.1/121— 1 Knoten besteht. Dieses OBDD enthalt nur die
Knoten vonG, die mit x-Variablen markiert sind. Analog kénnen wir aber genauso auch
die x-Variablen konstant setzen und erhalten so einen Subgraphen, der nur noch gus mit
Variablen markierten Knoten und den zwei Senken besteht. Also béatahs mindestens
C — 2 Knoten, die mity-Variablen markiert sind, und aus ebenso vielen Knoten, die mit
x-Variablen markiert sind, sowie aus den zwei Senken.

Korollar 4.9 JedesOBDD, das die FunktiorMUL ,_; , darstellt, besteht aus mindestens
2\/21 /61 — 4 Knoten.

4.2 Obere Schranken fir die OBDD-GroR3e der Multiplikation

Wir wollen uns nun der Frage widmen, wie ,gut* die soeben gezeigte untere Schranke ist,
und ob man sie ggf. mit einfachen Mitteln noch verbessern kann.

Der Beweis basiert im Wesentlichen auf dem Uberdeckungslemma fiir universelle Hash-
klassen (Lemma 4.2), aus dem das Uberdeckungslemma fiir die Multiplikation (Lemma 4.3)
folgt. Letzteres beweist, dass man bei Wahl zweier TeilmerideM’ von Z mit Kardi-
nalitat von jeweils 22 einen Faktora finden kann, sodass die Funktionswerte Wrund
M’ unter der Abbildung — (ax) mod 2" div 2"/2*¢ (fiir eine kleine Konstante) jeweils
fast den ganzen Wertebereich abdecken. Hier kdnnte man offensichtlich hochstens den kon-
stanten Faktor noch verbessern. Tatsachlich haben wir ja sogar bewiesen, dass die Funktion
MUL}_, , ©2(2"?) verschiedene Subfunktionen fir partielle Belegungen hat, die die erste
Halfte der Variablen bzgl. der Variablenordnung als Tragermenge haben. Das bedeutet, dass
jedesw-OBDD fir MUL{_, , (fir ein geeignet gewahltes) in der oberen Hélfte fast ein
bindrer Baum ist. Auch hier kann man bis auf den konstanten Faktor nichts verbessern. Es
ist aber nicht klar, ob die Aufteilung der Variablen in eine obere und untere Halfte optimal
ist. Vielleicht bildet das minimale-OBDD fir MULY_, , ja sogar z.B. in den erste@/3)n
Ebenen fast einen bindren Baum?

Dass dies nicht so ist, dass unsere Schranke fir M| tatsachlich asymptotisch opti-
mal ist, beweist folgender Satz.

Theorem 4.10 Es existiert eine Variablenordnung fir die es fur jedes ae Zo ein
m-OBDD fur MULJ_, , mit weniger als3 - 2"/2 Knoten gibt.

Beweis: Seinr die Variablenordnung Ubet = {Xg, ..., Xn_1} Mit

(MDD, ..., 7)) = (Xo, -+, Xn-1).
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Wir beweisen die Aussage, indem wir einen Algorithmus angeben, der die Variablef aus
in der durchr definierten Reihenfolge liest und als Arbeitsspeicher Zustande benutzt, wobei
jeder Zustand einem OBDD-Knoten entspricht. D.h. nach jeder gelesenen Variable ,kennt"
der Algorithmus einerseits die als Nachstes zu lesende Variabtavie einen Wert aus einer
Menge{l, ..., k}, wobeik die Anzahl der mit;; markierten OBDD-Knoten ist. Der ndchste
Zustand muss dann eindeutig durch die Belegung der Variabland den vorherigen Zu-
stand bestimmt sein. Es ist offensichtlich, wie sich aus so einem Algorithmus das zugehoérige
7-OBDD konstruieren lasst.

Seim = [n/2]. In der ersten Halfte liest der Algorithmus die Variabbeyn..., Xm_1
und merkt sich jeweils den Wert aller bisher gelesenen Variablen. Daflir geniigen auf der
Ebene 2 Zustéande und die ersten+ 1 Ebenen des-OBDDs bilden einen binaren Baum,
dessen Blatter die€™mit x,,, markierten Knoten sind.

SeifurO<k <n

S = ((a-kizixi) mod 2‘) div 2.

i=0

Offensichtlich ists, eindeutig durch die Variablery, ..., Xxn_1 bestimmt und jedem der

2™ mit X, markierten Knoten des bisher konstruierten Teil-OBDDs kann der zugehorige
sn-Wert zugeordnet werden. Mit anderen Worten, der Algorithmus speichert auf der Ebene
der mit x,, markierten Knoten den Wes,. Wir zeigen nun fik = m,...,n — 2, dass

Sk+1 eindeutig durcts, und der Belegung vory bestimmt ist. Also kann unser Algorithmus
Smit, - --» Sho1 Sukzessive durch Lesen der Variabbep . . ., x,_» berechnen. Wir werden
auch sehen, dass ML, ,(x) eindeutig durcts,_, und der Belegung vom,_; bestimmt

ist. Somit kann der Algoryithmus, wenngyr 1 berechnet hat, durch Lesen der Variablerny

eine korrekte Ausgabe bestimmen.

Dasssc, 1 eindeutig durchs, und die Belegung vomy bestimmt ist, sieht man am ein-
fachsten, indem man sich die Definition van; mithilfe ,ausgeschnittener” Bits vorstellt
(vgl. Bemerkung 3.4). Set = z,.1...2 mit [z] = (a- Y 2'x;) mod 2'. Dann ist
S = |Zn-1...2Zl. Sei weiterhinz = z,_;...zy mit |Z| = (a-Xc-2) mod 2. Da dies
ein Vielfaches von Rist, sind die letzterk Bits vonZ nicht gesetzt, alsed =z, ;...z ok,

Dann kann aber bei der Addition vzi| und|z| in den letzterk Bits kein Ubertrag entstehen,
d.h.

|Zn_1 ... 2k Zk_1 ... Zo]|
+ |z 4 ...z 0 ...0| (4.9)

|Oh-1...0k Z-1 -.- Zo| (mod 2'),

wobei
Scr1 = |On-1--- Gkl = ((Zno1...2d + 12 ;... Z]) mod 2') div 2 (4.10)

ist. Also ists1 eindeutig durchs, und ' bestimmt, wobe’ hach Konstruktion eindeu-
tig durch x¢ bestimmt ist. Filk = n — 1 erkennt man auch sofort aus Gleichung (4.9),
dass(a Y[~y 2'x)) mod 2 div2"-* eindeutig durchz,_; + Z,_, bestimmt ist. Somit ist
MUL{_, , auch eindeutig durch,_; undx,_, bestimmt, und die Existenz des Algorithmus
ist bewiesen.
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Wir mussen nur noch die Gréf3e des OBDDs abschéatzen. Fir die ersteh Ebenen
folgt eine GroéRe von insgesamt? — 1, da es sich dabei um einen vollstandigen binaren
Baum mit 2" Blattern handelt. Die Anzah.-Knoten mitk > mist offensichtlich genau die
Anzahl moglicher Werte fis, da der Algorithmus in den mi§ markierten Knoten den Wert
von s, speichert. Day € Zon-« ist, erhalten wir —indemwirallgg mtm+1<k<n-1
zu den 2! — 1 oberen Knoten und den 2 Senken hinzuzahlen — als obere Schranke fur die
n-OBDD-GroRe von MUE_, ,

n-1 n—-m-1
2m+1+1+ Z 2n—k — 2m+1+1+ Z 2i — 2m+l_+_2n—m_1.
k=m+1 i=1
Da wir m = [n/2] gewahlt haben, folgt fir gerada eine obere Schranke von

2n/2+1 4 /2 1 = 3.2"2 — 1 und fir ungerada eine obere Schranke von
U2+l 4 oIV2l 1 — 2.2MD/2_1 = 2.2.2V2 1 < 3.2"2_ 1, n

Die obere Schranke aus diesem Theorem und die untere Schranke aus Theorem 4.4 un-
terscheiden sich fir geradesilso nur um einen konstanten Faktor von 363. Zwar hat dieses
Ergebnis keine besonderen Auswirkungen auf die Konstruktion von OBDDs flr Multiplizie-
rer, aber es zeigt, dass man an dem Beweis von unteren Schranken fiir die OBDD-Grdl3e von
MUL?_, , praktisch nichts verbessern kann. Natirlich kann es noch bessere untere Schran-
ken fur die OBDD-GroR3e von MUL 1 ,, geben, aber die Beweistechnik, die darauf basiert,
einen Faktor in Abhangigkeit von der Variablenordnung konstant zu setzen, ist ausgereizt.

Eine obere Schranke fir MUL_1,n

Wir schlie3en die Analyse der OBDD-GroR3e der Multiplikation mit einer oberen Schranke
von O(2*/3) fir die Darstellung von MU}_1, ab. Dies ist die erste nicht triviale obere
Schranke fiir diese Funktion. Bisher war nur die obere Schrank@©vaf! /n) bekannt, die
fur jede boolesche Funktion ailBs, gilt.

Ein Algorithmus, der MUL,_1 n(X, y) berechnen soll, kann erst den einen Faktde-
sen und dann so wie der Algorithmus aus dem Beweis zu Theorem 4.10 das Ergebnis von
MUL? _, .(x) berechnen. Da dieser Algorithmus einen Faktor vollstandig speichern muss,
erhalt man so ein OBDD der Grof@(2°"/?). Allerdings erkennt man leicht, dass man —
nachdem mah derx-Variablen gelesen hat — auch disignifikantestery-Variablen wieder

Lvergessen® kann. So erhalten wir ein etwas kleineres OBDD fur WM.

Theorem 4.11 Es gibt ein OBDD mit7/3) - 2*"/3 Knoten, das die FunktioMUL ,_; , dar-
stellt.

Beweis: SeiX = {Xg, ..., Xn—1}, Y = {Yo, .. ., ¥n—1} undzx die Variablenordnung voXUY
mit

(T[_l(l)v L] n_l(zn)) = (YO, ceey Yn—lv X07 ceey Xn—l)-

Wir beschreiben wie im Beweis zu Theorem 4.10 einen Algorithmus, der die Variablen in der
durchz beschriebenen Reihenfolge liest, und nach jeder gelesenen Variablen sich in einem
Zustand befindet, sodass jeder Zustand einem OBDD-Knoten entspricht.

Seim = [n/3] — 1. Zunachst liest der Algorithmus die Variablgs ..., y,_1 sowie
Xo, - .-, Xm—1 Und merkt sich die Belegung aller gelesenen Variablen. Also entspricht der



Obere Schranken 33

obere Teil des zugehorigen OBDDs einem vollstandigen binaren Baum, dés8eBlatter
die mity, markierten Knoten des OBDDs sind. Sei rarwie im Beweis von Theorem 4.10

definiert, d.h.
k-1
S = <<|y| : Zzixi) mod 2‘) div 2.

i=0
Im Beweis zu Theorem 4.10 haben wir bereits gezeigt, dasseindeutig durchy, s und
Xk bestimmt ist. Genauer gesagt geht aus den Gleichungen (4.9) und (4.10) hervor, dass
S1 hur von den Bitstringg,_1 ...z undz,_, ...z abhangt, wobejz,_; ...zl = s und
1Zr_ 1. Zpl = (IY] - X - 24y mod 2 sind. Dieser letzte Wert ist aber offensichtlich wegen der
Multiplikation mit 2K unabhéangig von depVariableny,_; . .. yn_k. Also hangts, 1 nur von
s« und der Belegung der Variablen, ..., Yn_x_1 Sowie der Belegung vory ab. Aus den
Gleichungen (4.9) und (4.10) ist auch offensichtlich, dass der Funktionswert MU, y)
nur vons,_1, Xn—1 undyg abhangt.

Unser Algorithmus speichert also auf dgrEbenem < k < n — 1, den Werts, so-
wie die Belegung vony ... yn_k_1. AnschlieRend wird die Variablg, gelesen, mit deren
Belegungsc.1 (bzw. firk = n — 1 der Funktionswert MUk_1 (X, y)) eindeutig bestimmt
ist, und die Belegung vom,_x_1 kann ,vergessen“ werden. F&rf gibt es wie im Beweis
zu Theorem 4.10 ausgefiihftZ mogliche Werte und filys . . . Yn_k_1 gibt es trivialerweise
2"k Moglichkeiten. Somit geniigen insgesamitZX x,-Knoten firk > m + 1. Rechnen
wir die zwei Senken sowie den vollstandigen bindren Baum der Grf8g2— 1 mit den
Xm-Knoten als Blattern hinzu, so kommen wir insgesamt auf eine OBDD-GroR3e von

n-1 n—-m-2
2n+m+1+ 14+ Z 22n72k — 2n+m+l+ 14+4. Z 22i
k=m+1 i=0
2n—2m—2 2n—2|
— 2n+m+1+1+4‘2an_1 < 2n+m+1+¥

Da wirm = [n/3] — 1 gewdhlt haben, isgh = (n+ t)/3 — 1 flireint € {0, 1, 2}. Wir
erhalten daher als obere Schranke

2(4/3)n72t/3+2

2(4/3)n+1'/3+ 3 — 2(4/3)n . (21’/3+

22(17'[/3)
)

Eine einfache Unterscheidung der Falle- 0, 1, 2 zeigt, dass der Term in Klammern seinen
maximalen Wert von 73 fir r = 0 annimmt. Dies beweist, dass das hier konstruierte OBDD
hochsteng7/3) - 243" Knoten hat. n

Die ,Lucke* zwischen der unteren Schranke vex(2"/?) und der hier gezeigten oberen
Schranke ist immer noch recht grof3. Es wére daher wiinschenswert, eine von beiden Schran-
ken noch zu verbessern. Interessant an dem Beweis der oberen Schranke ist aber, dass man
dabei keinen verwobene (engl. interleaved) Variablenordnung wahlit — das ist die von Prak-
tikern bevorzugte Variablenordnung, bei der dje und y;-Variablen immer abwechselnd
gelesen werden.






KAPITEL 5

FBDDs

OBDDs sind durch die Variablenordnung sehr stark eingeschréankt. Bei FBDDs fallt diese
Restriktion weg und es sind zahlreiche Funktionen mit exponentieller OBDD-Grof3e bekannt,
die durch polynomiell grof3e FBDDs dargestellt werden kénnen (Wegener, 2000, nennt einige
Beispiele). Naturgemalf ist es somit auch schwieriger, gro3e untere Schranken fiir FBDDs als
fur OBDDs zu beweisen.

Bryant bewies seine untere Schranke fur die OBDD-Gr6Re der Multiplikation, indem er
—in Kenntnis der Variablenordnung— einen Faktoa geschickt konstant wahlte. Auch wir
haben im vorigen Kapitel diese Methode verwendet, dabei aber mehr Mdglichkeitan fir
zugelassen. Bei FBDDs scheint das Konstantsetzen eines Faktors nicht so einfach weiter-
zuhelfen, da es keine feste Variablenordnung gibt. SchlieRlich konnen auf jedem Berech-
nungspfad die Variablen in einer anderen Reihenfolge vorkommen. Die Beweismethode, die
bei FBDDs typischerweise angewendet wird, basiert auf der Arbeit von Simon und Szegedy
(1993). Man wahlt zunachst einen Schnitt durch das FBDD, d.h. eine Menge von Kanten,
sodass jeder Berechnungspfad eine Kante dieser Menge enthélt. Wenn das FBDD Klein ist,
so gibt es eine Kante, durch die viele Berechnungspfade verlaufen. Diese Karigslt
nun wieder die Meng& der Variablen in eine obere Men@e und eine untere Mengé™
ein, wobei keine Variable aug~ auf einem Pfad vor zu einer Senke und keine Varia-
ble ausZ™* auf einem Pfad von der Wurzel aworkommt. Wenn man nun alle partiellen
Belegungen mit Tragermend&™ betrachtet, so kénnen — wie bei OBDDs — die durch sie
induzierten partiellen Berechnungspfade nur dann die Kehtnhalten, wenn die zugeh6-
rigen Subfunktionen gleich sind. Je kleiner das FBDD ist, desto kleiner ist somit der Anteil
verschiedener Subfunktionen von partiellen Belegungen mit einer Tragerrdengeir den
Beweis einer unteren Schranke muss man also fiir eine beliebige Aufteilung der Variablen
in zwei MengenZ~ und Z* beweisen, dass nur ein kleiner Anteil der partiellen Belegun-
gen mit Tragermeng&~ die gleiche Subfunktion definiert. Das Problem ist nun, dass — im
Gegensatz zu OBDDs — die Partitionierung der Variablen von der Belegung der Variablen ab-
hangt. Wir kdnnen daher nicht einen Fak#oin Kenntnis der Partitionierung wahlen, denn
die Wahl vona bestimmt mit, Uber welche Kante des Schnitts ein Berechnungspfad
verlauft und welche Zerlegun@ —, Z*) man fur diesen Pfad erhalt. Also lassen sich weder
Bryants noch unsere Beweisidee aus dem letzten Kapitel auf FBDDs Ubertragen.

Nachdem einige Anstrengungen unternommen wurden eine gute untere Schranken fir
die FBDD-Gro63e der Multiplikation zu zeigen, war schlief3lich Ponzio (1995, 1998) mit ei-
ner schwach exponentiellen unteren Schranke V81™ erfolgreich. Der Beweis ist jedoch
wesentlich komplizierter als Bryants OBDD-Beweis. Und auch hier wird auf Bitebene ar-
gumentiert. D.h. um zu zeigen, dass zwei Subfunktionen verschieden sind, veanrdelme
noch freie Variablen untersucht und so fixiert, dass sie die Ungleichheit der Subfunktionen
bezeugen.

35
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Eine wesentliche Idee des letzten Kapitels war jedoch, die Belegungen\daiablen
ausZ~ bzw. ausZ™ direkt als ganze Zahlex™ bzw. x* aufzufassen, sodass die Belegung
aller Variablen die Summg~ + x* darstellt. Dann konnten wir Uiber didengen M und
M+ aller moglichen Zahlex~ bzw. x* argumentieren. Genauer gesagt, wir konnten fir
einen festen Faktam sowie zwei Zahlerx, X’ € M~ einen Zeugerz € M™ finden, der
beweist, dass sich die mittleren Bits vafx + z) unda(x’ + z) unterscheiden. Hierbei waren
nur die Kardinalitaten der Mengev — und M+ von Bedeutung und wir konnten somit von
der Bitebene abstrahieren. Die zweite wesentliche Idee bestand darin, die Existenz vieler
verschiedener Subfunktionen zu einer gegebenen Partitionierung der Variablen mithilfe des
Uberdeckungslemmas zu beweisen, dass wir fiir universelle Hashklassen hergeleitet haben.
Wir wollen beide Ideen auch im Folgenden aufgreifen, um eine echt exponentielle untere
Schranke vor2(2"/4) fiir die FBDD-GréRe von MUL,_1  zu zeigen.

Ubersicht tiber die Beweisidee

Die generelle Idee ist Folgende: Wie oben beschrieben legen wir einen Schnitt durch das
FBDD so fest, dass jede Kante des Schnitts die VariablerzagsX U 'Y in zwei TeileZ~
und Z* teilt, sodas$Z~| = kiist, fur eink in der GréRenordnung vam/2. O.B.d.A. enthélt
Z~ dann mindestens/2 x-Variablen. Jede Eingahg, y) lasst sich algx™ +x*, y~ +y™)
darstellen, wobex~ die durch die Belegung des-Variablen ausZz— definierte Zahl inZn
ist, undx™, y~, y* analog definiert sind. Fix~— haben wir mindestens‘Z Maglichkeiten.
Wir wahlen nun ein beliebigeg~ fest und beweisen fur alle verschiedengn x; , dass
die durch(x;, y7) und(x; , y~) definierten Subfunktionen von MUL 1 , verschieden sind.
Also kdnnen die durch diese partiellen Belegungen induzierten partiellen Berechnungspfade
nicht die gleiche Kante des Schnitts enthalten. Insgesamt folgt, dass der Schnitt mindestens
24/2 verschiedene Kanten haben muss, und wir erhalten eine untere SchrarRé.
Allgemein mussen wir folgendes Problem l6sen: Gegeben sind zwei verschiedene Zah-
lenx, X" € Zx (die durch verschiedene Belegungen vbn gebildet werden), eine Menge
M C Zox (die Menge der Zahlen, die durch Belegungen ¥Zongebildet werden) sowie eine
MengeA C Zx (die Menge der Faktorem = y~ + y*, die man fiir ein festeg~ und alle
y* erhalt). Um zu zeigen, dass die durgh y~) und(x’, y~) definierten Subfunktionen von
MUL ,_1, verschieden sind, genlgt es, einen Zeu@n) € A x M zu finden, sodass sich
die mittleren Bits der Produki&(x + z) unda(x’ + z) unterscheiden.
Eine wichtige Vorarbeit fur den Beweis der Existenz solcher Zeugen haben wir schon
im letzten Kapitel mit Lemma 4.8 geleistet. Da dieses Lemma nur fiir ungerade Zahlen qgilt,
schranken wir uns auf eine Menge C Z3, ein. Diese Einschrankung ist nicht problema-
tisch, weil wir einfach die Subfunktion der Multiplikation betrachten kénnen, bei der die Bits
mit niedrigster Signifikanz beider Faktoren auf 1 gesetzt sind. Somit handelt es sich um die
Multiplikation zweier ungerader Zahlen.
Um Lemma 4.8 erfolgreich anzuwenden, gentigt es zu allen verschiegderes Zn
eina € Aund einz € M zu finden, sodass einerseits

2 < (h7o(x) — hJx(x)) mod 2" < 2™+

gilt und andererseitgh] () + h](x)) mod 2" = 0 ist. Wir finden diese Werta und z
in zwei Schritten. Im ersten Schritt schréanken wir die Mergauf eine moglichst grol3e
TeilmengeA' ein, fur die gilt

vae A : 2 < (h]o(x) —hly(x)) mod 2" < 2™ —2. (5.1)
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Ggf. mussen wir nun nock und x’ vertauschen, und kénnen so die rechte Seite von (5.1)
durch 2" ersetzen. Damit ist der erste Teil der Voraussetzung von Lemma 4.8 fiir alle
a e A erfullt. Als Nachstes wenden wir ein weiteres Uberdeckungslemma an, dass wir auch
durch die Universalitat der multiplikativen Hashklasse herleiten. Dieses Uberdeckungslem-
ma sagt uns, dass fur ein gentigend grol3es Prodlkt| M| gilt

Jaec A': hgjO(M) = Zom. (52)

Wir kénnen also fir ein geeignetase A’ einz € M mit (hQO(Z) + hgo(x)) mod 2" = 0
finden. Damit ist auch die zweite Voraussetzung von Lemma 4.8 erfllt und wir haben die
Existenz des Zeugefa, z) € M mit (a(x + z))ﬂj # (a(x' + z))ﬂj nachgewiesen.

Das Abstandslemma flr die Multiplikation

Wir beginnen mit der Aussage, dass es zu jeder Mehge Z3, eine grol3e Teilmeng&'’
gibt, die die Voraussetzung (5.1) erfllit. Wenn die Funktion@peine Zahlx € Zxn auf den
Werty € Z,m abbildet, so bedeutet dies, dassm Bereichy - 2"™, ... (y+1-2""" -1
liegt. Im Wesentlichen ist somit die Diﬁeredhgo(x) — hgo(x/)) mod 2" durch die Diffe-
renz(ax — ax’) mod 2' bestimmt. D.h., die erste Differenz liegt nur am ,Rand", also nahe
bei 0 oder nahe bei"™2 wenn die zweite Differenz auch nahe bei 0 bzw. nahe bdiegt.

Um (5.1) zu zeigen, genligt es eine Mengjezu bestimmen, fur die alla(x — x") mod 2

mit a € A’ nichtin der Nahe von 0 oderZiegen.

Lemma5.1 Seis = 2mit0 <k <n—1und AC Z%. Fur alle X, X" € Zy mit X # X'
gibt es eine Teilmenge’ & A mit|A’\ > |Al — §, sodass fiir jeden Faktor a A’ gilt

§ < (ax—=xH)mod 2 < 2" —5.

Beweis: Wir bestimmen fiid = (X’ — x) mod 2" eine obere Schranke fiir die Kardinalitat
der Mengen

A(d) = {aeZs | 1< (adymod 2 <5} und
Ax(d) = {aeZi | 2" -8 < (ad) mod 2 < 2}

Da es flird # 0 kein ungeradea mit (ad) mod 2' = 0 gibt, genligt es
|A1(d) U Ax(d)| < &

zu zeigen. Seien ungerade und so gewahlt, dasg = r - 2% ist (dies ist fird £ O immer
mdglich). Im Beweis zu Theorem 3.10 (S. 20) haben wir bereits gezeigt(ddssod 2'

fur zufalligesa € Z3, gleichverteilt Gber{1-2%,3-25, ..., ..., (25— 1) - 25} ist. Also
folgt mit § = 2
|Ay(d)] = 2"* - Prob (0 < (ad) mod 2' < §)
anEn
1 o2 —1)nf1.253.25 ..., .., 25— 1) - 25
=2 ) n—s—1

— 25. |_2k/23+lJ < 2k71 — 8/2

Da Ax(d) = A (2" —d) ist, folgt | Ax(d)| = |A1(2" — d)| < §/2. Somit erhalten wir schliel3-
lich |Ai(d) U Ax(d)| < 6. n
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Wir wollen dieses Ergebnis nun auf die Hashfunktiohgl tibertragen. Dabei hilft uns
folgende Bemerkung.

Bemerkung 5.2 Seie2 <m < n, z Z € Zy und k> 1 mit
k-2"™ < (z—Z)mod ' < 2"1,

Dann gilt
k < (zdiv2™™ —Zdiv2™™) mod 2" < 2™,

Beweis: Seieny = zdiv2"™ y = Zdiv2™™, t = zmod 27" undt’ = Z mod 2.
Alsogiltz=y-2""™ 4 t sowiez =y - 2"+ 7’ und es folgt

z2—7Z =(y-y)- 2"+ -7,
Da—-2""M <1 -1 <2 Mist, gilt
z—7Z-2"" < (y-y)- 2" < z—-Z 42"

Nach der Voraussetzug> 1ist 2™ < (z—Z) mod 2' < 2" — 2"~™, Somit kbnnen wir
alle Terme der obigen Ungleichungen modulonghmen, ohne dass sich etwas &ndert. Wir
erhalten

(y=y-1-2""mod 2 < (z—2Z)mod 2 < ((y—y +1-2""") mod 2.

Schatzen wir nuiiz—z') mod 2' mit der Voraussetzung nach unten dukc"™ bzw. oben
durch 2—1 ab, so erhalten wir

(y—y+1-2"")mod 2" > k-2"" und
(y—y-1-2")mod2 < 2"t = 2mt.2m
Aus diesen beiden Ungleichungen folgt dann
(y—yY+1Dmod2" > k und (y—y —1)mod 2" < 2™,
was schlieRlickk < (y — y’) mod 2" < 2™1 impliziert. n

Korollar 5.3 Seien2 < m < n, A C Z3, und x, X' € Zx mit X # X'. Dann gibt es eine
Teilmenge AC A mit|A'| > |A] — 2™+, sodass fur jedes a A’ gilt

2 < (hJo(0) —hJy(x)) mod 2" < 2™ —2.

Beweis: Wir wenden Lemma 5.1 mit dem Parameter= 2"~™1 an. Also gibt es eine
MengeA' C A, |A| > |A| — 2™, sodass fir alle € A’ gilt

2™t < (ax—ax) mod 2 < 2" —2"mHL,

Aufgrund der Symmetrie dieser Ungleichungen gelten sie auch, wenx wrid x’ vertau-
schen. Da sich an der Behauptung fur vertausghtiéd x” auch nichts andert kénnen wir
0.B.d.A. 2™ < (ax — ax’) mod 2' < 2! annehmen und die Behauptung folgt dann so-
fort aus Bemerkung 5.2 und der Definition vofi,. "

Dieses Korollar liefert uns die Grundlage fiir den ersten Teil der Beweisidee, eine grol3e
MengeA’ C A zu finden, fur die Voraussetzung (5.1) gilt (s. S. 36). Im nachsten Abschnitt
beschreiben wir, wie wir fur diese Meng® und eine geniigend grol3e Menlgeauch die
zweite Voraussetzung (5.2) erfillen kénnen.
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Ein weiteres Uberdeckunslemma fiir universelle Hashklassen

Unser Ziel ist es, flur eine Mengd' C Z3, und eine MengeM C Zx einen Werta €
A’ zu finden, sodask] (M) = Zqm ist. Da es sich beh; um eine Hashfunktion einer
universellen Hashklasse handelt, liegt es nahe, eine ahnliche Aussage zunachst fir universelle
Hashklassen zu beweisen.

Sei'H eine universelle Hashklasse mit Universiwmund WertebereictR. Wir haben
nun nur einen Teil der Hashfunktionen zur Verfligung, also eine TeilméngeH. Zudem
haben wir eine Meng¥ C U gegeben. Ziel ist es, fir méglichst kleine, beliebige Teilmen-
genF undV zu zeigen, dass es eine Hashfunktioe F mit h(V) = R gibt. Intuitiv ist
es einleuchtend, dass man bei universellen Hashklegsgute Ergebnisse erzielen kann.
Die Universalitat der Hashklasse garantiert ndmlich, dass zwei verschiedene Schlisselpaare
ausV nur unter wenigen Hashfunktionen kollidieren. Somit ist die Gesamtzahl aller Kolli-
sionen fir alle Hashfunktionen und alle Schliisselpaarevakiein. Wenn es aber zu viele
Hashfunktionerh mit h(V) & R gibt, kommt es insgesamt zu zu vielen Kollisionen.

Lemma 5.4 SeiH eine universelle Hashklasse mit Universum U und Wertebereich R, und
sei V C U. Dann gilt fur eine zufallig gewahlte HashfunktiongiH

(IRl = 1)

Prob(h(V)=R) > 1—
rob (h(V) =R) > Vi

Beweis: Seir = |R| undk die Kardinalitat vonV. Im Beweis von Lemma 4.2 hatten wir
bereits flirh € H die Anzahl Schlisselpaare adsdie unterh kollidieren, mit

Sn(V) = [{(x,X) € V x VX # X' A h(x) = h(X)}|

bezeichnet. Seiy (V) fur jedesH < H definiert als) ,,_,, 6n(V). Indem wir ausnutzen,
dassH eine universelle Hashklasse ist, erhalten wir

Sn(V) = Z {(x,x') € V x V|x # X AhX) = h(x)}|
heH
= Z [{heH | h(x) =hx)H}| = Z |H| - F;L%b (h(x) = h(x))

x,x'eV x,x'eV

X#X X#X
1 k-(k—1
> Ml = = |H|-¥ (5.3)

x,x'eV

X#X

IA

Wir betrachten nun die Menge der Hashfunktionen au, fir dieh(V) nicht den ge-
samten Wertebereich abdeckt, dth= {h € H | h(V) # R}. Wir berechnen untere Schran-
ken fir§g (V) und §1_¢ (V) und vergleichen deren Summe dann mit der oberen Schranke
fiir §7¢(V) aus (5.3). Es is¥ die disjunkte Vereinigung alldr—1(y) NV mit y € h(V), also

> bty nv] =

yeh(V)

Nach Definition vonF ist |h(V)| < r — 1 fur jeder Hashfunktiom € F. Indem wir ausnut-
zen, dass die reelle Abbildurig, .. ., z_1) — z:2+...+2_1? unter der Nebenbedingung
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Z1+...+z_1=kihrMinimum firz, = ... = z_; = k/(r — 1) hat, erhalten wir
Se(V) = Y (V) =) Y Ihty)ynVi-(hyynv]-1)
heF heF yeh(V)
=Y 3 (hiynv) =Y Y iy nv
heF yeh(V) heF yeh(V)
k2
k = |F|- —|F| -k
> ~17 = IFl- — —IFI
hereh(V) heF
k
= |F|-k-{— —1). 5.4
F <r—1 ) 54

Firh € ‘H — F ist hingegenh(V)| gleichr anstatr — 1. Wir erhalten véllig analog zur
obigen Rechnung, indem wiF | durch|H — F| undr — 1 durchr substituieren,

Sr_r(V) > |H—F|.k-<';—1). (5.5)

Da nach Definitiors (V) = 8 (V) + 6x_r (V) ist, folgt aus den Ungleichungen (5.3)—(5.5)

k k k-(k—1
|F|.k-<——1)+|H—F|'k.<—— ) < |H|-¥.
r—1 r r

Indem wir|H — F| durch|H| — |F| ersetzen und nadlir | auflédsen, erhalten wir

Fl < IH| - (k—=1)/r —|H|-(k/r =1) 7] - K—1—K+r
- k- -1)—(k/r—1 kr/(r —1) —k
_ r-1% r —1)2
= |H|- Kkt -1 IH]| - T
Also ist bei zuféalliger Wahl vom € H die Wahrscheinlichkeit fur das Ereigrtise F durch
(r — 1)?/k beschréankt. n

SchlieR3lich mussen wir das Ergebnis noch auf die Funktidiignmit a € Z3;, Uber-
tragen. Da obiges Uberdeckungslemma nur fiir die multiplikative Hashklasse gilt, d.h. fir
Funktionenhy!), muss man wieder den additiven Tebrloswerden. Zur Erinnerung: Der
Funktionswert vorh]', ist die Zahl, die durch die Bits an den PositiomeA m,...,n—1
des Termsax + b dargestellt werden. Dh bei der multiplikativen Hashklasse aisn-m
gewahlt wird, ist sein Einfluss auf diese Bits aber nur gering — eine Tatsache, die wir schon

in Kapitel 4 bei Lemma 4.3 ausgenutzt haben.

Lemma 5.5 Seien AC Z}, und M C Zx mit |A] - [M| > 2 +2m+1 fijr ein m> 0. Dann gibt
es ein ac A, sodass fiy(M) = Zonm ist.

Beweis: Da die multiplikative Hashklass&1,, m 1 universell ist (Theorem 3.10), ist fiir eine
zufallig gewahlte Hashfunktiohamq;j1 € Mnm+1 gemal Lemma 5.4 die Wahrscheinlichkeit
fur das Ereigni$a p(M) # Zomia durch(2™* — 1)2/|M| beschréankt. Die Parameté, b)
der Hashfunktionehg“jjrl ausM,, my1 werden au#s, x Zn-m-1 gewahlt. Also ist die Anzahl
solcher Paaréa, b) mit hy ,(M) # Zom1 beschrankt durch

(2m+l _ 1)2 22n+m 2n+m

22n—m—2_ < < .
|M| ||\/|| —| | 2n+2m+1

= |A- 2" = |AX Zon-ma].
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Demnach gibt es ein Pa@a, b) € A x Zn-m-1 Mit hJ'FH(M) = Zpm1.

Wir zeigenhg',(M) = Zom fur diesesa, also dass es fiir jedgse Zom einx € M mit
hM (x) = y gibt. Seiy € Zon beliebig undy’ = 2y + 1 € Zmi1. Wegenht (M) = Zomia
gibt es einx € M mit hJ'i*(x) = y' = 2y + 1, also

@Ry+1) -2 < @ax+bymod 2 < (2y+2)-2"m1
Da0< b < 2"~"™1jst, erhalten wir
y-2"™ < (axymod 2" < (y+1)-2""™
Somitisth{5(x) =Y. =

Dieses Lemma liefert den zweiten Teil zu unserer Beweisidee: Es zeigt, dass fur genu-
gend groRe Mengew' und M Voraussetzung (5.2) qgilt (s. S. 37). Wir kbnnen daher im
folgenden Abschnitt unsere Idee realisieren und die untere Schranke fur FBDDs formal be-
weisen.

Eine echt exponentielle untere Schranke fir die FBDD-Gro63e der Multiplikation

Die allgemeine Idee, untere Schranken fir FBDDs zu beweisen, die wir zu Beginn des Kapi-
tels informal beschrieben haben, geht auf Simon und Szegedy (1993) zuriick. Um die Technik
anzugeben, bendétigen wir folgende Definition.

Definition 5.6 Ein Filter F Uber einer MengeX = {Xu, ..., X} von Variablen ist eine Teil-
menge der Potenzmenge vinsodass fir jedeS € F auch alleS mit SC S € X Element
von F sind. DieGrenzeeines FiltersF ist die Menge alleB € X mit B ¢ F, fir die eine
Variablex; € X existiert, sodasB U {x;} € F ist.

SeiG ein FBDD fiir die Funktionf € By,. Der Filter definiert formal den Schnitt durch
G, den wir zu Beginn des Kapitels erwahnten. Dieser besteht aus den Kaifiterdie die
Menge der Variablen, die nicht auf einem Pfad von der Wurze workommen, eine Gren-
ze B(e) des Filters bildet. Dann definieren alle partiellen Belegungeanit Tragermenge
X — B(e), deren Berechnungspfade zur Kaetiihren, die gleiche Subfunktiofi,. Diese
Uberlegung fiihrt zu folgender Aussage.

Theorem 5.7 (Simon und Szegedy, 1993ei f € B, eine Funktion, die Uber die Va-

riablen aus X = {Xy,..., Xn} definiert ist, und seiF ein Filter Gber X. Wenn es fiir
jede Menge B aus der Grenze vdn hochstens k= 2""BI/L partielle Belegungen
a1, ..., € P(X, X=B) mit f,, = f,, = ... = f, Qibt, so hat jede$BDD fir f

mindestens L Knoten.

Wir kbénnen nun mit den bisherigen Ergebnissen dieses Kapitels die Technik von Simon
und Szegedy auf die Funktion ML, , anwenden.

Theorem 5.8 JedesFBDD fiir MUL,_1 , hat eine GréRe von mindeste2i§'~"/4],

Beweis: Wir nehmen an, dass — 7 ein Vielfaches von 4 ist, und beweisen eine untere
Schranke von @-7/4, Seienm = (n + 1)/4 undk = n — m+ 1 (mit der eben getroffenen
Annahme also natirliche Zahlen). Weiterhin sei I\/LU{Tn die Subfunktion von MUk_1 p,
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bei der die Bits mit geringster Signifikanz beider Faktoren auf 1 gesetzt sind. Offensicht-
lich ist die FBDD-GroRe von MUL_, , eine untere Schranke fiir die FBDD-GroRRe von
MUL -1 . Das Konstantsetzen dieser Bits fiihrt dazu, dass beide an der Multiplikation betei-
ligten Faktoren ungerade, also &% sind. Wir missen aber darauf achten, dass die Funk-
tion MUL;_; , nurvonN = 2n — 2 Variablen abhangt.

Die Funktion MUL,_, , sei ber die Variablen aus = X UY mit X = {xq, ..., Xa_1}
undY = {y1, ..., ¥n_1} definiert. Wir betrachten folgenden Filter Glér

F={Zcz||1Z|>2k+1}.

SeiB < Z aus der Grenze vogt. Offensichtlich enthalB dann genau R+ 1 Variablen
undesgiltjZ—-B| = N-2k—1.SeienY" = YN(Z-B), X = XN (Z-B)und
Yt =Y — Y sowieXt = X — X~. Wir kénnen 0.B.d.A]Y~| < |X~| annehmen, also

~ 1Z — B| N—2k—1 2n—2k—3
s |58 = [N 2 | PR —nkez o)

Wir beweisen nun, dass zwei Subfunktionen, die durch unterschiedliches Konstantsetzen
der Variablen augZ — B entstehen, nur dann gleich sein kdnnen, wenn sich die entspre-
chenden Belegungen in dgnVariablen unterscheiden. Genauer gesagt, zeigen wir fur alle
a€P(Z, Y )undalleg, B’ € P(Z, X™) mit 8 # B/, dass

(MULT 1) s # (MULL3 ) s
o jop

gilt. Offensichtlich gibt es dann hichsten§ 2 verschiedene partielle Belegunggnmit
Tragermenge& — B, sodass die zugehdrigen Subfunktior(MULgfl’n)ly alle gleich sind.

Mit Theorem 5.7, Ungleichung (5.6) und der Wahl von= (n+ 1)/4undk =n—m+1
erhalten wir somit als untere Schranke fir die FBDD-Grél3e von My},

2N—\B|

oIV~

> 2N—(2k+1)—(n—k—2) — 2n—k—1 — 2m—2 — 2(n—7)/4.

Seien alsax € P(Z,Y~) undg, 8’ € P(Z, X~) mit B # B’. Es genligt zu zeigen, dass
es eine partielle Belegung € P(Y, YT) sowie eine partielle Belegurnige P (X, X*) gibt
mit

MUL[_; ,(BA, aa’) # MUL[_; (8’2, ad). (5.7)

Die Belegungema’, mit o’ wie oben, definieren genal2' verschiedene ungerade Zahlen
a € Zj (indem man zusatzlich zu den dureh’ festgesetzten Bits das Bip auf 1 setzt).
Analog seiM die Menge der durch definierten ungeraden Zahlen, indem man zusétzlich
Ao = 1 wahlt und alle freien Bits auf 0 setzt. Schlie3lich seier= |8| und x’ = |8’|.
Offensichtlich gibt es genau dann so ein P&dt 1), das (5.7) erfillt, wenn es ein Paar
(a,2) € A x M gibt, mit

@x+2)0 1 # (ax +2)n 1. (5.8)

Nach Konstruktion gilfA| = 2/¥"! sowie|M| = 2X"I. Da|Y*| = |Y| — |Y | ist, erhalten
wir mit Ungleichung (5.6) und mit der Wahlvdhb=n—-m+1

|A| > 2ﬂ—1—(ﬂ—k—2) — 2k+l — 2n—m+2' (59)
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Da x, X’ verschiedene Elemente a#ds» sind, gibt es gemaR Korollar 5.3 eine Teilmenge
A C Amit |A| > |A] — 2"—™HL > n=m+l godass gilt

vae A': 2 < (hJo(x) —hy(x)) mod 2" < 2™ —2.
Da wir x undx’ vertauschen kénnen, nehmen wir 0.B.d.A.

2 < hfo(¥) —ho(x) < 2™* (5.10)
an. Weiterhin isB die disjunkte Vereinigung voX* undY*, also|A| - [M| = 2/Bl. Es folgt
mit (5.9),k=n—-m+21und|B| =2k +1

|M| — 2|B|/|A| — 22k+1/|A| > 22k—n+m—1 — 2n—m+1'

Da|A| > 2™+ st, folgt mit der Wahl vorm = (n + 1)/4

— 2n+2(n+1)/4+1 — 2n+2m+1

Nun kénnen wir Lemma 5.5 anwenden und erhaltereseinA’ C A, sodasshgjo(M) = Zom

ist. Somit gibt es eirz € M, fir das(h](2) + h]o(x)) mod 2" = 0 ist, und zusammen

mit den Ungleichungen aus (5.10) sind alle Voraussetzungen von Lemma 4.8 erfillt. Die
Anwendung dieses Lemmas liefert uns ddafx + z))ﬂj # (a(x’ + z))ﬂj, also Aussage

(5.8), welche zu zeigen war. L]






KAPITEL 6

Semantischél, +k)-BPs

Bisher konnten superpolynomielle untere Schranken fir die Komplexitat der Multiplikation
nur bei Branchingprogrammmodellen gezeigt werden, die entweder deterministisch sind und
bei denen auf jedem Pfad jede Variable nur einmal vorkommen darf oder die an starke Ein-
schrankungen bzgl. der Reihenfolge der Variablentests gebunden sind (wie z.B. baumgesteu-
ert oder stereotyp). Anders ausgedrickt konnte bisher keine exponentielle untere Schranke
fur die Multiplikation in einem Branchingprogrammmodell gezeigt werden, das echt allge-
meiner als das FBDD-Modell ist.

Wir haben in den vorherigen Kapiteln aber ganz neue Aussagen uber die Multiplikation
hergeleitet, die fur den Beweis unterer Schranken geeignet sind. Daher scheint es angebracht
zu versuchen, mit diesen Aussagen auch bei allgemeineren Modelle exponentielle untere
Schranken zu beweisen. In diesem Kapitel beginnen wir mit semantisthek)-BPs.

Leider sind(1, +k)-BPs bei weitem nicht so gut untersucht wie FBDDs oder OBDDs.
Daher sind die Techniken zum Beweis unterer Schranken auch noch nicht so ausgereift. Ex-
ponentielle untere Schranken fur explizit definierte Funktionen findet man fur (syntaktische)
(1, +k)-BPs bei Sieling (1996), Savicky und Zak (1997b) oder Savicky und Zak (2000) und
fir semantischél, +k)-BPs bei Zak (1995), Savicky und Zak (1997a) sowie Jukna und Raz-
borov (1998). Dabei haben nur Jukna und Razborov (1998) naturliche Funktionen, namlich
lineare Codes, betrachtet. Die Funktionen der anderen Arbeiten wurden speziell so definiert,
dass sich aus ihnen gut untere Schranken oder Hierarchieresultate herleiten lie3en. Da keine
der in den friheren Arbeiten verwendeten Techniken zu den Aussagen Uber die Multipli-
kation aus den letzten Kapiteln passt, werden wir im Folgenden eine neue Beweistechnik
vorstellen, die wir speziell so entwerfen, dass wir die bisher gewonnenen Erkenntnisse Uber
die Multiplikation ausnutzen kdnnen. Einige Ideen unserer Technik (insbes. die Idee zur
nachfolgenden Definition 6.2) sind jedoch an die eben zitierten Beweise flr semantische
(1, +k)-BPs angelehnt.

6.1 Die Beweistechnik
Um die Technik zu beschreiben, benétigen wir noch weitere Definitionen.

Definition 6.1 SeiX = {Xxy, ..., X,} eine Menge von Variablen. Firr zwei partielle Belegun-
gena = ay...ap undB = B1...By von X bezeichneD(«, B) die Menge der Variablen
X € X, in denen siclw und 8 unterscheiden, also fir dig # §; ist.

Es sei daran erinnert, dass zu einer partiellen Beleguihgy durchx induzierte Berech-
nungspfad in einem Branchingprogran@er Pfad ist, der an der Wurzel beginnt, jeden mit

45
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Xi € T (a) markierten Knoten Uiber die mi; markierte Kante verlasst und auf dem ersten
Knoten endet, der mit einer Variablep ¢ 7 (o) markiert ist (s. Definition 4.5).

Definition 6.2 SeiG ein deterministisches Branchingprogramm Uber der Variablenmeénge
und e eine Kante au$s. Die MengeL (e) enthélt alle Paaréx, g) partieller Belegungen
von X mit folgenden drei Eigenschaften:

1. T(a) =7 (B) unda # B.

2. Die durche und g induzierten partiellen Berechnungspfageund ps enthalten die
Kantee.

3. Jede Variablg; € D(«a, 8), die auf einem Berechnungspfad einer Eingabederja,
= P(X, X — T(a)), vorkommt, kommt auch auf beiden partiellen Berechnungspfa-
denp, und pg zwischen der Wurzel undvor.

Mit Lg bezeichnen wir die Vereinigung allérs (e).

Die MengelL s ist eine Abwandlung der Definition sog. ,forgetting pairs* von Jukna und
Razborov (1998). Die Idee dahinter ist folgende: Weang) € Lg(e) ist, so kdnnen die
Berechnungspfade von zwei Eingalenund g nur dann zu verschiedenen Senken fuihren,
wenn auf ihnen mindestens eine Variable &g, 8) zweimal vorkommt.

Bemerkung 6.3 Sei G ein Branchingprogramm Uber einer Variablenmenge X fir eine be-
liebige Funktion fe By,. Fur alle («, 8) € Lg und alleA € P(X, X — T(a)) mit f(aA) #
f(BA) gibt es eine Variable in Qv, B), die mindestens zweimal auf dem Berechnungpfad
vonaA vorkommt.

Beweis: Seien(a, 8) € Lg(e) fir eine beliebige Kante und seix € P(X, X — T (),
sodass jede Variable al(«, 8) nur einmal auf dem Berechnungspfad wen vorkommit.
Seienp und p’ die Berechnungspfade vari und gA. Aus der Definition vorLg(e) folgt
sofort, dass jede Variable al3(«, 8) = D(«aA, B1) auf p zwischen der Wurzel und
vorkommt, also nicht auf dem Subpfad verezur Senke. Da sictp und p’ in e treffen,
koénnen sie sich somit naghnicht mehr trennen und erreichen die gleiche Senke. Es folgt
f(ar) = f(BA). ]

Findet man alsdq, B) € Lg sowie eini, sodassf (wA) # f(BA) ist, so muss mindestens
eine Variable au§ (@) auf dem Berechnungspfad van. zweimal vorkommen. Um zu be-
weisen, dass es ein ,.zu kleined, +(k — 1))-BP nicht geben kann, missen wir aber zeigen,
dass in einem kleinen Branchingprogramm mindeskevisriablen auf einem Berechnungs-
pfad zweimal vorkommen. Die Idee ist nun, fUr ein zu kleiggs+(k — 1))-BP eine Folge
von sich erganzenden partiellen Belegungen . ., ax undga, ..., Bk derart zu finden, dass
(o01...05,01...ai_18i) € Lg furalle 1 < i < k gilt. Danach beweist man, dass es einen
Zeugen gibt, sodass fir alle ¥ i < k gilt

flag...okA) # flor...oi_1Bidigr. .. okA).

Nun muss auf dem Berechnungspfad wan. . oxA zu jeden;, 1 < i < k, mindestens eine
Variable ausD (¢, i) zweimal vorkommen. Also kommen insgesamfariablen zweimal
vor und man erhalt einen Widerspruch zur Existenz eines klgihen(k — 1))-BPs.
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Auf diese Beweisidee kénnen wir aber noch nicht unsere Aussagen Uber die Multipli-
kation anwenden. Denn wenn wir eine untere Schranke fur My} mit den Ideen aus
Kapitel 5 zeigen wollen, so durfen wir nur solche Subfunktionen betrachten, bei denen die
zugehorigen partiellen Belegungen sich in einem Variablentyp (0.B.d.Ayedariablen)
nicht unterscheiden. Wir missen daher die partiellen Belegumgen. ax und 84, .. ., Bk
so wahlen, dasg; und g; sich entweder nur in dex-Variablen oder nur in deg-Variablen
unterscheiden.

Theorem 6.4 Sei f € B, definiert Uber die n Variablen aus Z X U'Y fir disjunkte Varia-
blenmengen X und Y . Weiterhin seteh € N mit¢ > 4und t¢ < n. Wir betrachten beliebi-
ge disjunkte Teilmengen M...,V; € Z mit|Vi| < ¢,1 <i < t, und beliebige partielle Be-
legungeny;, Bi € P(Z, V) mita; # i, fur die entweder Qu;, §i) € X oder D(wj, Bi) C Y
gilt. Angenommen, fur allej\Ve;, B mit diesen Eigenschaften existiert eine Teilmenge |
{1,...,t} mit|1] > k sowie eine partielle Belegurige P(Z, Z — (V1 U ... U V,)), sodass
gilt

Viel: f(Oll. . .O{t)») 75 f(O{l. . .Oli,l,BiO{i+1. . .O{t)n).
Dann hat jedes semantischii +(k — 1))-BP mindesteng’/4-2 4 2 Knoten.

Wir bereiten den Beweis dieses Theorems vor, indem wir zunéchst zeigen, wie man in
einem ,.zu kleinen(1, +k)-BP ein geeignetes Pa@r, 8) € L findet.

Lemma 6.5 Sei f € B, definiert Giber die n Variablen aus Z X UY fir disjunkte Mengen
Xund Y und sef < ¢ < n.Wenn es ein Branchingprogramm G tber Z fur f mit héchstens
2¢/4=2 1 1 Knoten gibt, dann gibt es auch zwei partielle Belegungehvon Z mit folgenden
Eigenschaften:

(@) (o, B) € Le.
O) [T =1TPB)| =<¢.
(c) D(a, B) € X oder D(«, B) C Y.

Beweis: Seik = [ (¢ + 3)/4] > ¢£/4. Wir bezeichnen fiir eine Beleguragder x-Variablen
und eine Belegundp der y-Variablen den durcl{a, b) definierten Berechnungspfad (&
mit pap. Auf jedem solchen Berechnungspfady, seie,, die letzte Kante des kurzesten
Teilpfades vonp, p, der an der Wurzel beginnt und auf dem entwekletrerschiedene-
Variablen odeik verschiedeng/-Variablen vorkommen. Wenn es eine solche Kante nicht
gibt (weil der Pfadp, , wederk verschiedena-Variablen nocrk verschiedeng-Variablen
enthalt), so seg, , die letzte Kante auf dem Pfad, also die Kante, die einen inneren Knoten
mit der Senke des Berechnungspfads verbindet.

Offensichtlich hatG genau 2|G| — 2) Kanten, da es zwei Senken mit Ausgangsgrad 0
und genaliG| —2 Knoten mit Ausgangsgrad 2 gibt. Da ésv2rschiedene Belegungés, b)
von Z gibt, folgt mit dem Schubfachprinzip, dass eine Kamexistiert, sodass, , = e fur
mindestens on on

2G| —2) ~ 2.2042

Belegungen(a, b) gilt. Sei P die Menge aller Pfade, » mit e, , = e, d.h. es gilt mit obiger
RechnungP| > 2"k, Da auf jedem Pfagh € P zwischen der Wurzel und héchstens
2k—1 verschiedene Variablen vorkommen, gibt es eine Md?ige P, |P’| > |P|/2, sodass

— 2n—£/4+1 > 2n7k+l
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auf jedem Pfag € P’ zwischen der Wurzel unelhéchsteng (2k — 1) /2| = k— 1 verschie-
dene Variablen eines Typs, also 0.B.dyAVariablen vorkommen. Wir halten nun diejenige
Belegungb dery-Variablen fest, fur die es die meistammit p,, € P’ gibt (also mindestens
|P’|/2! viele). SeiA die Menge der Belegungen de+Variablen mit Berechnungspfaden
Pap € P’ fur das fest gewahltb. Wir haben nun eine Belegurgder y-Variablen und eine
MengeA von Belegungen dex-Variablen mit folgenden Eigenschaften konstruiert:

Pl IPI/2
o[ = oI

(i) Jeder Pfadp,p mita € A enthalt die Kante und zwischen der Wurzel und der Kante
e kommen aufp, , hdchsteng — 1 verschiedeng-Variablen vor.

i 1Al = o on-IYI-k _ olXI-k

(i) Die Kante e ist entweder inzident zu einer Senke oder auf jedem Pfad a € A,
kommen zwischen der Wurzel uetdyenauk verschieden&-Variablen vor.

Wir betrachten nun zwei Félle. Im ersten Fall gibt es @ig A, sodassp,p weniger
als k verschieden-Variablen zwischen der Wurzel urelenthdlt. Also iste eingehende
Kante einer Senke. Sei die partielle Belegung, die als Tragermenge genau die Variablen
enthalt, die auf dem Pfap, , vorkommen und deren induzierter partieller Berechnungspfad
genaup, p, ist. Offensichtlich gilt dann7 (y)| < 2k — 2. Wir wahlen eine beliebige Variable
Xi € X — 7 (y) und die partiellen Belegungenund 8 mit Tragermeng®/ = 7 (y) U {X;},
die alle Variablen au§ (y) genauso wies belegen, aber zusétzlich die Variabfemit O
bzw. mit 1 belegen. Offensichtlich haben danmind 8 die gleiche Tragermengé und es
ist D(a, B) = {X}. Da pa,» genau der durchr bzw. g induzierte partielle Berechnungspfad
ist undx; nicht auf diesem Pfad vorkommt, folgt, 8) € L. Aul3erdem gilt

T@] = ITB] = [T +1 < k-1 = 2. {%’J —1x 0 s
SchlieBlich ist offensichtlictD(«, 8) € X und die Eigenschaften (a)-(c) der Behauptung
sind erfullt.

Wir kommen nun zum zweiten Fall, bei dem die Pfaglg, fur alle a € A genauk
verschiedene-Variablen zwischen der Wurzel urelenthalten. Angenommen, alle Pfade
Pap Mit a € A haben genau den gleichen Subpfad von der Wurzed. ZDa auf diesem
Subpfad genald verschieden&-Variablen vorkommen, unterscheiden sich die Belegungen
a € Ain den zugehorigen Belegungen dex-Variablen nicht. Dies bedeutet abigk| <
2XI=K im Widerspruch zur Eigenschatt (i).

Also gibt es zwei verschiedene Belegungem®’ € A und eine Variableg € D(a, &),
die auf beiden Pfadep, » und py.p zwischen der Wurzel unedvorkommt. Seietd undU’
die Mengen der Variablen, die jeweils auf den Pfaggp bzw. pa p zwischen der Wurzel
unde vorkommen. Zwar kdnnebd undU’ verschieden&- und y-Variablen enthalten, aber
zumindest die Variable ist in beiden Mengen vorhanden. Da auf jedem Pfag mit
a € Avorehochstens2— 1 verschiedene Variablen vorkommen, g¢ilt], |U’| < 2k — 1.

Mit x; € U NU’ und der Wahl vork = | (£ + 3)/4] folgt dann firv = U u U’

V] < U+ U]-1<4k-3 < ¢ (6.1)

Seien nurw, 8 € P(Z, V) partielle Belegungen, deren nicht freie Variablen wie folgt belegt
sind: Jede Variablg € U wird vona mit der Konstanten belegt, die der Belegung dieser Va-
riablen durch die Eingab@, b) entspricht und jede Variablg € V — U wird vona mit der
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Konstanten belegt, die der Belegung dieser Variablen durch die Eingali® entspricht.
Analog wird jede Variableg, € U’ von 8 mit der Konstanten belegt, die der Belegung dieser
Variablen durch die Eingab@’, b) entspricht und es wird jede Varialdee V — U’ von 8
mit der Konstanten belegt, die der Belegung dieser Variablen durch die EiGgateent-
spricht. Dann belegen offensichtlichund g die Variablen aus/ — (U N U’) gleich, d.h.
D(«x, B) € U NU’. Zudem stimmen der durch (bzw. 8) induzierte partielle Berechnungs-
pfad und der Berechnungspfady (bzw. pap) zwischen der Wurzel uneliberein. Da nach
Konstruktion jede Variable au3(«, 8) € U NU’ auf beiden Pfadep, » und py ,, zZwischen
der Wurzel unde vorkommt und zuden? (@) = 7 (8), abera # g gilt (@ und g unter-
scheiden sich zumindest in der Belegung der Variakigrfolgt also(«, 8) € Lg(e) C Lg.
Weiterhin gilt mit (6.1)|7 (@)| = |7 (B)| = |V| < £ und zudemD(«, 8) C X, weil @ und

B in ihrer Belegung der nicht freien Variablen mit den Eingalé@rb) bzw. (@', b) fir das
gleicheb Gbereinstimmen. Insgesamt haben wir die Behauptungen (a)-(c) gezeigt. m

Dieses Lemma liefert uns nun die Mdglichkeit, in einem gentigend kleinen Branchingpro-
gramm ein Paafx, 8) € Lg zu finden, sodass siehund g entweder nur in der-Variablen
oder nur in dery-Variablen unterscheiden. Unsere Idee basiert aber darauf, mehrere partielle
Belegungenxy, ..., o und By, ..., Bt zu finden, sodass alle Padrg, . ..«aj, a1 ...ai_15i)
ausL ¢ sind. Dies ist mdglich, indem man bei dem Branchingprogramm auf geeignete Weise
die Variablen sukzessive konstant setzt.

Definition 6.6 Sei G ein Branchingprogramm uUbeX = {xi,..., Xy} fur eine Funktion

f e By. Fur eine partielle Belegung bezeichneG, das Branchingprogramm fir die Sub-
funktion f,, das man auf folgende Weise erhalt: Fir jeden mit einer Variaklen 7 («)
markierten Knotew wird jede Kantgu, v) durch eine Kantéu, v’) mit der gleichen Markie-
rung wie (u, v) ersetzt, wobei’ deraj-Nachfolger vorw ist. AnschlieRend kann entfernt
werden.

Es ist offensichtlich, das§,, tatsachlich die Subfunktiofi, darstellt. Insbesondere er-
halten wir aber flr jedes Paar aug,, auch ein Paar ausg.

Bemerkung 6.7 Sei G ein Branchingprogramm Uber einer Variablenmenge X jumihe
partielle Belegung von X. Dann giltey, By) € Lg fur jedes Paar(e, p) € Lg,, -

Beweis: Zunachst bemerken wir, dass der Berechnungspfad einer Eirgab€&,, genau
diejenigen Knoten des Berechnungspfads agnin G enthalt, die nicht mit Variablen aus
7 (y) markiert sind.

Angenommen, die Behauptung gilt nicht, alsg, 8y) ¢ L fur ein PaaKe, B) € Lg, -
Seienp,, und pg, die durchay bzw. 8y induzierten partiellen Berechnungspfadésmuind
seienp, und pg die durche undg induzierten partiellen Berechnungspfad&ip. Weiterhin
seie = (U, v) eine Kante inG|, mit (¢, 8) € Lg,(€) undc € {0, 1} die Markierung von
e. Offensichtlich ist der Knoten auch inG vorhanden, ungb,, und pg, enthalten beide
sowie eine mitt markierte Kanteg = (u, v’). Da aber nach unserer Annahtte/, 8y) ¢
Lg(€) ist, gibt es eine partielle Belegunge P(X, X — T(ay)), sodass 0.B.d.A. auf dem
Berechnungspfad voay . eine Variablex; € D(ay, By) vorkommt, die nicht aufp,,
oder pg, zwischen der Wurzel und’ vorkommt. Dann ist aber auck € D(«, ) und
Xi & T (y). Somit enthalt der Berechnungspfad weonin G, auch die Variable;. Da nach
unserer Annahmex, 8) € Lg,, (€) ist, muss es aup, und aufpg zwischen der Wurzel und
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e jeweils einen mit;; markierten Knoten geben. Dann liegen digs&noten aber auch auf
den Pfaderp,, bzw. pg, zwischen der Wurzel un€. Dies ist ein Widerspruch. "

Wir haben nun alle notwendigen Methoden zum Beweis von Theorem 6.4 an der Hand.

Beweis von Theorem 6.4:SeiG ein (1, +(k — 1))-BP mit |G| < 2¢/42 4 1 fiur die Funk-
tion f € B,. Wir konstruieren wie folgt fir 1< i < t geeignete Belegungen, g mit
Tragermenge/;, sodass es keine Indexmenbec {1,...,t} mit ||| > k zusammen mit
einer partiellen Belegung € P(Z, Z — (V1 U ... U V)) gibt, fur die gilt

Viel: flap...oq¢r) # flog...ai_1fictiq1...oqA).

Wir wahlen zunachst;, 8; mit Trdgermengé&/; so, dass die Aussagen (a)-(c) aus Lem-
ma 6.5 erfillt sind. Also giltV,| < ¢ und «; und 8, unterscheiden sich entweder nur in
den Belegungen det-Variablen oder nur in den Belegungen deWariablen. Zudem gilt
(a1, B1) € Le.

Seinun 1< i < t. Angenommen, fur alle k j < i sinde;, g; undV; den Voraus-
setzungen des Theorems entsprechend gewahlt. Wir betrachten nun das Branchingprogramm
G- Da|Vj| < €furl < j < i gilt, folgt mit der Voraussetzuny- ¢ < n, dass es
nochn —i - £ > ¢ freie Variablen auZ — (V, U ... U V;) gibt. Wir kbnnen daher wieder
Lemma 6.5 anwenden und erhalten so analog zur ersten Runde zwei weitere verschiedene
partielle Belegungea;_ 1, 81 mit Tragermengé&/,,, sodasP (11, Bi+1) eine Teilmenge
von X oder vonY ist, und zudema;, 1, Bit1) € LGM___&i gilt.

Seien schliellich alle;, 8, V; fir 1 < i < t wie beschrieben gewéhlt. Sei weiterhin
a=ay...qcundby = a1..._18iit1...a. Da(wi, Bi) € LGM“O(Fl ist, folgt aus Bemer-
kung 6.7(a1...aj,a1...ai_18)) € Lg furalle 1 < i < t. Mit der Definition vonLg ist
dann offensichtlich, dass gilt

Vi<i<t: (ab)elg. (6.2)

Angenommen, die Behauptung stimmt nicht und es gibt nun eine Mexgek Indizes
aus{l, ...,t} sowie eine partielle Belegurige P(Z, Z — (V1 U... U V,)), sodass gilt

Viel: f@an) # f(bir).

Wir betrachten dann den Berechnungspfader Eingabei. Da hdchstenk — 1 Variablen
auf p mehr als einmal vorkommen und alle Variablenmengygn € I, disjunkt sind, gibt
es einen Index € |, sodass jede Variable a¥ htchstens einmal ays vorkommt. Da
aberD(a, b)) = D(«j, 8i) C V; ist und nach (6.2) das Paéa, b)) € Lg ist, folgt mit
Bemerkung 6.3f (ar) = f (Ij1). Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. [

6.2 Eine untere Schranke fur die Multiplikation

Die eben vorgestellte Beweistechnik wurde schon so formuliert, dass wir sie gut auf die Er-
gebnisse Uber die Multiplikation aus den vorherigen Kapiteln anwenden kénnen. Wir wéhlen
t = 4k und ein geeignetan. Seiemnyy, ..., a; undgy, ..., By wie in Theorem 6.4. Dagenu-

gend grof ist, kbnnen wir eine Mendevon X Indizes finden, sodass sich alleund ; mit

i € Jo.B.d.A. nurin derx-Variablen unterscheiden. Auf diese Weise definiert die Belegung
derx-Variablen durchy; ... o eine Zahlx € Zx und jede Belegung de«-Variablen durch
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a1...ai_18aiy1...ap definiert eine Zahk;. Entscheidend ist nun, dass. ..«; und alle
ay...oi_1Biaivy. .. Miti € Jdiey-Variablen gleich belegen. Die méglichen Belegungen
A der noch freierx- und y-Variablen definieren dann Zahlene M unda € A, sodass sich

die Eingabey; . .. oA als Faktorenpaaia, x + z) und die Eingaber; . ..o _18icii1... 0

miti € J als Faktorenpaar@, x; + z) auffassen lassen. Wir wahlen die Parameter so, dass
A und M wieder gentigend grol} sind, sodass wir mit Korollar 5.3 und Lemma 5& @i

und einz € M finden, sodasky (M) = Z,m ist und

2 < (hJo() —hJo(x)) mod 2" < 2™ —2.

fur allei € J gilt. Indem wir die Menge ded der Indizes weiter einschranken, finden wir
Indizesi, fur die dann 0.B.d.A. gilt

2 < (hTo(x) — hJ5(x)) mod 2 < 2™

Somit sind die Voraussetzungen fir die Anwendung von Lemma 4.8 geschaffen und wir
erhalten einen Zeugdia, z) € A x M, sodass fir die ausgewahlteindizesi gilt

(@ax+2)"1 £ (ax +2)01

Mit Theorem 6.4 folgt dann die untere Schranke fur MUL,,, die wir nun formulieren.
Theorem 6.8 Jedes semantiscli&, +k)-BP fur MUL ,_1 , hat eine Grol3e vom<248('?+1)).

Beweis: Wie auch schon beim Beweis der unteren Schranke fiir FBDDs (Theorem 5.8) zei-
gen wir die untere Schranke fur die Subfunktion MUL,,, die das mittlere Bit des Produkts
zweier ungeraden Zahlen darstellt, indem die Bits mit geringster Signifikgnmd yo, auf

1 gesetzt werden. Seial@= XUY mit X = {Xy, ..., X} undY = {y1, ..., yn} die Menge

der Variablen, von denen MUL, ,, abhangt.

Weiterhin seierk > 1,¢ = [n/(12k) — 4/3],t = 4k undm = 4k¢ + [logk] + 4. Wir
beweisen die untere Schranke, indem wir Theorem 6.4 mit den eben genannten Parametern
£ undt anwenden.

Seiena', g undV; C Z fiir 1 <i <t so, dass sie die Voraussetzungen aus Theorem 6.4
erfillen. Wir wéahlenV = V3, U ... U V,. DaD(¢', ') nach Voraussetzung entweder eine
Teilmenge vonX oder eine Teilmenge voM ist, gibt es eine Mengd C {1, ..., k} von
genau /2 = 2k Indizes, sodass 0.B.d.A (', ') € X fir allei e J gilt.

Wir spalten nun jedes', 1 < i < t, in die durch sie definierte partielle Belegung
ol € P(X,V N X) derx-Variablen sowie die durch sie definierte partielle Beleg_ub@

P, VNY) c_zlery-VariabIen auf. Genauso verf_ahren_ wir rditund erhalterg, undgy. Da
furi € J D(e'p') € Xist, gilt fur diese Indizes, = ;.

Seinunx = |} ...at| und furi € J seix, = |af...ol tBlal™. . at|. Jede partielle
Belegunghy € P(X, X — V) der noch freierx-Variablen definiert dann eine ungerade Zahl
Z € 7, bei der zusatzlich zu den Variablen aXis- V das Bit mit niedrigster Signifikanz
gesetzt ist. Die vollstandige Beleguag. . . ol A« entspricht dann der Zatl + z, und wenn
mana; durchﬂ)‘( ersetzt, erhalt man die Zakl + z. SeiM die Menge aller Zahlem € Z3,,
die man mit einen.y € P(X, X — V) auf diese Weise erhalt. Dann ist offensichtlich

IM| = 2XIZIVRX], (6.3)
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Weiterhin definiert jede Belegung, € P(Y,Y — V) der noch freiery-Variablen zusam-
men mitay ...« eine ungerade Zak € 73, indem man auch hier zusatzlich das Bit

mit geringster Signifikanz setzt. D& = ,8)", fur j € Jist, definieren bei festerh, alle
ab... ) Blaytt. Laliy mit | € J die gleiche Zahk. Sei A die Menge aller Zahlen
a € Z,, die mit einem, € P(Y, Y — V) auf diese Weise definiert werden. Da €$72V""!

solche partiellen Belegungey gibt, gilt also
|A| — 2|Y|—\VﬁY\ > 2\Y\—|V| > 2n—1—t-€' (64)

Wir beweisen im Folgenden, dass ein P@ag 1y) € P(X, X —V) x P(Y,Y — V) und eine
Teilmengel € J mit |l | > k existieren, sodass fur alies | gilt

MUL;_Ln(ai .. .a;AX, a)ll .. .a;ky)

1 i—1pi i+l t 1 t
# MUL[_ (ax. ..o B . oAk, oy ... oyhy).

Mit Theorem 6.4 folgt dann eine eine untere Schranke @¢@/4) = Q(2"“&) fiir die
Grof3e einesl, +(k — 1))-BP fir MUL; _, .
Nach unserer obigen Konstruktion gentgt es zu zeigen, dass eiiéRaare A x M

und eine Teilmengé C J, |1 | > k, existieren, sodass gilt
Viel: [ax+2) | # (ax +2) . (6.5)

Dax # x; fur allei € J gilt, kénnen wir Korollar 5.3 auf alle Paase, x;), i € J, und die
Menge A anwenden. Nach diesem Lemma ist fur jedesJ die Anzahl dera € A, fur die
nicht

2 < (hgy(x) —hJy(x)) mod 2 <2™—2 (6.6)
gilt, durch 2-M+1 peschrankt. D&J| = 2k ist, gibt es hochstenk22"-"*+1 Elementea € A,
sodass obige Ungleichung fiir mindestens eines der RPaaxg miti € J nicht erfillt ist.
Also gibt es eine Mengd' € A mit |A'| > |A] — 2k - 2"~ sodass fur all@ € A’ und
allei € J die Ungleichungen (6.6) erfullt sind. Mit Ungleichung (6.4) und mit der Wahl von
m = 4k¢ + [logk] + 4 undt = 4k gilt

2k . on—m+l 2Iogk+l . 2n—4k£—[|ogk]—4+1 < on—t-£-2 < |A]/2.

Somit foIgt|A/| > | Al/2. Wir bestimmen nun eine untere Schranke fiir das ProdukﬁA(ct;n
und [M|, indem wir die (Un)gleichungen (6.3) und (6.4) sow N X)Uu((V NY) =V,
¢ = |n/(12) — 4/3] und die schon eben verwendete Definition ¥amdm ausnutzen:

|A/| . |M| > |A| X |M|/2 — 2|X—VﬁX|+|Y—VﬂY\—l — 2|Z\—|V|—1 > 22n—t-£—3

— on—4kIn/(120-4/3] - 921-n/3+16k/3-3 _ 95n/3-32/3+2k+42/3-3
= 95N/3-32/3+2(logk]+11 _  on+8n/12-32/3+2[logk]+9

— 2n+8k(n/(12<)—4/3)+2(|ogk]+9 > 2n+8k@+2[|ogk1+9 — 2n+2m+1'

Mit dieser Ungleichung folgt aus Lemma 5.5, dass eseinA’ gibt, sodas$'((M) = Zpm
ist. Sei diesea von nun an fest.
Die Ungleichungen (6.6) besagen, dass fur jedes] entweder

2 < (hTo(x) — hJ5(x)) mod 2" < 2™+ (6.7)
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oder
2 < (hTo(x) — hJs(x)) mod 2" < 2™+ (6.8)

gilt. Eine der beiden Aussagen gilt dann aber fir mindestens die Hélfte aller Indizds aus
Seialsol C J,|l| = ]J|/2 = k so, dass entweder (6.7) fur alles | oder (6.8) fur alle

i €| gilt. Ist ersteres der Fall, so wahlen wiie M so, dasgh]o(x) + h]((2)) mod 2" =0

ist (so einz existiert, dah7' (M) = Zom ist). Gilt hingegen (6.8) fir allé € 1, so wahlen
wir z € M so, dasgh(x) + h(z)) mod 2" = 2™ — 2 gilt. In jedem Fall folgt dann mit
Lemma 4.8 fir allé € |

(@x+2)71 < (@ +2)n1
und wir haben Aussage (6.5) bewiesen. [

Obiges Theorem besagt, dass es kein semantisthe&)-BP fur MUL,,_; , mit polyno-
mieller Grof3e gibt, solande= o(n/ logn) ist. Es gibt keine explizit definierte Funktion, flr
die eine superpolynomielle untere Schranken(fiir-k)-BPs mit asymptotisch grof3ereim
gezeigt werden konnte. Beim Beweis der unteren Schranke konnten wir diesmal vollstandig
auf die in den letzten Kapiteln gewonnenen Erkenntnisse Uber die Multiplikation zurtick-
greifen. Um diese Erkenntnisse verwenden zu kdnnen, mussten wir aber eine Beweistechnik
entwickeln, die zu den Aussagen Uber die Multiplikation passt.






KAPITEL 7

FBDDs mit eingeschranktem
Nichtdeterminismus

Im vorherigen Kapitel haben wir gesehen, dass die Erkenntnisse tber die Multiplikation aus
den Kapiteln 4 und 5 schon ausreichen, auch fir allgemeinere Modelle als FBDDs exponen-
tielle untere Schranken zu beweisen. Die nattrlichste Verallgemeinerung von FBDDs sind
k-BPs und nichtdeterministische FBDDs. Der Beweis exponentieller unterer Schranken fir
diese Modelle ist daher ein nahe liegendes Ziel. Sowohl fur nichtdeterministische FBDDs
als auch fiikk-BPs werden untere Schranken tblicherweise mithilfe von kombinatorischen
Rechtecken oder Pseudorechtecken bewiesen. Gerade fur diese Technik, die auf Borodin,
Razborov und Smolensky (1993) zuriickgeht, scheinen aber unsere Erkenntnisse aus den ers-
ten beiden Kapiteln Uber die Multiplikation nicht stark genug zu sein.

Es ist daher sinnvoall, als ,Zwischenziel” zunachst etwas eingeschréanktere Modelle zu be-
trachten, die machtiger als FBDDs, aber eingeschrankt&rBRs bzw. als nichtdeterminis-
tische FBDDs sind. Hier konzentrieren wir uns auf den Nichtdeterminismus und betrachten
als Zwischenmodell sogv, k)-FBDDs, die Savicky und Sieling (2000) definiert haben.

7.1 PBDDs und(v, k)-FBDDs

Partitioned BDDs kurz PBDDs, stellen eine Verallgemeinerung von OBDDs dar und wur-
den vor allem wegen ihrer guten algorithmischen Eigenschaften untersucht. Sie wurden
von Jain, Bitner, Fussell und Abraham (1992) definiert. Bek (74, ..., k) ein Vektor
von Variablenordnungen un@d = (ws, ..., wg) ein Vektor von Funktionen auB, mit
w1 V...V wg = 1. Ein(k, w, 7)-PBDD ist eine FamilieG von k OBDDs Gy, ..., Gy,
wobei G; die Variablenordnungr; hat und fir die durchG; dargestellte Funktiorf; gilt
fi = (f1v...Vv f) A w;. Die durchG dargestellte Funktionist = f; v... Vv fy.

Offensichtlich kann man eik-PBDD auch als ein nichtdeterministisches FBDD mit
k — 1 nichtdeterministischen Knoten auffassen. Diese nichtdeterministischen Knoten bilden
dabei die inneren Knoten eines bindren Baums, deksdiétter die Wurzeln der OBDDs
Gi, ..., Gk sind. Der Vorteil von PBDDs liegt darin, dass sie einerseits gute algorithmi-
sche Eigenschaften haben und andererseits einige Funktionen mit exponentieller OBDD-
Komplexitat in polynomieller GroRe darstellen kénnen.

Weniger aus algorithmischen Griinden, sondern vielmehr, um den Einfluss der Menge
von Nichtdeterminismus auf die Machtigkeit von Branchingprogrammmodellen zu untersu-
chen, haben Savicky und Sieling (2000) die Definition von PBDDs verallgemeinert.

55
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Definition 7.1 Ein (v, k)-FBDD UberX = {Xq, ..., Xy} ist eine FamilieG von k FBDDs
Gy, ..., Gk UberX. WennG;, 1 < i <k, die Funktionf; € B, darstellt, so reprasentie@&
die Funktionf; v ... Vv fi. Die GroRe desgv, k)-FBDDsG ist |G| := |Gy| + ... + |Gkl.

Diese Art von Nichtdeterminismus ist auch deswegen interessant, weil sie dem vom Turing-
maschinenmodell bekannten ,Rate-Verifikations-Nichtdeterminismus* entspricht. D.h., es
werden erst alle nichtdeterministischen Bits geraten und danach wird deterministisch weiter-
gearbeitet. Wahrend bei OBDDs diese Art des Rate-Verifikations-Nichtdeterminismus zu ei-
nem eingeschrankteren Modell bzgl. polynomieller Komplexitat fuhrt (vgl. Sauerhoff, 2003),
ist die Frage, ob fir beliebig (aber polynomiell) grd@eichtdeterministische FBDDs allge-
meiner algVv, k)-FBDDs sind, bisher ungeltst. Savicky und Sieling (2000) haben fur kleine
k bewiesen, dass die Hierarchie der Klassen der durch polynomiell grafle@-FBDDs
darstellbaren Funktionen bzdd.echt ist, solang& < (2/3),/logn gilt. Solche Ergebnisse
belegen, dass eine minimale Menge an zusatzlichem Nichtdeterminismus schon zu einem
machtigereren Branchingprogrammmodell fiihrt.

Ahnlich wie fir (1, +k)-BPs werden wir im Folgenden eine neue Technik zum Be-
weis unterer Schranken fl(rv/, k)-FBDDs entwerfen, mit deren Hilfe wir dann fir alle
k = o(n/ logn) eine superpolynomielle untere Schranken fur die Komplexitat von Mk
erhalten.

7.2 Untere Schranken fur(v, k)-FBDDs

Wir wollen zum Beweis unterer Schranken f(ir, k)-FBDDs auf eine &hnliche Metho-
de zurtckgreifen, wie wir sie in Kapitel 6 fuil, +k)-BPs entwickelt haben. S& =
{Gyq, ..., Gk} ein ,zu kleines“ (v, k)-FBDD fir die Funktionf e B,. Von wesentlicher
Bedeutung ist wieder die Definition der Menbeg (s. Definition 6.2). Die Idee ist, fiir jedes
einzelne deterministische FBDG;, 1 <i <k, ein Paal«i, i) € Lg; zu finden, sodass es
eine partielle Belegung gibt, mit

Vi<i<k: f(or...akr) > f(or...0i_1fidii1...0kA).

Dann muss die Eingabe; ...axA von mindestens einem FBDE; akzeptiert werden,
d.h. fUr die von diesem FBDD dargestellte Funktifngilt fij(a;...axA) = 1. Da aber
(ai, Bi) € Lg ist und auf jedem Pfad i5; jede Variable nur einmal vorkommt, folgt
fiar...a_1Bij11...axr) = 1 (mit Bemerkung 6.3) im Widerspruch zur Annahme. Wie
auch im vorigen Kapitel besteht das Hauptproblem nun darin, die partiellen Belegungen
aj, Bi so zu finden, dass sie sich fir alle<li < k 0.B.d.A. nur in denx-Variablen unter-
scheiden. Bei der unteren Schranke fl; +-k)-BPs hatten wir uns dadurch beholfen, dass
wir doppelt so viele Paaréy;, i) auswahlten, die sich jeweils nur in der Belegung eines
Variablentyps unterschieden und dann passéniéaare erhielten, die sich alle im gleichen
Variablentyp unterschieden. Hier funktioniert dieser Trick nicht, da wir jedes ausgewahlte
Paar(v;, i) einem FBDDG; zuordnen muissen.

Stattdessen wahlen wir von Beginn an die Paarep;) so, dass die Tragermenge von
aj und B nur x-Variablen enthéalt. Dadurch kdnnen wir aber nicht mehr garantieren, dass
sich die durchy; und 8; induzierten partiellen Berechnungspfade Uberhaupt in einer Kante
treffen, geschweige denn, dags, i) € Lg, ist. Stattdessen schranken wir zusétzlich die
Menge A der mdglicheny-Belegungen auf eine Meng&' ein, sodass fur alla € A’ gilt
(aja, Bia) € Lg,. Dass das moglich ist, zeigt folgendes Lemma.
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Um die Unterscheidung zwischen undy-Variablen zu verdeutlichen, schreiben wir im
Folgenden Eingaben fiir eine boolesche Funktion, die Uber einer VariablenzieageuU'Y
definiert ist, immer als Paar@, b). Dabei ista eine Belegung dex-Variablen undb eine
Belegung del-Variablen.

Lemma 7.2 Sei G eirFBDD Uber der Variablenmenge Z XUY mit|X| = nund|Y| =n’,

das eine Funktion fe B, darstellt. Sei weiterhirl < ¢ < n so, das§G| < 21 +1

gilt, und sei AC {0, 1}" eine Menge von Belegungen der y-Variablen. Dann gibt es eine
Teilmenge AC A mit |[A'| > |A| - 2172 sowie zwei verschiedene partielle Belegungen
a, B e P(X,V)mitV C X und|V| = ¢, sodass gilt

Vae A': ((o,a), (B, @) € Le.

Fur den Beweis des Lemmas benétigen wir folgende kombinatorische Hilfsaussage.
Behauptung 7.3Sei D= (dj),1 <i <r, 1 < j < s, eine Matrix tberf0, 1} mit
mindesteng - r - s Einseintragen0 < ¢ < 1). Dann gibt es zwei verschiedene Zeilei i
sodass fur mehr als - s(e — 1/r) Spalten j giltg; =dy; = 1.

Beweis: Sei fur eine Spaltg¢ und zwei verschiedene Zeileni’

Loy 1 furdij=di/j=1 und

5, i) = ’ ’
0 sonst.

Sei weiterhink; die Anzahl Einsen in Spaltg. Nach Voraussetzung iile Ki>e-r-s.

Da die Funktion(ky, ..., ks) — Zle ki (ki — 1) mit reellenk; unter der Nebenbedingung
stzl ki = K ihr Minimum fiirk; = K /s, 1 < j <'s, annimmt, folgt

>k ki — 1) ver(er —1)  ers(er — 1)
Z<2>_Z 2 Zj; T

j=1 =1

Obige Summe beschreibt offensichtlich genau die Anzahl von Kombinatignérj mit
I </, furdied; ; = di; = 1 gilt. Wir erhalten also den gleichen Wert, wenn wir Gber alle
8j(i,1") summieren:

Yo Y i) = Z(g) > &;‘D

I<i<i’<r j=1 j=1

Nach dem Schubfachprinzip gibt es dann zwei Zeilenh i < i’, sodass

S ers(er —1)  ers(er — 1)
§(,i") = = > €s(e —1/r).
2 2 -y
Somit gilt fir mehr alss(e — 1/r) Spaltenj, dassd; (i, j) = d;(i’, j) = 1ist. [

Beweis von Lemma 7.2:Sei w die Wurzel vonG. Fir jeden Knoternv # w von G sei
v die Menge der Variabler; € X, fiir die es einen Pfad von zu einer Senke gibt, der
einenx;-Knoten enthalt. Analog sai~ die Menge der Variablew; € X, die auf einem
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Pfad vonw nachv vorkommen. Bei der Definition von™ und v~ werden die Start- und
Endknoten der Pfade mit beriicksichtigt, sodass, fedlslbst mit einer Variabler markiert
ist, v” Nvt = {x} gilt. Fir die Wurzelw seiw™ = X sowiew™ = {x}, falls w mit x;
markiert ist, undw— = @, falls w mit einery-Variablen markiert ist.

Wir definieren einerSchnittdurch das FBDD: Se&f die Menge der Kantea = (u, v)
fir dieu™ > n — £ undvt < n — ¢ gilt. FUr jede Kantee = (u, v) ist offensichtlich
vt C ut. Da zudemw™t = X fir die Wurzelw unds™ = ¢ fiir jede Senkes gilt, enthalt
jeder Berechnungspfad genau eine Kante aus dem S¢€hnitt

Fir jede Kantee = (u,v) € C seiVe € X eine beliebigel-elementige Menge fir
dieu™ € Ve € X —v™ gilt. So eine Menge existiert, denn esist € X — v™ und nach
Konstruktion des Schnitts gilt™| > n—¢und|v"| < n—¢,wasju~| < £und|X —v*| > ¢
impliziert. Die Definition vonV, stellt sicher, das¥, alle x-Variablen enthalt, die auf einem
beliebigen Pfad vom nachu vorkommen, aber keine-Variable, die auf einem Pfad van
zu einer Senke vorkommt. D.h., dass es fir jede feste Belegdegy-Variablen nur von der
partiellen Belegung € P (X, Ve) abhangt, ob der Berechnungspfad einer Einggige a)
mit y € P(X, X — V) die Kantee enthalt.

Wir betrachten nun die Menge (e) aller Paarg g, a) mit 8 € P(X, V) unda € A, de-
ren induzierte partielle Berechnungspfade die Kargathalten. Mit dem Schubfachprinzip
gibt es eine Kante € C, sodass die Berechnungspfade von mindestén&| 24C| Einga-
ben(x, a) mit a € A die Kantee enthalten. Wir halten nun diese Karddir den Rest des
Beweises fest. Da ed'2 verschiedene Belegungen der Variablen Xus V, gibt, gibt es
mindestens B A|/(2"~¢|C|) Eingaben(x, a), die sich in den Variablen avé — V, nicht un-
terscheiden und deren Berechnungspfade die Kartghalten. Also gibt es genauso viele
Paare(8, a) € P(X, Ve) x A, deren induzierte partielle Berechnungspfade die Karetet-
halten (es sei daran erinnert, dass es fur festesA nur von der Belegung € P (X, Ve)
abhé&ngt, ob der duraiB, a) induzierte partielle Berechnungspfa@nthélt). Es folgt daher

A 20 A

K =
IK®)] = (] C]

(7.1)

Wenn man jede Kante € C durch eine Kante ersetzt, die an einem neuen Blag¢hdet,
so kann man il einen Baum mit hdchsten&|—2 inneren Knoten mit Ausgangsgrad 1 oder
2 und|C| Blattern einbetten. Da so ein Baum rkitnneren Knoten hdchsteks+ 1 Blatter
hat, folgt|C| < |G| — 1. Wir erhalten also mit Ungleichung (7.1) und der Voraussetzung

Gl <2 +1
2
1A

K| = > 2[Al (7.2)

Gl -1 ~

Wir wahlen nunV = V, und beweisen die Behauptung fir diese Mekgeind («, a)
und (B8, a) ausK(e) mit « # B, so gilt nach Konstruktiory («,a) = 7 (8, a) und die
durch («, @) und (8, @) induzierten partiellen Berechnungspfade enthalten die Kariba
e eine Kante des Schniti§ ist, kommen auf allen Pfaden, die tUbewerlaufen, Varia-
blen ausD((«, @), (8,a)) < Ve héchstens zwischen der Wurzel uedvor. Also folgt
((oc, a), (B, a)) € Lg(e). Es genligt somit, zwei verschiedene partielle Belegunggh e
P(X, V) zu finden, sodass fir eine genligend grof3e Teilmexige A sowohl(«, a) als
auch(g, a) in K(e) sind.

Diese erhalten wir aber ganz einfach aus Behauptung 7.3: Betrachten wir die Blatrix
(dy.a) Mita € P(X, V) unda € A, fur die genau dand, 5 = 1 gilt, wenn(«, a) € K(e) ist.
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Offensichtlich hat diese Matrix‘Zeilen,|A| Spalten undK (e)| Einseintrage. Es folgt mit

Ll Kel o 2A
20 1A T 2t |A|

aus Behauptung 7.3, dass es zwei verschiedene Zeilewibt, sodassl, , = dg 5 = 1 flr
mindestens

e |Al-(e—27") = 2" Al 25 -2 = |A- 24

Spaltera gilt. Geman der Definition der Matri® bilden die mit diesen Spalten assoziierten
Elementea € Adann eine Meng&' € A, |A| > |Al-21-%, sodasse, a) und(B, a) fir alle
a € A’ Elemente vorK (e) sind. Somit gilt fir allea € A" auch((«, @), (8, @) € L. n

Dieses Lemma stellt den Kern unserer Technik zum Beweis unterer Schranken fir
(v, k)-FBDDs dar. Im folgenden Abschnitt werden wir die Beweistechnik vollstéandig
angeben und analysieren.

Die Beweistechnik

Seif € B, eine boolesche Funktion, flr derén, k)-FBDD-Gro63e wir eine untere Schranke
beweisen wollen. Wir beschreiben die Technik durch ein Spiel, das zwei Spieler — Alice und
Bob — miteinander spielen. Das Spiel bestehtlaRsinden; in jeder Runde darf zuerst Alice

und dann Bob eine Entscheidung treffen. Am Ende gewinnt genau einer der beiden Spieler.
Wir legen die Regeln des Spiels so fest, dass Alice in Kenntnis eines kleimé&n-FBDDs

far f immer gewinnen kann. Wenn es ei@ewinnstrategidlir Bob gibt — also eine Strategie,

mit der Bob immer gewinnen kann, egal welche Entscheidungen Alice trifft — so kann es kein
kleines(v, k)-FBDD fur f geben.

Wir entwerfen das Spiel so, dass es fur Funktionen geeignet ist, die — wie die Multiplika-
tion —von zwei Variablentypen abhangen. $e& B, Uiber der Variablenmengé = XUY
definiert, wobeiX eine Menge vom x-Variablen undy eine Menge vom’ y-Variablen ist.

Die Regeln des Spiels hdngen von der Funktfosowie den Parametek) £ € N ab. Das
Spiel mit den Parametek) ¢ fur die Funktionf nennen wirG(f, k, £).

Bevor die erste Runde beginnt, darf Bob eine MeAgec {0, 1}" méglicher Belegun-
gen dery-Variablen festlegen. Danach beginnt die erste Runde. Alice beginnt intéer
Runde, 1< i <k, indem sie eine Teilmeng& < Aj_; mit |A/| > 21-2¢| A_;| wahlt. Dann
darf sie noch bis zé x-Variablen auswéahlen, die sie noch in keiner friiheren Runde gewahlt
hat, d.h. eine Teilmenge < X — (V1 U...UV,_1) mit |V;| < £, sowie zwei verschiedene
partielle Belegungew;, gi € P(X, V;) der x-Variablen. Danach beendet Bob die Runde,
indem er eine beliebige Teilmengg < A’ sowie eine der beiden von Alice bestimmten
partiellen Belegungen auswahlt, also gire {«;, 5i}.

Wir missen abschlieRend noch festlegen, wer das Spiel gewinng;*Skis von Bob
nicht ausgewéhlte Element dieten Runde, d.h. das Element dus, 8} — {yi}. Weiterhin
seienV =ViU...UV,C=yi...xnundc = y1...%-1¥Vi+1... . Bob gewinnt das
Spiel, wenn es eine partielle Beleguing P (X, X — V) sowie eina € A gibt mit

k
f(bc,a) = 1 und \/ f(bg,a) = O. (7.3)

i=1

Andernfalls gewinnt Alice das Spiel.
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Theorem 7.4 Seien fe By.ny undk £ € N mit1l < k¢ < n. Wenn es beim Spiél f, k, £)
eine Gewinnstrategie fuir Bob gibt, dann hat jedesk)-FBDD fur f ein GroRe von min-
desteng~1 + 2.

Beweis: SeiG = {Gy,..., G} ein (v, k)-FBDD uber der Variablenmenggé = X U Y
mit |X| = nund|Y| = n’ flr die Funktion f. Wir beweisen das Theorem, indem wir
|G| < 21 + 1 annehmen und fiir diesen Fall eine Gewinnstrategie fiir Alice beschreiben.
Es sei an die Bezeichnungen bei der Beschreibung des Spiels erinnert.

Bob wéhlt zu Beginn eine beliebige Mendeg < {0, 1}™. Wir zeigen, dass Alice ihre
Entscheidungen in solch einer Weise treffen kann, dass nadhteleiRunde gilt

vae A: ((71---%.8), 1., vi-1", @) € Lg;. (7.4)

Fur die erste Runde wenden wir Lemma 7.2 Gyfund die MengeA; an (die Voraussetzung
|G1| < 2-14+1ist nach unserer Annahm®| < 2/~1+1 erfiillt). Somit erhalten wi¥; € X,
a1, f1 € P(X, V1) und A} € Ao, sodass fur alla € A, gilt ((e1, @), (B1,)) € Lg,. Diese
Objekte stellen dann den Spielzug von Alice dar, der|Mit = ¢ und |A}| > 21726 Ao
regelkonform ist. Danach wahlt BoB; € A] sowie einy; € {a1, f1}. Offensichtlich ist
dann (7.4) fui = 1 erfdllt.

In der (i 4+ 1)-ten Runde betrachten wir das FBO® = (Gj11),,..,; (S. Definition 6.6).
Wir wenden wieder Lemma 7.2 an, aber diesmal@utind die MengeA;. So erhalten wir
analog zur ersten Runde regelkonforme Objekte C X, aji1, Bir1 € P(X, Viy1) sowie
A1 € A. Hierfur ist zu beachten, da&s ein FBDD uberX — (V1 U...UV;) ist, also Uber
eine Menge von mindestens-ki > ¢ freien Variablen, und da& (@) = 7 (8) = V;,, offen-
sichtlich disjunkt zwv; U.... UV, ist. GemaR Lemma 7.2 gilt zudeftw; 1, @), (Bi+1, @) €
Lo fur allea € A/, und mit Bemerkung 6.7 folgf(ys . .. yictiz1, @), (1. .. % Bi+1. @) €
Lg,,, fur diesea. Wenn also anschlieBend Bob ein; € {oj 1, i1} sowie A1 € A,
ausgewabhlt hat, ist (7.4) auch fius- 1 erfiillt.

Wir haben gezeigt, dass Alice das Spiel so spielen kann, dasskriRohden Aussage
(7.4) fur alle 1< i < kgilt. Seien nunc = y1... 4 UNAGC = y1... Y1V Vit1 - - - W
Wir beweisen, dass Alice das Spiel gewonnen hat, also dass (7.3) nicht erflllt ist. Seien
be P(X, X - (V1U...UW)) unda € A, beliebig. Wir zeigen

k

f(bc,a)=0 oder \/ f(bg,a) =1 (7.5)

i=1

Fur den Fall f(bc,a) = 0 ist nichts zu zeigen; sei alsb(bc,a) = 1. Dann gibt es
offensichtlich ein FBDDG; € {Gg,..., Gk}, in dem der Berechnungspfad der Ein-
gabe (bc,a) die 1-Senke erreicht. Da € Ay ist und nach den Regeln des Spiels
A1 D Ay D ... D A dgilt, ist a auch Element vorA;. Nach derj-ten Runde war (7.4)
erfillt, also gilt((y1. .., a), 1. v a)) € Lg. Da es sich aber b&s; um ein FBDD
handelt, bei dem auf jedem Berechnungspfad jede Variable nur einmal vorkommt, folgt aus
Bemerkung 6.3, das$(bc, a) = f(bg, a) ist. Somit istv!‘zlf(bq, a) = 1und (7.5) ist
gezeigt. Somit hat Alice das Spiel gewonnen. [

7.3 Eine untere Schranke fur die Multiplikation

Um eine untere Schranke fir dig, k)-FBDD-GroR3e der Multiplikation zu zeigen, mus-
sen wir fur das SpielG(MUL_1,, k, £) eine Gewinnstrategie fur Bob angeben. Wenn
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das Spiel zu Ende gespielt ist, hat man partielle Belegunger-tariableny; . ..y und
Vi Vic1¥{ Vi1 .. i bestimmt, die wir wie Ublich als ganze Zahlgrbzw. x; auffassen
kénnen. Die mdglichen Belegungen der noch freieviariablen erzeugen dann wieder eine
MengeM von Zahlenz € Zn, sodass fur eine solche Beleguhglie Bistringsci undc A
den Zahlerx undx; + z entsprechen. Zudem wird durch den Verlauf des Spiels eine Menge
A¢ von moglichen Belegungen degrVariablen bestimmt. Diese Belegungen entsprechen
einer MengeA von Zahlen au&,n.

Bobs Strategie sollte also darauf abzielen, dass man am Schlugs ;aud ein Paar
(a, z) auswahlen kann, sodass das mittlere Bit agn+ z) gesetzt ist, wahrend die mittleren
Bits vona(x; + z) alle 0 sind. Dies kann Bob wie iblich mit Lemma 4.8 erreichen, wenn
die Voraussetzungeh',(M) = Zm und 2 < (h7,(x) — h';(x)) mod 2" < 2™ fiir alle
1 < i < k erfullt sind. Die erste Voraussetzung ist gemald Lemma 5.5 einfach zu erreichen,
wenn am Ende des Spiels noch genugend ElementeAawsd M zur Verfugung stehen.
Ein kleines Problem tritt mit der zweiten Voraussetzung auf, da sie fir ake il < k
gelten muss. Hier kann aber Bob eingreifen, indem er in jeder Runde die MgngeA
geschickt einschrankt und das aus{c;, Bi} geeignet auswahlt, sodass am Schluss auch
diese Voraussetzung erfullt ist.

Theorem 7.5 Jedes(v, k)-FBDD fiir MUL ;_1 , hat eine GroRe von mindestef§2"/ ().

Beweis: Wir geben fur das Spigf(MUL ,_1n, k, £) mit1 < ¢ < (n —4)/(7k) — 3/7 eine
Gewinnstrategie fir Bob an. Mit Theorem 7.4 folgt dann die Behauptung.

Seim = k(2¢ + 1) + 1. Bevor die erste Runde beginnt, wahlt Bob als Me/Agdaie
Menge aller Bitstrings € B, mit a9 = 1, sodass genau die ungeraden ZahlenzZaysnit
den Strings aug\y dargestellt werden kénnen. Danach trifft Bob seine Entscheidungen in
solch einer Weise, dass nach dden Runde fur 1< i < k folgende Invarianten erfullt sind:

|AI| > 2n—1—i(2€+1) (76)
Vae A: 2™ < (Jal- (Inl — Iy*)) mod 2 < 2", (7.7)

Wir beweisen zunéchst, dass Bob seine Entscheidungen so treffen kann, dass diese Inva-
rianten nach jeder Rundeerfillt sind. Danach zeigen wir, dass unter dieser Bedingung Bob
das Spiel gewinnt.

Furi = 0 gilt | Ag] = |Z}| = 2"1. Also ist Invariante (7.6) erfullt. Sei nun (7.6) fiir ein
i €{0,...,k— 1} erfullt. Wir zeigen, dass Bob seine Entscheidungen so treffen kann, dass
beide Invarianten (7.6) und (7.7) nach der+ 1)-ten Runde erflllt sind. Seien aldf, ,,
®iy1, fiv1 € P(X, Viz1) und A, die Objekte, die Alice in de(i + 1)-ten Runde gewahlt
hat. Nach den Regeln des Spiels ¢#f_ ;| > 212t A;| und weil (7.6) nach der-ten Runde
erflllt war, folgt

|Ai/+]_| > 21—22 _2n—1—i(2£+1) — 2n+1—(i+1)(2£+1). (78)

Da nach den Regeln des Spiels; und g1 verschieden sein missen, gilt offensichtlich
auch|ai1] # |Bit1l. Wir wenden Lemma 5.1 mig = 2™ an. Demnach gibt es eine

TeilmengeAr,; € A, mit |Ar,| > A, — 2""™, sodass fur jedes € A, gilt

i+1 = "N+l +1|

2™ < (lal - (lei| — 18)) mod 2 < 2" — 2" ™
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Nun gilt fur jedesa € A, ; entweder

2n—m+1

IA

(lal - (jei] = 16i])) mod 2 < 274

oder
2™ < (1al - (1B — i) mod 2 < 21,

Daher gilt entweder ersteres oder letzteres fur mindestens die Halfte aller Elemeig ;
und wir kdnnen ein entsprechendgse {«;, i} und das zugehorige* € {o;, i} — {1}
auswahlen, sodass es eine Teilmerge; € A", mit [Ai 1| > [A",]/2 gibt, flr die
Invariante (7.7) erfullt ist. Fur die Kardinalitdt dieser Mengg,; erhalten wir dann mit

Ungleichung (7.8) und der Wahl van = k(2¢ + 1) + 1 sowie miti + 1 < k
* / _ on—m+1 n+1—(@i+1)(2¢+1) _ on—k(2+1)
Ay > Aal AL —2 2 2
- 2 2 - 2
- 2n—(i+1)(2€+1) _ 2n—(i+1)(2/z+1)—1 > 2n—1—(i+1)(2£+l)‘

Somit ist fur A ;1 auch Invariante (7.6) erfUllt.

Es bleibt also nur noch zu beweisen, dass Bob das Spiel gewinnt, wenn die
Invarianten (7.6) und (7.7) nach jeder Runde erfillt sind. 8ei= y;...% und
G = yi-.-%-1¥"Vi+1..- W Nach den Gewinnregeln (7.3) des Spiels missen wir
zeigen, dass es eme P(X, X — (V1 U... U V)) sowie eina € A, gibt, sodass gilt

MULp_1n(bc,a) = 1 und V1<i <k:MULp_1n(bg,a) = 0.

Sei A die Menge allerjla] mit a € A, M die Menge allerlb] € Zx mit b €
(X, X=(V1U...UV) undx = |c| € Zx sowieX; = |G| € Zxn furl < i < k.
Dann missen wir also zeigen, dass eszeinM sowie eina € A gibt, sodass

(@x+2)"7 =1 und Vi<i<k:(ax +2)1 =0 (7.9)

ist.
Mit Bemerkung 4.6 gilt fir alle =i <k

X=X = Iy nd =l vicyi v ond = Il =147

Also folgt aus Invariante (7.7) fur alle € A
2.2"™ < (a(x —x)) mod 2 < 2" %
Dahl,(x) = ((@x) mod 2') div 2"~ ist, erhalten wir nun mit Bemerkung 5.2
Vae A: 2 < (hTy(x) — hTx(x)) mod 2" < 2™, (7.10)
Invariante (7.6) sorgt dafir, dagg und somit auchA viele Elemente enthélt, also
Al = A = 20ikeED,

Da nach den Regeln des Spi@s| < £ gilt, ist | X — (V1 U ... UW)| = n — k. Somit gilt
IM| > 2"k und mitm = k(2¢ 4+ 1) + 1 und¢ < (n — 4)/(7k) — 3/7 folgt
|A| X |M| > 2n—1—k(2€+1)+n—k£ — 22n—3k£—k—l — 22n—3(n—4)/7+9k/7—k—1
— oNHAN/T+2K/T+5/T _ on+A(n—4)/7-12k/T+2k+3

— 2n+4k/é+2k+3 — 2n+2m+1
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Wir kénnen nun Lemma 5.5 anwenden und erhalteraein A, sodas$y (M) = Zon gilt.
Dann gibt es eirz € M fiir das(h]o(2) + hTo(x)) mod 2" = 2™ ist. Wir wenden fir alle
1<i < kLemma4.8 an, indem wir jeweils = x; wahlen. Mit (7.10) ist die Voraussetzung
dieses Lemmas erfillt, sodass fir alleel < k

(@ax+2)71 > (@t + 27
folgt. Dies ist aber offensichtlich aquivalent zu Aussage (7.9), welche zu zeigen wam

Die soeben bewiesene Aussage liefertkiie 1, d.h. fir FBDDs, eine untere Schranke
von ©(2"7). Sie ist also nicht viel schlechter als unsere untere Schranke&(@t*) aus
Kapitel 5. Wir erhalten fir all&kk = o(n/logn) noch superpolynomielle untere Schranken.
Zudem kann man die unteren Schranken auch auf FBDDs Ubertragen, bei denen nichtdeter-
ministischen Knoten an beliebiger Stelle vorkommen dirfen — allerdings sind dann nur sehr
wenige nichtdeterministische Knoten erlaubt.

Angenommen, es gibt ein FBDB der GroRel mit t nichtdeterministischen Knoten,
das die Funktionf darstellt. Sewv ein nichtdeterministischer Knoten mit ausgehenden Kan-
ten(v, v1) und(v, vo). Wir bilden nun zwei FBDD$51 undG,, indem wir inG; alle Kanten
(u, v) durch Kanter(u, v;) ersetzen. Mit anderen Worten: Wir kodieren die mdglichen nicht-
deterministischen Entscheidung einer Berechnung am Kndiest ein und erhalten so zwei
neue FBDDSG; undG,. WennG; und G, nun die Funktionerf; und f, darstellen, so stellt
G offensichtlich die Funktiorf; v f, dar. Auf gleiche Weise kdnnen wir die nichtdeterminis-
tischen Entscheidungen allenichtdeterministischen Knoten fest einkodieren und erhalten
so 2 FBDDs, sodasg die Disjunktion der von ihnen dargestellten Funktionen ist. Wenn es
also ein nichtdeterministisches FBDD der GrdlBmit t nichtdeterministischen Knoten fir
die Funktionf gibt, so gibt es auch eifv, 2')-FBDD der GroRe. - 2 fur f.

Korollar 7.6 Jedes nichtdeterministisctfDD fur MUL,_; », das hdchstens t nichtdeter-
ministische Knoten hat, hat eine GroRe V&H"2)~t. Dies ist superpolynomiell fiir t=
logn — loglogn — w(1).

Beweis: Angenommen fiir jede positive Konstantegibt es ein nichtdeterministisches
FBDD mitt nichtdeterministischen Knoten der Grof&/2- fiir die Funktion MULy_1.n.
Mit der obigen Konstruktion erhalt man dann kie 2t ein (v, k)-FBDD der GroRe 2V fur
MUL _1 . Diesist firc < 1/7 und gentgend grof3asin Widerspruch zu Theorem 7.5m

Ubrigens konnte bis heute fiir keine Funktibne B, bewiesen werden, dass sie poly-
nomielle Grof3e fur nichtdeterministische FBDDs, aber exponentielle Grol3e fir FBDDs mit
héchsten®(logn) nichtdeterministischen Knoten hat (vgl. Wegener, 2000, Problem 10.5).
Korollar 7.6 wesentlich zu verbessern, scheint also ahnlich schwierig zu sein, wie eine untere
Schranke fiir allgemeine nichtdeterministische FBDDs zu beweisen.






KAPITEL 8

Schluss

Wie schwer ist es zu multiplizieren? Wir kénnen nicht erwarten, auf diese eingangs gestellte
Frage in naher Zukunft fir irgendein allgemeines Rechenmodell wie Schaltkreise oder Bran-
chingprogramme eine vollstédndige Antwort zu finden. Wir kénnen aber versuchen, nach und
nach zu umfassendereren Erkenntnissen tber die Multiplikation zu gelangen und neue Tech-
niken zum Nachweis oberer und unterer Schranken zu entwickeln, um auf diese Weise die
Komplexitat der Multiplikation besser einzugrenzen. Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit
stellen einen weiteren Schritt in diese Richtung dar.

Das fir die Praxis relevanteste hier vorgestellte Ergebnis ist sicherlich die untere Schran-
ke von 2/2/61—4 fiir OBDDs. Sie beweist erstmals, dass OBDDs zur Verifikation von Multi-
plikationsschaltkreisen realistischer Grof3e (z.B. 128-Bit Multiplizierer) ungeeignet sind und
bestétigt die seit langerem gehegte Vermutung, dass die wahre OBDD-Groé3e der Multipli-
kation wesentlich groRer al$/8 ist. Es wird zwar allgemein angenommen, dass die wahre
OBDD-Komplexitat der Multiplikation mindestens’ detragt, aber unsere obere Schran-
ke aus Theorem 4.10 fir die Funktion MfL , zeigt, dass man fir den Beweis unterer
Schranken in dieser Grof3endordnung nicht mehr Uber das Konstantsetzen eines Faktors ar-
gumentieren kann, sondern einen einen anderen Ansatz benétigt. Mit der oberen Schranke
von O(24/3") fir MUL,_1,» haben wir versucht, die Licke zwischen unterer und oberer
Schranke zumindest etwas weiter zu schlieRen.

Zum Beweis der unteren Schranke fiur OBDDs haben wir neue Eigenschaften Uber die
Multiplikation verwendet, die sich aus der bekannten Tatsache ableiten lassen, dass die li-
nearen Funktionen Ub&/2"7Z eine universelle Hashklasse bilden. Diese Ideen haben wir
in Kapitel 5 weiter ausgebaut, um die erste echt exponentielle untere Schranﬁ(%ﬁ
fur die FBDD-Grol3e des mittleren Bits der Multiplikation zu beweisen. Entscheidend war
auch fur diesen Beweis ein Uberdeckungslemma fiir universelle Hashklassen (Lemma 5.4),
das sich auf die Multiplikation tbertragen liel3 (Lemma 5.5).

In den Kapiteln 6 und 7 haben wir uns weniger mit den Eigenschaften der Multipli-
kation beschéftigt, als viel mehr damit, wie sich die bereits in den friheren Kapiteln ge-
wonnenen Erkenntnisse flr den Beweis unterer Schranken in allgemeineren Branchingpro-
grammmodellen ausnutzen lassen. Durch die Entwicklung neuer Beweistechniken konnten
wir sowohl flr semantischél, +k)-BPs als auch fiitv, k)-FBDDs untere Schranken von
220k fiur die Komplexitat der Multiplikation herleiten. Dies bedeutet, dass diese Funk-
tion sich furk = o(n/logn) nicht durch semantischd, +k)-BPs oder(v, k)-FBDDs po-
lynomieller GroRRe darstellen Iasst. Bis heute sind selbst fur syntaktidchek)-BPs mit
k = Q(n/logn) fur keine explizit definierte Funktion superpolynomielle untere Schranken
bekannt. Bei(v, k)-FBDDs gibt es natirlich exponentielle untere Schranken fir beliebig
grol3ek, aber es gibt fuk = Q(n/logn) keinen Beweis einer superpolynomiellen unteren
Schranke fur eine Folge von Funktionen, der nicht auch gleichzeitig eine superpolyonomielle
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untere Schranke fir allgemeine nichtdeterministische FBDDs impliziert.

Neben dem grundsatzlichen Interesse daran, moglichst viel Gber eine so fundamentale
Funktion wie die Multiplikation zu erfahren, hatten wir eingangs die Analyse der Komplexi-
tat von wichtigen Funktionen in Branchingprogrammmodellen vor allem mit zwei weiteren
Argumenten motiviert: Zum einen kann man durch den Beweis unterer Schranken zu Er-
kenntnissen Uber wichtige Eigenschaften der Funktion gelangen und zum anderen mussen
ggf. neue Beweistechniken entwickelt oder bekannte Beweistechniken verbessert werden,
damit sie auf die speziellen Eigenschaften der betrachteten Funktion angewendet werden
kénnen. Beides ist hier am Beispiel der Multiplikation erfolgt.

Die ldeen zum Beweis unterer Schranken fiir+k)-BPs und(v, k)-FBDDs, die wir
hier entwickelt haben, konnten auf3erhalb dieser Arbeit noch auf eine ahnliche Weise formali-
siert und auf andere Funktionen angewendet werden (Woelfel, 2002a). Dies hat zur Definition
von sog. k-wise £-mixed“ Funktionen gefuihrt, fir die eine Komplexitat vofi2 sowohl
bei semantischefil, +k)-BPs als auch bei nichtdeterministischen FBDDs mit hochdtens
Knoten nachgewiesen wurde. Dadurch konnte z.B. bewiesen werden, dass es Folgen expli-
zit definierter Funktionen gibt, die polynomiell gro3e FBDDs kitichtdeterministischen
Knoten, aber keine polynomiell groRen FBDDs kit 1 nichtdeterministischen Knoten ha-
ben (furk = o(n¥3/1og¥?® n)). Zudem konnten die zuvor bekannten Hierarchieresultate fiir
semantischél, +k)-BPs (vgl. Kapitel 2, S. 7) verbessert werden.

Da die Erkenntnisse Uber die Multiplikation aus den Kapiteln 4 und 5 recht allgemein
sind, konnten sie auch bei anderen, in dieser Arbeit nicht behandelten Branchingprogramm-
modellen zum Beweis unterer Schranken verwendet werden. So haben Bollig, Waack und
Woelfel (2002) sowie Bollig und Woelfel (2002) unter Verwendung der hier vorgestellten Ei-
genschaften der Multiplikation exponentielle untere Schranken fur My)-bei sog. well-
structured graphgesteuerten nichtdeterministischen FBDDs bewiesen (bei Bollig, Waack
und Woelfel handelt es sich dabei um XOR-Nichtdeterminismus). Die Eigenschaft ,well-
structured” schrankt zwar graphgesteuerte FBDDs weiter ein, aber das Modell ist dennoch
echt allgemeiner als das der deterministischen FBDDs. Schlief3lich konnten kirzlich Sau-
erhoff und Woelfel (2003) eine untere Schranke V&3 237 fir die GroRe von nicht-
deterministischen (syntaktischek)BPs beweisen, die das mittlere Bit der Multiplikation
darstellen. Fur den Beweis dieses Ergebnisses waren jedoch die hier vorgestellten Aussa-
gen Uber die Multiplikation zu schwach und es mussten weiterflihrende Eigenschaften der
Funktion ausgenutzt werden. Die entscheidende Idee, diese Eigenschaften aus der Tatsache
abzuleiten, dass die multiplikative Hashklasse universell ist, wurde jedoch auch dort wieder
aufgegriffen.

Sieht man von nichtdeterministischen oder unbedeutenderen Branchingprogrammmaodel-
len ab, bleibt also bzgl. der Komplexitat des mittleren Bits der Multiplikation vor allem eine
Frage offen: Welche Lange muss ein polynomiell grol3es Branchingprogramm ftr die Funk-
tion MUL,_1, mindestens haben? Fir eine Variante von Branchingprogrammen, bei denen
an einem Knoten statt nur einer Variable ein ganzer Block von Variablen gelesen werden
muss, finden sich bei Sauerhoff und Woelfel (2003) auch exponentielle untere Schranken fur
langenbeschrankte Branchingprogramme. Diese Schranken lassen sich aber nicht auf das hier
verwendete bindre Modell Gbertragen, sodass trotz der exponentiellen unteren Schranke flr
k-BPs noch offen ist, ob es vielleicht ein Branchingprogramm der Lang&dMUL ,_1
mit polynomieller Gré3e gibt. Vielleicht liegt aber auch die wahre Mindestlange eines poly-
nomiell gro3en Branchingprogramms fir MRl , in der Nahe der (mit der Schulmethode)
trivialen oberen Schranke vcm(nz)’? Neuere Uberlegungen lassen vermuten, dass dem nicht
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so ist. So gibt es einen (noch unfertigen) Ansatz, ein randomiskeB&mitk = (logn)°®
polynomieller Gro3e zu konstruieren, dass mit polynomiell kleiner Fehlerwahrscheinlichkeit
die Funktion MUL,_1, berechnet. Natlrlich wiirde ein Resultat in dieser Richtung noch
nichts Uber deterministische Branchingprogramme aussagen — hier sind sicherlich noch wei-
tere Untersuchungen angebracht.

Auch wenn noch einige Fragen offen sind, so ist man doch inzwischen mit dem Beweis
grofRer unterer Schranken fir MLy ,, fast bei den allgemeinsten Modellen erfolgreich, fur
die sich Gberhaupt superpolynomielle untere Schranken fur explizit definierte Funktionen be-
weisen lassen. Fir allgemeinere Branchingprogrammmodelle missen also erst grundsétzlich
Techniken zum Beweis unterer Schranken entwickelt werden, bevor man der Antwort auf die
Frage ,wie schwer ist es zu multiplizieren“ wieder etwas naher kommen kann.






Anhang

Nachtrag zum Beweis von Lemma 4.8

Wir beweisen hier die Aussagen (b)-(d) aus Lemma 4.8. Die Notation wird aus dem Beweis
von Aussage (a) auf S. 27f. ibernommen.

Aussage (b): Aus den Gleichungen (4.3) und (4.5) sowie der Voraussetzyngk) mod
2m = 2m-1 folgt

ax+az= (y+k)-2"™+5+7 = 2"1+5+7 (mod 2).

Dasd + t € Zx-mist, ists + v < 2"1 und somit(ax + az) mod 2' > 2"~1. Also folgt
(a(x + 2))h~1 = 1. Wir zeigen nun(a(x’ +2))h-7 = 0. Indem wir die Gleichungen (4.4)
und (4.5) sowigy + k) mod 2" = 2™1 benutzen, erhalten wir

ax +az= (Y+k-2""+68 +1
= (Y+k=(y=y) - 2""+8 +7
=214y -y 2" +8+7 (mod2). (8.1)

Nach Voraussetzung ist2 (y — y') mod 2" < 2™ woraus
2 < (Y —y)-2" mod 2 < 2" —2.2"™
folgt. Wir setzen dies in (8.1) ein und erhalten @it = € {0, ..., 2- (2" — 1)}
0 < @4+azmod? < 2"1_2
Also folgt (a(x’ +2))""1 = 0.
Aussage (c): Aus den Gleichungen (4.4) und (4.5) sowie der \Voraussetzung
(Y + k) mod 2" = 2™-1 _ 2 folgt
ax +az= (y+k) - 2""+§ +7 =2"1-2.2""4+ 8+ (mod 2).

Wegens’ + t € Zx-m folgt (ax’ + az) mod 2' < 2" ! also(a(x’ + z))ﬂj =0.
Wir zeigen nun{a(x + z))ﬂj = 1. Indem wir die Gleichungen (4.3) und (4.5) sowie
(y' + k) mod 2" = 2™-1 _ 2 benutzen, erhalten wir

ax+az= (y+k - 2""+85+1
= (Y+k-(/=y)-2""+5+7
=271 2. 2" (y—y)- 2454+ 17 (mod D).
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Mit der Voraussetzung Z (y — y) mod 2" < 2™ *unds + 7 € {0,...,2- (2™ - 1)}
folgt
21 < (ax+azymod 2 < 2"—2.

Also ist(a(x + 2))h~ 1 =1,

Aussage (d): Aus den Gleichungen (4.4) und (4.5) sowie der \oraussetzung
(Y + k) mod 2" = 2™ — 2 folgt

2" —-2.2""4+ 8+t (mod 2.

axX'+az= (Y+k)-2""+8 +1
Wegend’, t € Z-m folgt
2"—2.2"" < (@axX+azzmod 2 < 2" -2,
also(a(x’ +z)h1=1.

Indem wir die Gleichungen (4.3) und (4.5) sowig + k) mod 2" = 2™ — 2 benutzen,
erhalten wir

ax+az= (y+k) -2 +5+1
(Y+k=( =-y)-2""+8+7
=2"-2.2""4(y—-y)- 2"+ 85+17 (mod 2.

Mit der Voraussetzung Z (y — y) mod 2" < 2™ *unds + 7 € {0,...,2- (2™ - 1)}
folgt
0 < (ax+azmod?2 < 21 _2

Also ist (a(x + 2))h"1 = 0. n



Symbolverzeichnis

D o XOR-Operation, Seite 8.

(),‘§ ................. Flez € Zox ist (z)'g der String, der aus den Bits an den Positionen
£, ..., kder Binardarstellung vombesteht, Seite 10.

[ Fux € B, ist |x| die Interpretation vomx als Zahl inZ,n, Defini-
tion 2.5, Seite 10.

1, +k)-BP.......... S. Definition 2.4, Seite 6.

(v,k)-FBDD ....... S. Definition 7.1, Seite 56.

Ok 1k %% ... .. ... Furc e {0, 1, } istc* die Folgec. .. c vonk Symbolerc, Seite 11.
ADDjp v Boolesche Funktion, die date Ausgabebit der Summe zweier

Bit Zahlen darstellt, Definition 2.6, Seite 10.

ADD, ..o Boolesche Funktion, die alle Ausgabebits der Summe zn&r
Zahlen darstellt, Definition 2.6, Seite 10.

Bp oo Die Menge der Binardarstellungen von Zahlen Zgs Defini-
tion 2.5, Seite 10.

By oo Abkurzung fiB, 1, Seite 3.

2 Klasse der booleschen Funktiorien{0, 1}" — {0, 1}™, Seite 3.

BP(f) .............. GroRRe des minimalen Branchingprogrammsffibefinition 2.1,
Seite 3.

k-BP ............... S. Definition 2.4, Seite 6.

BP ................. Abk. fir Branchingprogramm, Definition 2.1, Seite 3.

D(a,B) «..covvvnnn. Fur zwei partielle Belegungeng ist dies die Menge der Variablen

in denen siclw und 8 unterscheiden, Definition 6.1, Seite 45.
div ... Ganzzahlige Division ohne Rest, Seite 16.

DIVh oo Funktion, die die signifikantesten Bits des Quotienten zweier als
Binardarstellung gegebener Zahlen berechnet, Seite 12.

f(M) ..o Bild der Meng® unter der Funktionf, Seite 23.
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=L Urbild der Abbildund , also f ~1(y) = {x | f(x) =y}.

flo oo Subfunktion der Funktioh fir die partielle Belegung:, Defini-
tion 4.5, Seite 26.

FBDD .............. Free Binary Decision Diagram, Definition 2.3, Seite 5.

hg}b ................ Funktion der multiplikativen Hashklasse mit Wertebergéjgh De-

finition 3.9, Seite 18.

Mam oo Multiplikative Hashklasse mit Universuiy» und Wertebereich
Z-m, Definition 3.9, Seite 18.

MULin ooooininnn.. Boolesche Funktion, die dase Ausgabebit des Produkts zweier
n-Bit Zahlen darstellt, Definition 2.8, Seite 10.

MUL, .o Boolesche Funktion, die alle Ausgabebits des Produkts zwBier
Zahlen darstellt, Definition 2.8, Seite 10.

PX, XY oo Menge der partiellen Belegungen vomit TragermengeX’, Defi-
nition 4.5, Seite 26.

T@) it Tragermenge einer partiellen BelegunBefinition 4.5, Seite 26.

/YA Y/ Restklassenring der ganzen Zahlen maalulo

Y/ Die Meng), ..., k — 1}, Definition 2.5, Seite 10.

Y/ Menge der invertierbaren Elemente des Rif¢&., Seite 18.
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