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Zusammenfassung

Gegenstand der &henuckflihrung ist, aus einer gegebenen Menge von Abtast-
punkten einer Flche eine ldherung zu rekonstruieren, die diaéthe noglichst

gut repasentiert. Ein weit verbreiteter Ansatz ist, die rekonstruieraelté durch

ein Netz aus Polygonen, meist Dreiecken, zu beschreiben. Die Schwierigkeit be-
steht darin, unter den kombinatorisch vielemdlichkeiten eing,gute” Rekon-
struktion zu erhalten, insbesondete tien Fall, dal3 die urspnglich gegebene
Flache nicht bekannt ist. Im Zusammenhang mit Verfahren zacHdnuckfiih-
rung treten vieléltige geometrische Teilprobleme auf, dig §ich gesehen inter-
essant sind. In dieser Arbeit werdeur #€ine Reihe solcher Probleme effiziente
Algorithmen entwickelt. Zu nennen sind Korrektheitsbetrachtungeré&n ge-
brauchlichen Oriented-Walk-Algorithmus, Triangulierung innerhalb frahlba-

rer, nicht konvexer Gebiete in der Ebene, Berechnung konvexigrvon Poly-
gonen auf Sparen mit linearem Zeitaufwand, Stakditvon Delaunay-Facetten
mit Anwendung auf die Rekonstruktion geschlossenaclié¢h sowie effiziente
Aufzahlung polygonaler Hilfen.






KAPITEL 1

Einleitung

1.1. Flachennickfuhrung

Flachenuckflihrung bedeutet, aus einer gegebenen Menge von Abtastpunkten ei-
ner Fiiche eine ldherung zu rekonstruieren, die dieaélie noglichst gut re-
prasentiert. Diese Rekonstruktion kann als Approximations— oder als Interpolati-
onsproblem verstanden werden. In dieser Arbeit wird von einer Interpolationsauf-
gabe ausgegangen. Ein weit verbreiteter Ansatz in diesem Fall ist, die rekonstru-
ierte FEiche mit einem Netz aus Polygonen, meist Dreieckempanziehen. Die
Interpolationsbedingung edit man dadurch, dal? die Eckpunkte der Dreiecke ge-
nau die Abtastpunkte sind. Die Kanten und Dreiecke des Netzes sollen nur solche
Abtastpunkte miteinander verbinden, die innerhalb der abgetastetehe;be-
nachbart” sind. Je nach Anforderung kann ein so konstruiertes Dreiecksnetz be-
reits das Endergebnis derdehienuckflihrung darstellen, oder die Grundlage f~
Freiform-Interpolationsverfahren bilden, siehe z. 8M91, MLLM *92, Baj92,
Nie97).

Bei gestreut abgetastetenaElien erweist sich die &henuckflihrung als ein
schwieriges Problem. Dies liegt daran, dal3 nicht ohne weiteres klar ist, wie die
Nachbarschaften der Abtastpunkte auf der gesucheehElzu v@hlen sind. Ei

eine gegebene Punktmenge sind dah@icherweise zahlreichedsungen rg-

lich, unter denen die gawschte passend zu charakterisieren ist. EineulBnofig

in diese Problematik und eine recht umfassedtiersicht von Rekonstruktions-
verfahren findet sich in\IM97, MM98 ].

Das Problem der Bthenuckfuhrung tritt insbesondere im Zusammenhang mit
dem Entwurf und der Fertigung von Werlgsken im Maschinenbau auf, sie-

he z. B. Fri97]. Massenproduzierte Teile werden dabei oft so konstruiert, daf3
ihre Oberféche sich aus einer von Hinterschnitten freien, d. h. injektiv proji-
zierbaren,Oberseite” und einer ebensolchddnterseite” zusammensetzt. Eine
Reihe von Fertigungsverfahren erfordert diese Art der Konstruktion, z. B. Ge-
senkschmieden, Tiefziehen und Giel3en. Bei injektiv projizierbarachieli kann

die Berechnung eines Dreiecksnetzes durch Triangulieren einer planaren Punkt-
menge geschehen. Dazu werden die Abtastpunkte in eine Ebene prajiagrt, ~
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der die Féche injektiv liegt, und dort trianguliert. Das Dreiecksnetz ergibt sich
dann durch direkteBlbertragen der planaren Triangulierung auf die wragti:

chen Punkte. Bei einer injektiv projizierbaren abgetastetanhd ist damit die
Konstruktion eines Dreiecksnetzes durch planare Triangulierung recht einfach
maoglich.

Auf den ersten Blick scheint damit dasaehienuckfihrungsproblemut den in-
jektiv projizierbaren Fall gelst. Es zeigt sich aber, daf3 die Wahl der Triangulie-
rung Einflul® auf die Quakif'der Approximation hat und es im allgemeinen nicht
gernugt, eine beliebige Triangulierung zu nehmen. Die Abbildungsserie 1.1-1.4 il-
lustriert dies anhand unterschiedlicher Triangulierungen einer gegebearedreFI”
Abbildung 1.1 zeigt die Frankesche Klippenfunktion, eine extrudierte Arcustan-
genskurve frra82]. Auf dieser Fiche wurden 100 Abtastpunkte verteilt. Neben
der Delaunaytriangulierung der Abtastpunkte sehen wir zwei sogendatas-
abhangigeTriangulierungen, ABN und TAC.

Die Quali@t einer Triangulierung kanabér eine Zielfunktion beschrieben wer-
den. Die Delaunaytriangulierung z. B. elit dasMax-Min-Angle-Kriteriumd. h.

sie maximiert den kleinsten in einem Dreieck auftretenden Innenwinkel. Diese
Winkel werden in der (Projektions-)Ebene gemessen, das Kriterium beachtet al-
so nicht die aumliche Lage der Abtastpunkte vor der Projektion. Die Triangu-
lierung in der Projektionsebene wird dadurch sehr gleohfg, aber ihr Drei-
ecksnetz zeigt im Bereich der Klippe eine starke Aufrauhung (Abbildung 1.2).
Datenabhingige Zielfunktionen hingegen bewerten direkt das Dreiecksnetz. Das
ABN-Kriteriummaximiert die Keilwinkel zwischen benachbarten Dreiecken des

ABBILDUNG 1.1. Frankesche Klippenfunktion.
6
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ABBILDUNG 1.2. Delaunay-Triangulierung (links) und korres-
pondierendes Dreiecksnetz (rechis) diie Klippenfunktion.

ABBILDUNG 1.4. TAC-Triangulierung der Klippenfunktion.
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ABBILDUNG 1.5. Oben: Diagonalentausch einer inneren Trian-
gulierungskante. Unten: Bei einem konkaven Viereck liegt die an-
dere Diagonale (gestrichelt) aufRerhalb, ein Tausch ist nicht
moglich.

Netzes CSYL88, DLR89, DLR9(Q], wahrend dagAC-Kriteriumdie totale Ab-
solutktimmung des Netzes minimie&\D95, vDA9Y. Im Unterschied zur De-
launaytriangulierung erzeugen ABN und TAC im Bereich der Klippe sehr lange,
schmale Dreiecke (Abbildungen 1.3 und 1.4). Diese Dreiecke liegen quer zur ma-
ximalen Kiimmung der F¢he, wodurch sie sich sehr eng an diese anschmiegen
konnen. Das Resultat ist eine wesentlich bessere Approximation der abgetasteten
Flache.

Direkte Konstruktionsverfahremfoptimale Triangulierungen sindifdie Delau-
naytriangulierung unduf’ das sogenannte Min-Max-Angle-Kriteriu@TW90]
bekannt. Bei datenalihgigen Zielfunktionen hingegen beggt'man sich in der
Regel mitlokalen Optima, die man durch iterative Optimierungsverfahren berech-
net. (Eine ersabpfende Suche verbietet sich aus Effizienagién, da die Anzahl
moglicher Triangulierungen mit der Punktanzahl kombinatorischeainst.)

Grundoperation der Optimierungsverfahrenist der sogen@agmnalentausch

Er Ubertihrt eine planare Triangulierunig in eine andere Triangulieruny mit
identischem Gebiet. Jede innere Kakteiner Triangulierung ist mit zwei Drei-
ecken inzident. Diese Dreiecke zusammen bilden ein Viereck, dessen eine Diago-
nale die Kantek ist. Ein Diagonalentausch ersekztlurch die andere Diagonale
(vgl. Abbildung 1.5). Der Tausch ist nur in streng konvexen Viereckeglioh,

da sonst degenerierte oder einandeerlappende Dreiecke entstehen. Zwei be-
liebige Triangulierungeii; und T, mit gleichem Gebiet lassen sich durch mehr-
fachen Diagonalentausch ineinandéeitihren HNU96].
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Eine Kantek wird alssuboptimabezeichnet, wenn ihr Tausch eine Verbesserung
der Triangulierung im Hinblick auf die Zielfunktion bewirkt. Anabfigsten wird

der Diagonalentausch im Rahmen der Optimierungsstrai@gée Suchdsiehe

z. B. [PS87) eingesetzt. Hier tauscht man solange wieghich suboptimale Kan-
ten. Komplexere Verfahren wigimulated Annealingnd evolutiorare Algorith-
menfuhren zu besseren Ergebnissen, die jedoch mit eiredraren Zeitaufwand
erkauft werden$ch93, PS97, WMAD98

1.2. Gegenstand der Arbeit

Gegenstand dieser Dissertation sind algorithmische Probleme, die im Zusammen-
hang mit triangulierungsbasierten Atsén zur FAichenuckfuihrung, insbesonde-

re fur injektiv projizierbare Fichen, auftreten. Diese Probleme ergeben sich zum
Teil aus Aufgaben, die in bekannten Ansén zur Richenuckfiihrung auftreten,

zum Teil durch zuatzliche Anforderungen an die &dhenuckflihrungsaufgabe

und schliel3lich auch durch einen neuen Ansatzdié FEichenuckflihrung im

nicht projizierbaren Fall.

Kapitel 2 ist dem sogenannt@riented Wallgewidmet. Dieser Algorithmus wird
dazu verwendetuir'einen beliebigen Punkt festzustellen, in welches Dreieck ei-
ner gegebenen Triangulierung ellf.” Diese Operation kann etwa von Interes-
se sein, wennuf’ eine als Dreiecksnetz rekonstruiert@é¢Hé ein Resampling
Uber einem quadratischen Raster durchbefwird. Das Prinzip des Oriented
Walk besteht darin, sich von Dreieck zu Dreieck weiterzuhangeln, bis dasjeni-
ge Dreieck erreicht ist, in dem der gegebene Punkt liegt. Der Algorithafits |
sich direkt auf allgemeine konvexzellige Diagramme und in beliebige Dimension
verallgemeinern. Ein Problem dieses Algorithmus ist seine Terminierung. In die-
ser Arbeit wird an Beispielen gezeigt, daf’ die Terminierung des Oriented-Walk-
Algorithmus nicht tir alle Triangulierungen garantiert ist. Die garantierte Termi-
nierung des Oriented-Walk-Algorithmus egjtiivalent zur garantierten Existenz
einer Sichtbarkeitsordnung der Triangulierung bzw. des Diagramuisplgia-

re Delaunaytriangulierungen undrfdie grof3e Klasse der strikt reguén Dia-
gramme ist bekannt, dal3 stets Sichtbarkeitsordnungen existisiteB89, Ede90,
DFFN™91]. Aus dem Blickwinkel des Oriented Walk heraus ergeben sicllig-

se und tir weitere Klassen von Diagrammen einfache und anschauliche Beweise.

Kapitel 3 befaldt sich minhicht-konvexen Triangulierungeendlicher planarer
Punktmengen. Im Unterschied zu ddslichen Triangulierungsverfahren, bei de-
nen die Triangulierung die konvexeule der gegebenen Punkikérdeckt, sol-

len hier Triangulierungen berechnet werden, die in diesem Sinne nicht konvex
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sind, also etwa auchdcher enthalten dtinen. Dies ist otig, weil die abgeta-
steten Fichen selbstduifig Locher enthalten. Die iEkflinrung solcher Echen

im injektiv projizierbaren Fall kann dadurch geschehen, daf? die projizierten Ab-
tastpunkte zuachst in deublichen Weise konvex trianguliert werden. Aus dieser
Triangulierung werden dann die notwendigeschér herausgeschnitten. Es wird
ein Verfahren angegeben, bei dem die geschten bcher durch geschlosse-
ne Polygonmage festgelegt werden. Die Polygaige missen nicht notwendiger-
weise aus Ecken und Kanten der gegebenen Triangulierung bestehen, wodurch
die Spezifikation vereinfacht wird. Es wird eine Triangulierung der projizierten
Abtastpunkte berechnet, die einegtichst grol3en Teil des zagsigen Gebiets
uberdeckt.

Eine weitere Aufgabenstellung in Kapitel 3 besteht darin, ein nicht-konvexes Po-
lygon zu triangulieren. Dieses Problem tritt auf, wenn man Punkte aus einer Tri-
angulierung entfernt, etwa zur Ausaiiung der Datenmenge oder zur Eliminie-
rung von Ausreil3ern. Durchdschen eines Punktes und der mit ihm inziden-
ten Kanten und Dreiecke entsteht ein Loch, das es durclu@g@nfheuer Kan-

ten und Dreiecke zu schlie3en gilt. Aufgrund seiner Entstehung ist das Loch
ein sternbirmiges, aber im allgemeinen nicht konvexes Polygon. Es wird gezeigt,
daf3 sterrdimige und schwach kantensichtbare Polygone sich durch guran
gekehrten Graham’s Scan” in linearer Zeit triangulieren lassen. Bisher war dies
nur fur die Klasse der stark kantensichtbaren Polygone bek®®8H.

Inhalt von Kapitel 4 sinckonvexe Hillen von Polygonen auf der Safe und ihre
effiziente Berechnung. In der&dhenuckfiihrung tritt das Problem der Berech-
nung splarischer konvexer Hlen beispielsweise bei der Berechnung der tota-
len Absolutkimmung eines Dreiecksnetzes im Raum auf. Wie in Abschnitt 1.1
gezeigt, ist die totale Absolutkmimung Grundlage eines guten Mal3es die
Qualitat einer rekonstruierten &he. Es wird ein Algorithmus angegeben, der
die konvexe Hlle eines spariischen Polygons in linearer Zeit berechnet, wobei
er sich unter anderem eine Reduktion auf den planaren Fall zunutze macht. Al-
boul und van DammeAvD95] verwenden zur Berechnung der totalen Absolut-
krimmung ein Verfahren md(n3) Zeitaufwand.

In Kapitel 5 wird die Stabiliét von Delaunaykanten untersucht. Ausgangspunkt
der Betrachtungen ist die Tatsache, dal3 eine Delaunaytriangulierung bereits durch
ihre Ecken eindeutig bestimmt ist, von Spea#iéin abgesehen. Die Stakdlitte-
schreibt nun, wie stark die Ecken verschoben werdeted, so dal3 ihre Delau-
naytriangulierung aus kombinatorischer Sicht identisch mit der ungpichen
Delaunaytriangulierung ist. Dies kann beispielsweise als Ma8léh Grad der
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Verrauschung der Daten gesehen werden, der erlaubt ist, ohne dal3 Auswirkun-
gen auf die Triangulierung feststellbar sind. Neben der Triangulierung als Ganzes
besitzt auch jede einzelne ihrer Kanten eine individuelle Stabiltir das Sta-
bilitatsproblem einer Delaunaykarkeverden ein Entscheidungs— und ein Opti-
mierungsalgorithmus angegeben, die in Z&jtm) und O(mlogm) laufen. Dabei
istmdie Anzahl der zikk adjazenten Kanten.

Beim Experimentieren mit einer Implementierung der Stadigalgorithmen hat

es sich herausgestellt, dal3 Stahtlals Losungsheuristikui' das allgemeine BV
chentickfiihrungsproblem eingesetzt werden kann. Bei hinreichend dichter Ab-
tastung einer planaren Kurve sind diejenigen Delaunaykanten, die nahe an der
Kurve verlaufen, hufig stabiler als Kanten, die von der Kurve weg verlaufen.
Abbildung 6.1 (auf Seite 95) zeigt eine hierauf basierende Kurvenrekonstrukti-
on. Diese Eigenschaitbertigt sich ins Dreidimensionale auf Dreiecke der De-
launaytetraedrisierung einer Menge von Abtastpunkten. Allerdings ist hier die
»rrennsclarfe” der Stabilifit etwas geringer als im planaren Fall. In Kapitel 6
wird eine Modifikation des urspriglichen Stabilatsbegriffes entwickelt, die ei-

ne automatische Anpassung an die lokale Abtastdichte bewirkt.

Kapitel 7 behandelt die Au#ilung aller noglichenpolygonalen Hillen einer
endlichen Punktmenge in der Ebene. Eine polygonaileHist ein einfaches Po-
lygon, das die gegebene Punktmenge albthrid dessen Eckpunkte zu der ge-
gebenen Menge geren. Es wird ein Verfahren vorgestellt, das alle polygonalen
Hullen vonn gegebenen Punkten @(n?) Zeit pro aufgeahlter Hille bei einem
Speicherbedarf vo®(n?) konstruiert. Das Verfahren beginnt mit der maxima-
len polygonalen Hlle, der konvexen Hile der Punktmenge. Diese verkleinert es
sukzessive, wobei es rekursiv verzweigt. Durch Merken gewisser Verzweigungs-
entscheidungen schliel3t das Verfahren aus, dal3 polygondénHiiehrfach auf-
gezhlt werden. Modifiziert man das Verfahren so, daf} es unter deglichén
Verzweigungen genau eine alifg auswahlt, dann erzeugt es alfige Polygone.
LalRt man eine Heuristik Verzweigungen aasen, dann kann man nach Poly-
gonen mit bestimmten Eigenschaften suchen. Ein Beispielunisitid geeignete
Gebiete iir nicht-konvexe Triangulierungen der gegebenen Punktmenge.

1.3. Definitionen und Notationen

In diesem Abschnitt werden einige grundlegende Begriffe und Notationen ein-
geflinrt. Weitere Definitionen finden sich in den jeweiligen Kapiteln, in denen sie
gebraucht werden.
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Die in dieser Arbeit betrachtete Geometrie bewegt sich in der Regel in Euklidi-
schen Rumen, kAufig der Dimension = 2 oderd = 3. Mit diesen Riumen ver-
bunden sind euklidische Metrik dist-), Volumenmaf Val) und Winkelmalf3.
Punkte werden sowohl als Elemente des Raums aufgefal3t, als auch als einele-
mentige Teilmengen (z. B. der Schnitt zweier Geraden). Da Punkte im Rechner
als Koordinatentupel dargestellt werden, setzen winbticher Weise den Eu-
klidischen Raum der Dimensioth mit dem reellen VektorrauriR? gleich. Es

steht uns jedoch von Fall zu Fall frei, ein kartesisches Koordinatensystem samt
Ursprung unseren Bedfhissen entsprechend zwahién.

NOTATION 1.1. Seien M,M, C RY. Dann bezeichnet M/ M, die affine Hiille
und My A M2 die konvexe Hulle von My U M2, Weiter werden durch

VMo VM UM AM AM AM

icl i€l

die entsprechenden affinen bzw. konvexaled bezeichnet.

Fur nicht kollineare Punkts, p2, p3 ist also z. B.p1 A p2 eine Strecke auf der
Geradempy V p2 und p1 A p2 A p3 ein Dreieck in der Ebenpy V p2 V ps.

NOTATION 1.2. Zu M C RY ist 3M der Rand, M der Abschluss undintM das
Innerevon M.

DEFINITION 1.3. Sei M eine konvexe Teilmenge s Wir definieren ihreDi-
mension dim(M) als die Dimension ihrer affinenle \/ M. Fur die leere Men-
ge setzen widim(0) := —1. Sei M die endliche Vereinigung konvexer Mengen
Mj1,...,Mp, dannist ihre Dimension

dim(M) := rialxdim(l\/li)

DEFINITION 1.4. Ein konvexes Polyeder im RY ist der Durchschnitt endlich vie-
ler abgeschlossener Haldume. EinPolyeder ist die Vereinigung endlich vieler
konvexer Polyeder von gleicher Dimension. Bolygon ist ein planares Poly-
eder. Ein d-dimensionales Polyeder he®mplex, wenn es die konvexeiie
von d+ 1 Punkten ist.

Den Durchschnitt von null Hallawiimen definieren wir als den gesamten Raum.
Damit istRY selbst auch ein konvexes Polyeder. Simplizes in niedrigen Dimen-
sionen sind Punkted(= 0), Streckend = 1), Dreiecke ¢ = 2) und Tetraeder
(d=3).
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DEFINITION 1.5. Sei MC RY und pe dM. Sei H eine Hyperebene mitegpH
und seien H und H™ die beiden abgeschlossenen Habme, die H berandet.
H heil’t (globalestitznyperebenevon M in p, wenn MC H™ oder MC H gilt.
Existiert eine offene Umgebung U von p, so dal3

MNU CH" oder MNU CH™
gilt, dann heil3t Hiokale Stutzhyperebene von M in p.

Fir d = 3 undd = 2 spricht man auch vo8tlitzebenenund Stlitzgeraden Mit
Hilfe von Stitzhyperebenen kann man die Obexfié eines Polyeders strukturie-
ren:

DEFINITION 1.6. Sei Q ein konvexes Polyeder und H einét8typerebene von
Q. Dann ist F:= QN H ein Seitenpolyeder von Q. Ein Seitenpolyeder heif3t
Facette, falls dim(F) = dim(Q) — 1, Kante, falls dim(F) = 1, und Ecke, falls
dim(F) = Oist. Die Menge aller Ecken von Q bezeichnen wir miQE Ist F ei-
ne Facette, und liegt Q im Halbraum™(in H™), dann bezeichnen wir H(H ™)
alsinneren Halbraumund H~ (H™) als auReren Halbraum beziglich F.

Auch fur nicht-konvexe Polyeder ist intuitiv klar, was unter inneren aniéren
Halbrdumen, Facetten und Seitenpolyedern zu verstehen ist. Eine exakte Defi-
nition ist jedoch ziemlich umatidlich, daher wollen wir darauf verzichten. Die
Seitenpolyeder eines Simplex sind wiederum Simplizes. Sie werden daher auch
alsSeitensimplizeshezeichnet.

In bestimmten Kontexten will man abweichend von Definition 1.6 die Seitenpoly-
eder nicht allein aufgrund der Geometrie \@Qmiefinieren. So werden z. B. Poly-
gone laufig als zyklische Folge ihrer Eckpunkte angegeben. Sind nun drei aufein-
anderfolgende Punkig 1, p; undpj1 der Folge kollinear, dann ist nach der De-
finition p; keine Ecke des Polygons, und die gesamte Strecken p; 1 ist eine
Kante. Im Gegensatz dazu sieht man in den meistdief{;_1 A p; und pj A pi+1

als Kanten ungy; alsdegenerierte Eckean. Auch in loheren Dimensionen kann
man indhnlicher Weise feiner unterteilte Seitenpolyeder definieren. Dabei gilt
ein Seitenpolyeder eines Seitenpolyeders immer auch als Seitenpolyed@r von
selbst. Ein Seitenpolyed&r wird alsdegeneriertbezeichnet, wenn kein Seiten-
polyeder gendl} Definition 1.6 existiert mE’ C F und dim’F) = dim(F’). Ein
Polyeder heil3tlegeneriert wenn es degenerierte Seitenpolyeder hat.

DEFINITION 1.7. Sei Mc RY gegeben. Zwei Punkte gpe M heiRen gegenseitig
sichtbar in M, wenn die Strecke pq in M liegt. Die Punkte heiRen gegenseitig
strikt sichtbar in M, wenn das Innere der Strecke\jg im Innern von M liegt.
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DEFINITION 1.8. Ein Polyeder Q heif3ternformig, wenn ein Punkt p existiert,
so dal} jeder Punkt g Q von p aus in Q sichtbar ist. Die Menge aller Punkte p
mit dieser Eigenschaft wird alsern von Q bezeichnet.

Der Kern eines Polyeders ist ein konvexes Polyeder. Maalteitin' als Schnitt

der abgeschlossenen inneren Haibrie beaglich aller Facetten vo® (vgl.
[O’'R87]). Der Kern kann eine niedrigere Dimension haben als das Polyeder
selbst. Nicht sterm@rimige Polyeder haben leere Kerne.

DEFINITION 1.9. Sei MC RY mitVol(M) # 0. Eine Menge von Teilmengen
Z,...,Z7 C M heil3tZerlegung von M, wenn gilt

n
1. Jz=M,
i=1

2.ZinZ; CoZinazjfuri# jund
3. Wol(z;) # Ofur alle i.

Die Z heil3enZellen der Zerlegung. Die Menge M ist d&biet der Zerlegung.

DEFINITION 1.10. Eine Zerlegung heil&ellkomplex, wenn jede ihrer Zellen ein
Polyeder ist und der Schnitt von je zwei Zellen entweder leer oder die Vereinigung
gemeinsamer Seitenpolyeder ist. Ein Zellkomplex mit ausschlief3lich simplizialen
Zellen heil3fTriangulierung.

In einem Komplex aus konvexen Zellen ist der Schnitt zweier Zellen entweder
leer oder genau ein gemeinsames Seitenpolyeder. Zellkomplexe werden oft auch
als Diagramme bezeichnet. Der Begriff Triangulierunghit daher, daf? im pla-
naren Fall alle Zellen Dreiecke sind. Speziell in drei Dimensionen spricht man
auch vonTetraedrisierungen.

Eine besondere Klasse von Triangulierungen geht auf den russischen Mathemati-
ker Delone (in franaSischer Transskription Delaunay) mak'[Del32, Del34.

DEFINITION 1.11. Sei eine endliche Punktmenge P yiiP = RY gegeben. Eine
Delaunaykugel beziglich P ist eine Kugel K mit

intkNP=0 und \/(@KNP)=R?.

Ist K Delaunaykugel, dann heiBK Delaunaysphére und das konvexe Polyeder
A (0KNP) Delaunayzelle beziglich P. Der aus allen Delaunayzellen gebildete
Zellkomplex ist da®elaunaydiagramm von P. Eine Triangulierung T ist eine
Delaunaytriangulierung von P, wenn ihr Gebiet\ P ist und jeder Simplex von
T in einer Delaunayzelle enthalten ist. Ein Simplex von T heil3t @sehaunay-
simplex beziglich P.

14



Eine Delaunaykugel ist durch die auf inrem Rand liegenden Punktd>\&in-
deutig bestimmt, da diese Punkte nicht kohyperplanar sind. Liegen auf jeder De-
launaykugel genad + 1 Punkte vorP, dann sind alle Delaunayzellen Simplizes,
und das Delaunaydiagramm ist die eindeutige Delaunaytriangulierunig. et

das Delaunaydiagramm nicht-simpliziale Zellen, dann kann man diese Zellen auf
verschiedene Arten in Simplizes zerlegen. Dabeaknman verschiedene, und
somit nicht-eindeutige, Delaunaytriangulierungen #oDa die Ecken einer De-
launayzelle auf dem Rand der zugeigén Delaunaykugel liegen, wird diese oft
auch aldUmkugel der Zelle bezeichnet.

DEFINITION 1.12. Sei Pc RY endliche Punktmenge. Dasronoigebiet von pe

P beziglich P ist die Menge aller Punkte, die zu keinem anderen Punkt von P
naher liegen als zu p. Die Voronoigebiete ligkich P bilden eine Zerlegung des
RY, dasVoronoidiagramm von P. Zwei Punkte jpp; € P hei3enVoronoinach-

barn, wenn ihre Voronoigebiete sich schneiden. Haben die Voronoigebiete eine
gemeinsame Facette, dann sindumd p starke Voronoinachbarn, ansonsten
schwache Voronoinachbarn.

Da das Voronoidiagramm ein Zellkomplex ist, bezeichnen wir die Voronoigebiete
auch alsVoronoizellen. Im Zusammenhang mit dem Voronoidiagramm werden
die Punkte vorP haufig alsStandorte bezeichnet. Die Voronoizelle eines Stand-
orts ist gewissermal3en sein Einzugsgebiet.

Ein Voronoidiagramm afierer Ordnung betrachtet gleichgrofR3e Teilmengen einer
Punktmengé und weist ihnen Voronoigebiete zu.

DEFINITION 1.13. Sei Pc RY endliche Punktmenge. Seien weiter & und Sc
P mit |S| = 0. DasVoronoigebiet o-ter Ordnung von S beiglich P besteht aus
denjenigen Punkten des Raumes, die die Punkte von S @shste Nachbarn
haben, also

{ peR?: g?ggdist( p,pi) < prLr\‘sdiSt( p, pi)}
Die Voronoigebiete o-ter Ordnung higglich P bilden das/oronoidiagramm o-
ter Ordnung von P.

Ist die Ordnungb = 1, dann erhlt man das hexmmliche Voronoidiagramm von
M. Firo= |M| — 1 enttélt M \ Sgenau einen Punlgds. Liegt p im Voronoigebiet
von S dann ist

dis = maxdis i) -
ISt(p, ps) = maxdist(p, pi)
Daher wird dieses Diagramm auEhrthest-Point-Voronoidiagramm genannt.
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KAPITEL 2

Korrektheit des Oriented-Walk-Algorithmus

Punktlokalisierung ist einehifig bemtigte Operation in Triangulierungen und
anderen Zellkomplexen. Ein Anfragepunkt ist in Form seiner Koordinaten ge-
geben. Im folgenden solj stets den Anfragepunkt bezeichnen. Lokalisierung
bezeichnet die Bestimmung der Lage \wprelativ zur Triangulierund . Ihr Er-
gebnis ist entweder ein Dreieck vdn in demq liegt, oder die Tatsache, daf3
aul3erhalb der Triangulierung liegt.

Der Anfragepunkg kann z. B. die Position des Mauszeigers sein, mit dem der
Benutzer ein Dreieck der Triangulierung aaiwén nochte. Das Programm eah”

in diesem Fall die Koordinaten vamund muf3 das Dreieck bestimmen. In der
Flachenuckflihrung wird Punktlokalisierung auch beim gerasterten Resampling
von Dreiecksnetzen betigt. Die Ausgangslage ist, dal3 man auf gestreuten Ab-
tastpunkten durch Projektion und planare Triangulierung etwa inxgé&bene

ein Dreiecksnetz konstruiert hatuF€in gegebenes Punktraster in dgiEbene

ist nun zu jedem Rasterpunkt der dbefliegende Punkt des Dreiecksnetzes ge-
sucht. Im allgemeinen ist dieser Punkt keine Ecke des Netzes, sondern liegt auf
einem der Dreiecke. Um das relevante Dreieck zu finden, lokalisiert man den Ra-
sterpunkt in der planaren Triangulierung. Der gesuchte Punkt im Dreiecksnetz
laf3t sich dann einfach berechnen.

Dieses Kapitel behandelt die Korrektheit des Oriented Walk, eines weitverbrei-
teten Algorithmus zur Punktlokalisierung in Triangulierungen. Es zeigt sich, daf3
der Oriented-Walk-Algorithmus in planaren Delaunaytriangulierungen korrekt ist
und insbesondere terminiert. Dasselbe gilt Delaunaydiagramme und verall-
gemeinerte Voronoi— und PotenzdiagrammaeliDimensionen. In allgemeinen
Triangulierungen hingegen, und damit auch in allgemeinen konvexzelligen Dia-
grammen, terminiert der Oriented Walk nicht notwendigerweise. Bei Dimensio-
nend > 3 kdnnen auch in Delaunaytriangulierungen Endlosschleifen auftreten.
Der Korrektheitsbeweisuf"Delaunaydiagramme offenbart eine interessante Be-
ziehung zwischen Delaunaydiagrammen und Potenzdiagrammen: Im Innern der
konvexen Hille A P ist das Delaunaydiagramm véhidentisch mit dem Potenz-
diagramm seiner eigenen Umkugeln.
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Die garantierte Terminierung des Oriented Walk in einem Zellkompleaqgsiva-

lent zur Existenz einer Sichtbarkeitsordnung der Zellen. Sichtbarkeitsordnungen
werden z. B. in Algorithmen zur Visualisierung von Volumendaten ausgenutzt.
Unter diesem Aspekt untersuchen De Floriani etRFFNT91] planare Delau-
naytriangulierungen und Edelsbrunnedp89, Ede9(die sehr allgemeine Klas-

se derstrikt reguiairen Diagrammaen beliebiger Dimension. & beide Klassen
werden in diesem Kapitel einfachere Beweise angegeben.

2.1. Der Oriented-Walk-Algorithmus

Ein einfaches iteratives Lokalisierungsverfahren in konvexen Triangulierungen ist
Lawsons Oriented Walld aw77]. Seine Grundidee besteht darin, sich von Drei-
eck zu Dreieck bis zum Anfragepunkt vorzuarbeiten. Der Algorithmus startet in
einem beliebigen Dreieck der Triangulierungurkie Kanten des Dreiecks wird
durch je einen Halbebenentest bestimmt,goduf ihrer Aul3enseite liegt. Séi

eine Kante des Dreiecks, dann teilt die Gergtedie Ebene in zwei Halbebe-
nen. Als Aul3enseite beglich k gilt die offene Halbebene, die zu dem Dreieck
disjunkt ist. Inr Komplement, also die abgeschlossene Halbebene, die das Drei-
eck entlalt, wird als Innenseite angesehen (vgl. auch Definition 1.6). Lieggnun
auf der Aul3enseite, darubérschreitet der Oriented Walk die betreffende Kante
und fahrt im benachbarten Dreieck fort. Liegteaiglich aller Kanten auf der
Innenseite, dann liegi im aktuellen DreiecklUberschreitet der Oriented Walk
eine Randkante, dann liegtaulR3erhalb der Triangulierung.

Treten Anfragepunkte in zafliger Reihenfolge an beliebigen Positionen auf,
dann sind @i die Lokalisierung solche Algorithmen effizienter, die auf hierarchi-
schen Datenstrukturen beruhgbS90, ES92, ES96, BT86 Beim gerasterten
Resampling hingegen ist der Einsatz eines Oriented Walk auch aus Effizienzsicht
sinnvoll. Wenn das Raster keine sehr grobe ésiilig besitzt (im Vergleich zu

den gestreuten Abtastpunkten), dann liegen benachbarte Rasterpunkte in den mei-
sten Rllen im selben oder in benachbarten Dreiecken der Triangulierung. Startet
man jetzt den Oriented Walk im bereits bekannten Dreieck eines benachbarten
Rasterpunktes, dann wird er deaahsten Rasterpunkt in der Regel mit wenigen
Schritten lokalisieren.

Der Oriented Walk ist leicht in ¢hiere Dimensionen zubértragen. Aus dem
Halbebenentestuf”Kanten wird ein Halbraumtestuif'Facetten. Der Algorith-
mus ist auch nicht auf Triangulierungen besetkt. Vielmehr kann er in allen
Zellkomplexen angewandt werden, die konvexe Zellen haben und ein konvexes
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Gebietuberdecken. Der Halbraumtesirfélle Facetten einer konvexen Zelle lie-
fert entweder das Ergebnj®unkt in der Zelle”, oder er findet eine Facette, die
zu Uberschreiten ist. Diese Form des Oriented Walk ist in Algorithmus 2.1 darge-
stellt.

Algorithmus 2.1 Oriented Walk

Gegeben: Ein Zellkomplex und ein Anfragepunki
Gesucht: Eine Zelle, in deq liegt.

1. Z = beliebige Zelle des Komplexes.

2: for jede Facetté& vonZ do

3. if Hyperebend/F trenntZ undq (insbesonderg ¢ \/ F) then
4: if F ist Randfacett¢hen
5: g liegt aulRerhalb der Unterteilung.
6: stop.
7 else
8: Z := Zelle auf der anderen Seite vén
9: goto 2.
10: endif
11:  endif
12: endfor
13: qliegtin Z.

In der Literatur wird der Oriented Walk oft zur Punktlokalisierung in Delaunay-
triangulierungen verwendet. Einige Autoren berichten dabei von Problemen durch
Rundungsfehler, die zu falschen oder inkonsistenten Ergebnissen beim Halbebe-
nen— bzw. Halbraumtestfiren. Lawson schbjt in [Law84] vor, zum Triangu-

lieren auf der Einheitskugebsitliche Koordinaten auf eine bestimmte Anzahl
signifikanter Stellen zu runden. Danach kann der Halbkugeltest auch in Gleitkom-
ma-Arithmetik exakt ausgewertet werden. Palacios-Velez und Cuevas Renaud
[PVCR9(] beobachten, dal’ der Oriented Walk zwischen zwei benachbarten Drei-
ecken hin— und herspringt, und dadurch eine Endlosschleife erzeugt. Wir wollen
jedoch in diesem Kapitel nicht auf numerische Fehlerursachen eingehen. Viel-
mehr wollen wir den Oriented Walk unter der Annahme betrachten, dal? alle Be-
rechnungen exakt ausggirt werden.

Die partielle Korrektheit des Oriented-Walk-Algorithmus ist leicht einzusehen.

SaTz 2.1. Wenn ein Oriented Walk in einem konvexzelligen Diagramm mit kon-
vexem Gebiet terminiert, dann hat er den Anfragepunkt q korrekt lokalisiert.
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Beweis: Uberschreitet der Oriented Walk eine Randfacéttdes Diagramms,
dann werderg und das Diagramm durch die Hyperebep€& getrennt. Das Er-
gebnis,aul3erhalb” ist daher korrekt. Endet der Walk in einer Z&lldes Dia-
gramms, dann liegy beziglich jeder Facette vo& auf der Innenseite, also im
selben abgeschlossenen Halbraumvi®a die Zelle konvex ist, folgh€ Z. =

In einem Diagramm mit nicht-konvexen Zellerumdé mit Sicherheit niemand
auf die Idee kommen, einen Oriented Walk anzuwenden. Aus der Tatsache, dal
g beaiglich einer Facette auf der Aul3enseite liegt, folgt hemmhch nicht, dalgy
nichtin der Zelle liegen kann. Dennoch wollen wir dieses Szenario kurz beleuch-
ten. Satz 2.1 bleibt auch bei nicht-konvexen Zellettig, sofern das Gebiet des
Diagramms konvex ist. Wenn der Oriented Walk in einer Z2lterminiert, dann

liegt g im Durchschnitt der Innenseiten hegich aller Facetten vo#. Dieser
Durchschnitt ist genau der Kern der Zelle, und damit in ihr enthalten. Insbeson-
dere mul¥Z sternbrmig sein. Im Umkehrschluf3 folgt, daf? der Walk nicht termi-
nieren kann, wenig zwar im Gebiet des Diagramms, aber nicht im Kern einer
Zelle liegt. Man lonnte also den Oriented Walk durch eine geeignete Anfrage
leicht in eine Endlosschleife zwingen.

Das weiter unten folgende Beispiel 2.2 zeigt, dal? der Oriented Walk schon in pla-
naren Triangulierungen in Endlosschleifen geraten kann. Wir machen in dem Bei-
spiel eine Annahmeber ein Implementierungsdetailamlich die Reihenfolge,

in der diefor-Schleife (Zeilen 2-12 in Algorithmus 2.1) die Kanten des aktuellen
Dreiecks durchduft. Hat der Oriented Walk eine Kankegeradeuberschritten,
dann braucht er den Halbebenentestk hicht mehr durchzuffiren. Es bleiben

also noch die beiden anderen Kanten des neuen Dreiecks zu testen. (Eine derartige
Modifikation schliel3t nebenbei auch die PJCR90] beschriebenen Zyklen aus
zwei Dreiecken aus.)U¥ das Beispiel wollen wir annehmen, daf3 zuerst diejenige
Kante getestet wird, die in mathematischem Umlaufsinnkafaigt. (D. h. die
Kante, die man nacbiberschreiten vok rechts vor bzw. neben sich sieht.) Diese
Annahme ist durchaus realistisch, wenn z. B. Triangulierungen in einer Winged-
Edge-Datenstruktur dargestellt werden. Die Winged-Edge-Datenstruktur (siehe
z. B. Abramowski und Miller [AM91]) dient zur Darstellung planarer Diagram-
me. In ihr wird jede Kante durch einen Datensatz aspritiert, der unter anderem
Verweise auf die jeweilsachste Kante der beiden inzidenten Zellen ahtiDie
for-Schleife umdiuft sinnvollerweise die aktuelle Zelle mit Hilfe der Verweise
von Kante zu Kante.

BEISPIEL 2.2. Sei ein Oriented Walkuf"planare Triangulierungen derart imple-
mentiert, dal’ er in einem neuen Dreieck zuerst die rechts liegende Kante testet.
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ABBILDUNG 2.1. Endlosschleife ABBILDUNG 2.2. VerBingerung
eines Oriented Walk. des Zyklus und Vergif3erung seines

Abstands zum Anfragepunkt.

Abbildung 2.1 zeigt diesen Oriented Walk in einer Endlosschleife. Der Zyklus
hat eine lange von 8 Dreiecken. Durch geeignetes Unterteilen dieser Dreiecke
lalt sich der Zyklus beliebig verigern. Nehmen wir z. B. das rechts am Rand
gelegene Dreieck. In diesem Dreieck zeichnen wir Strecken von der links ge-
legenen Ecke zu je einem Punkt der rechts gelegenen Kante. Das Dreieck wird
hierdurch unterteilt, und der Oriented Walk duwiii’ die neuen Dreiecke, sie-

he Abbildung 2.2. Weiterhindinen wir innerhalb des inneren Quadrats beliebig
viele weitere Punkte in die Triangulierung aigen, und dabei den Abstand von

g zu dem Zyklus (gemessen in der Anzahl Kanten/Dreieckegden dem Zy-

klus trennen) beliebig edhien. Ein Oriented Walk kann also Zyklen aus beliebig
vielen Dreiecken durchlaufen, und diese Zyklemkén beliebig viele Dreiecke
umschlie3en und beliebig groRen Abstand vom Anfragepunkt haben. .

Triangulierung und Anfragepunkt in Abbildung 2.dhren nicht zwangalifig zu
einer Endlosschleife. Im drittenyfiften, siebten usw. Dreieclokite der Orien-
ted Walk ebenso gut die linke Kantdérschreiten, wenn er sie vor der rechten
testen wirde. Die Triangulierung bietet hier also nur dieodlichkeit zu einer
Endlosschleife. Ob diese ddlichkeit,, genutzt” wird, fangt von der Implemen-
tierung und ggf. auch von der Reihenfolge der Eingabe ab.
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Die Moglichkeit einer Endlosschleife in einem bestimmten Diagramm ist eng mit
einem Problem aus der Computergraphik verwandt, den sogendictebar-
keitsordnungenStellen wir uns einen Beobachter vor, der sich im Puyibéfin-

det. In der Regel sind nur wenige Facetten des Diagrammg kaithyperplanar.

Die Gibrigen haben vog aus gesehen eine Vorder— unddRSeite. Die inzidente
ZelleZ' auf der Vorderseite verdeckiif¢ die inzidente Zell& auf der Rickseite

der Facette. (Hierbeiatilt bereits eine teilweise VerdeckungyrFeinen Orien-

ted Walk bedeutet diese Lage der Zellen, daf} er auf der Suchegmeamh Z
nachZ’ gehen darf. Wir kinnen die Verdeckungen durch einen gerichteten Graph
darstellen, den Verdeckungsgraph. Der Verdeckunsgraplaleethé gerichtete
Kante von jeder Zell& zu jeder adjazenten Zell&, die Z (teilweise) verdeckt.

Ein Oriented Walk entspricht nun genau einem gerichteten Pfad im Verdeckungs-
graph. Endlosschleifen sind genau danagitich, wenn der Verdeckungsgraph
Zyklen entfalt. Williams [Wil92] erfindet auf diesem Weg den Oriented-Walk-
Algorithmus von neuem, indem er ihn direkt auf dem Verdeckungsgrapulatisf”

Ist der Verdeckungsgraph azyklisch, dann stellt seine transititke ldine Halb-
ordnung der Zellen dar. Die Halbordnung kann zu einer totalen Ordnung erweitert
werden, die dann Sichtbarkeitsordnung heif3t. Die Sichtbarkeitsordnung gibt eine
Reihenfolge der Zellen derart an, dal3 keine Zelle eirsgesgkommende Zelle
verdeckt. Max, Hanrahan und CrawflidiHC90, Max93] und Williams [Wil92]
berechnen eine Sichtbarkeitsordnung aus dem Verdeckungsgraph. Sie verwenden
die Ordnung zur Visualisierung von Volumendaten, die in einem Zellkomplex
vorliegen. Eine andere Anwendung von Sichtbarkeitsordnungen ist der bekannte
Painter’s Algorithm (siehe z. BRog85 S. 272)).

Edelsbrunnergde89, Ede9) zeigt, daf} instrikt regularen Diagrammer(vgl.
Definition 2.10 auf Seite 30) der Verdeckungsgraph stets azyklisch ist. Damit
beweist er indirekt auch die totale Korrektheit des Oriented-Walk-Algorithmus
in strikt regulren Diagrammen. In Satz 2.11 wird ein einfacherer Bewais f*
strikt regulire Diagramme angegeben.aWeénd Delaunaydiagramme strikt re-
gular sind, sind Delaunaytriangulierungen im allgemeinen nur eggun Beispiel

2.9 werden wir sehen, dal’ inhéren Dimensionen die einfache Reguédniticht
ausreicht, um Zyklen auszuschlieRen. De Floriani etREANT91] beweisen

die Azyklizitat in planaren Delaunaytriangulierungen. Satz 2.8 gibt iniegiiien
einfachen und anschaulichen Beweis, der allerdings die Azyddiziin Delau-
naydiagrammen voraussetzt.

Ein stets korrekter Algorithmus zur Punktlokalisierung in konvexzelligen Dia-
grammen mit konvexem Gebiet ist die Strahlverfolgung. Sie bewegt sich von
einer Startecke* aus geradlinig auf den gesuchten Puqldu, folgt also dem
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Algorithmus 2.2 Strahlverfolgung

Eingabe: Triangulierund, Anfragepunki € R?
1: Wahle eine Ecke* der Triangulierung.
2. Bestimme den Straldvon p* durcha.
3: := das mitp* inzidente Dreieck, durch dadauft.

4: repeat
5. Bestimme die Kant& von 9, durch diesdas Dreieck vedl3t.
6: p:=snk
7. if g€ p*Ap(x qliegtvor der Kantek ) then
8: g liegtind.
9: elseifk ist Randkantéhen
10: g liegt au3erhalb der Triangulierung.
11: else
12: 0 := das Dreieck, in dasuberk gelangt.
13:  endif

14: until qist lokalisiert

Strahls, der vonp* aus durchy geht. Die signifikanten Ereignisse der Strahlver-
folgung sind dieUberginge des Strahls von einer Zelle zachsten. Detlber-
gang erfolgt im Schnittpunkt vos mit einem gemeinsamen Seitenpolyeder der
beiden Zellen.

Cline und Renka@R84] geben eine Strahlverfolgungif'planare Triangulie-
rungen in Pseudocode-Notation an, ohne jedoch die geometrische Bedeutung zu
erlautern. Algorithmus 2.2 beschreibt diese Strahlverfolgung in geometrischen
Begriffen. Er macht die vereinfachende Annahme, daf apfR3keine Ecke der
Triangulierung au$liegt. DerUbergang in ein neues Dreieck erfolgt dann immer
durch das Innere einer Kante. Ein einfachez@tgsmodell macht diese Annah-

me giltig: Liegt eine Eckep; aufs, dann verhlt sich der Algorithmus so, alagje

pi ,knapp links” vons. Konkret ftihrt dies dazu, dalf3 in Schritt 5 als Austrittskante
eine Kante vord gewahlt wird, die mitp; inzident ist. Istp; € s eine Randecke

der Triangulierung, dann wird sie so behandelt, atgel’sie auf defAul3ensei-

te” von s. Dadurch wird verhindert, daf} die Strahlverfolgung vorzeitig abbricht,
wenn der Suchstrahl auf mehreren kollinearen Randkanten eratighgCline

und Renka behandeln den Fgjl€ s explizit, indem sie eine neue Strahlverfol-
gung mitp; als Startpunkt durchiiren. In loheren Dimensionenufiren sowohl

1Zur Umgehung geometrischer Spezidlé’ durch Stefungsmodelle siehe etwd&IM90,
Sei9§.
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die explizite Behandlung von Speziallén als auch der 8tiingsansatz zu erheb-
lich komplizierteren Algorithmen. Dies ist der Grund, warunudké, Saias und
Zhu [MSZ96] einen Oriented Walkdi' Delaunay-Tetraedrisierungen verwenden.

Satz 2.3. Algorithmus 2.2 ist korrekt.

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dal3 Algorithmus 2.2at8ch den Strahl vop*
durchqg verfolgt, und daf3 eq korrekt lokalisiert, sofern er terminiert.

Der Algorithmus tihrt in jedem Schleifendurchlauf Schritt 6 aus. Betrachten wir
die Schnittpunktep = snk, die in diesem Schritt berechnet werden. Die Ent-
fernung dieser Schnittpunkte von der in Schritt 1 ghilteén Startecke achst
streng monoton. Der Straklbesitzt nur endlich viele Schnitte mit den Kanten
und Ecken der Triangulierung. Daher muf3 die Strahlverfolgung terminieren. Das
Argument streng monoton wachsender Entfernungemki wir auch auf die Be-
handlung des Spezialfallgs € sdurch das eraftinte Stfungsmodell ausweiten.
Statt Schnittpunkten mgbetrachten wir Schnittpunkte mit einem ga$¢n, d. h.
genigend wenig nach rechts verschobenen Strahl. (Am Rand ist der Strahl even-
tuell nach links verschoben.) Der ged€’ Strahl schneidet dieselben Kanten wie
sin derselben Reihenfolge, aber mit streng monoton steigender Entfernung von
seinem Ausgangspunkt. .

2.2. Voronoi— und Potenzdiagramme

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit einigen Klassen von Diagrammen, de-
ren Definition auf Abstandsfunktionen beruht. Die erste dieser Klassen ist das
Voronoidiagramm in beliebiger Dimension.

SaTz 2.4. Der Oriented-Walk-Algorithmus terminiert in Voronoidiagrammen be-
liebiger Dimension.

Beweis:Uberschreite der Oriented Walk eine Facétteetwa aus dem Voronoi-
gebiet vonp; in das Voronoigebiet vop;. Dann liegtq strikt auf derselben Seite
der Hyperebeng/F wie p;. Da\/F die Mittelsenkrechte vop; und p; ist, gilt
dist(q, pi) > dist(q, pj). Beim Ubergang in eine neue Zelle verringert sich also
der Abstand vorg zum erzeugenden Punkt (Standort) der Zelle. Dadurch ist ein
Zyklus ausgeschlossen. .

Im Prinzip &3t sich das Beweisargument von Satz 2.4 auf Verallgemeinerungen
des Voronoidiagrammabertragen. Viele dieser Verallgemeinerungen vereiteln
jedoch den Oriented-Walk-Algorithmus allein aus dem Grund, dal} ihre Zellen
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ABBILDUNG 2.3. Die Potenz voip beziglich K ist das Quadrat
der tangentialen StreckeA p'.

nicht notwendigerweise polyedrisch sind. Zwei Verallgemeinerungen mit poly-
edrischen Zellen sind Voronoidiagrammehieier Ordnung und Potenzdiagram-
me.

Beim Voronoidiagramno-ter Ordnung sind dig Standorte” Teilmenge® C P
mit |§ = o. Das Diagramm basiert auf der Abstandsfunktion

dist® (p, S) := maxdist(p, p;)
pieS

SeienS, S c P derart, daB ihre Zelled,Z' eine gemeinsame Faceffehaben.
Die Hyperebend&/ F ist dann genau diadquidistante Punktmenge

{peRY |dist?(p,S) = dist?(p,S)}

Durchschreitet ein Oriented Walk von Z nachZ’, dann gilt dist”(p,S) <
dist® (p,S). Der Abstand zumStandort” der aktuellen Zelle wird also in jedem
Schritt verringert.

Potenzdiagrammesind dhnlich wie Voronoidiagramme definiert, jedoch sind
hier die Standorte Kugeln. Als Abstandsfunktion dient die Potenz eines Punk-
tes bemglich einer Kugel, auch unter dem Namen Laguerre-Metrik bekannt. Sei
p ein Punkt unK eine Kugel mit Mittelpunkt und Radius, dann ist

pot(p,K) := dist(p,c)* — r?

Diese Funktion ist aufRerhalb der Kugel positiv, auf dem Rand Null und im Inne-
ren negativ. AuRerhalb vold mif3t sie den quadrierten tangentialen Abstand zu
K, siehe Abbildung 2.3. Die Zellen des Potenzdiagramms werden Potenzgebie-
te genannt. Eine augfiliche Diskussion von Potenzdiagrammen findet sich in
[Aur87]. Imai, Iri und Murota [IM85 ] behandeln den planaren Fall.

Die aquipotenten Punkte zweier Kugethund K’ bilden eine Hyperebene, die
sogenannte Chordale véhundK’. Falls die Rinder der Kugeln sich schneiden,
dann enthlt die Chordale diesen Schnitt, sie ist also duyfdldK N dK’) gegeben.
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Haben die Potenzgebiete vBnundK'’ eine gemeinsame Facefie dann liegtF
auf der Chordalen. Wenn nun ein Oriented WalkonK zuK' hin durchschreitet,

dann ist pofg,K') < pot(q, K).

Haben alle Kugeln den gleichen Radius, dann ist die Potenz als Abstandsfunktion
aquivalent zum euklidischen Abstand vom Mittelpunkt einer Kugel. Insbesonde-
re ist die Chordale zweier Kugeln die Mittelsenkrechte ihrer Mittelpunkte. Das
Potenzdiagramm ist in diesem Fall das Voronoidiagramm der Kugelmittelpunkte.

Analog zu Voronoidiagrammen definiert man albtenzdiagramme foherer
Ordnung. Hierbei sind die,Standorte” Teilmengen einer Menge von Kugeln.
Beim korrekterlJberschreiten einer Facette gilt wieder, daR die Abstandsfunktion
streng monotondilt.

SATz 2.5. In Voronoi— und Potenzdiagrammen beliebiger Ordnung terminiert
der Oriented-Walk-Algorithmus.
Der Beweis ergibt sich aus den vorangegangenenukusfigen. .

2.3. Delaunaydiagramme sind im wesentlichen Potenzdiagramme

Mit den Potenzdiagrammen wollen wir uns noch etwas weiter befassen. Es zeigt
sich, daf3 man Delaunaydiagramme (vgl. Definition 1.11) in einem gewissen Sinn
als Potenzdiagramme ansehen kann. Wir betrachten das Delaunaydiagramm einer
PunktmengeP. SeiF die gemeinsame Facette zweier Delaunayzedlemd Z'.

Die Ecken vorF liegen auf den DelaunaysatendK undoK’ der beiden Zellen.

DaF die konvexe Hille ihrer eigenen Ecken ist, mul3 sie auf der chordalen Hyper-
ebene\/ (0KNdK') der Delaunayspren liegen. Die Vermutung liegt nahe, daf

F auch eine Facette im Potenzdiagramm aller DelaunaysphvonP ist. Rir
Randfacetten des Delaunaydiagramms gilt digserlegung nicht, da sie jeweils

zu genau einer Delaunayzelle geéri. Die Randfacettenbérdecken den Rand

der konvexen Hlle A P. Im Gegensatz dazu stellt das Potenzdiagramm eine Un-
terteilung des ganzen Raumes dar. SelRandgebiete” sind unbesemkt, und

im allgemeinen besitzt es unbesahkte Facetten, digoéer die konvexe Hlle A P
hinausragen. Auf dem Rand und auf3erhalb der konvexdie idihd die beiden
Diagramme also voneinander verschieden.

SaTz 2.6. Sei Pc RY endlich. Im Inneren der konvexeriite AP ist das De-
launaydiagramm von P identisch mit dem Potenzdiagramm seiner eigenen Um-
kugeln.
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ABBILDUNG 2.4. Aufeiner Seite der chordalen Hyperebdthe
umfaltk K’, auf der anderen Seite ist es umgekehrt.

Beweis: SeiZ eine Delaunayzelle mit Umkugéd, und seiK’ Umkugel einer
anderen Delaunayzelle. (Wenn es nur eine Delaunayzelle gibt, dann ist sie gleich
AP, und das Potenzgebiet der einzigen Umkugel ist der gesamte Raum.)

Ist KN K’ leer oder nur ein einziger Punkt, dann ist offensichtlich(pd) <
pot(p,K’) furallepe Z C K.

Ist | KNK'| > 1, dannisH :=\/ (0K N 0K’) die chordale Hyperebene der beiden
Umkugeln. SeH " derjenige vorH berandete, abgeschlossene Halbraumdén
KNH*™ > K'NnHT gilt, vergleiche Abbildung 2.4.#p € K\ K’ ist pot( p,K) <

0 < pot(p,K’). WegenH™ NK \ K’ # 0 muf3 nun patp,K) < pot(p,K’) fur alle

p € HT gelten. Betrachten wir die EckenmerigeZ) C P der ZelleZ. DaK’ eine
Delaunaykugel ist, mu&(Z) nintK’ leer sein. Andererseits i§(Z) ¢ K und
K\H" cintK’. Es folgtE(Z) c H*, und damiZ = AE(Z) CH™.

Beaziglich jeder Delaunaykugél’ # K gilt somit pof{ p,K) < pot(p,K’) fur alle
p € Z. Daher isZ Teilmenge des Potenzgebiets un

Die Delaunayzellen sind also jeweils im Potenzgebiet ihrer eigenen Umkugel
enthalten. Der umgekehrte Einschlul3, sofern man die Betrachtung auf die kon-
vexe Hille A P einschankt, folgt daraus, dal3 einerseits die DelaunayzeNéh
uberdecken und andererseits die Potenzgebiete der Umkugeln bis auvhitderR™
paarweise disjunkt sind. .

Eine innere Facett€ des Delaunaydiagramms ist Teilmenge einer Fadette
des Potenzdiagramms. SchneiBleden Rand der konvexenuHé nicht, dann ist
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ABBILDUNG 2.5. Ein Delaunaydiagramm (durchgezogene Lini-
en) und das Potenzdiagramm der Delaunaykreise (gepunktete Li-
nien).

F = F’. Randfacetten des Delaunaydiagramms haben im Potenzdiagramm kei-
ne Entsprechung. Andernfallgigé es auf beiden Seiten v Potenzgebiete

mit darin enthaltenen Delaunayzellen. Diem&té im Widerspruch dazu, d§/¥
Stlitzhyperebene voA\ M ist. Eine innere Zelle des Delaunaydiagramms ist mit
dem korrespondierenden Potenzgebiet identisch, eine Randzelle ist echte Teil-
menge des umgebenden Potenzgebiets. Wie man in Abbildung 2.5 sieht, kann
dieses Potenzgebiet besahkt oder unbeschrikt sein.

KOROLLAR 2.7. In Delaunaydiagrammen terminiert der Oriented-Walk-Algo-
rithmus.

Beweis: Solange der Oriented Walk nur innere Facetten des Delaunaydiagramms
uberschreitet, vedit er sich exakt wie im Potenzdiagramm der Delaunagisgh”

Nach Satz 2.5 kann hier keine Endlosschleife auftretirerschreitet der Walk

eine Randfacette des Delaunaydiagramms, dann ist er beendet. .

Eine Delaunaytriangulierung geht aus einem Delaunaydiagramm hervor, indem
man alle Delaunayzellen auf beliebige Weise in Simplizes unterteilt. Dabei ent-
stehen neue Facetten innerhalb derjenigen Delaunayzellen, die nicht selbst schon
Simplizes sind. Die Umkugel eines Delaunaysimplex ist identisch mit der Um-
kugel der Delaunayzelle, in der der Simplex liegberschreitet ein Oriented
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Walk eine Facette innerhalb einer Delaunayzelle, dann bleibt die aktuelle Um-
kugel gleich, und mit ihr die Potenz van beziglich der aktuellen Umkugel.
Daher kann der Beweis von Satz 2.7 nicht auf Delaunaytriangulierusiggstra-

gen werden. Es gilt jedoch weiterhin, dal3 sich die Potenz strikt verringert, wenn
der Oriented Walk in eine andere Delaunayzelle wechselt. Ein Zyklus von Delau-
naysimplizes muf3 also innerhalb einer einzigen Delaunayzelle liegen.

Im planaren Fall ist die Delaunayzelfeein Polygon, die Facetten innerhalb von

Z sind Diagonalen voiZ. Anders als im allgemeinenohérdimensionalen Fall
wird Z von einer diagonalen Facefen zwei Zusammenhangskomponenten un-
terteilt. Um innerhalb eines Delaunaypolygons einen Zyklus zu erzeugdstem”
der Oriented Walk mindestens eine der Diagonalen in beide Richtumgen ~
schreiten (zu verschiedenen Zeitpunkten). Dies steht im Widerspruch zum Halb-
ebenentest.

Satz 2.8. Der Oriented-Walk-Algorithmus terminiert in planaren Delaunaytri-
angulierungen.

In Dimensionerd > 3 lassen sich Zyklen in Delaunaytriangulierungen konstruie-
ren. Eine Moglichkeit besteht darin, eingi — 1)-dimensionalen Zyklus gewis-
sermal3en in eind-dimensionale Triangulierung einzubetten.

BEISPIEL2.9. SeiH eine Hyperebene iRY. SeiT’ eine(d — 1)-dimensionale
Triangulierung inH derart, daR ein Oriented Walk i mit Anfragepunkig € H
einen Zyklus durchlaufen kann. Dabei mlifkeine Delaunaytriangulierung sein.
Wir legen eine KugeK ¢ RY mit Mittelpunkt in H so, daRT’ im Inneren von
K liegt. Die Ecken unsered-dimensionalen Triangulierun§ werden auf der
SpharedK liegen. Als erste Ecke afilen wir einen Punkt € 0K \ H, siehe Ab-
bildung 2.6. Seien nupy,..., p,, die Ecken vorT’. Durch Zentralprojektion mit
Zentrumz projizieren wir diep{ auf die Splare: Rir i = 1,...n hat die Gera-
dezV p{ zwei Schnittpunkte miéK, wovon einerz selbst ist. Bezeichnp; den
Schnittpunkt ungleictz. Die Ecken vonT sind py,..., pn undz Die Hyperebe-
ne H trenntz von denubrigen Ecken. & jeden SimplexS = A pi von T’
ist S:=zV Aj¢ pi ein Simplex vonT. Aufgrund der kosparischen Lage aller
Ecken vonT ist S ein Delaunaysimplex, d. Al ist (Teil einer) Delaunaytrian-
gulierung. Nach Konstruktion ist’ quasi der Schnitt vom mit H. Zu einer
FacetteF von T ist F’ ;= F N H die analoge Facette voli. Wegeng € H lie-
fern derd-dimensionale Halbraumtest hegich F und der(d — 1)-dimensionale
Halbraumtest innerhald beaiglich F’ analoge Ergebnisse. Der Zyklus des Ori-
ented Walk inT’ ist also auch ein Zyklus iff. Eine Delaunaytetraedrisierung
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ABBILDUNG 2.6. Einbettung einefd — 1)-dimensionalen Trian-
gulierung in eined-dimensionale Delaunaytriangulierung.

mit Zyklus erhalten wir z. B. aus der Triangulierung in Beispiel 2.@: R6here
Dimensionen kihnen wir Zyklen durch Induktionberd erzeugen.

2.4. Reguére Diagramme

Ein weiterer Beweisui Korollar 2.7 erschliel3t sichber regudire Diagramme.

Ein Diagramm heif3t regal; wenn man es s@mnheben” kann, dal3 es die Unter-
seite eines konvexen Polyeders bildet. In der Literatur wird dieser Begriff meist
auf Triangulierungen angewandt, z. B. B§92, Fac95, MII96, ES9§ Wir ver-
wenden die Definitiondi allgemeinere Zellkomplexe.

DEFINITION 2.10. Sei D ein Zellkomplex ifR9. Wir bettenRY als Hyperebene

in R4+1 ein und vidhlen ein Koordinatensystem derart, daR die z-Achse orthogo-
nal aufRY steht. Sei nun Pein Polyeder imR4*1. Eine Facette von Pheift
untere Facettavenn ihr auswrtiger Normalenvektor eine negative z-Koordinate
hat. D, ist eine Anhebung von D, wenn die orthogonalen Projektionen seiner
unteren Facetten alRY genau die Zellen von D sind. Gibt es ein konvexes Poly-
ederD C RI+1, das eine Anhebung von D ist, dann nennen wiegular. Wenn
dartberhinaus D nicht degeneriert ist, heil3t Brikt regular. Ist eine Anhebung

D+ gegeben und ist Z eine Zelle (F eine Facette) von D, dann bezeich(iet)Z

ihr Urbild auf der Unterseite von B

In Verbindung mit Anhebungen bezeichnen wir di®ichtung, die orthogonal
zum eingebetteteRY steht, auch als vertikale Richtungu€ine Delaunaytrian-
gulierungT laf3t sich eine konvexe Anhebung leicht konstruieren, vergleiche etwa
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[Ede87, S. 304]. Hierzu benutzt man das kanonische einschalige Rotationspara-
boloid, dessen Rotationsachse @di@chse ist und das in seinem Scheitelpunkt

RY benihrt. (Genausogut eignet sich jedes einschalige Paraboloid, dessen Rota-
tionsachse parallel zurAchse ist.) Die Ecken der Triangulierung werden auf
das Paraboloid angehoben und die konvex#eHT’ der angehobenen Ecken ge-
bildet. Bei eindeutigen DelaunaytriangulierungenTisteine nicht degenerierte
Anhebung vorT . Liegen hingegen mehrere Simplizes in einer gemeinsamen De-
launayzelle, dann entspricht eine Facette Voder gesamten Delaunayzelle. Sie
muf3 noch geeignet in simpliziale Facetten unterteilt werden. Da diese simplizia-
len Facetten ko-hyperplanar sind, ist die Anhebung ein degeneriertes Polyeder.
Nicht eindeutige Delaunaytriangulierungen sind also nur schwachamedutirt

man die Paraboloid-Anhebungrféin Delaunaydiagramm durch, dannatiian

ein nicht degeneriertes Polyeder. Delaunaydiagramme sind also strikdregul”

Auch Voronoidiagramme sind strikt regu siehe etwadBvK 797, S. 159] oder
[Ede87, S. 296]. Man hebt die Standorte auf das oben beschriebene Rotationspa-
raboloid an und legt in jedem angehobenen Punkt die tangentiale Hyperebene an
das Paraboloid. Der Abschlul3 der maximaldrer diesen Hyperebenen liegen-
den Punktmenge ist eine Anhebung des Voronoidiagramms. Mit fast derselben
Konstruktion lassen sich auch Potenzdiagramme anhdaeB[, S. 328]. Da-

zu hebt man den Mittelpunkt einer erzeugenden Kugel auf das Paraboloid, bildet
hier die Tangentialhyperebene, und hebt diese nochmals um den quadrierten Ra-
dius der Kugel an (ir-Richtung). Die Anhebung des Potenzdiagramms ist nun
der Abschlul3 der maximalen Punktmengeei’ den verschobenen Hyperebenen.
Aurenhammer Aur87, Theorem 4] zeigt weiter, dal3 jedes strikt reayel Dia-
gramm, dessen Zellen den gesani®@riiberdecken, ein Potenzdiagramm geeig-
net gevahlter Kugeln ist.

Satz 2.11. Der Oriented-Walk-Algorithmus terminiert in strikt reguen Dia-
grammen.

Beweis: SeD ein strikt reguéires Diagramm mit nicht degenerierter Anhebung
D+. Wir wollen den Weg des Oriented Walk nichtliyp sondern auf der Unterseite
von D, verfolgen. Sei daheg; die vertikale (Rick-)Projektion des Anfragepunk-
tesq auf diese Unterseite.

Uberschreite nun der Oriented Walk Facdtteon ZelleZ nachZ’. Wir betrach-

ten die Schnittpunkte der Hyperebengd, und\/Z’T mit der vertikalen Geraden
g:=qV g;. Abbildung 2.7 zeigt einen zweidimensionalen Schnitt durch diese
Situation. Die Schnittebene enthalte die Gergdend einen beliebigen inneren
Punkt vonF. Aus der Konvexit vonD; folgt, da3 der Schnittpunkt vog mit
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ABBILDUNG 2.7. Der Schnittpunktvog:=qV g, mit V4 liegt
hGher als derjenige my Z;.

V Z' echt oher liegt als derjenige miy Z, vergleiche Abbildung 2.7. DasAn-
steigen” des Schnittpunktes beweist, dal? der Oriented Walk keinen Zyklus durch-
laufen kann. .

Die Nicht-Degeneriertheit der Anhebung istr fden Beweis atig. Liegen meh-

rere untere Facetten v@h ko-hyperplanar, dann kann ohne ataiche Voraus-
setzungen ein Zyklus innerhalb dieser Facetten (bzw. ihrer Projektionen) nicht
ausgeschlossen werden. Genau dies ist bei dé&erdimensionalen Delaunay-
triangulierungen in Beispiel 2.9 der Fall. Die Paraboloidanhebung ist hier dege-
neriert. Simplizes der Triangulierung, die in einer gemeinsamen Delaunayzelle
liegen, werden in eine gemeinsame Hyperebene angehoben.

Zum AbschluR des Kapitels zeigt Abbildung 2.8 eirlgherblick tiber die ver-
schiedenen Klassen von Diagrammen, die wir betrachtet haben. Die Mehrzahl
der angegebenen Korrektheitsbeweise folgt dem klassischen Muster zum bewei-
sen von SchleifenterminierunguF€ine bestimmte KenngRe wird gezeigt, dal3

sie sich erstens mit jedem Schleifendurchlauf streng morastdart und zweitens

nur endlich viele Werte annehmen k&nDie KenngoRe ist in unserendfén
jeweils eine Art Abstandsmald zwischen der aktuellen Zelle und dem Anfrage-
punkt. In Satz 2.11 handelt es sich um den vertikalen Abstand des angehobenen
Anfragepunktesy; von der Hyperebene der angehobenen Zelle, sonst um den

2Der endliche Wertebereich wird oft dadurch bewiesen, daR eine ganzzahlige, etwa streng
monoton fallende Kenngfie nach unten besamkt ist.
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konvexzellige
Diagramme
strikt reguBire Potenzdiagramme
Triangulierungen Diagramme bel. Ordnung
(Satz 2.11) (Satz 2.5)
: 2[_)' : Delal.may- strikt regukire Potenz-
Triangulierungen Triangulierungen Triangulierungen Diagramme
(Beispiel 2.2) (Beispiel 2.9) ]

2D-Delaunay- Delau'nay- Voronoi-
Triangulierungen Diagramme Diagramme
(Satz 2.8) (Korollar 2.7) (Satz 2.4)

eindeutige
Delaunay-
Triangulierungen

ABBILDUNG 2.8. Hierarchie der betrachteten Diagrammklassen.
In den grau unterlegten Klassearkien Endlosschleifen auftreten.
Die durchgezogenen Verbindungslinien zeigen Teilklassenbezie-
hungen an. Die gepunktete Linie repentiert die besondere Be-
ziehung zwischen Delaunaydiagrammen und Potenzdiagrammen.

Abstand vonq zu den erzeugenden Elementen der Zelle. Der endliche Werte-
bereich folgt daraus, dafffest ist und das Diagramm nur endlich viele Zellen
besitzt. Bei den nicht eindeutigen Delaunaytriangulierungéindie KenngolRRe

nur schwach monoton. Im planaren Fall konnten wir die Bewelg ‘durch ein
zusatzliches, topologisches Argument schliel3en.dhdrén Dimensionen treten
hingegen Endlosschleifen bei statawmai' KenngoRe auf.
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KAPITEL 3

Nicht-konvexe Triangulierungen

Dieses Kapitel bewegt sich im Kontext deaEhlienuckflinrung durch planare Tri-
angulierung. Diese Vorgehensweise ist immer dann anwendbar, wenn eine injek-
tiv projizierbare Féiche abgetastet wurde. Die Abtastpunktmenge wircdhcist’

in eine geeignete Ebene projiziert, die projizierten Punkte werden trianguliert. Die
planare Triangulierung wird auf die Abtastpunktécktibertragen”, wodurch ein
Dreiecksnetz entsteht. Bei dieser Anwendung der planaren Triangulierung be-
gegnen uns verschiedene Versionen der Aufgabe, ein nicht-konvexes Gebiet zu
triangulieren. Der Rand des Gebiets wird dabei durch einen oder mehrere Poly-
gonaige beschrieben.

Eine einfache Version der nicht-konvexen Triangulierungsaufgabe ist die, daf? das
Gebiet ein einfaches Polygon ist. Seine Eckpunkte sind so durch Diagonalen zu
verbinden, dal3 das Polygon in Dreiecke zerlegt wird. Dabded sich die Dia-
gonalen gegenseitig niclhbérkreuzen. &' dieses Problem existiert ein Linear-
zeitalgorithmus von Chazell€€ha90, Cha9], der jedoch sehr kompliziert und

mit einem hohen konstanten Faktor behaftet ist. Woo und Shi&gH trian-
gulieren stark kantensichtbare Polygone mit einem umgekehrten Graham’s Scan
in Linearzeit. In Abschnitt 3.1 sehen wir, dal3 dies augh dternbrmige und
schwach kantensichtbare Polygonegtich ist.

Eine weitere Version ist die, dal3 ein Gebi&f, mit Lochern gegeben ist, des-
sen Rand durch mehrere einfache Polygmezbeschrieben ist. 18, liegt die
MengeP der projizierten Abtastpunkte. Gesucht ist eine im allgemeinen nicht
konvexe Triangulierung voR, die eine maximale Teilmenge vy, Uberdeckt.

Die Notwendigkeit einer nicht-konvexen Triangulierung ergibt siahffg daraus,
dal die Projektion der abgetasteteadké selbst nicht konvex ist. Abschnitt 3.2
entwickelt ein Verfahrenut diese Aufgabe. Das Verfahren geht so vor, dal3 zuerst
konvex trianguliert und dann aus der Triangulierunachér herausgeschnitten
werden. Dies erleichtert die interaktive Festlegung des GeBigjis

Die Beschreibung der Algorithmen in diesem Kapitel geht von einer Datenstruk-
tur aus, in der sowohl die Dreiecke als auch die Kanten einer Triangulierung dar-
gestellt werden. In der Praxis ist@lich, entweder nur Kanten oder nur Dreiecke
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explizit zu speichern. Die jeweils fehlenden Elemente sind dabei implizit gegeben
und lassen sich bei Bedarf mit jeweils konstantem Zeitaufwand berechnen. Wei-
terhin nehmen wir an, dal® in der Datenstruktur lokale Navigationsoperationen
von der Art, Finde die inzidenten Eckpunkte / inzidenten Kanten / benachbarten
Dreiecke eines gegebenen Dreiecks” odénde eine beliebige inzidente Kante
eines gegebenen Eckpunkts” nur konstante Zeibbeeri.

3.1. Triangulierung bestimmter Polygone durch Graham’s Scan

Eine Grundaufgabe bei der Manipulation von Triangulierungen ist, Eckpunkte zu
entfernen. Dies tritt etwa im Zusammenhang mit der Ausding von Triangu-
lierungen auf. Die Ausalinung einer Triangulierung kann aus Effizienzgtén
zwecknanig sein, wenn sich bereits aus weniger Punkten ein Dreiecksnetz ergibt,
das geometrisch nicht signifikant von dem utsmlichen abweicht. Ein weiterer
Grund, Abtastpunkte zu entfernen, sind sogenannte Ausreil3er. SparabEhr-
liche” Punkte bei der Auaghinung als auch Ausreil3er lassen sich einfacher be-
stimmen, wenn man auf den Abtastpunkten bereits ein Dreiecksnetz konstruiert
hat.

Ausreil3er stellen typischerweise einen sehr geringen Teil der gesamten Abtast-
punktmenge dar. Hier ist es effizienter, die Ausreif3er aus dem bestehenden Drei-
ecksnetz (und der bestehenden Triangulierung) zu entfernen, als Triangulierung
und Dreiecksnetzui’ die reduzierte Punktmenge von Grund auf neu zu konstru-
ieren. Dasselbe giluif’Ausdinnungsverfahren, die Abtastpunkte sukzessive ent-
fernen und dazwischen auf das modifizierte Dreiecksnetz zugreifen.

Um eine Eckep aus der Triangulierung zu entfernensthen wir zuachst die
Ecke selbst und alle mit ihr inzidenten Kanten und Dreiecke. Es entsteht ein Loch
w in der Triangulierung, welches wir wieder mit Kanten und Dreieckdlei:

In der Literatur ist dieses Problem unter dem Namé&nangulierung einfacher
Polygone” bekannt.

Speziell tir das Entfernen von Ecken aus Delaunaytriangulierungseml Palaci-
0s-Velez und Cuevas Renal’MCR9(] sowie, lir beliebige Dimension, Schrei-

ber [Sch94 dieses Problem. Die Verfahren nutzen bestimmte Eigenschaften von
Delaunaytriangulierungen aus und sind daher nicht auf allgemeine Triangulierun-
genubertragbar.

Chazelle Cha90, Cha9] beschreibt einen Linearzeit-Algorithmus zum triangu-
lieren einfacher Polygone. Dieser Algorithmus ist jedoch sehr kompliziert, und
die Laufzeit vonO(n) fur n Ecken enthlt einen hohen konstanten Faktor.
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Kong, Everett und ToussainKET90] verwenden einen Graham’s Scan, quasi
mit umgekehrtem Vorzeichen, um ein einfaches Poly@au triangulieren. Der
urspiingliche Graham’s ScarGfa72] fullt konkave Ecken eines steorfiigen
Polygons auf, um die konvexeuHé zu bilden (vergleiche auch Kapitel 4, Sei-

te 66). Er bentigt dazu lineare Zeit. Der Algorithmus von Kong et al. schneidet
konvexe Ecken ab, bis das Polygon nur noch ein Dreieck ist. Das Abschneiden ist
eine Operation auf dem Polygonzug, deberandet. EsdScht eine Ecke; aus

dem Polygonzug und ersetzt die Kanfgni A p; undp; A pi1 durchpj 1 A pi+1.

Eine konvexe Ecke; darf genau dann abgeschnitten werden, wenn das abge-
schlossene Dreiedk, das sie mit ihrer Vorgriger— und Nachfolger-Ecke bildet,
ein sogenanntes Ohr ist.

DEFINITION 3.1. Seien p_1, pi und py1 drei aufeinanderfolgende Ecken eines
einfachen Polygone. Das Dreieckd; := pi—1 A pi A pi+-1 heil3stOhr vonw, wenn
das Innere der Streckg_p A pi+1 im Innern vorw liegt.

Ist &; kein Ohr, dann &tte der Polygonzug nach Abschneiden ypiselbstiber-
schneidungen. Diese zaigliche Bedingung steht im Gegensatz zum wsgl-
chen Graham’s Scan, der jede konkave Eckeudlefi darf. Der Algorithmus von
Kong et al. testetui' jede konvexe Eckej, ob & ein Ohr ist. Dazwberptift er,

ob eine der konkaven Ecken des Polygong;itiegt. Ist dies der Fall, dann i
kein Ohr und die Eckey; wird nicht abgeschnitten. Der Ohrtest lo#igt fur ein
DreieckO(m) Zeit, wobeimdie Anzahl der konkaven Ecken im Polygon ist. Das
Durchlaufen der Ecken ist so organisiert wie beim Graham’s Scan. Egigen”
O(n) Zeit und kommt mitO(n) Ohrtests aus. Der Zeitaufwand des gesamten Al-
gorithmus ist dahe©(nm) fur ein Polygon mitn Ecken. Die abgeschnittenen
Ohren und das verbleibende Dreieck bilden schlief3lich eine Triangulierung des
urspringlichen Polygons.

Fur diese Arbeit sind zwei spezielle Klassen von einfachen Polygonen relevant,
namlich sternbirmige und schwach kantensichtbare Polygone. Siemiie Po-

lygone entstehen beispielsweise beim Entfernen einer Ecke aus einer Triangulie-
rung. Schwach kantensichtbare Polygone begegnen uns in Algorithmus 3.3. Wir
werden sehen, dal’ diese Polygone sich durch einen umgekehrten Graham’s Scan
in linearer Zeit triangulieren lassen.

Im folgenden sew stets ein einfaches Polygon mit den Eckan. .., p,.
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DEFINITION 3.2. Eine Ausleuchtmenge in w ist eine abgeschlossene, zusam-
menlangende Menge A w derart, dal3 jeder Punkt vow von einem Punkt der
Ausleuchtmenge aus sichtbar Ist.

Ein Polygonw heif3t

e schwach kantensichtbar, wenn eine seiner Kanten eine Ausleuchtmenge
ist, und

e stark kantensichtbar, wenn ein Punkt auf einer seiner Kanten eine Aus-
leuchtmenge ist.

BEMERKUNG 3.3. Ein Polygon ist sterrdrmig genau dann, wenn es eine Aus-
leuchtmenge besitzt, die aus nur einem Punkt besteht.

Das Lochw, das beim lboschen einer Eckp samt inzidenter Kanten und Drei-
ecke aus der Triangulierung entsteht, ist stemmiigj: Die Eckep war gemeinsa-
me Ecke der Dreiecke, deren Vereinigungst. In Abschnitt 3.2 werden uns auch
schwach kantensichtbare Polygone begegnen.

Woo und Shin YWS85 triangulieren stark kantensichtbare Polygone durch einen
umgekehrten Graham’s Scan in linearer Zeit. Weiter verwenden sie den umge-
kehrten Graham’s Scan als Subroutine, um stgmige Polygone zu triangulie-

ren. Dabei wird ein sterofimiges Polygon in bis zu drei stark kantensichtbare
Polygone unterteilt.

Mit Hilfe unserer Definition einer Ausleuchtmengerkien wir zeigen, dal der
umgekehrte Graham'’s Scan direkt auf sternfige und schwach kantensichtbare
Polygone anwendbar ist.

LEMMA 3.4. Sei A Ausleuchtmenge inund p konvexe Ecke vow. Sei weiter
O = Pi—1 A Pi A pir1. Wenng; die Ausleuchtmenge nicht oder nur in_p und
pi+1 schneidet, also Ad; \ {pi—1, pi+1} = 0 gilt, dann istd; ein Ohr und A ist
Ausleuchtmenge des einfachen Polygohs= w)\ &;.

Beweis:

Seid’ =& \ {pi_1, pi+1}. Wir betrachten je eine Sichtstreckevon A zu p;_1 und

S von A zu pi11, wobei die Sichtstrecken iw liegen. Die Sichtstrecken haben
keinen Punkt mib" gemeinsam. Die i liegenden Endpunkte der Sichtstrecken
seieng; undgy. Wir lassen ausdicklichgs = p;_1 undge = pio1 zu. O. B. d. A.
haben die Sichtstrecken mAt nur q; bzw. g2 gemeinsam. (Andernfalls ergh”

lware die Ausleuchtmenge eine Lichtquelle, danorade sie das gesamte Polygon
ausleuchten.

38



Pi+1 Pi+1

ABBILDUNG 3.1. Die Streckep; 1 A pi+1 wird von einer ge-
schlossenen Kurvé (fett gezeichnet) umgeschlossen.

die Menges; N A einen Punkq’1 mit minimalem Abstand zy;_1, und wir er-
setzens; durchd A pi—1. Mit s, verfahren wir analog.) Die Endpunktg, o

der Sichtstrecken sind durch einen geeigneten, von Sléitchneidungen frei-

en Pfad inA verbunden. Die anderen Endpunkte der Sichtkanten sind durch die
Kantenpj_1 A p; und p; A pi+1 von 9; verbunden. Die Vereinigung diesausrf’
Objekte ist eine geschlossene Kufvehne Selbstberschneidungen, sofern die
beiden Sichtstrecken zueinander disjunkt sind. Dies istin Abbildung 3.1 links dar-
gestellt. Schneiden sich unds; in einem Punkg wie in Abbildung 3.1 rechts,
dann erhalten wir die Kurv€ aus den beiden Polygonkanten und den Strecken
pi_1Aqundpi.1AQ. In beiden Rllen liegt die vonC eingeschlossene &dthe

in w. Das Innere der Strecka 1 A pi.1 wird von C strikt eingeschlossen, und
liegt daher im Innern vow. Dies zeigt, da; ein Ohr vonw ist. Ausw = w' U/
undAN ' = 0 folgt schliellich, daf® in w' enthalten und eine Ausleuchtmenge
vonw ist. .

Wir ersetzten nun den Ohrtest im Algorithmus von Kong et al. durch den Test, ob
die betrachtete Eckp; konvex ist und o® = & \ {pi_1, pi+1} die Ausleucht-
menge schneidet. Unter den Bedingungen

1. Der Test st in konstanter Zeitaglich.
2. Der Test kann nicht alle Ohren eines Polygohsrsehen.

erhalten wir einen Linearzeitalgorithmus.

Fur sternbrmige Polygone afilen wir als Ausleuchtmenge einen Pumpkaus
dem Kern. Der Kerndl3t sich nach Lee und Prepardt®79] in linearer Zeit be-
stimmen. Bei unseren stemrfiiigen Triangulierungsthern wissen wir bereits,
daf’ die gadschte Triangulierungseckezum Kern gebit. Mit dem Test aus Lem-
ma 3.4 erhalten wir Algorithmus 3.1.
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Algorithmus 3.1 Triangulieren eines sterofffmigen Polygons
Eingabe: Eckerps,...,p, des Polygons als doppelt verkettete ListeX( 4),
Punktp aus seinem Kern.
1 i:=1.
2: while w hat mehr als 4 Eckedo
3 9 = (Pi—1APiAPi+2) \ {Pi-1, Pis1}.
4. if pj ist konvexe Ecke des Loclasd p ¢ & then
5: Schneide die Eckg; von w ab.
6
7
8
9

I=1i—1.
else
i=i+1.
endif
10: endwhile
11: Teile win zwei Dreiecke auf.

Die Schritte 6 und 8 sind so zu verstehen, dal? der Algorithmus mit deaNgeg—

bzw. Nachfolger-Ecke vop; fortfahrt. Vorgainger und Nachfolger beziehen sich
dabei auf das aktuelle Polygon (in Schritt 6 auf das Polygon, b@wavgeschnit-

ten wurde), nicht auf das urgprglich eingegebene Polygon. Beim Abschneiden
einer Eckep; fugen wir das Dreiec®&; sowie dessen dritte Kante in die Triangulie-
rung ein. (Dad; durch drei aufeinanderfolgende Punkte des Lochs gebildet wird,
sind zwei seiner Kanten bereits in der Triangulierung enthalten.) Zu Schritt 11 ist
anzumerken, dalf3 sich jedes Viereck durch eine Diagonale in zwei Dreiecke zerle-
gen HR3t (vergleiche Abbildung 1.5 auf Seite 8), und dal3 man dazu konstante Zeit
berotigt. Die Diagonale und die beiden Dreieckig€n wir in die Triangulierung

ein. Entsteht beim @Schen einer Triangulierungsecke ein dreieckiges Loch, dann
fugen wir das Dreieck direkt in die Triangulierung ein, ohne Algorithmus 3.1
aufzurufen.

Satz 3.5. Algorithmus 3.1 trianguliert ein sterfmiges Polygorw mit n > 4
Ecken in Zeit @n).

Beweis: Istn = 4, dann trianguliert Schritt 11 das Polygon. Solaag@ch mehr

als 4 Ecken hat, werden in deshile-Schleife alle Ecken getestet, bis der Algo-
rithmus ein Ohr findet. Die Bedingung in Schritt 4 ist hinreichendidafad; ein

Ohr ist, aber nicht notwendig. E®kRiite daher sein, dal3 unser umgekehrter Gra-
ham’s Scan kein Ohr findet. Meistetd¢i75] zeigt, dal3 jedes einfache Polygon
mit n > 4 Ecken mindestens zwei Ohrén d; besitzt, die sich gegenseitig nicht
uberlappen. Findet der Algorithmus beide Ohren nicht, dannpiaf®; N 6]-* lie-

gen. Daraus folgt, daf? sich die Streckgn; A pi1 und pj_1 A pj41 Uberlappen
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ABBILDUNG 3.2. Sternbrmige Polygone mit aneinandergren-
zenden Ohre®; und9;.

und daRp im Innern derUberlappung liegt. Abbildung 3.2 zeigt einigeogliche
Formen vonw. Sind die Kanten identisch, dann istwegenpj_; = pj4+1 und
Pj—1 = Pi+1 ein Viereck und wird in Schritt 11 trianguliert. Andernfalls ist eines
der Dreieckedj_1,0i+1,0j—1,0j+1 €in Ohr, dag nicht entlalt. Der Algorithmus
muf} dieses (oder ein anderes) Ohr finden.

Der Ohrtest @i eine Eckep; berotigt nur konstante Zeit. Daraus ergibt sich eine
lineare Laufzeit @it den gesamten Scan. .

In ahnlicher Weise verfahren wir auctirfschwach kantensichtbare Polygone.

SAaTz 3.6. Schwach kantensichtbare Polygorienken durch einen umgekehrten
Graham’s Scan in linearer Zeit trianguliert werden.

Beweis: Sei 0. B. d. A. die Kantp, A p1 =: A Ausleuchtmenge des Polygons
w. Zur Triangulierung benutzen wir einen umgekehrten Graham’s Scan analog
zu Algorithmus 3.1. Wir ersetzen lediglich den Tgs¥ &' in Schritt 4 durch
ANg’ = 0 oder, wasaguivalent ist,

pn ¢ & and p1 ¢ &
Wenn die Dreieck®, undd; Ohren sind, danaberlappen sie sich. Es gibt also
ein Ohrd; # dn, 01, sofernw kein Dreieck ist. Witded;" die Polygonkant@, A p1

schneiden, dannaved; kein Ohr. Es ist also sichergestellt, dal3 der Algorithmus
o als Ohr erkennt. .
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Wie in Kapitel 1 (Seite 6 ff.) enalint, kommen bei der &henuckflihrung taufig
Triangulierungen zum Einsatz, die eine vorgegebene Zielfunktion optimieren, um
die Qualitit des resultierenden Dreiecksnetzes zu verbessern. Durch das Entfer-
nen von Ecken und Neutriangulierung des entstandenen Lochs wird die Optima-
litat im allgemeinen verloren gehen. Wir schliel3en daher eine Optimierung durch
lokale Suche mit Diagonalentausch an. Da sich nur ein begrenzter Teil der Trian-
gulierung gandert hat, sollten — eine entsprechende(f&rder Triangulierung
vorausgesetzt — die meisten Kanten nach wie vor optimal sein. Es ist zu erwar-
ten, dal’ nur in einer bestimmten Umgebung deangleiten Stelle Kanten auf
Suboptimaliéit tiberptift und gegebenenfalls getauscht werdarssei.

3.2. Triangulieren mit L 6chern

Wenn eine abgetasteted€ehie locher aufweist, sollten diese auch in der Trian-
gulierung und im Dreiecksnetz vorhanden sein. Das gilt gleichermafBefiri-
buchtungen am Rand der projizierteaétie. Abbildung 3.3 zeigt eine solche Ab-
tastung. Unter der Annahme gestreuter Abtastung milofierweise stark un-
terschiedlichen Abtastdichten ist eine automatische Erkennung edmeli und
Einbuchtungen kaum agjlich. Ein Mensch hingegen kann diese Stellen durch
einen Vergleich mit der abgetasteteaé¢hé leicht identifizieren.

Lewis und RobinsonlR78] und De Floriani, Falcidieno und Pieno\FFP85

geben Algorithmen zur Triangulierung von nicht-konvexen Gebieten@m&i-

de Algorithmen besteht die Eingabe aus der MeRgder projizierten Abtast-
punkte und dem gewischten Triangulierungsgebi& Der Rand des Gebiets
muf3 durch Polygonme vorgegeben werden, deren Eckpunkte projizierte Ab-
tastpunkte sind. Liegen um ein Loch herum viele Abtastpunkte, dann kann das
interaktive Festlegen eines solchen Polygonzugs sehr aufwendig sein. Auch muf
der Benutzer immer einesiul3eren Rand angeben, selbst dann, wenn dieser kon-
vex ist. Ein weiterer Nachteil dieser Algorithmen ist, dal3 sie keine dynamische
Anderung des Triangulierungsgebiets erlauben. Dadurch ist eine Korrektur nach
erfolgter Triangulierung nicht oglich, bzw. fir jede noch so kleine Korrektur
muf} die gesamte Punktmenge neu trianguliert werden.

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren entwickelt, das diese Nachteile vermei-
det. Seine Grundidee ist ein agkiges Gebiet, innerhalb dessen sich die Trian-
gulierung,ausbreiten” kann, das sie aber nicht vatsdiguberdecken muf. Das
zulassige Gebiet wird durcAbsperrungen festgelegt. Eine Absperrung ist ein
einfacher geschlossener Polygonzug, dessen Eckpunkte der Benutzetfienw”
kann. Er muf jedoch beachten, dal’ kein projizierter Abtastpunkt im abgesperrten
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ABBILDUNG 3.3. Oben: Abtastpunkte von einerdélfie mit Loch
(Bedienblende). Mitte: konvexe Triangulierung. Unten: Triangu-
lierung mit Loch.
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Bereich liegen darf. DeatiRere Rand des agSigen Gebiets kann durch eine Ab-
sperrung angegeben werden. Es ist aber auoglioh, einzelne Einbuchtungen
durch entsprechend geWwite Absperrungen zu erzwingen. Ist beides nicht der
Fall, dann ergibt sich alatilRerer Rand der Triangulierung automatisch der Rand
der konvexen Hlle. Das zudissige Gebietl3t sich dynamiscaridern, so dal3 der
Benutzer ganz gezielt unennschte Dreiecke und Kanten aus der Triangulierung
herausschneiden kann.

Das zuéissige Gebiet ist ein zusammamigéndes, wglicherweise unbescéink-

tes PolygonG,,. Seinen Rand bilden die Absperrungen. Siess€n paarwei-

se disjunkt sein. Das Ziel unseres Verfahrens ist eine Triangulierung, die einen
moglichst groRen Teil volts, Uberdeckt. Je nach Wahl des asgigen Gebiets
kann dabei eine Triangulierung mit mehreren Zusammenhangskomponenten ent-
stehen. In einigendlen kann man bestimmte Punkte zwar durch Kanten, aber
nicht durch Dreiecke verbinden. Solche Kanten, die dann mit keinem Dreieck
inzident sind, wollen wir ausdcklich zulassen. Dazuussen wir in diesem Ab-
schnitt einen anderen Triangulierungsbegriff verwenden als in Definition 1.10.

DEFINITION 3.7. Sei P eine endliche Punktmenge Rf. Eineteilweise Trian-
gulierung T von P besteht aus einer Menge D von Dreiecken und einer Menge K
von Kanten, ifir die gilt:

D ist eine Triangulierung ge&tf3 Definition 1.10.

Die Randkanten alled € D sind in K enthalten.

Die Ecken alled € D und die Endpunkte aller & K sind in P enthalten.

Der Schnitt zweier Kanten aus K ist leer oder ein gemeinsamer Endpunkt.
Ist die Kante ke K nicht Randkante vod € D, dann ist ihr Schnitt mid

leer oder ein gemeinsamer End—/Eckpunkt.

A A

Das Gebiet der Triangulierung ist die Vereinigung ihrer Dreiecke, Kanten und
Punkte.

In diesem Abschnitt wollen wir den Begriff Triangulierung im Sinn von Definiti-
on 3.7 verstehen. Die projizierten Abtastpunkte bilden die Mdhg#/ir suchen
eine teilweise Triangulierung vddmit maximalem Gebiet innerhalB,,;. Wenn
G,u die konvexe Hille von P umfaRt, inshesondere im F&@i,, = R?, dann ist
das maximal ragliche Gebiet die konvexewé vonP. Abbildung 3.4 zeigt ein
Beispiel mit einer Absperrung, die in die konvexellgé hineinragt. Hier gibt es
zwei maximale Triangulierungen mit unterschiedlichen Gebieten.

In Abbildung 3.4 ist der rechte untere Eckpunkt der Absperrung gleichzeitig
ein projizierter Abtastpunkt. Die zweibrigen Eckpunkte gefén nicht zuP.
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ABBILDUNG 3.4. Zwei Triangulierungen mit maximalen Gebie-
ten. Die Absperrung ist gestrichelt dargestellt.

Zur Unterscheidung bezeichnen wir im folgenden alle projizierten Abtastpunk-
te alsDatenecken und alle Absperrungs-Eckpunkte, die keine Datenecken sind,
als Hilfsecken. Unser Algorithmus konstruiert einilfstriangulierung T der
Daten— und HilfseckerT. iberdeckt die gemeinsame konvexelle dieser Ecken.
Alle Kanten der Absperrungen sind in der Kantenmelg®n T enthalten. Die-
jenigen Kanten und Dreiecke von, die in einem abgesperrten Bereich liegen
oder mit einer Hilfsecke inzident sind, werden &ldfskanten und —dreiecke
bezeichnet. Dieibrigen Kanten und Dreiecke heil3eigentlich. Sie bilden zu-
sammen mit den Datenecken @igentliche Triangulierung T.

Die Strahlverfolgung in Form von Algorithmus 2.2 kanadhier und Einbuchtun-
gen wedewberspringen, noch feststellen, ob der gesuchte Punkt in ihnen liegt.
Um Punkte in einer nicht-konvexen Triangulierung zu lokalisieren3ta Algo-
rithmus 2.2 erheblich erweitert werden. Die Hilfstriangulieruagt|dieses Pro-
blem auf einfache Weise. Sidérdeckt locher und Einbuchtungen mit Hilfsdrei-
ecken und macht sie sarfdie Strahlverfolgung zuagiglich.

Der Benutzer erzeugt eine Absperrung, indem er nacheinander deren Eckpunk-
tersq,...,rmeingibt. Die Eckpunkte &rinen bereits vorhandene Datenecken sein,
oder beliebige andere Punkte, die dann als Hilfsecken in die Hilfstriangulierung
eingefigt werden. Das Programm stellt sicher, dal3 die Absperrungen paarweise
disjunkt und nicht ineinander verschachtelt sind. Eckpunkigie in einem abge-
sperrten Bereich liegen, weist es @ok. Sobald der Benutzey, ; festgelegt hat,
versucht das Programm eine (Hilfs-)Kamie=r; Ari;1 zu erzeugen. Stellt sich
hierbei heraus, dafi Ariy1 eine vorhandene Absperrung schneidet, dann wird
die Eingabe;, 1 zunickgewiesen. Dies garantiert zum einen paarweise disjunkte
Absperrungen, zum anderen verhindert es auch Sdlbsichneidungen der Ab-
sperrung, die gerade angelegt wird. Zum Abschlul3 der Absperrung wegden
undrq durch eine Kanté, verbunden. Dabei wirdberptift, dafd im Innern des
abgesperrten Bereichs weder Hilfs— noch Datenecken liegen.
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Wennr; undr;,.1 nicht bereits durch eine Kankgverbunden sind, muf3 der Algo-
rithmus diese Kante erzeugen. Er bestimmtaast alle Kanten und Dreiecke,
die das Innere der StreckeAri,1 schneiden. Hierzu dient eine Strahlverfol-
gung vonr; nachrj;1 (vgl. Algorithmus 2.2). Die gesuchten Kanten und Drei-
ecke sind genau diejenigen, di@wrénd der Strahlverfolgungbérschritten bzw.
durchlaufen werden. Ahrend der Strahlverfolgung erfolgt ditberpuifung, dal

ri Ariy1 keine Absperrung schneidet. Die bei der Strahlverfolgung gefundenen
Kanten und Dreiecke werden aus der Hilfstriangulierungggit. Dabei entsteht

ein echtes Loch, das vdqin zwei Hélften geteilt wird.

Die beiden Lochhlften werden mit Kanten und Dreiecken gk, um sofort wie-
der eine Hilfstriangulierung mit konvexem Gebiet herzustellen. Die Lalftam’
sind schwach kantensichtbar mit Kaktels Ausleuchtmenge: Jeder Punkt einer
Lochhélfte geloit zu einem der gekchten Dreiecke, muf3 also vom Schnitt die-
ses Dreiecks mik; aus sichtbar sein. Zumulién einer Lochhlfte benutzen wir
den genal3 Satz 3.6 modifizierten Algorithmus 3.1.

Beim Rillen der Lochlalften wird das Gebiet der eigentlichen Triangulierung
nicht beticksichtigt. Die Maximierung vorm erfolgt nach dem Abschlufd der
Absperrung, d. h. wenn die Randkantan. .., ky in der Hilfstriangulierung ent-
halten sind.

Wir fuhren die Maximierung auf ein Sichtbarkeitsproblemunlt Dazu betrach-

ten wir die Zwischeraiime zwischen der eigentlichen Triangulierung und den
AbsperrungenT ist genau dann maximal, wenn in keinen Zwischenraum mehr
eine eigentliche Kante, also eine Kante zwischen zwei Datenecken, @gef”
werden kann. Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn es keinen Zwischen-
raumZ gibt, in dem zwei Datenecken gegenseitig strikt sichtbar sind.

Unser Verfahrendhrt die Maximierung vorl aus, sobald alle Kanten einer neu-

en Absperrung in der HiIfstrianguIierun‘E erzeugt sind. UnT zu maximieren,

sucht das Programm nach gegenseitig strikt sichtbaren Datenecken am Rand ei-
nes Zwischenrauma. Hierbei nutzt es aus, daBbereits durchl trianguliert ist.

Die Suche startet von einer Datenegkam Rand vorZ aus, und bestimmt alle

von p aus innerhallZ strikt sichtbaren Datenecken. Jede dieser Ecken wirghmit
durch eine Kante verbunden. Die Verbindungskanten werden auf die gleiche Art
erzeugt, wie vorher schon die Absperrungskanten. Nachdem Sichtbarkeitssuche
und Verbindungenut'jede Datenecke am Rand varerfolgt sind, ist das Gebiet
vonT maximal.
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Algorithmus 3.2 tihrt die Sichtbarkeitssuche innerhalb des Zwischenrazims
durch. Er betrachtet zu jedem Zeitpunkt einen Winkel, d. h. eine von zwei Strah-
len begrenzte Teiliche der Ebene, dessen Scheitelpunkt in der Datenpdbe.
Diesen Suchwinkel verfolgt der Algorithmus durch die Hilfstriangulieruing
Wenn er auf eine Eckeg stf3t, die innerhalb des Suchwinkels liegt, dann un-
terteilt er den Winkel an dem Strahl v@rdurchq. Die beiden Teilwinkel werden
rekursiv verfolgt. Die Verfolgung selbst besteht Wberschreiten von Kanten von

T. Wird eine Randkante vo iiberschritten, dann bricht die Verfolgung ab. Ab-
bildung 3.5 zeigt die verschiedenealle beimUberschreiten einer Kante.

Wennp eine andere Dateneckesieht, dannduft die Verbindungskante durch ein
Dreieckd, das mitp inzident ist und inZ liegt. Am Anfang unserer rekursiven
Winkelverfolgung stehen daher Suchwinkel, die solche Dreiéakenau umfas-

sen. Algorithmus 3.2 repsentiert den Suchwinkel durch zwei Eclkgnund py,

die auf dem linken und rechten Begrenzungsstrahl liegen. Diese Ecken sind stets
von p verschieden und beschreiben daher den Suchwinkel eindeutig. Algorithmus
3.2 fuihrt die rekursive Sichtbarkeitssuche durch.

Die Bedingungen in den Schritten 12 und 14 sind auch danditesiennq auf
dem jeweiligen Begrenzungsstrahl liegt. In diesem Fall wjidlirch p, bzw. p,
verdeckt, ist also nicht strikt sichtbar.

Sei der Zwischenraud mfach zusammerdrigend und habeEcken. Die Lauf-
zeit von Algorithmus 3.2 arigt vonn undm ab. Bis auf didor-Schleife und die
Rekursion beatigen alle Schritte des Algorithmus konstante Zeit. Da in jedem
Durchlauf derfor-Schleife mindestens ein rekursiver Aufruf erfolgt, ist die Lauf-
zeit des Algorithmus proportional zur Gesamtanzahl der rekursiven Aufrufe. In
jedem rekursiven Aufruf wird genau einmal eine Kanbeischritten. Eine Kante

k kann mehrmalsiberschritten werden, jeweils in verschiedenen rekursiven Auf-
rufen und mit verschiedenen Suchwinkeln. Dabankén sich die Suchwinkel,
die k Uberschreiten, paarweise nialtierlappen. Vielmehr ossen sie oder zwei
ihrer Vorfahren im Rekursionsbaum durch eine Egkeon Z getrennt worden
sein. Abbildung 3.6 veranschaulicht dies.

Die Eckeq gehort zum Rand vorZ. Die Kantek und die Teile der beiden Such-
winkel zwischenp undk liegen inZ und umschlie3eg. Daher mul%) Ecke einer
Absperrung inZ sein, und die gesamte Absperrung wird von den beiden Such-
winkeln undk eingeschlosse® ist m-fach zusammerdrigend, entllt alsom— 1
Absperrungen. Daher kakvon maximalm Suchwinkelnuberschritten werden.

Im Inneren vorZ liegenO(n) Kanten. Algorithmus 3.2 kann also maxin@(inm)

mal eine Kanteauberschreiten, und betigt O(nm) Zeit.

47



o
p/‘/‘/\\\‘o
. Pr TTe--

b) keine Unterteilung

S (Rekursionsabbruch)

c) k ist Randkante vo&

ABBILDUNG 3.5. DieSichtbarkeitssuche beitdberschreiten ei-
ner Kantek.
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Algorithmus 3.2 Sichtbarkeitssuche
Eingabe: Dateneckpg, ZwischenraunZ (als Teil der Hilfstriangulierung).
Ausgabe: Meng®;s der vonp aus inZ strikt sichtbaren Datenecken.

1. Ps:=0.

2: for jedes mitp inzidente Dreiecld mitd C Z do

3: k:=Kante vond, die p gegemiberliegt.

4:  py, pr := Endpunkte vork (in der entsprechenden Reihenfolge).

5. (x Anfang der rekursiven Verfolgung eines Suchwinkéls
(* pe und pr markieren die linke und rechte Begrenzung des Winlkeilst,
die Kante, die alsa&chsteuberschritten wirdx)
if kist Randkante voZ then

Rekursionsabbruch

endif
0 := Dreieck hintelk.
10:  q:= Ecke vond, diek gegeniberliegt.
11:  kp, ke := Kanten vond, die mit q inzident sind. ¢ Vergleiche Abbil-

dung 3.5x)
12:  if gliegt nicht rechts des Strahls vardurchp, then
13: Verfolge rekursiv mik := k, (p¢, pr wie gehabt).
14:  elseifq liegt nicht links des Strahls vopdurchp, then
15: Verfolge rekursiv mik := k; (p¢, pr wie gehabt).
16:  else(x g liegtim Innern des Suchwinkels)
17: if gist Dateneckehen Ps := PsU{q} endif
18: Verfolge rekursiv mik := k, und p; := q (p, wie gehabt).
19: Verfolge rekursiv mik := k, und p, := q (pr wie gehabt).
20:  endif
21:  (x Ende der rekursiven Verfolgung eines Suchwinkgls
22: endfor

Wahrend der Sichtbarkeitssucha #ine einzelne Dateneckgandert sich die
Hilfstriangulierung nicht. Sobal#s bestimmt ist, werden Kanten vom zu al-

len Eckenq € Ps erzeugt (soferr®s nicht leer ist). Durch das Erzeugen dieser
Verbindungskanten, die ja eigentliche Kanten sind, wird die eigentliche Triangu-
lierung vergolRert undZ verkleinert. Danach erfolgt die Sichtbarkeitssucte f*
die rdchste Datenecke am Rand vdnDiese Suche backsichtigt die zuvor
erzeugten eigentlichen Kanten, d. h. sie findet innerhalb des verkleinerten Zwi-
schenraums statt. Beim Erzeugen der Verbindungskamtendn' Sichtbarkeiten
zwischen Randecken vanh unterbrochen werden, aber esnkien keine neuen
Sichtbarkeiten entstehen. Daher mul3 jede Datenecke am Radnuareinmal
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ABBILDUNG 3.6. Zwei Suchwinkeliberkreuzen dieselbe Karke

Algorithmus 3.3 Erzeugen einer KanteA q

Eingabe: Eckem undqder Hilfstriangulierung.
(Ausgabe: gariderte Hilfstriangulierung.)

1: Strahlverfolgung vorp nachq (Algorithmus 2.2 mit Startecke* := p und
Anfragepunktq). Dabei durchlaufene Dreiecke undbérschrittene Kanten
merken.

2: if Strahlverfolgung trifft auf eine Eckp; then

3:  Erzeuge rekursiv die KantgmA p; und p; A g.

4: else

5. Durchlaufene Dreiecke unabérschrittene Kantemws$chen.
6

7

8

Kantep A g einflgen.
Lochhélften rechts und links von KangeA g fullen (Algorithmus 3.1).
. endif

uberpuift werden, auch wenn sger noch andere Datenecken miteinander ver-
bunden werden.

Das Anlegen eines Lochs im agdSigen Gebiet erfolgt in drei Schritten: Erzeugen
der Absperrung in Form von Kanten und gegebenenfalls Hilfsecken, Maximie-
rung des eigentlichen Gebiets und Optimierung der eigentlichen Triangulierung.
Die Algorithmen 3.3 und 3.4 stellen diesen Vorgang detailliert dar.

Algorithmus 3.3 erzeugt eine gemschte Kantg A g in der Hilfstriangulierung.

Er loscht alle Kanten und Dreiecke, die der neuen Kante im Wege stehen. In
das entstehende Lochdt er die neue Kante ein. Es entstehen zwei Ladftdr,

die beide vonp A g aus schwach kantensichtbar sind. Sie werdenafe®éatz

3.6 wieder gailit. Liegen auf der Streckp A q weitere Ecken, dann wird sie an
diesen Ecken unterteilt, undifjedes Teilatck wird eine entsprechende Kante
erzeugt.
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Algorithmus 3.4 Erzeugen einer Absperrung
Eingabe: Eckpunktey,...,ry der Absperrung (Array mit Koordinaten).
(Ausgabe: gariderte Hilfstriangulierung.)

1: for jeden Eckpunkt; do

2. if rjist nicht Ecke der Hilfstriangulierunipen
3 Flger; als Hilfsecke ein.
4:  endif
5. Erzeuge Kantej_1 Ar; (bzw.rmAr1) in der Hilfstriangulierung (Algorith-
mus 3.3).
6: endfor
7. for alle ZwischenaumeZ, die an die neue Absperrung angrengen
8. for jede Datenecke@ am Rand vorZ do
9: Sichtbarkeitssuchaufp (Algorithmus 3.2).
10: for jede vonp aus inZ strikt sichtbare Dateneclegdo
11: Erzeuge Kantg A g (Algorithmus 3.3).
12: endfor
13:  endfor
14: endfor

15: OptimiereT durch iterierten Diagonalentausch.

Die Formulierung von Algorithmus 3.4 geht der Einfachheit halber davon aus,
dal3 die eingegebene Absperrung korrekt ist. Diggen Korrektheitstests sind
weiter oben im Text beschrieben. In Schritt Brkien im Innern der Strecke
ri_1 Arj Datenecken liegen. Dann werden mehrere Kanten erzeugt, die alle zur
Absperrung gebren. Die abschlieRende Optimierung ist wie nach descheén

von Datenecken notwendig, da beim Erzeugen der Kagtend beim Maximie-

ren der eigentlichen Triangulierung die Zielfunktion keine Rolle spielt. Auch hier
muf3 die Optimierung nur in einer bestimmten Umgebung der neuen Absperrung
durchgetihrt werden.
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KAPITEL 4

Konvexe Huillen auf der Sphare

In diesem Kapitel beséftigen wir uns mit der Berechnung konvexeultgén auf

der Splaire S2. Dabei gehen wir von einem einfachen aghéhen Polygonzug
aus, dessen konvexaule wir bestimmen wollen. In der Ebene ist bekannt, daf}
die konvexe Hille eines einfachen Polygonzugs mitEcken inO(n) Zeit be-
rechnet werden kanrLge834. Die spharische Variante dieses Problems ist in
der Literatur bisher nicht untersucht worden. In diesem Kapitel wird ein Linear-
zeitalgorithmus it das sphrische Problem vorgestellt. Eine Anwendung dieses
Algorithmus ergibt sich bei der BEhenrekonstruktion durch die datenabbige
TAC-Triangulierung.

4.1. Konvexe Mengen und einfache Polygongié auf der Sptare

Wir betrachten den euklidischen VektorralRa und in ihn eingebettet die Ein-
heitssplare S2 um den Ursprund. Die Punkte auf der Sgté sind also ge-
nau die Einheitsvektoren des Raumes. Die Antipode eines Pupkt&s’ ist der
Punkt—p.

Die Geoditen aufS? sind die GroRkreise, d. h. die Schnitte V®f mit Ebenen
durch den Ursprung. Sinplundq nicht antipodal, dann gibt es einen eindeutigen
Grol3kreis durch die beiden Punkte. Der Grol3kreis wird pomnd g in zwei
Bogen unterteilt. Die Wizeste Verbindung zwischgnund g ist der kirzere der
beiden BXgen.

DEFINITION 4.1. Eine Punktmenge M S 2 hei3tkonvex, wenn zu jedem Paar
von nicht antipodalen Punkten gpe M auch die Kirzeste Verbindung zwischen
p undqgin M liegt.

Beispiele fir konvexe Mengen al§?:

1. Ein Grol3kreis.
2. Ein GroRRkreisbogen mit Bogemge< 1t
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3. Ein Schnitt vorB 2 mit einem Halbraum deR2, der den Ursprun@ nicht
im Innern entlalt. Dies sind Hemispdren Q ist Randpunkt des Halb-
raums), Kappen, die von Kleinkreisen berandet sind und ganz in einer He-
misphare liegen, und einzelne Punkte.

4. Ein antipodales Punktepaar.

5. Ganz52.

Eine konvexe Menge ist entweder die ganze@phoder sie ist in einer geeignet
gewehlten Hemisphrie enthalten. Abgesehen von den Antipodenpaaren und den
Grol3kreisen ist jede konvexe Menge einfach zusamenagérid. Diese Tatsachen
konnen wir mit Hilfe des folgenden Lemmas zeigen.

LEMMA 4.2. Sei Mc S? eine konvexe Menge undepS?\ M. Dann existiert
eine Hemispére H mit pc H und HNM = 0.

Beweis: WenrM leer ist, gilt die Aussage trivialerweise. Andernfalls gibt es einen
GrofR3kreisG durch p, der M schneidet. Liege etwa in der Zusammenhangs-
komponenteB von G\ M. Die Bogenéinge vonB ist mindestenst, da sonstp

auf der kirzesten Verbindung zwischen zwei Punkten Wbriage. Es gibt da-
her einen Halbkrei§&’ C B mit p € G'. Seienq und —q die Endpunkte vor&'.
Lassen wir nun den Halbkreis ilR® um die Gerade durch und —q rotieren,
dannuberstreicht er die Spiné (aul3er vielleicht den Punktgmund —q, die nicht
notwendigerweise z@' getoren). Wir fihren diese Rotation nach beiden Seiten
kontinuierlich aus, bis der rotierende Halbkrésschneidet oder bis er m@’
einen Winkel von 180 bildet. SeienG; und G, die beiden offenen Halbkreise,
die am Ende dieser kontinuierlichen Rotationen erreicht werden. Das Innere der
Flache, die bei den Rotationebérstrichen wurde, ist disjunkt . Der Punkip
liegt in deruberstrichenen Bthe G; undG; haben dieselben Endpunkte vi@é
Seia der Winkel, derG; undG; auf derniberstrichenen Seite einschlie3en. Wenn
o < 180 ist, dann enthlt G; einen Punkip; € M und Gy einen Punkip, € M.

Die kurzeste Verbindung zwischegm und p, lauft durch dieuberstrichene Biche
und kreuzt dabe'. Dies fliihrt zum Widerspruch, da einerseits digkgste Ver-
bindung inM liegt und andererseit&’ "M leer ist. Somit ist > 180° und die
Uberstrichene RElche enthlt eine HemispaieH mit p € H. .

BEMERKUNG 4.3. Die HemisphieH in Lemma 4.2 braucht weder offen noch
abgeschlossen sein. Man kalhund p so wéahlen, dal3 keine offene und keine
abgeschlossene Hemigpk 'die Aussage des Lemmasudlitf'z. B.: SeiM eine
Hemisplaie, die von ihrem Rand genau einen Halbkreis @htlind liegep auf
dem anderen Halbkreis des Randes.
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KOROLLAR 4.4. Ist M # S2 konvex, dann ist M in einer abgeschlossenen He-
misphare enthalten.

KOROLLAR 4.5. Es gibt nur vier konvexe Mengen, die einen gegebenen Grol3-
kreis G enthalten: G selbst, gafZ und die zwei durch G berandeten abgeschlos-
senen Hemisgidren.

Beweis: SeH eine der beiden vo® berandeten offenen Hemisgieh. Wenriv
einen Punkip € H nicht entlalt, dann mul zu ganzH disjunkt sein. Hieraus
folgt die Behauptung. .

SATZ 4.6. Sei MC S2 konvex, dann ist M ein Antipodenpaar, ein GroRRkreis oder
eine einfach zusammegugende Menge.

Beweis: Die leere Menge ist per definitionem einfach zusamuauegprid. ISM #

0, dann gibt es drei &le.

l. Sei M nicht zusammerdrigend. Dann gibt es zwei PunigpeZ£ g in M, die
durch keinen stetigen Pfad M verbunden sind. \&fe q # —p, dann Age die
kiirzeste Verbindung zwischgnund g in M. EnthielteM auRerp undq= —p
noch einen dritten Punkt, danreweénp undq tiber ihre kirzesten Verbindungen
zu diesem dritten Punkt auch miteinander verbunden. Alsilist {p, —p} ein
Antipodenpaar.

Il. Sei M mehrfach zusammeanhgend. Dann existiert iM eine geschlossene
JordankurveC, so daB in jeder der beiden durChberandeten offenen &then
mindestens ein Punkt nicht &igetort. Nach Lemma 4.2 liegt jeder solche Punkt
p in einer HemisphieH c S\ M. Offensichlich sindH undC disjunkt. Beide
durchC berandeten Eléhen umfassen also je eine Hemisgh Dies kann nur
der Fall sein, wenf® ein Grof3kreis ist. Die beiden dur€hberandeten offenen
Hemisplaren sind disjunkt zil, also istM = C ein GroRkreis.

[I. Als dritter Fall bleibt nur, dafM einfach zusammermimgend ist. .

DEFINITION 4.7. Die spharische konvexe Hillle einer Menge MC S definieren
wir wie gewbhnlich als die kleinste konvexe Menge, die M attiAnalog zu den
Symbolem und A bezeichnen wir mit, und A, konvexe Hllen aufS2.

Betrachten wir nun Polygonzje aufS2. Zurdchst werden einige Grundbegriffe
vorgestellt, vergleiche dazu z. BH&mM23] oder [Cra62]. In der Ebene ist ein
(geschlossener) Polygonzug eine (zyklische) Folge von Strecken, atzeskén
Verbindungen, zwischen den Eckpunkten. Analog dazu werdearisphé Poly-
gonaige definiert. Hierbei ist zu beachten, daR es zwischen zwei Punkt&if auf
nur dann eine eindeutigaikZeste Verbindung gibt, wenn sie sich nicht antipodal
gegeniberliegen.
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DEFINITION 4.8. Seien p, ..., pn € S? derart, daR jeweils pund p..1 sowie p,

und p nicht antipodal zueinander liegen. Der geschlossgairische Polygon-

zug mit denEcken py, ..., pn besteht aus allen Grol3kreigben, die krzeste Ver-
bindungen zwischen; pind p1 bzw. zwischen pund p sind. Ein Polygonzug
heildteinfach, wenn er frei von Selb8berschneidungen ist. Eine abgeschlossene
spharische Fhchew heil3teinfaches spharisches Polygon, wenn ihr Rand? ein
einfacher Polygonzug ist.

Wie bereits in der Definition geschehen, werden wir auch im Rest dieses Kapitels
den Zusatz spdrisch taufig weglassen, wenn er sich aus dem Zusammenhang
ergibt. Die Darstellung eines Polygonzugs ist nicht eindeutig, da wir degenerierte
Ecken zulassen. (Die Ecka heil3t degeneriert, wenp_1, pi und p;+1 auf ei-

nem gemeinsamen Grol3kreis liegen.) Ohne degenerierte Ecken lassen sich eini-
ge splarische Polygonzje nicht darstellen. Die minimal notwendige Anzahl an
degenerierten Ecken ist leicht anzugeben. Ein Grol3kreisbogen mit Bogenl”

< Ttist die kirzeste Verbindung zwischen seinen Endpunkten und somit ohne de-
generierte Ecke darstellbar. Ein Bogen ménge> 1t aber< 21t berdtigt eine
degenerierte Ecke, die von beiden Endpunkten wenigenm alstfernt sein darf.

Ein voller Grol3kreis ist nur mit drei degenerierten Ecken als (geschlossener) Po-
lygonzug darstellbar.

Ein geschlossener einfacher Polygonzug zerlegt dieaf@pim zwei Polygone.

Durch die Reihenfolges,..., pny der Ecken ist der Polygonzug orientiert. Wir
konnen daher eines der beiden Polygone als links und das andere als rechts des
Polygonzugs bezeichnen.

DEFINITION 4.9. SeiQ ein einfacher geschlossener Polygonzug mit den Ecken
P1,..., Pn. DerDrehwinkel a(p;) der Ecke pvonQ ist der rechts vori liegende
Winkel zwischen den zwei Polygdgen, die mit pinzident sind, minu80(°. Der
totale Drehwinkel a(Q) vonQ ist die Summe der Drehwinkel aller Ecken.

Bei einfachen geschlossenen Polygageri in der Ebene betgt der totale Dreh-
winkel 360 oder—360, je nach Orientierung. Auf der Sphe hingegen drigt
der totale Drehwinkel linear vom &theninhalt des rechten Polygons abr F~
a(Q) =360 wirde das rechte Polygon die ganze &gtiedecken (bis auf Antei-
le mit Flachenmald 0), bei(Q) = 0° sind rechtes und linkes Polygon gleich groR3,
und flir a(Q) = —360° hétte das rechte Polygondehenmalfd 0. Da wir einfache
Polygonzige betrachten,dinen die Blle 360 und—360° nur als Grenzbetrach-
tung auftreten. Sie wden degenerierte Polygarge erfordern.
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SAaTz 4.10. Ist Q ein einfacher geschlossener Polygonzug mit mindestens einer
nicht degenerierten Ecke, dann umfal3t die konveiikeHonQ eines der durch
Q berandeten Polygone.

Beweis: Die konvexe Hile A, Q D Q ist kein Antipodenpaar und kein Grol3-
kreis. Nach Lemma 4.6 ig_ Q einfach zusammemmgend. DA selbst in der
konvexen Hille liegt, mul3 sie mindestens eines der ducherandeten Polygone
umfassen. .

In der Ebene ist ein Polygon genau dann konvex, wenn es nur konvexe und even-
tuell degenerierte, aber keine konkaven Ecken besitzt. Dasselbe dfitazifim
Beweis bentigen wir zuraichst zwei Lemmata.

LEMMA 4.11. Der einfache geschlossene gpische Polygonzuf sei mit einer
minimalen Anzahl degenerierter Ecken dargestellt. Ferner hR@bmindestens
drei nicht degenerierte Ecken. Dann ist von drei aufeinanderfolgenden Ecken
hochstens eine degeneriert.

Beweis: Zwei aufeinanderfolgende degenerierte Ecken sind nur adignwenn

ein Polygonzug einen vollen Grol3kreis eaithHatte nun der einfache Polygon-
zug Q zwei aufeinanderfolgende degenerierte Ecken, dage Er vollsthdig

auf einem Grol3kreis undaltté nur degenerierte Ecken. Wir brauchen also nur
noch zeigen, daf3 von drei aufeinanderfolgenden Egkeqn p; und pj1 nicht

die erste und letzte gleichzeitig degeneriert seanren. Nehmen wir an, dafd
pi—1 und pi;1 degeneriert sind. Dannussen die beiden Grol3kre®iEnB, =
(Pi—2Ao Pi—1) U (Pi—1/As Pi) UndBz = (pi A Pi+1) U (Pi+1 /s Pi+2) Bogenkingen

> 1thaben. Aufgrund ihres gemeinsamen Endpumktsitissen sictB; und By
auch in dessen Antipodep; schneiden. Damit ighi_2 = pi+2 = —pi (Mit zykli-
scher Indexrechnung), urfdl hat nur zwei nicht degenerierte Ecken. .

LEMMA 4.12. SeiQ ein einfacher geschlossener gptscher Polygonzug, dessen
Ecken alle Drehwinkeb 0° haben, und seien; i1 zwei aufeinanderfolgende
Ecken vomQ. Sei H die abgeschlossene Hemigghlinks des Grol3kreisbogens
von p nach p;1. DannistQ C H.

Beweis: Induktioruber die Anzahim nicht degenerierter Ecken véh

m= 2 : Der Polygonzug besteht aus zwei Halb-Grol3kreisen, die sich in einem
Antipodenpaar (den nicht degenerierten Ecken) schneiden. Das Polygon links
von Q ist ein splarisches Zweieck (entspricht einem Kugelsegment, vergleiche
Abbildung 4.1) mitOffnungswinkel< 180°. Damit ist es der Schnitt von zwei
Hemisplaren, auf deren &idern je einer der Halb-Grol3kreise liegt. Jeder Grol3-
kreisbogen zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ecken liegt damit ebenfalls auf
dem Rand einer der beiden Hemigpénri, und die entsprechende Hemesghiegt

57



ABBILDUNG 4.1. Ein splafi- ABBILDUNG 4.2. Skizze zum
sches Zweieck wird von zwei Beweis von Lemma 4.12.
Halb-GroRRkreisen berandet.

links des Bogens.

m—1—m: O. B. d. A. seQ minimal dargestellt. Aufgrund von Lemma 4.11 gibt
es zwei aufeinanderfolgende, nicht degenerierte E¢kgnpj1} # {pi, Pi+1}-
Wir erweitern das Polygon links vaR derart durch ein s@risches Dreieck, daf3
pj und pj+1 degenerierte Ecken werden. $gi der Grol3kreis durcipj_1 und
pj, ebensaG, durch pjy1 und pj;2. Von den zwei Schnittpunkten va@; mit
Gy sei Pis1 derjenige, @if denp; auf dem kirzesten Grol3kreisbogen zwischen
Pj—1 und Pj1 liegt. Es liegt dann auclpj,1 auf dem kirzesten Grol3kreisbo-
gen zwischermpj;» und Pl siehe Abbildung 4.2. Wir bilden einen Polygonzug
Q’, indem wir inQ die EckepH% zwischenpj und pj41 einflgen. Da der Bo-
genpj A, pj+1 kdrzer alsrtist, kann er die Grol3kreigé, und G, je nur einmal
schneiden, ailich in pj bzw. pj;1. Dies ist genau wie in Abbildung 4.2 darge-
stellt, und wir sehen, daﬁH% als Ecke vorQ)’ einen Drehwinket> 0° hat. InQ’

sind p; und pj;1 degenerierte Ecken. Daher Hat nur m— 1 nicht degenerier-
te Ecken. Weger pj, pj+1} # {pi, pi+1} sind p; und pi;1 aufeinanderfolgende
Ecken vonQ'. Nach Induktionsvoraussetzung @&tin der HemisphireH enthal-
ten. Aufgrund der Konstruktion ist au€hin H enthalten. .

Eine offene HemispdreH lalidt sich durch Zentralprojektion bijektiv und geed”
tentreu auf eine geeignete Ebda@bbilden. Das Zentrum der Projektion ist der
UrsprungO. Die EbeneE muf3 parallel zum Randkreis vdi liegen und darfD

nicht enthalten. Abbildung 4.3 zeigt, wie ein Grol3kreisbogen auf eine Strecke ab-
gebildet wird. Aufgrund der Ge@aténtreue gehen sphsch konvexe Teilmengen
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ABBILDUNG 4.3. Geodtentreue Projektion zwischen offener
Hemisplare und Ebene.

ABBILDUNG 4.4. Das Polygon aus Abbildung 4.2 liegt in einer
offenen Hemispére.

vonH in planar konvexe Teilmengen vé&niber und umgekehrt.

SaTz 4.13. SeiQ c S? ein einfacher geschlossener Polygonzug mit den Ecken
P1,...,Pnunda(p;) > 0° furallei=1,...,n. Dann ist das Polygom links von
Q konvex.

Beweis: Wenn alle Ecken vaR degeneriert sind, dann lie§t auf einem Grol3-
kreis undw ist eine Hemispare. Wenn genau zwei Ecken nicht degeneriert sind,
ist w ein konvexes Zweieck wie in Abbildung 4.1. Sind mindestens drei Ecken
nicht degeneriert, dann sehen wir aus dem Beweis von Lemma 4.12y dal}
einem Zweieck echt enthalten ist. Insbesondere liegt die Eﬂk%edes Zweiecks
aul3erhalb vow. In Abbildung 4.4 sehen wir einen GrolRkr&sder zwischemw

und Pis1 verlauft undw auch auf def,Ruckseite” der dargestellten Sgte"nicht
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schneidet. Damit liegi in einer offenen Hemism@ré und kann ge@éntreu in
eine geeignete Ebene projiziert werden. Bei der Projektratert sich der Betrag
der einzelnen Drehwinkel, aber nicht ihr Vorzeichen. Die Projektion ist, als pla-
nares Polygon ohne konkave Ecken, konvex. Daher muf3@spharisch konvex
sein. .

4.2. Die konvexe Hille eines splarischen Polygonzugs

Bevor wir konvexe Hillen auf der Spaie berechnen, betrachten wir dieses Pro-
blem zurachst auf dem Kreis. Als Modell nehmen wir einen beliebigen Grol3kreis
G c S2. Auf ihm suchen wir die konvexe tlé einer Punktmeng@. Den hierzu

zu entwickelnden Algorithmus werden wir bei der Berechnung konvexdier ™
auf der Sphare mehrfach als Subroutine aufrufen.

Da eindeutige Uizeste Verbindungen zwischen Punkten &ganz inG liegen,

ist A, P C G. Auf der ZahlengeradeR ist die konvexe Hlle einer endlichen
Punktmenge das kleinste Intervall, das die PunkteantAuf dem Kreis sind
drei Félle zu unterscheiden:

1. Ein Antipodenpaar ist seine eigene konvexalél”

2. Liegt P innerhalb eines Halbkreises v@B, ohne ein Antipodenpaar zu
sein, dann ist die konvexeulié der Kirzeste Kreisbogen, dér enthalt.
Dies entspricht dem Intervall auf der Gerade.

3. Gibt es keinen Halbkreis, d& enthalt, dann umfal3t die konvexeuté
ganzG.

Wir formulieren den Algorithmus so, daf3 er nach dem Komplement der konve-
xen Hille sucht. Das Komplement ist, von den trivialenlldih abgesehen, ein
offener Kreisboge C G der Lange> tmit BN P = 0. Die Endpunkte vorB
geloren zuP. Figt man nun zWP einen weiteren Punid,,1 hinzu, dann liegt
dieser Punkt entweder in der bisherigen konvexatidder inB. Im ersten Fall
andert sich die konvexewé nicht. Im zweiten Fall teilpm;-1 den Bogen in zwel
offene TeillbgenB; undBy. Da die Lange vorB weniger als Z betrégt, kann nur
einer der Teillbgen eine Bhge> thaben. Ist dies etwBy, dann ist sein Komple-
ment die neue konvexeuté. B, ist Teil der konvexen Hile, da er die kizeste
Verbindung zwischen seinen Endpunkten darstellt und dieBeJifipm.1} sind.
Sind beide Teilbgen kirzer alsrt, dann istG die neue konvexe tHile.

Algorithmus 4.1 bestimmt das Komplement der konvexetiddgenau auf die-
se inkrementelle Weise. Seine Eingabe ist nicht eine Menge, sondern eine Li-
ste, in der Punkte mehrfach vorkommaeurfgh. Um feststellen zuddinen, ob es
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Algorithmus 4.1 Langster freier Bogen

Eingabe: GroRkrei§ c S2, m Punktepy, ..., pm auf G (als doppelt verkettete
Liste).
Ausgabe: Einedigste Zusammenhangskompon&wenG\ {p1,...,Pm}, SO-
fern sie nicht kirzer alsrtist. Die Endpunktey;, g2 von B.
1: (x Teilweise Dublettenentfernung)
Entferne aus der Listpy, ..., pm alle Punkte, die gleicp1 sind. Wenn Punk-
te pj = —p1 auftreten, lasse davon genau einen in der Liste. Die bereinigte
Liste enthalte die Punktg,, ..., pr,.
2: if M =2and p} = —p, then

3: G hat zwei Bngste freie Bgen.

4: 1= P

5. Op:i= P

6: else

7. if py = —p, then vertausche, mit p; endif
8 B:=G\(py/Py)

9. fori:=3,...,mdo

10: if p{ € Bthen

11: Teile B an Punktp{ in zwei Teilbogen.
12: B := der Engere der beiden Telgén.
13: if Bist kirzer alsrtthen

14: Es gibt keinen freien Bogen mitdrige> Tt stop
15: endif

16: endif

17:  endfor

18: Q1,02 := Endpunkte vorB.

19: endif

sich letztendlich nur um ein Antipodenpaar handelt, entfernt der Algorithmus in
Schritt 1 alle Dubletten vop; und gegebenenfalls voap;. Bleiben dabei mehr
als zwei Punkteibrig, dann sorgt Schritt 7 dad,"dal3p, # —pj ist. Die konvexe
Hulle der ersten beiden Punkte ist jetzt ein Kreisbodgewird als Komplement
dieses Kreisbogens initialisiert. Danachnft diefor-Schleife (Schritte 9-17) die
inkrementelle Konstruktion durch.

In Schritt 1 werden nur Dubletten vgnn und von— p; entfernt. Hierzu testet der
Algorithmuspy, ... , pm auf Gleichheit mitp; oder—p;. Der Zeitbedarf isO(m).
Alle ubrigen Einzelschritte betigen konstante Zeit, und dfer-Schleife wird
O(m) mal durchlaufen. Die Laufzeit von Algorithmus 4.1 ist datgm).
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Wenden wir uns nun den konvexeunll€h auf der Spére zu. Die bereits erabinte
geoditentreue Projektion zwischen offener Hemesghlind Ebene (siehe Abbil-
dung 4.3) ist eine wichtige Grundlage unseres Algorithmus. Unter derageod”
treuen Projektion bleibt der Wahrheitswert von Aussagen der EBumktp; liegt
rechts (links, auf) der Gead durch die Punktp; und py” erhalten. Ist also ein
einfacher geschlossener spischer Polygonzu@ in eineroffenenHemisplaie
enthalten, und kennen wir diese Heimapd ‘dann &ihnen wir die konvexe tlle
von Q auf dem Umwegiber eine geeignete Ebene berechnen.

Zur Berechnung von konvexerutén in der Ebene dient uns der Algorithmus von
Lee [Lee83d. Dieser Algorithmus benutzt die Koordinaten der Polygonecken
lediglich fur drei Teilprobleme:

1. Zur Bestimmung der Umlaufrichtung (im/gegen Uhrzeigersinn)Qpso-
fern diese nicht von vornherein feststeht.

2. Zur Bestimmung einer Polygoneckedie garantiert eine Ecke der konve-
xen Hulle ist.

3. Zum Beantworten von Anfrageiiegt Punktp; rechts, links oder auf der
Gerade durch die Punkm und p?”

Wie oben bereits angedeutet3k'sich Teilproblem 3 auch ohne Projektion schon
auf S2 losen. Dazu brauchen wir nur das Vorzeichen der Determinante der drei
Einheitsvektorem;, p; und px betrachten. Wenn es uns gelingt, die anderen Teil-
probleme ohne Projektion zesén, dann é&rfinen wir den Algorithmus von Lee
direkt aufS? anwenden.

Wir losen die beiden Teilprobleme nicht, sondern umgehen sie, indem wir die
Sphare in zwei Hemispéir‘en zerschneiden. Dabei konstruieren wir Quswei

.fast einfache” Polygongje Q1 und Q», die jeweils in einer der beiden He-
mispharen liegenQ; und Q» sind nicht notwendigerweise eine Zerlegung von
Q, aber es muf}\, (Q1UQ2) = A, Q gelten. Der Algorithmus von Lee liefert
uns die konvexen Hlen von Q41 und Q». Aus diesen wiederum berechnen wir
die konvexe Hille vonQ. Abbildung 4.5 skizziert dieses Vorgehen.

Das Zerschneiden leistet Algorithmus 4.2. Er erkennt auch verschiedene Spezi-
alfalle, in denen er direkt die konvexaile ausgibt. Einige Schritte des Algorith-
mus werden im folgenderahér erdiutert.

Die Annahme, dal das linke Polygon den kleinereack€ninhalt hatafi3t sich
nétigenfalls durch Umorientieren efén. Der Zeitaufwand hieudi” ist linear.
Wenn die konvexe Hile ein Polygon ist, entit sie stets das kleinere der bei-
den durchQ berandeten Polygone.

Schritt 9: Wenn es auf dem Schnittkréiskeinen (offenen) BogeB mit Lange
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Algorithmus 4.2 Zerschneiden eines sptischen Polygonzugs

Eingabe: Eckerpy, ..., pn eines einfachen geschlossenen Polygon£ugsS?

(als doppelt verkettete Liste).

Ausgabe im Normalfall: Geschlossep@eil-’"Polygonaige Q1 und Q», die je-

weils in einer offenen Hemispiné liegen. Es gilA\,(Q1UQ2) = A, Q.

Ausgabe in Speziadlen: Konvexe Hille vonQ.
Annahme: O.B.d.A. sef) so orientiert, daf’ das linke Polygon keineonl@eien

Flacheninhalt hat als das rechte Polygon.

1: G := mittelsenkrechter Grof3kreis vgn und p».
2: fori:=1,...,ndo

3: if pj undpi1 liegen auf verschiedenen Seiten v@ithen

4 Flige den Schnittpunks N (pj A, pi+1) als degenerierte Ecke @ ein.

5. endif

6: endfor
7: Suche mit Algorithmus 4.1 eineangsten freien Bogela C G\ Q.

8: if Algorithmus 4.1 findet keinen freien Bogen miahge> ttthen

9 A, Q=52

10: elseifB ist ein (offener) Halbkreithen

11: Betrachte die Endpunkig; und g, = —qz1 von B als Nord— und 8dpol.
Bestimme die Bhgengrade deubiigen Ecken vorQQ. Suche analog zu
Algorithmus 4.1 einen Winkelbereich von mindestens“1&0dem keiner
der LAngengrade liegt.

12:  if alle Ecken liegen auf einem Paar gegkerliegender aitngengradéhen

13: die beiden lahgengrade bilden einen Grol3kreis, und diesek i<D.

14:  elseifein freier Winkelbereich vopr 180 existiertthen

15: Ao Q ist das Komplement des freien Winkelbereichs.

16: else

17: A, Q =S2.

18:  endif

19: else

20:  DurchlaufeQ vonq; bis g. Bilde den geschlossenen PolygonZugaus
denjenigen Ecken, die auf oder rechts fiegen.

21:  DurchlaufeQ von gz bisg;. Bilde den geschlossenen PolygonZugaus
denjenigen Ecken, die auf oder links v@rliegen.

22: endif
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1. Splarischer Polygonzu@ 2. TeilpolygonzigeQ; und Q2 nach
dem Zerschneiden

3. Konvexe Hillen vonQ; undQ» 4. Konvexe Hille vonQ

ABBILDUNG 4.5. Konstruktion der konvexenutlé eines spéri-
schen Polygonzugs.

> 1t gibt, derQ nicht schneidet, dann gett‘'ganzG zur konvexen Hlle. Die
Eckenp; und p2 von Q liegen strikt auf beiden Seiten vaa Nach Korollar 4.5
ist \,Q=S2

Schritt 11: Wir bestimmen den freien Winkelbereich, indem wir ciagéngrade
mit demAquator schneiden und dann auf démuator einen von Schnittpunkten
freien Bogen suchen.

Schritt 15: Der freie Winkelbereich wird von zweahgengraden berandet, also
von zwei Halb-Grof3kreigiigen. Sein Komplemeni, Q ist daher entweder ein
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1
G

ABBILDUNG 4.6. Durch eine kleine $tung wird Q; einfach,
ohne die konvexe Hlle zuandern.

spharisches Zweieck mi; undgy als nicht degenerierten Ecken, oder eine He-
misplare.

Schritt 20 (und analog Schritt 21): Alledgjén vonQ, die G kreuzen, wurden in
Schritt 4 durch ihre Schnittpunkte m@ unterteilt. Daher ersetzt Schritt 20 ge-
nau diejenigen Teile voR, die links vonG liegen, durch Bgen aufG. Dabei
entstehen if2; Selbstbewhrungen, aber keine Selbbgrkreuzungen. Durch ei-
ne beliebig kleine Stung wirde Q1 einfach, siehe Abbildung 4.6. Die @ting
andert die konvexe #lle von Q1 nicht. Der Algorithmus von Lee berechnet die
korrekte konvexe Hile, ohne die Selbstbehrunguberhaupt zu erkennen.

Algorithmus 4.2 bestimmt entweder die konvexalld vonQ, oder er liefert zwei
PolygonzigeQ; undQ,. Beide Polygonage sind,fast einfach”: sie haben keine
Selbstiberkreuzungen,dthstens Selbstbéniungen. Durch geringfjige Rota-
tionen vonG um eine geeignete Achse iR? sieht man, da®1 und Q. jeweils
in einer offenen Hemis@ré liegen. Die Eckeq; undqgp sind Eckpunkte der je-
weiligen konvexen Hile. Dariberhinaus liegt der Grof3kreisbogen zwisclgn
undg, auf dem jeweiligen Rand der konvexenlk¢h. Das Polygon links vof 1
(vonQy) istin A, Q1 (in A, Q2) enthalten.

Wir kbnnen nun den Algorithmus von Lee, mit geringiggen Modifikationen,

auf jeden der beiden Polygamgé Q4 und Q» einzeln anwenden. Dieser Algo-
rithmus durchdiuft einen Polygonzug Eckeirf'Ecke. Er beginnt mit einer Ecke,

die garantiert Eckpunkt der konvexeml€'ist, und konstruiert in jedem Schritt
die konvexe Hille der bisher betrachteten Ecken. Statt einer einzelnen Ecke, die
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garantiert zum Rand der konvexenll¢ gelort, kennen wir bereits einen Grol3-
kreisbogen mit dieser Eigenschafamlich q; A, g2 = G\ B. Der Algorithmus

von Lee benutzt die garantierte Ecke an zwei Stellen. Einmal als Startecke beim
Durchlaufen des Polygonzugs, mit der Gewil3heit, dal3 bestimRiiekwarts-
schritte” nieuber diese Ecke zuck laufen. Diese Rollebernimmt in unserem

Fall g1 fur Q1 undqy fur Q. Zum anderen blickt der Algorithmus von Lee auch
vorwarts auf die garantierte Ecke, um festzustellen, ob eine neu betrachtete Ecke
des Polygonzugs bereits in der bisher konstruiertelteHiegt. Rir diese, Voraus-
schau” verwenden wir nicht die Startecke, sondern den jeweils anderen Endpunkt
des garantierten Bogers\ B. Damit konstruiert der modifizierte Algorithmus

in jedem Schritt die konvexe ullé der betrachteten Ecken und des garantierten
Bogens.

Wir erhalten zwei konvexe Polygone, deren Schnitt genau der BGgeh ist.
(Genau genommen erhalten wir di@mler dieser Polygone in Form von Poly-
gonaigen.) Wir vereinigen diese beiden Polygone, indem wir aus beiden Poly-
gonaigen den Bogels \ B entfernen und die nun offenen Polygogein den
Eckenqg; undgz miteinander verketten. Der entstehende Polygoriztigchlief3t

eine sterndfmige FEche ein: der Mittelpunkt des Bogengj; A, g2 = G\ B
gelort zu den beiden konvexen Polygonen, daher sind von ihm aus alle Punkte
von Q* sichtbar.

DEFINITION 4.14. Ein spharisches Polygomw heil3tsternformig, wenn es einen
Punkt ge w gibt, so dal3ifir jedes pc w alle kiirzesten Verbindungen zwischen q
und p inw liegen. Die Menge aller g mit dieser Eigenschaft hé&&tn von .

Das Polygon links vorQ* ist nach den obigetberlegungen sterofinig. Fir
sternbrmige Polygone in der Ebene berechnet der sogenannte Graham’'s Scan
(siehe [Gra72] oder auch PS83 S. 106 ff.]) die konvexe Hile. Er nutzt die
Tatsache aus, daf3 man von einem planaren signigén Polygon eine konkave
Ecke, abschneiden” kann, ohne die Stemfiigkeit zu verlieren. Das Abschnei-

den einer konkaven Eckg bedeutet, dafd das Polygon um die Dreiecicfé
pi—1 A Pi A pir1 erweitert wird. Der Begriff Abschneiden bezieht sich genau ge-
nommen auf den Randpolygonzayvon w. In ihm wird die Eckep; entfernt

und die Kantenpj_1 A pi und p; A pi+1 werden durchpi_1 A pi+1 ersetzt. Der
Graham’s Scan durcalift Q und schneidet alle konkaven Ecken ab. Durch ge-
eignetes Kombinieren von Voawts— und Rckwértsschritten findet er auch die
Ecken, die erst durch Abschneiden einer anderen Ecke konkav werden, in linearer
Gesamtlaufzeit.
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Auf der Splare B3t sich nicht jede konkave Eckeeines sterrdimigen Polygons

w ohne weiteres abschneiden. Nimmt n@raus dem Randpolygonzug heraus,
dann lonnen Selbsiierschneidungen auftreten. Dies wird plausibel, wenn wir
das komplemeast'e Polygon

w:=S2\w
betrachten. & 'w* ist p; eine konvexe Ecke, deren Abschneiden auch in der Ebene
zu Selbaiberschneidungemifiren kann.

Wir werden sehen, dal} sich Sellds¢tschneidungen durch einen einfachen Test
ausschlieRen lassen. Neben Resultaten aus Kapiteld@igpen wir dazu den fol-
genden Satz.

SaTz 4.15. SeiQ C S? ein einfacher geschlossener Polygonzug. Das Polygon
w links vonQ ist genau dann sterdfmig, wenn das Polygow® rechts vonQ
sternbrmig ist.

Beweis: Seiw sternbBrmig und liegep in seinem Kern. Bge die Antipode-p
auch inw, dann ware w = S? aufgrund von Definition 4.14. Wir werden zei-
gen, dalR—p im Kern von «° liegt. Seiq € w° beliebig. Wir betrachten den
Halb-Grof3kreisB := pA, qA, —p. Da p im Kern von w liegt, ist wN B zu-
sammenhiigend. Damit ist aucB’ := BN w° zusammendrigend. Wir sehen,
daRgA, —p C B’ gelten muR, d. h—p liegt im Kern vonw°®. Insbesondere ist

w* sternBrmig. Der Umkehrschlul? ergibt sich dadurch, daf? wir den Polygonzug
umorientieren und so links und rechts vertauschen. .

In Kapitel 3 haben wir gesehen, dal® man von einem siemgjen Polygon in

der Ebene auch konvexe Ecken abschneiden kann, solange dabei der Kern des
Polygons nicht vollsiindig abgeschnitten wird. Die Steonfriigkeit bleibt dabei
erhalten. Bei aherer Betrachtung von Lemma 3.4, Algorithmus 3.1 und Satz 3.5
zeigt sich, daR diese aGf Uibertragbar sind. Wirdinen also von einem safi

schen stermffimigen Polygon eine konkave Ecke abschneiden, wenn danach der
Kern des komplemeatén Polygons nicht leer ist.

Zu Beginn unseres Graham’s Scan wissen wir, dal3 der Grol3kreishogen,
zum Kern des Polygons links vé@d* gehort. Nach Satz 4.15 gelnt' der antipodale
Bogen—qg; A, —g2 zum Kern des Polygons rechts vari. Beide Bigen liegen auf
dem Grol3kreiss, der in Schritt 1 von Algorithmus 4.2 gebildet wird.ahfend
des Graham’s Scan betrachten warslig die Schnittpunkte vo@ mit dem aktu-
ellen Polygonzug. Wenn der Graham’s Scan etwa die Fglabschneidet, dann
teilen wir den neu eingefjiten Bogen a auf. Wir fiigen den Schnittpunkt des
neuen Bogens mib als zusitzliche, degenerierte Eckgin den Polygonzug ein.
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Wird spéterd abgeschnitten, dann verfahren wir analog, ebensqif Auf die-

se Weise kennen wir stets die beiden Schnittpunkte des aktuellen Polygonzugs
mit G. Diese Schnittpunkte teile@ in zwei Bogen. Der Bogen links des aktu-
ellen Polygonzugsiberdeckig; A, go. Solange er nichtdriger alstist, kann er
nicht gleichzeitig—q; A, —02 Uberdecken. Wir wissen dann, dal3 der Kern des
(komplemerdiren) Polygons nicht leer ist und der Graham’s Scan korrekt arbei-
tet. Wird der Graham’s Scan beendet, ohne dal3 der linke TeilBA@mger algt
wird, dann gibt er den Randpolygonzug der konvexeieddus. Wird der linke

Teil von G langer alst, dann gebit ganzG zur konvexen Hlle. Wie in Schritt

9 von Algorithmus 4.2 &ihnen wir jetzt schliel3en, dal? die konvexalld gleich
S2ist (vergleiche die Eduiterung auf Seite 62). Der Zeitaufwand unseres modi-
fizierten Graham’s Scan bleift(n).

Algorithmus 4.3 Konvexe Hille eines sparischen Polygonzugs durch Zer-
schneiden

Eingabe: Eckerpy, ..., pn eines einfachen geschlossenen PolygonfugsS?

(als doppelt verkettete Liste).

1: Zerschneid& nach Algorithmus 4.2 iif21 und Q.

2: if Algorithmus 4.2 hat bereitg, , Q bestimmtthen stop endif

3: Fuhre modifizierten Algorithmus von Lee af¥; aus, mitq; undgy als ga-
rantierten Ecken der konvexeruHg.

4: Fihre modifizierten Algorithmus von Lee af; aus, mitg, undq; als ga-
rantierten Ecken der konvexeruHg.

5. Bilde aus den Randpolygoungén vonA, Q1 und A, Q> den Randpolygon-
zugQ* von A, Q1UA, Qo.

6: Fihre aufQ* den modifizierten Graham’s Scan aus.

Algorithmus 4.3 zeigt den gesamten Ablauf unseres Algorithmus. Da alle auf-
gerufenen Algorithmen im schlechtesten Fall lineare Laufzeit haben, hat auch
Algorithmus 4.3 LaufzeiO(n).

4.3. Anwendung: Totale Absolutknimmung von Dreiecksnetzen

Wie wir bereits in Kapitel 1 gesehen haben, eignen sich verschiedene Triangu-
lierungen unterschiedlich gutifdlie Konstruktion von Dreiecksnetzedblicher-

weise mif3t man die @e einer Triangulierung durch eine Zielfunktion. Die Wahl
dieser Zielfunktion gt von dem jeweiligen Anwendungsgebiet alx. Finite-
Elemente-Berechnungen etwa gilt es, schmale Dreiecke zu vermeiden, da die-
se die numerische Stabdit'des Verfahrens verschlechtern. Hier erreicht man
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das Optimum durch die Delauneytriangulierung. Will man Vektorfelder rekon-
struieren, dann ist eine aglichst geringe Anzahl kritischer Punkteumnschens-
wert [SH9§. Dies ist eine sogenanntatenablkingige Zielfunktion. Thr Wert
hangt nicht nur von der Triangulierung, sondern vielmehr von der zorggsdri
Rekonstruktion — in diesem Fall einusikweise lineares Vektorfeld — ab.

Zur Flachenrekonstruktion eignen sich in besonderem Male die datergibh”
gen Zielfunktionen ABN und TAC. Sie werden auf dem Dreiecksnetz ausge-
wertet, das sich aus der Triangulierung ergibt. ABN (Angles Between Normals,
vgl. [CSYL88, DLR89, DLR9Q]) minimiert die Winkel zwischen den Norma-
len benachbarter Dreiecke. Der ABN-Idealfall ist ein planares Dreiecksnetz. TAC
(Total Absolute Curvature, vgl.AvD95, vDA95)) minimiert die totale Abso-
lutkrimmung des Dreiecksnetzes. Auf glatteadflén ist die totale Absolut-
krimmung als Integral des Betrags der Gauldkmiunguber die gesamte &the
definiert. Auf polygonalen Blchen konzentriert sie sich in den Eckpunkten. Die-
ses Kriterium hat die Eigenschaft, dafd es in konvexen und konkaaehdtibe-
reichen wieder konvexe und konkave Dreiecksnetze erzeugt.

In Kapitel 1 haben wir Rekonstruktionen einemé&lie durch verschiedene Tri-
angulierungen gesehen. Die Abbildungsserie 4.7—4.10 zeigt als weiteres Beispiel
eine Fhche mit einem Knick. An dem Knick weisen die Triangulierungen deutli-
che Unterschiede auf. Die Delaunay-Triangulierued®tiden Knick kaum erken-

nen. Das ABN-Dreiecksnetahért sich dem Knick schon besser, aber noch nicht
ideal. Die beste Rekonstruktion stellt das TAC-Netz dar. Hier ist ist der Knick
vollstandig herausgearbeitet.

/‘/_———\\

ABBILDUNG 4.7. FEche mit Knick. Links der Umrif3 nach Pro-
jektion in die Triangulierungsebene.
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ABBILDUNG 4.8. Delaunay-Triangulierung des Knicks.

ABBILDUNG 4.9. ABN-Triangulierung des Knicks.

ABBILDUNG 4.10. TAC-Triangulierung des Knicks.



Fur die Berechnung der totalen Absolutknimung eines Dreiecksnetzes bagt’

man splarische konvexe Hlen. Die totale Absolutkrmmung wird in jedem Eck-
punkt p; des Dreiecksnetzes berechnet uathdt'von den inzidenten Dreiecken

ab. Im wesentlichen wird sie aus denjenigen Innenwinkeln der Dreiecke berech-
net, in deren Scheitgh; liegt. Dabei missen jedoch verschiedenallge unter-
schieden werden. Diedflé lassen sich erkennen, wenn man eineaugend kleine
Sphare um die betrachtete Ecke legt und mit den inzidenten Dreiecken schnei-
det. Die Splre muf3 so klein sein, daf3 alle anderen Ecken auf3erhalb liegen. Ihre
Schnitte mit den inzidenten Dreiecken bilden dann einen einfachen geschlosse-
nen splarischen Polygonzug. Die Berechnung der totalen Absalatkniing be-
stimmt sich danach, ob der Polygonzug

(1) konvex,
(2) nicht konvex, aber in einer Hemispte enthalten, oder
(3) nichtin einer Hemispdr'e enthalten

ist. Im Fall (2) wird zur Berechnung die konvexeili€ berotigt. Die Unterschei-

dung der Rlle kann ebenfalls mit Hilfe der konvexerul¥ erfolgen. Dabei ist

Fall (3) daran zu erkennen, daf3 die konvexaléldie gesamte Spainé ist. Alboul

und van Damme verwenden einen Algorithmus mit Lauf@¥it®). Die Laufzeit
beruht haup@chlich darauf, daluf’je zwei Eckenp;, p; des Polygonzugs ge-
testet wird, ob allaibrigen Ecken auf derselben Seite des Grol3kreises gurch
und p; liegen AIb96]. Einen Ansatz, der ebenfalls auf dem Seitentest basiert,
realisiert Algorithmus 4.4. (Mglicherweise ist dies genau der Ansatz, den auch
Alboul und van Damme verwenden.) Ist ein Paar von Ecken gefunden, so dal3 alle
anderen Ecken auf einer Seite des Grol3kreises liegen, dann sind diese zwei Ecken
garantiert auch Ecken der konvexenlld 'und konnen als Start— und Endpunkt

fur den Algorithmus von Lee dienen.

Algorithmus 4.3 und 4.4 wurden implementiert und die Laufzeiten miteinander
verglichen. Grundlage des Vergleichs waren Daten aus dectdisfien Berech-
nung der totalen Absolutkrimung im Zuge der Triangulierungsoptimierung. Es
zeigte sich, dal3 Algorithmus 4.4 bis au= 7 Ecken schneller ist. Ab= 8 Ecken
kommt die schnellere asymptotische Laufzeit von Algorithmus 4.3 zum Tragen.
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Algorithmus 4.4 Konvexe Hille eines sparischen Polygonzugs durch Seitentest

Eingabe: Eckerpy, ..., pn eines einfachen geschlossenen PolygonfugsS?
(als Array).
Annahme: Keine drei Ecken liegen auf einem gemeinsamen Grof3kreis.
1. fori=1,...,n—1do
2. for j=i+1,...,ndo

3 G := Grofkreis durclp; und p;

4 if alle Eckenpx € {p1,...pn} \ {pi,pj} liegen auf einer Seite voG
then

5: Flhre modifizierten Algorithmus von Lee aus, rpjtund p; als ga-

rantierten Ecken der konvexeruHlg. stop

6: endif

7. endfor

8: endfor

9: A\, Q=52
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KAPITEL 5

Stabilitat in Delaunaydiagrammen

Dieses Kapitel betrachtet das Verhalten von Delaunaydiagramm@? jmvenn

die zugrundeliegende Punktmenge z. B. durch Mel3— oder Rundungsfehtet gest”
wird. Gegeben seien einexakte” und eingfehlerbehaftete” Punktmende=
{p1,...,pn} undP = {pj,...,pn}. Die Fehler, d. h. die Abatide vonp| zu p;,

seien nach oben durehbeschankt. Es ist offensichtlich, dal3 die beiden Delau-
naydiagrammé® von P und D’ von P’ nicht notwendigerweise in ihrer Struktur
Ubereinstimmen. & bestimmte Kanten vobD kann man jedoch garantieren, dal3
auchD’ die entsprechende Kante enthalten muf3. Eine solche Kante nennen wir
g-stabil. Neben diesem Entscheidungsproblem betrachten wir auch das Optimie-
rungsproblem. Hierbei wollen wir zu einer gegebenen Kante wissen, wie grof3
der Fehler sein muf3, um die Kante zugafden. Das Kapitel zeigt anhand einer
neuen Charakterisierung von Stalatitiotwendige und hinreichende Bedingun-
gen fir e-Stabilitdt auf und stellt Algorithmenui das Entscheidungs— und das
Optimierungsproblem vor.

5.1. Stabilitat

Die folgenden beiden Definitionemtiten den in diesem Kapitel verwendeten
Stabilititsbegriff ein:

DEFINITION 5.1. Sei P= {p1,...,pn} eine Punktmenge in der Ebene. Eine
e-Storung von P ist eine Punktmengée P R? mit einer surjektiven Abbildung
":P—= P :pi— pf, sodafdist(p;, p)) <efurl<i<ngilt.

DEFINITION 5.2. Sei k= pj A pj eine Kante im Delaunaydiagramm von P. Wir
bezeichnen k als-stabil, wenn im Delaunaydiagramm jedefStorung P von

P die korrespondierende Kanté;/pp’j vorkommt. Andernfalls heil3tdinstabil.
Die Stabilitat von k ist das Supremuiiber alleg, fur die ke-stabil ist.

Es kann passieren, daf§rof3er oder gleich dem halben Abstar}&blist(pi, pj)
zweier Punkte ist. Dann gibt esStérungenP’ mit pj = p|. Das Delaunaydia-
gramm eines solcheR’ entrelt keine Kantep{ A pj. Die Kantepi A p; ist also
e-instabil. Nicht ganz so klar ist der FallifKanten der Fornp; A p, und p;j A py,
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£ #1,]. Soll man hier eine Kante zwischem und p; = pj als korrespondierend
ansehen oder nicht? Wir wollen in einem solchen Fall alle Kanten, dip;rader
mit p; inzident sind, als instabil betrachten.

Salesin Hal9] untersucht geometrische Berechnungen unter dem Aspekt von
Rundungsfehlern. Er verwendeStorungen als mathematisches Werkzeug, um
die numerischen Fehler abzusthén. Das Hauptaugenmerk liegt bei Salesin dar-
auf, ob zu der tathlichen Eingabe eireStorung existiert, @i die das Berech-
nungsergebnis korrektavé. Eine typische Fragestellung ist z.,Bind drei gege-

bene Punkte bis auf eireStorung kollinear?” Daneben betrachtet Salesin auch
Stabilitit im hier verwendeten Sinn, insbesondenekonvexe Polygone. Eufirt

aus Bal9], S. 7-9], dal? diese beiden Betrachtungsweisen einander diametral ent-
gegengesetzt sind: Skl die Menge aller Eingaben, die eine bestimmte Eigen-
schatft ertillen. Weitet man, geaf? einer geeigneten Metrik auf dem Raum der
sinnvollen Eingaben, die Mengd um € aus, dann et man diejenigen Ein-
gaben, die die Eigenschaft bis asStorungen endillen. Zieht man hingegei

um € zusammen, dann besitzen die verbleibenden Eingaben die Eigenschaft mit
e-Stabilitat.

Ramos Ram9q zeigt folgende Kriteriendi die Stabiliit einer Delaunaykante
pi A pj auf.

1. Existiert ein Punkpy € P\ {pi, pj } mit Abstand kleiner oder gleichearon
der Kante, dann ist die Kangeinstabil.

2. Existieren zwei Punktey, p, € P\ {pi, p;}, so daB der schmalste Ring,
der pi, pj, px und p, entrelt, nicht breiter als ist, dann ist die Kante
e-instabil.

3. Treffen weder 1 noch 2 zu, dann ist die Kagtgtabil.

4. Es gengt, diejenigen Punktex und p, zu betrachten, die zp; oder p;
benachbart sind.

Damit 1413t sich die Stabilét einer einzelnen Kante als Minimum der Adostie
nach 1 und der Ringbreiten nach 2 berechnen.nBbetrachteten Nachbarpunk-
ten ergeben sicA(n?) Paare fii die Ringbetrachtung, so daR m@my) Zeit
braucht. Die vorliegende Arbeit setzt an dieser Stelle an. In Abschnitt 5.2 wird
eine neue Charakterisierung der Staatlgingetihrt, die in Abschnitt 5.3 zu ei-
nem Entscheidungsalgorithmus mit Lauf28{im) und in Abschnitt 5.4 zu einem
Optimierungsalgorithmus mit Laufze@(mlogm) fuhrt.

Im schlechtesten Fall karm = n— 2 sein. Hier bietet Ramos eine Beschleuni-
gungsnoglichkeit an, die das Voronoidiagramm dritter und vierter Ordnung aus-
nutzt. Die Punktepy und p, (bzw. der einzelne Punkiy), die flir die Stabilitit
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bestimmend sind, haben npt und p; zusammen ein nicht leeres Voronoigebiet
vierter (dritter) Ordnung. Das Voronoidiagramm vierter (dritter) Ordnung kann in
O(nlogn) Zeit berechnet werden und besteht &fs) Gebieten, die Stabikits-
bestimmung bewtigt damitO(nlogn) Zeit. Mit diesem Ansatz kann die Stabslit”
nicht nur einer, sondern aller Kanten@inlogn) Zeit berechnet werden.

Abellanas, Hurtado und RamoaHR95], auch Ram94g betrachten die Stabi-

litat einer Delaunaytriangulierung als Ganzes. Offensichtlich ist diese durch das
Minimum der einzelnen Kantenstabdten besclarikt. Jetzt gemgt es, die bei-

den Punktgo, und p, zu betrachten, die sowohl npt als auch mifp; benachbart
sind. Dadurch verringert sich der Zeitaufwand &f.) pro Kante, insgesamt al-

so O(n). Neben der Stabilitt'der vorhandenen Kanten muf3 manatalich die
Moglichkeit in Betracht ziehen, dal3 am Rand der Triangulierung neue Kanten
entstehen. Das minimatg bei dem dieser Fall auftreten kanaf3t'sich ebenfalls

in O(n) Zeit bestimmen.

5.2. Eine neue Charakterisierung von Stabili&t

Bevor wir Bedingungenut e-Stabilitdt betrachten, wollen wir zachst unter-
suchen, wanmberhaupt eine Delaunaykante zwischen zwei Punktepy € P
existiert. Wir werden eine Existenzbedingung erhalten, die genau der Sit=bilit”
bedingung mitt = 0 entspricht. Das Delaunaydiagraniinvon P enthélt eine
Kantep; A p; genau dann, wenp; und pj Voronoi-Nachbarn sind,

d. h. wennim Voronoidiagramm vdpdie Zellen vonp; undp; an einer Voronoi-
kante zusammenstoRerurF€inen beliebigen inneren Punktler Voronoikante

gilt:
(5.1) dist(c, pi) = dist(c, pj) < mindist(c, )
1)

wobei dist-, -) den Euklidischen Abstand bezeichnet. Existiere nun andererseits
ein Punktc, der (5.1) ertillt. Aufgrund der Stetigkeit von diét -) gilt die Unglei-
chung distc, pi) < mindist(c, px) in einer Umgebung voo. Insbesondere gilt sie

auf einem Teil der Mittelsenkrechten vgnund pj, welcherc entralt und Lange

> 0 hat. Dieser Teil muf3 in der Voronoikante zwischgmnd p; enthalten sein,
woraus die Existenz der Voronoikante folgt.

Betrachten wir nun einen Pungimit

(5.2) max{dist(c, pi), dist(c, pj) } < IEQin_ dist(c, pk)
ij
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Zunéchst beobachten wir, dal3 Ungleichung (5.1) ein Spezialfall von Ungleichung
(5.2) ist. Dieser Spezialfall ist dadurch charakterisiert, dadf der Mittelsenk-
rechten vornp; und p; liegt. Gelte nun Ungleichung (5.2), etwa mit distp;) <
dist(c, pj). Wir verschieben den Punktgeradlinig aufpj zu, bis er auf der Mit-
telsenkrechten vop; und p; liegt. Jetzt gilt distc, pi) = dist(c, p,-). Durch das
Verschieben hat sich digt, p;) genau um die hiige der Verschiebung verringert.
Die Abstinde disfc, px) vonc zu anderen Punkterokinen sich um maximal die-
sen Betrag verringert haben. Der verschobene RPuektillt Ungleichung (5.1).

LEMMA 5.3. Fur eine Punktmenge £ {ps,..., pn} und ihr Delaunaydiagramm
sindaquivalent:

1. es existiert eine Delaunaykante/pp;,
2. es existiert ein Punkt ¢, der Ungleichufgl) erfullt und
3. es existiert ein Punkt ¢, der Ungleichu(ig?2) erfullt.

BEMERKUNG 5.4. Der Punkt c ist Mittelpunkt einer (abgeschlossenen) Kreis-
scheibe K, die jpund g enthalt, aber keinen weiteren Punkt von P.

LEMMA 5.5. Existiere ein Kreig)K, der durch pund p sowie durch zwei weite-
re Punkte R, p; € P geht. Seien weiterqund p auf verschiedenen Seiten der Ge-
rade pV pj gelegen. Dann istjp\ p; nicht Kante im Delaunaydiagramm von P.

Beweis: Die Situation ist in Abbildung 5.1 links dargestellt. &der Mittelpunkt

P

Pi

ABBILDUNG 5.1. Skizzen zum Beweis von Lemma 5.5.

von dK. c liegt auf der Mittelsenkrechtegvon p; und pj. Wir verschieben nun

c auf der Mittelsenkrechten nach rechts, und betrachten weiterhin die Kreise um
¢ durch p; und pj, wie in Abbildung 5.1 rechts dargestellt. Jeder dieser Kreise
enthalt p, in seinem Inneren, d. hp, liegt ndher zuc als p; und pj. Verschieben
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wir ¢ auf g nach links, dann gilt das gleiche npk. Wir folgern, dal3 es keinen
Punktc gibt, der Ungleichung (5.1) aifit. Daher gibt es keine Delaunaykante

pi/\pj. n

Betrachten wir nun eine-StorungP’ und die Kanten ihres Delaunaydiagramms.
Ein verschobener Punkf liegt in einer abgeschlossenen Kreisscheibepyumit
Radiuse. Innerhalb dieseg-Scheibe kanm beliebig liegen. In Analogie zu Be-
merkung 5.4 erscheint folgendes Kriteriuom tlie garantierte Existenz einer Kan-

te zwischerp! und p’j plausibel: Es existiert eine Kreisscheibe, diegd&cheiben

um p; und p;j entrelt, aber keine weitere-Scheibe schneidet. Dies ist in der Tat
eine hinreichende und notwendige Bedingung. Wir wollen sie als Bedingung an
den Mittelpunkt der Kreisscheibe formulieren.

SATZ 5.6. Eine Kante pA pj des Delaunaydiagramms D von P ist genau dann
g-stabil, wenn ein Punkt c existiert mit

(e-5.2) max{dist(c, p;),dist(c, pj) } + € < Iglin_ dist(c, px) — €
i j

Beweis:

n=
Erfulle Punktc die Ungleichungg-5.2). Rir jedee-StorungP’ gilt

dist(pi, pi) <e , dist(pj,p’j) <e und dis{pe,py) <& VK#i,j ,
und damit
max{dist(c, p;), dist(c, pj) } < max{dist(c, pi),dist(c, pj) } + ¢

< mindist(c, p) — €

I

. . /
< &md'St(c’ Pk

Nach Lemma 5.3 isp{ A pj Kante im Delaunaydiagramm va?.

n
Existiere die Delaunaykantg A pj fur jedee-StorungP’. Zurdichst stellen wir
fest, dal3 die konvexeulé dere-Scheiben unp; und p; nicht von einer weiteren
e-Scheibe geschnitten wird.abé es ainlich einen solchen Schnitt, wie in Ab-
bildung 5.2 dargestellt, danrokite manp auf der Strecke zwischepf und pj
anordneh. Bei dieser Wahl der verschobenen Punktede offensichtlich keine
Delaunaykante; A p/ existieren. In Abbildung 5.2 sieht man auch diguivalenz

1Siehe auch$al91, Section 5.4]. Existiert der Schnitt, dann ligg bis auf eines-Stsrung
zwischenp; undp;.
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ABBILDUNG 5.2. Die konvexe Hlle dere-Scheiben unp; und
pj wird von einer weiterem-Scheibe geschnitten. Dig-5Scheibe
um py ist als gestrichelter Kreis dargestellt.

dieser Aussage dazu, dal3 die Strepkep; keine Z-Scheibe um einen Pung,
k+#1, ], schneidet.

Wir wahlen ein Koordinatensystem so, dal3 die Mittelsenkreghtan p; und p;
identisch mit dex-Achse ist. Zu jedenx € R definieren wir eine Kreisscheibe
K(x). Der Mittelpunkt dieser Kreisscheibe igt,0), und p; und p; liegen auf
ihrem Rand. Verschiebt man den Mittelpunkt gufiach rechts, dann vefért
sich der Teil vonK(x), der rechts der Geradgm Vv p; liegt. Der Teil links der
Geraden verkleinert sich, vergleiche Abbildung 5.1 rechts. Bei Verschiebung nach
links verhalt sichK (x) genau symmetrisch. Um jeden Pumpkt K # 1, j, legen wir
nun eine Kreisscheibe mit Radius. Habe etwa eine Scheilbgx*) mit der Z-
Scheibe umpy einen Schnittpunkeg rechts der Geradep; v p;. Fir jedesx >

x* hat dannK(x) ebenfallsq mit der Z-Scheibe gemeinsamal3t manx gegen
—oo gehen, dann konvergiefi(x) gegen die abgeschlossene Halbebene links von
pi vV p;j. Der Teil des Kreise8K (x) rechts vorp; v p; konvergiert gegen die offene
Strecke intp; A pj). Da diese Strecke keinee-5cheibe schneidet, muf es ein
minimalesx; geben, @i dasK (x;) eine Z-Scheibe rechts vop; V p; schneidet.
Falls keine der &Scheiben wenigstens teilweise rechts K pj liegt, setzen
wir X, := +oc0. Analog KRt sich ein maximales bestimmen, dif dasK(x,) eine
2e-Scheibe links vorp; v pj schneidet. Bei olliger Schnittfreiheit vahlen wir

Xp := —oo. Ware nunx; > %, dann wirdeK(x,) sowohl rechts als auch links von
pi V pj mindestens einee2Scheibe schneiden. Seigp und p, die Mittelpunkte
eines solchen Paares voe-3cheiben, siehe Abbildung 5.3. Wir betrachten den
Kreis 0K', der mitK(x,) konzentrisch ist und einen umgréReren Radius hat.
Die e-Scheiben unp; und p; bertihrendk’ von innen, diee-Scheiben unpy und

pe schneiden ihn. Daher gibt es ei&torungP’, so daflp, pj, p, undp aufok’
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ABBILDUNG 5.3. KreisscheibeK(x) schneidet 2-Scheiben auf
beiden Seiten der GerageV p;. Gestrichelt: Krei®K' schneidet
diee-Scheiben der vier beteiligten Punkte.

liegen. Dabei liegem, und pj, auf verschiedenen Seiten der Gergfle pj. Nach
Lemma 5.5 vare die Kantepj A pj e-instabil, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Daher muf¥, < X sein. Rirx, < X < % schneidet die Kreisscheilbg x) keine der
2¢e-Scheiben. Verg3ern wir den Radius dieser Kreisscheibe gyrdann enthlt
siedhnlich wiedK' in Abbildung 5.3 diee-Scheiben unp; und pj, schneidet aber
keine weitere-Scheibe. Ihr Mittelpunkt = (x, 0) erfiillt Ungleichung €-5.2). =

Bei der Konstruktion der Kreisscheilsg x) im vorhergehenden Beweis liegt der
Mittelpunktc = (x,0) stets auf der Mittelsenkrechten vppund p;. Es gilt daher

KOROLLAR 5.7. Die Delaunaykante jp\ p;j ist genau danre-stabil, wenn ein
Punkt c existiert mit

(e-5.1) dist(c, pi) = dist(c, pj) < gléin dist(c, px) — 2
ij

5.3. Das Entscheidungsproblem

Wir betrachten das folgende Entscheidungsproblem:
GegeberP undg, ist die Delaunaykantpj A p; €-stabil oder nicht?

Unser Test aug-Stabilitit sucht Punkte, die Ungleichungg-5.1) erfillen. Wir
betrachten zuachst nur den Punlg; und ein festegy, k# i, j. Die resultierende
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ABBILDUNG 5.4. Der rechte Hyperbelzweidy; lost die Glei-
chung distc, pi) = dist(c, px) — 2¢. Der andere Zweig (gepunktet)
ist Zj k-

Ungleichung
(5.3) dist(c, pi) < dist(c, px) — 2¢
< dist(c, px) —dist(c, p;) > 2¢

hat als losungsmenge ein im allgemeinen unbeanktés Gebiet in der Ebene.
Im Fall distp;, px) < 2¢€ sehen wir mit Hilfe der Dreiecksungleichung, daf3 dieses
Gebiet leer ist. Andernfalls ist der Rand des Gebiets ein durch

(5.4) dist(c, px) — dist(c, p;) = 2¢

definierter Zweig einer Hyperbel (siehe Abbildung 5.4). Wir nennen diesen Hy-
perbelzweidgZy ;. Man beachte, dal3 das gesuchte Gebiet konvex ist. Die gesamte
Hyperbel ist durch

dist(c, px) —dist(c, pj) = t+2¢

definiert. Ihre Brennpunkte sing; und px. Die Hauptachsen sind die Gerade

pi V px sowie die Mittelsenkrechte vom und px. Wegen distp;, px) > 2¢ ist die
Hyperbel nicht entartet, insbesondere existiert sie infigie Asymptoten der
Hyperbel lassen sich geometrisch konstruieren. Dies ist in Abbildung 5.5 darge-
stellt. SeiK die Kreisscheibe unpy mit Radius 2. K kann p; nicht enthalten,
wegen distp;, px) > 2¢. Wir legen zwei tangentiale Strecken vpybis anK. Die
Mittelsenkrechten dieser Strecken sind die Asymptoten. Die Vereinigung der in
Abbildung 5.5 fett gezeichneten Halb-Asymptoten bezeichnen wir als Asympto-
tenzweigAy ;.

2Fur dist pi, pk) = 2¢ entartet die Hyperbel zu zwei Halbgeraden, digibzw. px beginnen
und entlang der ersten Hauptachse/ px nach auBen laufenuF dist(pi, px) < 2¢ existiert die
Hyperbel nicht.
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ABBILDUNG 5.5. Geometrische Konstruktion der Asymptoten.

Der Hyperbelzweid, ; liefert uns eine vergleichsweise grol3aétie, in der die
Losungsmenge der Ungleichurggg.1) enthalten sein muf3. Wir wissen bereits,
daf3 die losungsmenge Teilmenge der Mittelsenkreclgt@on p; und p; ist. Hir

den Durchschnitt voi,; mit g gibt es im allgemeinen vier blichkeiten: kein
Schnittpunkt, zwei Schnittpunkte, ein Schnittpunkt tangential und ein Schnitt-
punkt kreuzend. Wir haltep; und p;j fest und variiererpx. O. B. d. A. liegeg
horizontal,pj ober— undp; unterhalb vorg, wie schon in Abbildung 5.1. Weiter
liege px unterhalb oder aug und auf oder links vorp; VV pj. Wir unterscheiden
nun vier verschiedene Lagen vppsamt seinerScheibeK. Sie sind in Abbil-
dung 5.6 dargestellit.

1. Abbildung 5.6, links oberK schneidet die Geradg V p;j nicht. Die Tan-
gentenstrecken af laufen vonp; aus nach links. Dahealift eine Halb-
gerade vomAc; nach oben, die andere nach unten. Es folgt, Aa3die
Geradeg in genau einem Punkt schneidet, und zwar kreuzend. Wie man
leicht sieht, hag dann auch genau einen kreuzenden SchnittpunkZ it

2. Abbildung 5.6, rechts obeK. benihrt die Gerade; v p; unterhalb vorp;.

Eine Tangentenstreckadit nach links, die andere vertikal nach unten. Die
Halbgeraden vor\; laufen nach oben und horizontal, der Scheitelpunkt
liegt strikt unterhalb vory. Wie im Fall 1 haig mit Ai; und mitZy ; jeweils
genau einen kreuzenden Schnittpunkt.

3. Abbildung 5.6, links untenK schneidet die Geradg V pj in mehreren
Punkten, der Schnitt liegt unterhalb vgn Eine Tangentenstreckauft
nach links unten, die andere nach rechts unten. Beide Halbgeraden von
A laufen nach oben, ung hat mitA,; zwei Schnittpunkte. Der Schei-
telpunkt vonZ; liegt strikt unterhalby. Daher hatg auch mitZ,; zwei
Schnittpunkte.
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ABBILDUNG 5.6. Mdgliche Lagen vorpy.

4. Abbildung 5.6, rechts untelk schneidet die Streckp; A pj in minde-
stens einem inneren Punkt der Strecke. Dieadstivalent zu der in Abbil-
dung 5.2 gezeigten Situation: DgeScheibe unpy schneidet die konvexe
Hulle dere-Scheiben unp; und pj, aber nicht die Scheiben selbst. Eine
Tangentenstreckalift nach links oben, die andere nach rechts oben. (Im
Fall der Betihrung Auft eine Tangentenstrecke vertikal nach oben.) Beide
Halbgeraden vom\; laufen nach unten (bei Benfung Euft eine hori-
zontal). Der Scheitelpunkt vofy ; liegt unterhalb vorg. Es existiert kein
Schnittpunkt vorg mit Ay ;, und daher auch nicht mi ;.
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Zur Berechnung der Schnittpunkte vgrmit Z; berstigen wir ein Koordina-
tensystem. Wir legen dieAchse durchp; und px und den Ursprung genau zwi-
schen die beiden Punkte. Die Koordinatenachsen sind jetzt die Hauptachsen der
Hyperbel (vgl. Abbildung 5.4). Bei dieser Wahl des Koordinatensystems wird die
(gesamte) Hyperbel durch eine Gleichung der Form

X2 y2

1

beschrieben. Hierbei ist = £. Den Wert fir b® erhalten wir aus der linearen
Exzentrizitit der Hyperbel. Sie ist zum einen der halbe Abstand zwischen den
Brennpunkten, zum anderen gleigfa2 + b2.

dist(pi.p0) /513 o (distpi,p)\?
— Y =Ve+b — b = — 5 €

Um die Schnittpunkte der Hyperbel mit der Mittelsenkrechgeron p; und p;
zu berechnen, beschreiben \giin dem gevahlten Koordinatensystem durch die
parametrische Gleichung

(5.6) %(pi+pj)+t(_ol ;)m—pj) , tE]—oo, 0

Offensichtlich faingt diese Gleichung von der Wahl des Koordinatensystems, und
damit vonpy, ab. Die Parametrisierung vayy d. h. die Abbildung von Parame-
ternt auf Punkte der Geraden, ist jedoch stets die gleiche. Sie wird lediglich in ei-
nem anderen Koordinatensystem dargestellt. Durch koordinatenweises Einsetzen
in Gleichung (5.5) erhalten wir eine quadratische Gleichung ihre L6sungen
beschreiben die Schnittpunkte der gesamten Hyperbe.rbitirch Uberprifung

von Bedingung (5.4) erkennen wir diejenigen Schnittpunkte, die auf dem Zweig
Z.; liegen. Die verschiedenen ddlichkeiten sind in Abbildung 5.7 von links
nach rechts dargestellt. Bei zwei Schnittpunktenléxfi alle strikt dazwischen-
liegenden Punkte Gleichung (5.3). Bei genau einem kreuzenden Schnittpunkt ist
die Gleichung auf der vopyg abgewandten offenen Halbgeradeuditf Existiert

kein Schnitt, dann eulit kein Punkt die Gleichung, und die Delaunaykapie p;

ist e-instabil. Dies sind alle &lle, die uns bei der Diskussion der verschiedenen
Lagen vonpg begegnet sind. Offenbar brauchen wir den Fall eines tangentialen
Schnittpunkts nicht becksichtigen. Die Schnittpunkte sind unaoigig davon,

ob wir pj undZy ; oderp; undZy ; zugrundelegen: Sowobh Zy; als auchlgnzy |

enthalt genau die Endpunkte deoklingsmenge von Ungleichurggg.1) (mit nur
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ABBILDUNG 5.7. Schnitte vorg mit dem Hyperbelzweig.

einem Punkipy # pi, pj). Aus diesem Grund kann es auch &jtj keine tangen-
tialen Schnitte geben. Wirddinen also die Schnittberechnung nach Belieben mit
pi oder mitp; durchfihren.

Auf diese Weise erhalten wiufjedesk # i, j ein offenes, mglicherweise leeres
oder unendliches Intervdl} auf der Mittelsenkrechteg. Der Durchschnitt aller
dieser Intervalle ist genau dann nicht leer, wenn die Delaunaykestgbil ist. Da
die Parametrisierung nach Gleichung (5.6) uraigij vonpy ist, bietet sie eine
attraktive Moglichkeit zur Darstellung der Intervalle. Wir regg€ntieren jedes
lx durch ein Intervall der reellen Zahlengeradeymich sein Urbild unter der
Parametrisierung.

Der Durchschnitt vom — 2 Zahlenintervallendl3t sich in ZeitO(n) bestimmen.
Bis hierher hat unser StabditStest einen Aufwand va@(n) fur eine Delaunay-
kantep; A pj. Wir konnen diesen Aufwand verringern, indem wir statt afienur
die Voronoinachbarn vop; und vonp; betrachten. Wie wir im folgenden sehen,
bleibt der Stabilifitstest korrekt.

Wenn ein Punkt Ungleichung €-5.1) ertillt, dann auch Ungleichung (5.1), d. h.

c liegt auf der Voronoikante vop; und p;. Seip, weder ein Voronoinachbar von

pi noch vonpj. Die Streckec A p; schneidet das (abgeschlossene) Voronoigebiet
eines Punktegpy, der Voronoinachbar vop; oder vonp;j ist. Seiq ein Schnitt-
punkt der Strecke mit dem Voronoigebiet. Es ist

dist(py,q) < dist(p,,q)

und

dist(py, ¢) = dist(py,q) +dist(q,c)
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Fur py, gundc gilt die Dreiecksungleichung, so daf3
dist(py,c) < dist(py,q) + dist(q,c)
< dist(py,q) + dist(q, c)
= dist(py,C)
Wir sehen, dafp, fur mindistc, px) unerheblich ist, solangeauf der Voronoi-
kante vonp; undpj liegt. Dies gilt selbst dann, werm undp; (oderpj) schwache

Voronoinachbarn sind, d. h. wenn ihre Voronoigebiete einen Voronoiknoten (aber
keine Voronoikante) gemeinsam haben.

Gelort andererseitg € g nicht zur Voronoikante vorp; und pj, dann liegtc
aul3erhalb der Voronoigebiete vgn und p;. Die Streckep; A ¢ schneidet das
Voronoigebiet eines Voronoinachbapg von p;, und in diesem Fall gilt die Un-
gleichung

dist(py,c) < dist(pi, )
Punktc kann Gleichung (5.3) selbstif’e = 0 nicht erfillen, geloit also nicht
zuly.

Wir brauchen also nur die Voronoinachbapp von p; und p; betrachten, und
die resultierenden Intervallg miteinander schneiden. Da der Durchschnitt in der
Voronoikante vonp; und p;j enthalten ist, kann die Betrachtung dasrigenp,

ihn nicht mehr veaihdern. Das ergibt den folgenden Algorithmus:

Algorithmus 5.1 Stabilititstest

Eingabe: Delaunaydiagramm vdR C R?, Kante pj A p; des Delaunaydia-

grammseg.

1: Bestimme die starken Voronoinachbarn ygrund vonp;.

2: Wenn p; oder p; zu seinem achsten Nachbarpy einen Abstand< 2¢ hat,
dann ist die Delaunaykant® A p; e-instabil.

3: Bestimme {ir jeden Voronoinachbamm, von p; oder vonp; das offene Inter-
vallly C g.

4: Bilde den Durchschnitt ddr;.

5: Die Delaunaykantep; A p; ist genau dang-stabil, wenn der Durchschnitt
nicht leer ist.

Im Delaunaydiagramm sind genau die starken Voronoinachbarn durch jeweils ei-
ne Kante verbunden. Schritt 1 muB3 also die Nachbarn goand von p; im
Delaunaydiagramm bestimmen. Sei deren Anmaldann bentigt jeder Schritt
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des AlgorithmusO(m) Zeit. Dabei gehen wirdi Schritt 1 von eineahinlichen
Datenstruktur wie in Kapitel 3 aus (siehe Seite 35). Die Laufzeit von Algorith-
mus 5.1 ist dahe®(m). Im schlechtesten Fall ist dies immer nadfn), aber im
Mittel besitzt jeder Punkt weniger als 6 Voronoinachbarn.

5.4. Das Optimierungsproblem

Nach dem Entscheidungsproblem wollen wir uns jetzt dem zoggdri Optimie-
rungsproblem zuwenden:

GegeberP, bis zu welchent ist die Delaunaykantg; A p; stabil?
Wir suchen also
Esup(Pi A Pj) := sup{e | pi A pj ist e-stabil}
Wie man leicht sieht, isp; A pj fur den Werte = esyp(pi A pj) selbst bereits
instabil. Entweder istsyp(pi A Pj) = %dist(pi, pj), oder es existiert ein Punkt

c auf der Mittelsenkrechteg von p; A pj, welcher ¢-5.1) als Gleichung euit®.
Fur c gilt also

dist(c, pi) = dist(c, pj) = lglgr}diSt(C, Pk) —2¢

Andererseits darf kein Punkt der Mittelsenkrechte (1) in seiner eigentlichen
Form, ramlich als Ungleichung, eufien. Wir suchen jetztui jeden Punkt vorg
dasjenige, fur das er €-5.1) als Gleichung eullt. Dies beschreiben wir durch
eine Funktionf:l : g— R. Der Stabilititsradiugspist dann das Supremum von
fl uberg.

Betrachten wir zuachst nur einen weiteren Pungg. Ein Punktc € g erfullt
(¢-5.1) beziglich py als Gleichungdit den Wert

£= %\(dist(c, px) — dist(c, Pi))J

=: fk7i(C)

das punktweise Minimum allef;:

Offensichtlich istf]

min

ij .
frn(©) = Min fii(c) Ve e g
3Es kann sein, daR dieser Puckdiner der beidepEndpunkte im Unendlichen® vogist. In
diesem Fall barfirt flir € = esup(pi A p;j) €ine weiteree-Scheibe die kovexe Hille dere-Scheiben
von p; und p;j.
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BEMERKUNG 5.8. Genau wie beim Entscheidungsproblem brauchen wir nicht
alle ubrigen Punkte pe P\ {pi, pj} betrachten, sondern nur die Voronoinach-
barn von p und von p. Dadurch wird evtl. der Wert vonrir’jn aulRerhalb der
Voronoikante von jpund p falsch bestimmt. Da abeﬁﬁfn in diesem Bereich ne-
gativ ist, und dies auch anhand der Nachbarpunkte korrekt erkannt wird, spielt

dieser Fehleriir die Berechnung vogs,pkeine Rolle.

Die besondere Struktur dég; ermaglicht es uns, das punktweise Minimum mit
kombinatorischen Methoden zu bestimmen. Diese Struktur wollen wir im folgen-
den réher ergunden. Wir vahlen in der Ebene ein Koordinatensystem so, glaf3
die x-Achse ist undp; auf der positivery-Achse liegt. O. B. d. A. nehmen wir an,
daf3p; und py nicht auf verschiedenen Seiten vphegen (andernfalls verwenden
wir pj anstelle vonp;). Mit ¢ =: (x,0), pi =: (0,yi) und px =: (X, Yx) bekommt

fci die Darstellung

fii(c) = \/(X—Xk)2+y§— X2 +y?
Stattfy ;(c) schreiben wir auch; (x).

Da wir das Supremum vof}:l_ suchen, kann das Verhalten véy ,.im Unendli-
chen” von Interesse sein.

LEMMA 5.9.

lim fk,i(X) = —Xk und lim fk7i(X) = Xk
X—>00 X—»—00

Beweis: Als Votiberlegung betrachten wir zaafist den Ausdruck

( X2+yi2—\/>?> (Mﬂﬂ)

X2+ y2 — V2 =
\ R+ Y2+ VX2
X4y X
XYV
_ ¥
R+ Y2+ VR
—0
X—y+00

Analog dazu ist auch

im_ /(=024 32 =/ (x=x%02 = 0

X—>*00
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Wenden wir uns nun dem Verhalten vg fur x — oo zu. Rir x > max{x, 0} gilt

V(X=x)2=x—x% und VX@=x
Damit ist
0= i ((y/ix=x02 2/ ox-x02) — im (37— v3€)

= im (0075 7 w0 )

X—00

= lim fk,i(X)—FXk
X—300

Der Limes vonfy; flr x — oo existiert also und ist-xy.
Flrx — —oo kdnnen wirx < min{xy, 0} voraussetzen, so daf jetzt

V(X=x)2=—(x—x) und VX2=—x

gilt. Hieraus ergibt sich

0= Jm, (Voo oem?) = gim, (et -v2)

= lim <\/(X—xk)2+y§— \/x2+yi2+(><—xk) —x)

X——00
= Nim_fi; (X) =X

also ist lim, _e ficj (X) = X«. .

Aus der Dreiecksungleichung ergibt sich
LEMMA 5.10. Fur alle ce g gilt
(5.7) —dist(pg, pi) < fki(c) <dist(px, pi) =

In Gleichung (5.7) nimmf,; genau dann einen der Werlist( py, pi) an, wenn
c auf der Geradem; V px und nicht zwischemp; und py liegt. Aufgrund unserer
Annahme, daf; und px nicht auf verschiedenen Seiten vgiiegen, kann der
Schnittpunktc := gN (p; V p«) hicht zwischenp; und py liegen, sofern euber-
haupt existiert. Wenn sich also die Geradaimd p; V px schneiden, dann nimmt
fii im Schnittpunkt einen der Schrankenwerte an;(@istpi), wennp; naher am
Schnittpunkt liegt, und-dist(pk, pi), wenn px ndher am Schnittpunkt liegt. Ist
pi V pk parallel zug, dann isty; = yix und somit distpk, pi) = X. In diesem Fall
werden die beiden Schrankenwert@ Unendlichen angenommen”.
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Die Geradey; V px hat die Steigungn= (ykx — ;i) /X« und dery-Achsen-Abschnitt
yi. Ihr Schnittpunkt mit dek-Achseg liegt bei
X< — __yl _ —VYiXk

m  Yk—Vi
soferny; # yk gilt. Dieser Ausdruck uif die x-Koordinate des Schnittpunkts ist
auch dann korrekt, wenxx = 0 ist und die Gerad@; v px unendliche Steigung
hat. Rir y; = yk sind die beiden Geraden parallel, es existiert also kein Schnitt-
punkt.

(5.8)

LEMMA 5.11. Fur kK # i, j hat die Funktion §; auf g hbchstens eine lokale Ex-
tremstelle. Diese Stelle ist der Schnittpunkt von g mit der Geragempp

Beweis: Die Ableitung vorfy ;(x) nachx ist

fl (X) Z(X_Xk) 2X
k,i\X) = -
2/(x=x)2+Yg  2\/2+y?
(X—Xk)\/X2+yi2—x\/(x—xk)2+YE
V= x02 8\ 2 +y?
Wegeny; # 0 kann die zweite Wurzel im Nenner nicht verschwinden. Die erste
Wurzel wird genau dann 0, weryp = 0 undx = X ist. Diesen Spezialfall werden

wir spéter betrachten. Von ihm abgesehenfist(x) stetig differenzierbaulber
ganzR. Als notwendige Voraussetzungrféin Extremum erhalten wir

VPR 4+ (X302 = /XX = x4 X

ad VP (X—X%0)? = XY

< 0= (Y& — Y?)X° + 2XyPX — y2%E
= (Y= Yi)x+Yixi) ((Yk+Yi)X = YiXc)
=:h(x)

Die vorletzte Zeile zeigh(x) in Linearfaktoren zerlegt. Wegen > 0 undyy >
0 kann der Leitkoeffizientyx + yi) des zweiten Linearfaktors nicht 0 sein. Wir
unterscheiden zweidHé:

(0 vk # yi:
Die Funktionh(x) hat zwei Nullstellen,
X = —YiXk und X YiXk
Yk —Yi Ykt Vi
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(1) yk=yi
In diesem Fall kanmxg nicht O sein, da songik = p; ware. Der erste Li-
nearfaktor vorh(x) ist also eine von 0 verschiedene Konstante, und wir
erhalten lediglich die Nullstelle

X5 = YiXk
Yk + i

Die Geradep; Vv py ist parallel zug.

Die Nullstelle x; kennen wir bereits aus Gleichung (5.8). Sie beschreibt den
Schnittpunkt der Geradem Vv px mit g, in dem fy; ein globales Extremum hat.
Die Nullstellex; beschreibt den Schnittpunkt der Geradgrnv px mit g. Dies

ist leicht zu sehen, wenn wir ung = —y; vergegenwitigen. Um das Verhal-
ten vonfy; in diesem Schnittpunkt zu analysieren, betrachten wir den Hyperbel-
zweigZ, ; fur den Werk := fi i (x3) = fi j(X5), beziehungsweisg;  fur den Wert
£:= —fii(x3), falls fij(x5) < O ist. Dieser Hyperbelzweig ist so gaht, dal? er
durch den Punkt* := (x5,0) lauft. Dac* auf der ersten HauptachpeV py liegt,

ist er der Scheitelpunkt des Hyperbelzweigs. Liegkjmun eine Extremstelle
von fy; vor, dann mufg den Hyperbelzweig tangential héwen. Eine tangentia-

le Betihrung im Scheitelpunkt bedeutet, da8rthogonal zur Hauptachgg Vv py

ist. Daraus folgk, = 0 undxj = x5 = 0. Wir sehen jetzt auch, dal3 es in Fall (II)
kein lokales Extremum geben kann, dexxn= 0 war dort ausgeschlossen. Als
einzige Extremstelle bleibt alsg.

Betrachten wir jetzt den Spezialfall= x, undy, = 0. An der Stellex liegt ein
globales Extremum vor, denn es handelt sich (3gi0) um den Punkip,. Da
fii(x) auf R\ {x} stetig differenzierbar ist, kann eine weitere Extremstelle nur
beix] auftreten. Nun ist aber

Xt = —YiX _ TYiX — %
Yk —Yi —Yi
Die Funktionfy; hat also lochstens ein Extremum agf .

Das Lemma spieltut' die Konstruktion des punktweisen Minimums keine Rolle,
wohl aber fir die anschlieBende Bestimmung des optimaland des zugedri-
genfyl (c) = esup(pi A pj). Fiir die Konstruktion vorf,:l ist folgende Tatsache
wichtig.

LEMMA 5.12. Sei ; # f,i. Dann hat die Differenzfunktionf— f,; maximal
eine Nullstelle auf g.

90



Beweis: Es ist

fici(c) — foi(c) = dist(c, py) — dist(c, pi) — (dist(c, p;) — dist(c, pi))
= dist(c, px) — dist(c, py)

Die einzige Nullstelle dieser Funktion liegt im Schnittpunkt der Mittelsenkrech-
ten vonpg und p; mit g, sofern der Schnitt nicht leer ist. Der Fall, dafl3 die Mittel-
senkrechte vomy, und p, mit g identisch ist, kann wegefy; # f,i nicht auftre-
ten. .

Die Funktionsgraphen vofy; und f,; konnen sich alsodthstens einmal kreu-
zen. Man beachte, dal? wir in einem Algorithmus den Fgll= f,; explizit
bericksichtigen mssen. Er kann auchurf’px # p, auftreten. Ist die Mittelsenk-
rechte parallel z, dann hat eine der beiden Funktionen in jedem Punktg/on
einen kleineren Wert als die andere. Offensichtlich ist dies die Funktion, deren
Punkt reher beig liegt als der andere.

Wir wollen f:l durch einen Sweep entlang der Geragdserechnen. Dazu ver-
wenden wir unser Koordinatensystem mpils x-Achse. Wie in Gleichung (5.6)
stellen wirg durch einen Parameter dar, nur dal3 diesmal der Paraxtetdst und

die exakte Bogealiige wiedergibt. Auf diesen Parameter beziehen wir auch die
f; und f! . Entsprechend unserer Annahme, daR kein Punkt guyRerterhalb
derx-Achse liegt, ersetzen wir jedeKoordinate durch ihren Betrag. Praktisch
bedeutet das, dal? wir jedem Punkt slKoordinate den Parameterwert seiner
orthogonalen Projektion awgf zuordnen, und alg-Koordinate seinen (nicht ne-

gativen) Abstand vog.

Der Sweep bestimmt als erstes die asymptotischen Werté,gétir x — —oo

und sortiert die Funktionen aufsteigend nach diesen Werten. Die asymptotischen
Werte sind nach Lemma 5.9 gerade giKoordinatenxy der Punktepx. Haben

zwei Punktepy und p, identischex-Koordinaten, dann sei 0. B. d. & >y, > 0.

Wir werfen den Punkpy und die zugebrige Funktionfy ; weg, dafy ;(c) > f,i(c)

fur allec € g gilt.

Wahrend des Sweeps wird die Sortierung stets aktualisiert, wenn sich die Gra-
phen zweier Funktioneaberschneiden. Die jeweils aktuelle Sortierung bezeich-
nen wir durch die Permutatian alsofgq)j <--- < fo(m),i- EineUberschneidung
zweier Funktionsgraphen erkennen wir als Nullstelle der Differenzfunktion. Die
jeweils rachsteUberschneidung tritt immer zwischen Funktionen auf, die in der
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aktuellen Sortierung benachbart sind. Wir brauchen also immer nur die Nullstel-
len von Differenzfunktionen der Forryy i — foks1),i zU kennen. Geaf3 Lem-

ma 5.12 berechnen wir eine solche Nullstelle als Schnittpunkt der Mittelsenk-
rechten vomyg k) Po(ks-1) Mit derx-Achse.

Haben sich die Graphen vdi; und f,; einmaluberkreuzt, dannddinen sie sich

nach Lemma 5.12 nicht noch einmabérkreuzen. Das bedeutet, dal’ eine der
beiden Funktionen, etwé j, ab diesem Punkt keinen EinfluR mehr dHf ha-

ben kann, dd,; immer einen kleineren Wert liefert. Bei jeder Grablerschnei-
dung, also bei jedem Sweep-Ereignisnkén wir eine der beteiligten Funktionen
vollstandig aus unserer sortierten Menge entfernen und brauchen sie nicht mehr
zu betrachten. Im Programm implementieren wir die sortierte Mengé,gles

eine doppelt verkettete Liste, aus der die betreffende Funktion einfach ausgekettet
wird. An der Reihenfolge dasbrigen Funktionemridert sich nichts.

Pro Sweepereignis sortieren wir also eine der Funktionen aus und berechnen eine
neueUberschneidung, und zwar zwischen den vorherigen Nachbarn der aussor-
tierten Funktion, die jetzt zueinander benachbart sind. Wenn am Sweepereignis
die bisher minimale Funktioffiy1) ; beteiligt ist, dann registrieren wir den Para-
meterwert sowie die neue minimale Funktion. Aus diesen registrierten Angaben
erhalten wir zum SchiuB die einzelnen Abschnitte ¥fh sowie diejenigerfy;,

mit denenfmln auf dem jeweiligen Abschnittibereinstimmt.

Nachdemf]

. 1 .
Esup(Pi A Pj) = mln{édlst(pi, P;) supfmm( )}

konstruiert ist, bestimmen wirsyp( pi A p;) als

Sofernp; A pj wirklich Kante eines Delaunaydiagramms ist, Hﬁtn irgendwo

einen Wert> 0. Um ggyp zu bestimmen, betrachten wir in jedem Abschnitt von
fmIn das Supremum der minimalen Funktibg. Spatestens an dieser Stelle des
Programms kann es notwendig werden, den asymptotischen Wefi vtim x —

+o0 zu berechnen. Dieser Wert kann das gesuchte Abschnitts-Supremum sein,
wenn der Abschnitt unbesdmkt ist. Aufgrund von Lemma 5.11 brauchen wir
das Abschnittssupremum nur an den beiden Enden des Abschnitts zu suchen,
sowie im globalen Maximum vorfi j, wenn das globale Maximum vofy; im

Abschnitt liegt.

Sind flir die Kantep; A pj m Nachbarpunktepg zu betrachten, dann beftngt
der Swee(mlogm) Zeit: O(mlogm) fur die anéingliche Sortierung un@®(m)
Sweepereignisse mit jewei(logm) Zeit fur die Verwaltung der noch ausste-
henden Ereignisse in einer Priati$schlange.
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Statt beix = —o kann der Sweep auch bei der Nullstelle einer geeignet aus-
gwahlten Funktionf,; beginnen. Wennuf py die x-Koordinatexy < 0 ist, dann

hat f; eine Nullstelle, die bei einem Parameterweyt R liegt. Hir x < Xg gilt
fii(x) <0, so daf dieser Teil vanfir uns nicht interessant ist. Wiokihen daher
den Sweep beig beginnend auf-« zulaufen lassen.

Die Bestimmung vors,p konnen wir als lineare Optimierung unter nichtlinearen
Nebenbedingungen formulieren. Die dBee mul3 maximiert werden, die Ne-
benbedingungen sirel< fy;, kK# 1, j. Auch hierbei brauchen wir nur diejenigen
k betrachten, di die px Voronoinachbar vorp; oder p; ist. Das Optimierungs-
problem ARt sich mit einer modifizierten Form des Algorithmus von Megiddo
[Meg83 losen. Dieser Algorithmus behandelt ungpglich lineare Programme
in der Ebene (mit linearen Nebenbedingungen). ieggen Modifikationen sind

in [Wel96] beschrieben. Als Laufzeit ergibt si€(m), hierin ist jedoch ein hoher
konstanter Faktor enthalten. In der Ebene ist die durchschnittliche Anzahl von
Voronoinachbarn eines Punktes kleiner als 6, wobei der Durchsclb@tt alle
Punkte vorP genommen wird. Daher ist nur selten mit einenzu rechnen, bei
dem der asymptotische Vorteil des Megiddo-Verfahrens zum Tragen kommt.
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KAPITEL 6

Polyedrische Rekonstruktion durch Delaunay-Stabilitit

Der Stabiliitsbegriff aus Kapitel 5al3t sich zur Rekonstruktion gestreut abge-
tasteter FAichen einsetzen. Die Grundidee ist, daf} eine Mebgeonders stabi-

ler” Delaunaydreiecke einelgtkweise lineare Rekonstruktion deaEhe bildet.

Um akzeptable Rekonstruktionen zu erhalten, mul3 das Fehlermodeaftdest™
werden. Die Modifikationen bewirken unter anderem, dal3 das resultierende Ver-
fahren sich automatisch an die lokale Abtastdichte anpalf3t. In der Ebene erlaubt
das modifizierte Fehlermodell in Verbindung mit interaktiver Schwellwertbestim-
mung die Rekonstruktion abgetasteter Kurven. ZackEnrekonstruktion in drei
Dimensionen geamgt dieser einfache Ansatz nicht. Hier verwenden wir ein an
Schreiber und Brunnetg§ch96, SB9Yangelehntes, volumenorientiertes Verfah-
ren.

6.1. Ausgangspunkt

Abbildung 6.1 zeigt eine planare Kurve mit darauf verteilten Abtastpunkten. Da-
neben sehen wir die Delaunaytriangulierung der Abtastpunkte. Es wurde ein ge-
eignetes gewdhlt. Dieg-stabilen Kanten sind schwarz, dienstabilen grau ge-
zeichnet. Die stabilen Kanten bilden einen Polygonzug, der bis aufutiee -
schissige Kante der abgetasteten Kurve folgt. Dieses Verhalten stabiler Delau-
naykanten wollen wir zur Rekonstruktion abgetasteter Kurven ausnutzen.

Stabile Kanten weisen eine gewisse Verwandtschaft mit den Kanten des Gabriel-
graphen (S69 auf. Zu einer gegebenen Punktmemiyenthalt der Gabrielgraph

ABBILDUNG 6.1. Rekonstruktion einer Kurve durch stabile Delaunaykanten.
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ABBILDUNG 6.2. Der minimale Umkreis einer Gabrielkante
enthalt keine weiteren Punkte.

diejenigen Kanten, deren minimaler Umkreis keine weiteren Punkteé antdlt.
Abbildung 6.2 zeigt eine Gabrielkante. Der minimale Umkreis einer Kante (bzw.
einer Streckep A q ist definiert als derjenige Kreis, dgrA g als Durchmesser
hat. Er ist minimal in dem Sinn, dal3 er unter allen Kreisen dyreind g den
kleinsten Radius hat. Da der Umkreis frei von weiteren Punkten ist, ist jede Ga-
brielkante nach Lemma 5.3 eine Delaunaykante. Hier zeigt sicAldigichkeit

von Gabrielkanten und stabilen Delaunaykanteur. &tabilitt fordern wir, dald

ein beliebiger Punkt der Mittelsenkrechten Gleichuad (1) fiir ein gegebenes

€ > 0 erflillt. Bei einer Gabrielkante muf3 ein spezieller Punkt der Mittelsenkrech-
ten, ramlich der Mittelpunkt der Kante, diese Gleichumg £ = 0 erfillen.

Field [Fie97 verwendet eineatimliche Verallgemeinerung des Gabrielgraphen
zur Fléchenrekonstruktion. Er zieht solche Dreiegke\ p; A px in Erwagung,
deren minimale Umkugd keine weiteren Abtastpunkte eath'Der Mittelpunkt
der minimalen Umkugel liegt in der Eberne Vv p;j v px des Dreiecks, und die
Punktep;, p; und pg liegen auf ihrem Rand. Der Umkreis des Dreiecks ist der
Schnitt vonoK mit der Ebene des Dreiecks, und somit ein Grol3kreisakon

Amenta und Bern4AB98] konstruieren zuachst das Voronoidiagramm vé&und

ordnen jedem Abtastpunkt ein oder zwei Voronoiknoten zu, die sie Pole nennen.
Sie suchen dann Dreiecke, zu denen mindestens eine Umkugel weder Pole noch
weitere Abtastpunkte eralt”
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6.2. Fehlermodelle &irf Kurven— und Fl achenrekonstruktion

Abbildung 6.3 zeigt verschiedene Rekonstruktionsversuaheifie Kurve, deren
Abtastdichte stark variiert. Ahlt mare klein, dann bleiben zu viele uneansch-

te Kanten stabil. Vehilt mane grof3, dann werden in Bereichen mit dichter Abta-
stung erwinschte Kanten instabil. Wir betigen einen Stabilétsbegriff, der sich

lokal an die Abtastdichte anpassen kann. Dies erreichen wir durch ein adaptives
Fehlermodell.

Fur jede Delaunaykante legen wir ein eigenes Fehlermodell fest. In diesem Feh-
lermodell hat jeder Punkt; € P eine individuelle Fehlerschranleg. Seipj A pj

die betrachtete Kante. Wir setzen aghste; = €; = 0, d. h. die Kante selbst
darf sich nicht bewegen. Punkpg, die weder Voronoinachbarn v@n noch von

pj sind, erhalten ebenfalks = 0. Praktisch bedeutet das, dal’ wir diese Punkte
ignorieren und nur die Voronoinachbarn vppund vonp; betticksichtigen. B

einen solchen Voronoinachbapp messen wir zuachst seinen Abstard) von

der Kantep; A pj, vergleiche Abbildung 6.4. Dann setzen wir die Fehlerschranke
fest als

;

pdk , di < dist(pi, pj)
(6.1) &= p(2dist(pi, pj) —dk) ., dist(pi,p;j) < dk < 2dist(pi, pj)

0 , sonst

\
Dies stellt eine Hutfunktion dar, die in Abbildung 6.5 zu sehen ist. Der Faktor
p ist ein globaler Parameter, darrfalle betrachteten Kanten und ajg gleich
gewdhlt wird. Damit definieren wir

DEFINITION 6.1. Eine Kante pA pj hei3tp-stabil, wenn ein Punkt c ihrer Mit-
telsenkrechten die Gleichung

(6.2) dist(c, pi) = dist(c, pj) < gléin dist(c, pk) — &
ij

erfullt.

Ist pi A pj p-stabil, dann existeirt eine Kreisscheibe wndie (die 0-Scheiben
von) pi und p;j enthdlt und keine weiterex-Scheibe schneidet.

Wird fur ein px die Schrankey grof3er oder gleich seinem Abstadgdzur aktu-
ellen Kantep; A pj, dann kannpx auf die Kante verschoben werden. Damit ist
pi A pj offensichtlich instabil. Der Fakty > dy tritt immer dann auf, wenp > 1
ist und ein Punkpy genigend nah amp; A pj liegt. Insbesondere muf3 eine Kan-
te kiirzer als alle zu ihr adjazenten Kanten sein, wennwwigef> 1 stabil soll.
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ABBILDUNG 6.3. Relonstruktion durclg-Stabilitdt. Stabile Kan-

ten sind schwarz, instabile grau gezeichnet. Aufgrund der unter-
schiedlich dichten Abtastun@Mt sich kein geeigneter Schwell-
werte finden.
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ABBILDUNG 6.4. Abstand von der aktuellen Kanfg A p;.

€k

pdist(pi, pj) -

d

I T
dist(pi, pj)  2dist(pi, p;)

ABBILDUNG 6.5. Die Fehlerschranke, in Abhéangigkeit vom
Abstandd, zur betrachteten Kante.

Von zwei zueinander adjazenten Kanten kann dayehktens eine stabil sein, so
dal ein Polygonzug aus stabilen Kanten ausgeschlossen ist. Wir lassen daher nur
0 <p < 1zu,und gebep als Prozentzahl an.

Fur die praktische Einsetzbarkeit eines Rekonstruktionsverfahrens ist es wichtig,
dal3 das Ergebnis unadniigig von der — meist willailichen — Wahl des Koor-
dinatensystems und des Mal3stabs ist. Die Stabdiler Instabilat einer Kante

soll also invariant unter Translation, Rotation, Spiegefumgd Streckung sein.

SATZz 6.2. p-Stabilitat ist invariant unter Translation, Rotation, Spiegelung und
Streckung.

Beweis: Translation, Rotation und Spiegelung lassen d’raagb"dis(pi, pj) der
Kante p; A pj sowie die Abstihdedy der anderen Punkte zu ihr unaedert. Da

die Fehlerschrankeg nur von diesen Gifien abhigen, bleiben sie ebenfalls
gleich. Die Existenz eines Punktesiach Gleichung (6.2) ist daher invariant un-
ter Translation, Rotation und Spiegelung. Bei einer Streckung mit Streckfaktor
A # 0 werden die Kantealige und die Abstide zuhdist(pi, pj) und Ady. An
Gleichung (6.1) sieht man, daf3 die Fehlerschrankekezuverden. Setzen wir

1Eine Spiegelung ergibt sich z. B. beim Wechsel von einem rechtsorientierten zu einem links-
orientierten Koordinatensystem.
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ABBILDUNG 6.6. Die Randkant@;j A pj ist dadurch stabil, dafd
der Punkt beliebig weit nach links ausweichen kann.

diese Gol3en in Gleichung (6.2) ein, danagzt sich der Streckfaktor heraus und
wir erhalten die ursprigliche Gleichung. Damit ist die Invarianz unter Streckung
gezeigt. .

In Verbindung mit der Tatsache, dal’ wir nur die Voronoinachbarnpyamd von

pj betrachten, bewirkt die Mal3stabsunahbbigkeit eine lokale Adaption des Ver-
fahrens an die Abtastdichte. Diesen Effekt kann man in Abbildung 6.3 oben links
sehen. Dig,gewinschte Rekonstruktion” der unterschiedlich dicht abgetasteten
Kurve wurde durclp-Stabilitit berechnet.

Bei Randkanten des Delaunaydiagramms kann der gesuchteaurider Mit-
telsenkrechten sehr weit au3erhalb des Diagramms liegen. Dadurch wird es der
Kreisscheibe unt oft moglich, den auf derInnenseite” liegendesg-Scheiben
auszuweichen. Dies ist in Abbildung 6.6 dargestellt. Wir bezeichnen eine solche
Lage des Punktesals exzentrischBei inneren Kanten des Delaunaydiagramms
tritt dieser Effekt nicht so extrem auf, da immer Voronoinachbarn gonnd p;

auf beiden Seiten der GerageV p; liegen. Ein Beispieldi eine auf diese Wei-

se stabile Randkante ist didérsclussige Kante in Abbildung 6.1. Ein weiteres
Beispiel zeigt Abbildung 6.7 a). Unibernalig stabile Randkanten zu vermeiden,
begrenzen wir den zatsigen Abstand vonzur Kante durch eine Exzentriaifs-
schrankex. Das tihrt auf folgende Definition:

DEFINITION 6.3. Eine Kante pA p; heil3tp-x-stabil, wenntiber Gleichund6.2)
hinaus zuatzlich

(6.3) dist(c, pi v pj) < xdist(pi, p;)

gilt.
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ABBILDUNG 6.7. Rekonstruktionen mit verschiedenen Exzentri-
zitatsschrankeg.

Die eigentliche Schranke wird in dieser Definition relativ zanigé der Kante
festgelegt. Dadurch erreichen wir auch bei der Exzerdatz$ichranke ein mal3-
stabsunahdrigiges Verhalten und eine Adaption an die lokale Punktdichte. Die
Invarianz der Exzentriziitsschranke unter Translation, Rotation und Spiegelung
ist offensichtlich.

BEMERKUNG 6.4. Hirx = 0 muf3c der Mittelpunkt der Kantgp; A pj sein. Set-
zen wir zugitzlichp = 0, dann sind die stabilen Kanten genau die Gabrielkanten
vonP.

Zur Rekonstruktion von Polygoogén in der Ebene erweist sich ein einfacher
Schwellwertansatz als ausreichend. Die Rekonstruktion besteht hierbei aus den-
jenigen Delaunaykanten, diarféin bestimmtep undy stabil sind. Abbildungen

6.8 bis 6.11 zeigen weitere Beispiele.

Zu gegebenerp undy testen wir digp-x-Stabilitit einer Kantegoj A p; analog zu
Algorithmus 5.1, indem wir bestimmte Hyperbelzweige mit der Mittelsenkrech-
teng von pj A pj schneiden. Im Unterschied zu Algorithmus 5.1 haben wir jetzt
fur jeden Hyperbelzweidy; einen anderen Wee zu betrachten. Die Exzentri-
zitat laRt sich direkt am Durchschnitt der IntervalleC R ablesen. Bezeichne
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ABBILDUNG 6.8. p=30%,x=1 ABBILDUNG 6.9. p=30%,x=1

ABBILDUNG 6.10. p=30%,x =0,8

|

ABBILDUNG 6.11. p=30%,x =0,3
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Algorithmus 6.1 p-Stabilititstest

Eingabe: Delaunaydiagramm vdd C R?, Kante p; A pj des Delaunaydia-
grammsp undyx.
Ausgabe:, stabil” oder, instabil”.
1 1= [-XX]
2: for jedespy, das zup; oder zup; adjazent istio

3:  Bestimme den Abstand| von px zur Kante.

4:  Berechnegy ausdy nach Gleichung (6.1).

5. Bestimme das zpy undey getorende Intervally.
6: |l:=1nl.

7. if 1 =0 then

8: Pi A pj ist instabil.stop.

9: endif
10: endfor

11: pj A pj ist stabil.

diesen Durchschnitt. Dig reprsentieren Abschnitte vaypvernmoge der Para-
metrisierung nach Gleichung (5.6). Diese Parametrisierung ist bereits relativ zur
Lange vonp; A pj. Ein Zahlenwert vont1,7 entspricht z. B. einem Punkte g

mit Abstand disc, p; vV pj) = 1,7dist(pi, pj) von der Kante. Eine vorgegebene
Exzentrizigitsschrankg ist also genau dann eingehalten, wenn der Durchschnitt
von | mit dem Intervall[—x, ] nicht leer ist. Algorithmus 6.1ufirt diesen Test
durch. Bei instabilen Kanten ist es oft nichdtig, alle adjazenten Punkte zu be-
trachten. Im gnstigsten Fall reicht ein Punkt aus, um die Instadiiéstzustellen.
Der Algorithmus initialisiert (die Variabld)) zu [—X, x] und schneidet fortlaufend

| mit den Intervallen. Wird dabeil = 0, dann ist die Kante instabil und der
Algorithmus bricht ab.

6.3. Flachenrekonstruktion durch Stabilitat

Die in diesem Abschnitt vorgestelltedélienrekonstruktion beginnt mit einer De-
launaytetraedrisierung der Abtastpunkte. Das Fehlermodell zur Betrachtung eines
Dreiecksd = pj A pj A pe definieren wir analog zum planaren Fall. Die Eckpunk-

te pi, pj, p, erhalten als Fehlerschranke QurRhre Voronoinachbarn gilt je ein
individuellesgy, das wiederum von einem globalen Parametebrangt. Alle
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ABBILDUNG 6.12. Im Raum wird ABBILDUNG 6.13. Lokales Koordi-
der Abstand zur Umkreisscheibe des natensystem in der Ebee= gV py.
betrachteten Dreiecks gemessen.

ubrigen Punkte vo® haben ebenfalls die Fehlerschranke 0. Stabilititer die-
sem Fehlermodell bedeutet, daR ein PunktR?® existiert mit

(6.4) dist(c, pi) = dist(c, pj) = dist(c, py) < kgingdist(c, Pk) — &k
I’J’

Diejenigen Punkte deg?, die zup;, pj undp, aquidistant sind, bilden eine Gera-
deg, die Mittelsenkrechte des Dreiecks. Sie steht orthogonal zur E{yénend
schneidet diese im Umkreismittelpunkt des Dreiecks. Wenn ein Ruei-
chung (6.4) edllt, liegt er aufg. Sein Abstand z;j, p; und p, ist derselbe wie

zu jedem anderen Punkt des Umkreises. Dahémstht erst dann instabil, wenn
die g,-Kugel um py das Dreieck selbst schneidet. Es ggt'dal’ diesg-Kugel

die Umkreisscheibe vobischneidet. Aus diesem Grund messen wir den Abstand
dx von pk nicht zud, sondern zur Umkreisscheibe, siehe Abbildung 6.12. Aus
dk undp bilden wir gx wie im planaren Fall. An Stelle der Kantamige in Glei-
chung (6.1) tritt der Durchmesser des Umkreises. Die Exzersirizatic ist sein
Abstand zum Umkreismittelpunkt (gleich dem Abstand zur Dreiecksebene).

DEFINITION 6.5. Ein Dreieckd = pj A pj A py heil3tp-x-stabil, wenn ein Punkt ¢
existiert mit

dist(c, pi) = dist(c, pj) = dist(c, py) < I(Qi_nédist(c, Pk) — &k
NE
und
dist(c,\/é) < 2Xr
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Hierbei ist r der Umkreisradius vod,
pdk , O < 2r
Ei=Q P(4r—dy) ,2r<dg<4r
0 , sonst

und d der Abstand von jpzur Umkreisscheibe vah

Wie in der Ebene gilt auch hier

SATZ 6.6. p-x-Stabilitatistinvariant unter Translation, Rotation, Spiegelung und
Streckung.

Ein Punktpyx spannt mit der Mittelsenkrechtenpeine Ebeneey auf, siehe Ab-
bildung 6.13. Alle vonpy abréangenden Gaf3en in Definition 6.5 lassen sich in-
nerhalb dieser Ebene bestimmen. Diese Tatsache nutzen wir aus, um den Stabi-
litatstest auf den planaren Fall zu reduzieren. Wdertragen jeden Voronoinach-
barnpy in ein lokales(u,v)-Koordinatensystem. Die-Achse ist der Schnitt von

Ex mit \/d, die v-Achse ist die Mittelsenkrechtg Wenn alle Voronoinachbarn
Ubertragen sind,dnen wir diep-x-Stabilitit vond in der (u,v)-Ebene berech-

nen. Sie ist aimlichdquivalent zur Stabilétt der Kantdg —r,0) A (r,0) — die tibert-

ragene Umkreisscheibe — gegdeir derubertragenen Punkten.

Ein einfaches Schwellwertverfahren, wie wir es Rh verwendet haben, liefert

im R oft unbefriedigende Ergebnisse. Abbildung 6.14 zeigt ein typisches Bei-
spiel. Neben dem unemmschten Dreieck zwischen Nase und Oberlippe gibt es
noch weitere unerurischte Dreiecke im Inneren des Kopfes, die in der Abbildung
naturgenald nicht sichtbar sind. Edfit man hier den Schwellwept dann treten
zuerst Locher in der gewrischten Fd¢che auf, bevor die uneom$chten Dreiecke
unterdrickt werden.

Abhilfe kann ein volumenorientiertes Verfahren schaffen, wie es Schreiber und
Brunnett Bch96, SB9Yverwenden. Dieses sogenanSgannbaumverfahrae-
konstruiert das abgetastete Objekt in Form einer zusamamg@mden Teilmenge

der Delaunaytetraeder. Die Tetraeder bilden ein Polyeder mit einem geschlosse-
nen Dreiecksnetz als Obeadilie. Dieses Dreiecksnetz dient als Rekonstruktion
der abgetasteten &the. Wir kombinieren die Vorgehensweise des Spannbaum-
verfahrens mip-x-Stabilitit als Entscheidungskriteriurarfdie Wahl der Tetra-
ederteilmenge.
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ABBILDUNG 6.14. Schwellwertrekonstruktion iiR®.

Das Spannbaumverfahren basiert auf einem abstrakten Graph. Seine Kanten sind
die Dreiecke der Delaunaytetraedrisierung, seine Knoten sind die Delaunaytetra-
eder sowie als Sonderknoten das Komplement der konvexdle kon P. Wir
wahlen ein festex und ordnen jedem Dreieck als Gewicht das suprepae,

bis zu dem das Dreieg-x-stabil ist. Auf dem so gewichteten Graph wird ein
minimaler Spannbaum berechnet. Da der Spannbaum alle Knoten des abstrak-
ten Graphen entit, liberdeckt er gewissermaRen den gesarit&nAus dem
Spannbaum wird seine schwerste Kante, also das stabilste Dreieck, entfernt. Da-
bei zerkllt der Baum in zwei Komponenten, die je einem Teilvolumen Rés
entsprechen. Eines dieser Teilvolumen ist das rekonstruierte Objekt, das andere
sein Komplement. Das Komplement ist daran zu erkennen, dal3 es den Sonder-
knoten enthlt.

Besonders bei rastenfmiger Abtastung einer &the ergeben sichabifig Delau-
naytetraeder, deren vier Ecken fast auf einem Kreis liegen. Ein solches Tetraeder
ist in der Regel sehr flach, und seine Dreiecke liegen nahe an deungéphen
Flache. Dasuhrt dazu, daf} die Dreiecke sehr stabil sind. Dadurch kann das Te-
traeder leicht als eine der beiden Spannbaumkomponenten identifiziert werden.
Der Algorithmus liefert dann ein einziges Tetraeder alsuig und den gesam-

ten Rest des Raumes als Komplement. Um dies zu verhindern, kann der Benutzer
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ABBILDUNG 6.15. 1487 Abtastpunkte = 1, Mindestkomponentengi8e 100.

eine MindestgoRe fir die beiden Komponenten festlegen. Wenn jetzt das Entfer-
nen eines Dreiecks aus dem Spannbaum dalaztefi' wirde, dal3 eine der beiden
Komponenten zu wenige Tetraedeatte; dann wird dieses Dreieck im Spann-
baum gelassen und daaahist-stabile Dreieck entfernt.

Abbildungen 6.15-6.17 zeigen Dreiecksnetze, die mit dem Spannbaumverfahren
berechnet wurden. Um die Facettenstruktur erkennbar zu machen, sind die Netze
mit Flat Shading dargestellt. Die gezeigten Komplemente sind jeweils auf die
konvexe Hille der Abtastpunkte bezogen.

Abbildung 6.15 liegt der Datensatz aus Abbildung 6.14 zugrunde. Das Spann-
baumverfahren garantiert eine geschlossene Qlobel Das Komplement zaift’
ohne deraufR3eren Spannbaumknoten in mehrere Zusammenhangskomponenten.

Abbildung 6.16 zeigt eine GuRR3form, die aus einem Materialblockagéfwird.

Es ist ein Zwischenstadium aus denagprozel3 dargestellt. Die GuRform wurde
gerastert abgetastet. Mit 2800 Rasterpunkten ist die Abtastung viel zu grob, um
die Frdsbahnen als solche zu erfassen. Daher ergibt sich die deutlich sichtbare
Abweichung der Rekonstruktion von der abgetasteten Form. Das Komplement
entspricht in diesem Fall einem hypothetischen Guf3teil, das mit der Rekonstruk-
tion gefertigt wurde.
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Gufform (urspuingliches Objekt)

Rekonstrukion

<D

Komplement der Rekonstruktion (verschiedene Ansichten)

ABBILDUNG 6.16. 2800 Abtastpunktg,= 0,5, MindestkomponentengiBe 10.
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Urspringliche Fiche Rekonstruktion

ABN-Optimierung TAC-Optimierung
der Rekonstruktion der Rekonstruktion
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Rekonstruktion ABN-Optimierung TAC-Optimierung

ABBILDUNG 6.17. 2000 Abtastpunktg,= 1, Mindestkomponentenge 50.
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In Abbildung 6.17 wird eine offene BEhe rekonstruiert. Die Rekonstruktion ist
notwendigerweise ein geschlossenes Dreiecksnetz. Als weiteren Bearbeitungs-
schritt sehen wir eine Optimierung des Netzes, hier mit den Zielfunktionen ABN
und TAC (vgl. Kapitel 1 und 4). Die Detailausschnitte zeigen eine deutliche Qua-
litatsverbesserung durch den Optimierungsschritt.
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KAPITEL 7

Effiziente Aufzahlung polygonaler Huillen

Dieses Kapitel befal3t sich mit der Aafiziung polygonaler Hilen einer gege-
benen Punktmenge in der Ebene. Unter einer polygonaiéle Mérstehen wir

ein einfaches Polygon, dessen Ecken zur gegebenen Punktmergergaehd

das die restlichen gegebenen Punkte umschliel3t. Es wird ein Algorithmus vor-
gestellt, der alle polygonalenuidén vonn Punkten aufahlt. Dafir berotigt er

im schlechtesten Fall prowié O(n?) Zeit und insgesam®(n?) Speicherplatz.
Varianten des Algorithmusddinen zur zulligen Erzeugung von Polygonen und
zur heuristischen Suche nach nicht-konvexen Triangulierungsgebieten dienen.

7.1. Das Problem

Die Aufzdhlung diskreter Strukturen ist Grundvoraussetzuwngefsclopfende
Suche und kann als Basisrfdie Erzeugung (pseudo-)aliiger Beispiele die-
nen. Ein Aufahlungsalgorithmus darf selbstvenstllich kein Element der auf-
zuzahlenden Mengeilibersehen”. Aus Effizienzgnden sollte er jedes Element
nur einmal aufahlen. Ist die gewrischte Ausgabe etwa die aufah#Ende Men-
ge (ohne Duplikate), dann erfordert dietigie Duplikateliminierung zuezli-
chen Zeitaufwand. Noch gravierender kann der Mehraufwand sein, wenn die
Aufzahlung zur losung eines Optimierungsproblems durch evpééride Suche
eingesetzt wird. Bei garantierter Einfachaaliing wird man hier die Zielfunk-
tion auswerten, sobald ein neues Element awgkzst. Nur das bisher optimale
Element muld gespeichert werden. Bei Mehrfachahifaig steht man vor der
Wahl, entweder die Zielfunktioruf'jede Aufahlung eines einzelnen Elements
auszuwerten, oder zum Zweck der Duplikateliminierung alle awafigkezrii Ele-
mente zu speichern.

Die Erzeugung (pseudo-)alfiger Polygone ist eng mit der Auihlung ver-
wandt. Arbeitet ein Aufahlungsalgorithmus, wie hier der Fall, nach einem ver-
zweigend rekursiven Prinzip, dann kann er auch zualigén Erzeugung nur
eines Ergebnisses eingesetzt werden. In den einzelnen Rekursionsknoten wer-
den nicht alle Verzweigungen verfolgt, sondern jeweils eine einzigalgufius-
gewdhlt. Zhu, Sundaram, Snoeyink und MitchellJSM96| erzeugen zudllige
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x-monotone Polygone mit einer gegebenen Menge von Ecken. Ihr Algorithmus
wabhltin jedem Schritt eine von zweiaglichen Verzweigungen. In einem Vorver-
arbeitungsprozess werden die Anzahlen der Polygone berechnet, die nach Wahl
des einen oder des anderen Zweigs noogloh sind. Sind diese Anzahlen etwa

h; undhy, dann vahlt der Algorithmus den ersten Zweig mit Wahrscheinlichkeit
h1/(h1+h2) und den zweiten mit Wahrscheinlichkéit/(hy + hy). Hieraus re-
sultiert eine Gleichverteilung deraglichen Polygone. \Wfde der Algorithmus
jeweils beide Zweige rekursiv verfolgen, danandé er allex-monotonen Poly-

gone aufahlen.

Im Gegensatz zu Zhu et al. fordern wir nur, dal3 ein Polygon eine Teilmenge der
EingabemengP als Ecken verwendet. Der Rest vBmul3 im Polygon enthalten
sein.

DEFINITION 7.1. Sei P eine endliche Punktmengelh mit |P| > 4. Einepoly-
gonale Hullevon P ist ein einfaches Polygenmit E(w) C P C w.

BEMERKUNG 7.2. Der Begriff Hulle ist dadurch motiviert, dal3 die polygona-
len Hullen einerseits P enthalten und andererseits eine bestimmte Minimaleigen-
schaft er@illen. Zu einem Polygomw sei B(w) := E(w) U (PN ow) die durch P
induzierte Eckenmenge van Wir betrachten also alle Punkte von P, die auf dem
Rand vonw liegen, als Ecken vow. Diese Ecken sind dglicherweise degene-
riert. Durch

WwCuw <= w Cwund|Ep(w)| < |Ep(wn)|

wird jetzt eine Halbordnung auf den einfachen Polygonen definiert. Innerhalb
derjenigen einfachen Polygone, die P enthalten, sind die polygonalderHdie
Minima bexiglich dieser Halbordnung.

Beweis: SelP C w und seier, 2,73 € Ep(w) drei aufeinanderfolgende Ecken
von w. Angenommerz; ist nicht inP. Dann ist der minimale Abstaradder Kan-
tenzy Az zuP\ {z1} und 2 A z3 zu P\ {z3} ungleich Null. Verschieben wir
jetzt zo entlang der Winkelhalbierenden der beiden Kanten um wenigerials
das Innere vorw, dann enthlt das gaihderte Polygomy immer nochP. (Die
Verschiebung muf3 klein genug gehit werden, daf’ das Polygon einfach bleibt.)
Die Anzahl der Eckpunktaridert sich nicht, es ist als0’ C w. Ein Minimum
beaiglich der Halbordnung muf} dahBp(w) C P erfillen, d. h. es mu3 eine
polygonale Hille sein.

Sei w polygonale Hille vonP undP C ' C w. Dann istEp(w) CP C o C w.

Da die Punkte ifEp(w) Randpunkte voiw D «' sind, kinnen sie nichtim Innern

vonw liegen. Es st als&p(w) C Ep(w'), und wegenEp(w)| > |Ep(w')| missen
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beide Eckenmengen gleich sein. Wir sehen, daluaus w stetsw = w folgt.
Daher istw ein Minimum beziglich der Halbordnung. .

7.2. Der Aufzihlalgorithmus

Wir wollen zu einer gegebenen Punktmeiggimtliche polygonalen Hlen fin-
den. Dabei stellen wir Polygone als geschlossene PolyggiaZzw. als zyklische
Folgen ihrer Eckpunkte dar. Degenerierte Ecken lassen wir acidditi zu.

Je nach Lage der Punkte véhkann die Anzahl polygonaler ddlén stark vari-
ieren. Entlalt P genau die Ecken eines konvexen Polygonsdann istw die
einzige polygonale Hile vonP. Nehmen wir einen inneren Punie intw hinzu,
dann gibt egP| + 1 polygonale Hillen. Nebenw erhalten wir weitere Hllen,
indem wir je eine Kantep; A pi+1 von w durch die Kanterp; A p und pA pi+1
ersetzen.

Unsere erste Beobachtung ist, dal3 die ExtrempunktéPvaoken aller polygo-
nalen Hillen sein nussen.

Satz 7.3. Sei pe P eine nidglicherweise degenerierte Ecke der konvexéteH
von P. Rir jede polygonale Hlle w von P gilt pe Ep(w).

Beweis: Einerseits ist die konvexeulE Obermenge jeder polygonaleruli€;
andererseits isp € P C w. Eine Stitzgeradeg an A P durch p ist daher auch
Stlitzgerade an. .

In diesem Kapitel stellen wir ein einfaches Polygon als zyklische Folge seiner
Eckpunkte dar. Der Auftilungsalgorithmus beginnt mit der minimabgiichen
Folge. Diese Folge entspricht der konvexaulelvonP. Sie wird rekursiv erwei-

tert, um andere polygonaletlén zu erhalten.

DEFINITION 7.4. Sei{ = (z3,...,Zn) eine zyklische Folge von Punkten aus P.
Durch ¢ wird in der Giblichen Weise ein geschlossener Polygonzug definiert. Ist
dieser Polygonzug einfach, d. h. frei von Selibgtrschneidungen, dann bildet er
den Rand eines einfachen Polygang). Mit E({) bezeichnen wir die Menge
{z1,...,Zm}. Wir nennert eineHullfolge von P, wenn ihr Polygonzug einfach ist
und die Menge RE({) im Innern des Polygons({) liegt.
Wir schreiben? < {’, wennl eine Teilfolge vord’ ist. Dabei mufX nicht zusam-
menlangende Teilfolge sein. Man beachte auch, dal3 es sich um zyklische Folgen
handelt. Soistz. B3,5,1) < (1,2,3,4,5) = (3,4,5,1,2). Eine Teilfolge aus zwei
aufeinanderfolgenden Punkten heliEnte von(.
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ABBILDUNG 7.1. Die Ecken der konvexenulé segmentieren
jede beliebige Hllfolge. Die Segmente entsprechen je einer Kante
der konvexen Hlle.

Wir wahlen die Reihenfolge der Punkte in einaullfblge stets so, dal? der Po-
lygonzug im mathematischen Sinn durchlaufen wird. Durch diese Orientierung
liegt das umschlossene Polygon links des Polygonzugs. Bei fester Wahl des Um-
laufsinns gilt

LEMMA 7.5. Sei(p die zyklische Folge, die der konvexeiilld A P entspricht,
wobei E{p) = Ep(A P) gelte. Sel eine Hillfolge von P. Dannisfy < .

Beweis: Nach Satz 7.3 i§#({o) C E({). Es bleibt zu zeigen, dal die zyklische
Reihenfolge der Punkte iy dieselbe ist wie innerhalb vah Sei§ = (z,...,z))

eine zusammeramgende Teilfolge vog mit E(&) NE({o) = {7,z }. Der durch

¢ definierte offene Polygonzug, also ohne die K&ziez ), teilt A P in zwei Tei-

le. Der offene Teil rechts des Polygonzugs ist in Abbildung 7.1 grau dargestellt.
Er liegt vollséindig auRerhalb vow({), da sonst der Rand van({) sich selbst
uberschneiden oder teilweise aul3erhalb der konvexde Herlaufen nafdte. Ins-
besondere kann der offene rechte Teil keine PunkteB(@g) C E({) enthalten.
Daher mufz, zj) oder(zj,z) eine Kante vordp sein. Aufgrund des Umlaufsinns

folgt {p < C. .

In diesem Kapitel wird ein rekursiver Algorithmus vorgestellt, der alldltdl-

gen vonP aufzahlt. Zur Beschreibung dieses Algorithmus verwenden wir einen
Baum, dessen Knoten die rekursiven Aufrufe esaritieren. Das Argument ei-
nes rekursiven Aufrufs ist eineifolge { zusammen mit bestimmten Attribu-
ten. Die Folgel wird Knoten fir Knoten erweitert um andere Folgen zu bilden.
Die Attribute kontrollieren die weiteren Verzweigungen des Rekursionsbaums.
Sie sorgen unter anderem dgfdal} keine Hilfolge mehr als einmal aufgahit
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wird. Das erste Attribut ist der FixierungsindéxEr gibt an, dal3 der aafigliche

Teil (z,...,2z¢) von{ im aktuellen Rekursionsknoten und allen seinen Nachfah-
ren unveandert bleibt. Sind alle Kanten inklusiyen, z;) fixiert, dann setzen wir

f = m+ 1. Dietibrigen Attribute sind Verbotslisten, und zwar einejgde Kante
(z,7+1) der aktuellen Hlifolge. Eine Verbotslist&/L(z,z 1) enthalt Punkte aus

P. Diese Punkte affen in keinem Nachfahren des aktuellen Rekursionsknoten in
der Hillfolge zwischerg; undz; auftreten. Wir beschreiben einen Knoten des
Rekursionsbaums durch ein Tripg], f,VL). Formal sehen wir hierbeVL als
eine Funktion

VL:PxP—2P

an. Tatachlich verwendet und speichert der Algorithmus jedoch nur die Verbots-
listen der tatachlich in vorhandenen Kanten. In Korollar 7.8 werden wir sehen,
dal bereit€ und f einen Rekursionsknoten eindeutig identifizieren (bei fest ge-
gebener Punktmend®. Im Augenblick gengt es aber, das Trip€l, f,VL) als
Namen eines fest gahlten Knoten anzusehen. Den Rekursions-Teilbaum mit
Wurzel (C, f, VL) bezeichnen wir miRTB{, f,VL).

Algorithmus 7.1 HullRekursion((, f,VL)

Eingabe: Hillfolge ¢, Fixierungsindexf und VerbotslisteryL.
Globale Variablen: Punktmendre
1: if f =m+1then

2.  Gib ( als Hillfolge aus.

3: else

4: VL:=VL

5. for jedesge P\VL(z,zf41),s0dalRz,...,2,Q,Z41,...,Zn) €ine Hill-
folge ist do

6: ZA:: (zl,...,z/f\,q,szrl,...,zm).

7: \//I\_(Zf,Q) = VL/(Ef,Zf+1).

8: VL(Q,Zf41) := Y\L(Zf72f+1).

o HillRekursion(Z, f, VL).

10: \//\L(Zf yZf11) (= \//\L(Zf ,Zi+1)U{q}.

11:  endfor
12:  HullRekursion(, f +1,VL).
13: endif

Der initiale Aufruf erfolgt mit der Folg€, die der konvexen tlle von P ent-
spricht, f = 1 und leeren Verbotslisten. Wir bezeichnen den Wurzelknoten des
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Rekursionsbaums mitp, 1, VLp). In einem Rekursionsknoten wird versucht, die
aktuelle Hillfolge ¢ zu erweitern. Dazu wird die erste noch nicht fixierte Kante
(zs,2zs+1) durch zwei Kanterizs,q) und(q,zs,1) ersetzt. Bf jede derart erwei-
terte I—U‘IIfoIgeZ erfolgt ein rekursiver Aufruf. Durch geeignete “aderungen

der Verbotslisten zwischen diesen Aufrufen stellt der Algorithmus sicher, daf3
keine Hillfolge mehrmals aufgesilt wird. Der letzte rekursive Aufruf erfolgt
mit der unveahderten Folgé, wobei zusitzlich die Kantgzs, zs, 1) fixiert wird.

Sind alle Kanten der aktuellenuifolge fixiert, dann wird diese Folge ausgege-
ben und die Rekursion bricht ab. Algorithmus 7.1 stellt dieses Vorgehen in ab-
strakter Form dar. Die taashliche Implementierung weicht aus Effizienzgdén

in mehreren Punkten von dieser Darstellung ab.

SATZ 7.6. Algorithmus 7.1 ahlt keine Hillfolge mehrmals auf.

Beweis: Wir betrachten einen Rekursionsknoténf, VL) und die Unteraume,
die von ihm aus abzweigen. I$t= m+ 1, dann endet die Rekursion in diesem
Knoten. Der TeilbaunRTB(L, f, VL) gibt die Hillfolge { genau einmal aus. Sei-
en andernfallgy,...,q, diejenigen Punkte,uf" die diefor-Schleife ausgeiffirt
wird, und zwar in dieser Reihenfolge. Es gibt dahn 1 rekursive Aufrufe, aus
denen’ + 1 Unterldume entstehen. Iqrten Unterbaum, X j </, gilt fur jede
Hullfolge '

(Zf7CIjaZf+1) jzl und (Zf7CIiaZf+1) ﬁzl fur allei G{laaj_l}

Ersteres gilt, weil Algorithmus 7.1 tifolgen zwar erweitert, aber nie varkzt.
Letzteres folgt daraus, daf3, ... ,q;j_1 in den Verbotslisten der Kantes, g;)
und (gj,zs+1) enthalten sind. Aus Verbotslisten wird kein Punktagefit, und
bei Erweiterung der Hilfolge ibernehmen die beiden neuen Kanten die Verbote
der Kante, die sie ersetzen. So bleimgn... ,qj_1 im j-ten Teilbaum @i alle
Kanten zwischemz; undzs1 verboten. Im(£ + 1)-ten Unterbaum ist die Kante
(zj,zj41) fixiert, es lonnen also keine Teilfolgen der Fofmy, qj,z¢1) auftreten.
Dies zeigt, dal3 keine WHifolge in mehr als einem der Untaabine erscheint.
Der Rekursionsknoteft, f, VL) selbst gibt keine Hilfolge aus. Durch Induktion
uber die Hhe des TeilbaumRTH(, f,VL) sehen wir, dal in diesem Teilbaum
jede Hillfolge maximal einmal ausgegeben wird. Das gilt insbesonderedi
gesamten RekursionsbalRTB o, f,VLlp). .

Das folgende Lemma analysiert die Struktur des Rekursionsbaums. Daraus wer-
den wir eine obere Schrankerfdie Giol3e des Baums herleiten. Mit Hilfe dieser
Schranke kihnen wir die Laufzeit des Algorithmus abstrén.
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LEMMA 7.7. Eine Hillfolge { = (z1,...,zn) erscheint in kichstens - 1 Kno-
ten des Rekursionsbaums. Diese Knoten bilden eine ununterbrochene Kette von
» letztgeborenen” Nachfahren.

Beweis: Von allen Rekursionsknoten mit deulHilge { habe(, f, VL) minimale
Pfadbinge zur Wurzel des Rekursionsbaums. Aus dem Beweis von Satz 7.6 folgt,
daRR{ nicht aulRerhalb des TeilbaurRI B, f,VL) erscheint. Nur dasletztge-
borene” Kind von(¢, f,VL), das dem rekursiven Aufruf in Zeile 12 entspricht,
tubernimmt die Hillfolge {. Die anderen rekursiven Aufrufe erfolgen mit einer
erweiterten Folge. Die Knoten mit Folgebilden daher eine ununterbrochene
Kette von,letztgeborenen” Nachfahren. Bei einem Aufruf in Zeile 12 wird
erhoht, andererseits karmnnicht gro3er alan+ 1 werden. Daher kanfmaximal

in m+ 1 Rekursionsknoten erscheinen. .

Verschiedene Rekursionsknoten mit derselbandifelge ( unterscheiden sich
durch ihren Fixierungsindex. Daraus folgt

KOROLLAR 7.8. Ein Rekursionsknoten ist durch seindiliblge ¢ und seinen
Fixierungsindex f eindeutig bestimmt.

KOROLLAR 7.9. Sei|P| = n und h die Anzahl polygonaleriflen von P. Dann
hat der Rekursionsbaum maxinfa+ 1)h Knoten.

Die Grol3e des Rekursionsbaums dient uns zur Abirig der Laufzeit des Al-
gorithmus. Der Platzbedarf bestimmt sich unter anderem aus alee Hés Re-
kursionsbaums.

SaTz 7.10. Habe die konvexe Hle n, := |Ep(AP)| Ecken. Dann ist die Bhe
des Rekursionsbaums nach oben dich- ny + 1 beschankt.

Beweis: Wir betrachten den Pfad von der Wurzel zu einem beliebigen Knoten im
Rekursionsbaum. ¥ jede Kante des Pfads hat der Algorithmus entweder eine
Kante fixiert oder die Hilfolge um eine Ecke erweitert. Die Wurzelfoldg, die

der konvexen Hlle entspricht, kann nur um— ny Ecken erweitert werden. Der
Fixierungsindex kanndthstens von 1 auf+ 1 erfoht werden. Daher kann der
Pfad von der Wurzel maximalh2- n, Kanten lang sein. .

Eine rekursive Implementierung des Algorithmus hatistens 8— n, + 1 Re-
kursionsknoten gleichzeitig auf dem Laufzeitstack. Das bedeutet insbesondere,
daf3 keine Endlosrekursionaglich ist.

Satz 7.11. Algorithmus HillRekursion ahlt alle Hullfolgen von P auf.
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Beweis: Sel = (z,...,zy) eine Hillfolge und({, f,VL) ein Knoten im Rekur-
sionsbaum. Wir bezeichnen einail6ige ¢’ als abgeleitete Folge des Knotens,
wenn gilt

1.¢=C,

2. der fixierte Teil(zy,...,zf) von { ist eine zusammemmgende Teilfolge
von{' und

3. {’ versoldt gegen keine der Verbotslisten, d.ur. fgde Kantgz,z1) von

Cund alleq € VL(z,z1) gilt (z,0,Z+1) AT

Behauptung: der Rekursions-Teilbal®iB, f, VL) zahlt alle abgeleiteten Fol-

gen von(¢, f,VL) auf. Wir beweisen die Behauptung durch Induktidei die
Hohe des Teilbaums. Die dtié bezeichnen wir mitBH((, f,VL). Nach Satz

7.10 wissen wir, daf3 die éthie immer endlich ist. Wenn der Teilbaunokt' 1

hat, besteht er aus einem einzigen Blattknoten. Das Blatt mufd von der Form
(¢,;m+1,VL) sein. Die einzige abgeleitete Folge {sselbst, und sie wird von
dem Blattknoten ausgegeben.

Seil’ eine abgeleitete Folge vad, f,VL) mit f < m. Dann enthlt {’ eine zu-
sammenhihgende Teilfolge der Forén= (z;,...,2s11). ISt§ = (zf,2t41), dann
ist {’ auch abgeleitete Folge des Knotéisf + 1,VL). Dieser ist ein Kind von
(¢, f,VL), also gilt TBH({, f + 1,VL) < TBH(L, f,VL). Nach Induktionsvoraus-
setzung wirdl’ im UnterbaunRTB({, f +1,VL) vonRTH(, f, VL) aufgezhlt.

Ist& # (zf,z¢+1), dann betrachten wir den duréidefinierten geschlossenen Po-
lygonzug, siehe Abbildung 7.2. Bis auf die Kartg, 1 A z; liegt dieser Poly-
gonzug im Innern der polygonalenulé w, die durchl beschrieben wird. Er
umschliel3t ein einfaches Polygon, das sich trianguliea&t. IEines der Trian-
gulierungsdreiecke, etwd, hat als Eckeres, z;,1 und einen weiteren Punkt
g. Seiw die durchl’ beschriebene polygonaleuté. Das Dreieckd liegt au-
Rerhalb vonw' (bis auf gemeinsame Randteile), es kann also keine Punkte von
P\ {zt,z:+1,q} enthalten. AuRer; A z;1 schneide® den Rand vorw nicht.
Daher ist(z,...,z,0,Zf+1,...,Zm) eine Hillfolge. Da{’ von (¢, f,VL) abge-
leitet ist, istq ¢ VL(z¢,zs4+1). Wir sehen, daf§ einer der Punktey,...,qy ist,
fur die diefor-Schleife im Knoten¢, f,VL) ausgetihrt wird. Insbesondere wird
die for-Schleife uberhaupt ausgehirt. Seiq; der erste Punkt,u" den diefor-
Schleife ausgeftirt wird und der in der Teilfolgé enthalten ist. Dag-te Kind
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ABBILDUNG 7.2. Induktionsschrittim Beweis von Satz 7.11. Die
Hullfolgen ¢ (durchgezogen) un@ (gepunktet) stimmen vom
bisz; Uberein.

von (¢, f,VL) ist (Z, f,VL) mit

~

Z:(217"'7Zf7qjazf+1a"'7zm) )
\//I\_(zi,ziH) =VL(z,z41) furalleie {1,...,m}und

\//I\—(Zf ) q]) = \//I\—(q] ) Zf-l—l) — VL(Zf 3 Zf—l—l) U {QL IERE qul}

Da keiner der Punkte,...,qj—1 in der Teilfolgeg vorkommt, versaBtZ’ nicht
gegen die Verbotsliste¥iL. Somit istZ’ eine aug, f,\//\L) abgeleitete Folge und

wird nach Induktionsvoraussetzung im UnterbaRR(Z, f, VL) aufgezhlt. Da-
mit ist die Behauptung bewiesen.

Um den Satz zu beweisen, betrachten wir den Wurzelknd@gn, VLp) des Re-
kursionsbaums. Nach Lemma 7.5 ist jedallfbIge von diesem Knoten abgelei-
tet. =

BEMERKUNG 7.12. Fur eine Hillfolge { # (o von P kann man auchiiRekur-
sion(¢,1,VLg ) aufrufen. Es werden dann alleiiffolgen{’ aufgeahlt, fur die
{ = U qilt. Die zugelrigen polygonalen Hllen sind Teilmengen der durdh
beschriebenen polygonalenihe.
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Algorithmus 7.1 ist eine sehr abstrakte Darstellung varlREkursion. Bevor

wir seine Komplexiét untersuchenddinen, nussen wir noch einige Details kon-
kretisieren. Wir beginnen mit den Datenstrukturen. Die Punktm@mwgeichern

wir in einem ArrayP[1..n] in Form ihrer Koordinaten. Im Programm wird jeder
Punktp; = P[i] durch seinen Indekreprsentiert. Die aktuelle tifolge { wird

als verkettete ListélL der Punktindizes gespeichert. Als Fixierungsindex dient
ein Pointer in die verkettete Liste, der Fal= m+ 1 wird durch einen Nullpointer
dargestellt. Die bisherige Formulierung veih suggeriert, dal3 zu jeder Zeiurf”
alle potentiellen Kanten Verbotslisten definiert sind. Der Algorithmus verwendet
jedoch nur solche Verbotslisten, deren Kanten in der aktuelldtidije enthal-

ten sind. Wird eine neue Kante einggf, dann wird ihre Verbotsliste explizit
gesetzt (Zeilen 7 und 8 von Algorithmus 7.1). Daher ist es niokignVerbotsli-
sten fir ,unbenutzte” Kanten zu speichern. Eine Verbotsliste wird durch ein Array
VAj[1..n] von Bits dargestellt. Das BWA]i] zeigt an, obp; in VL(zj,z1) ent-
halten ist.VA; wird in der verketteten ListéiL gespeichert, und zwar im selben
Listenelement wie der Anfangspurétder zugebrigen Kante.

Zeile 4 von Algorithmus 7.1 kopiert alle Verbotslisten. Im Rekursionsknoten wer-
den jedoch nur zwei Arrays vandert, @imlich VA und das ArrayAq des neu
eingetigten Listenelements. Vor Eintritt in dfer-Schleife wird nunVAs in eine
lokale VariableVAg kopiert. Beim ersten Durchlaufen dier-Schleife wird zwi-
schergs undz;, 1 ein neues ListenelementHil eingetigt. VA stellt jetzt bereits

die VerbotslisteVL(z¢,q) dar, Zeile 7 wird daheuberhaupt nicht ausgeffit. In

das ArrayVAy des neuen Listenelements wird der Inhalt Wok kopiert, was
Zeile 8 entspricht. Bei weiteren Schleifendurién wird kein neues Listen-
element eingefgt, sondern lediglich der Punktindex vgniberschrieben. Die
Anderungen der Verbotsliste in Zeile 10 werden direk/fy und VAy vorge-
nommen. Dadurch werden gleichzeitig Zeilen 7 und 8 deshaten Schleifen-
durchlaufs ausgefirt. Nach dem letzten Schleifendurchlauf wird das Listenele-
ment vonqg wieder ausHL entfernt. Mit Hilfe der KopieVAq wird VA; wieder

in den vorherigen Zustand versetzt. Diese Wiederherstellung ist nicht sausehr f~
den rekursiven Aufruf in Zeile 12atig, denn der lief3e sich auch vor Beginn der
for-Schleife auaihren. Es muf3 aber sichergestellt sein, dal3 der Elternknoten im
Rekursionsbaum die Verbotslisten ursedért vorfindet, wenn der aktuelle Re-
kursionsknoten beendet ist.

DieAfor-SchIeife wird fir alle Punkteq ausgefihrt, flir die die erweiterte Fol-
gel :=(a,...,2:,0,Zf+1,-.-,2Zm) €ine Hillfolge ist. Betrachten wir das Dreieck
0 :=(gAzs Azs11 (vergleiche Abbildung 7.2). &ge ein weiterer Punki € P in

0, dann wirde p entweder aulR3erhalb der neueunlld oder als degenerierte Ecke
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auf ihrem Rand liegen. Nun sind degenerierte Ecken zwar erlaubt, iseamn”
aber in der Hllfolge aufgetihrt sein, und das aré tir p nicht der Fall. Fer-
ner darf der Schnitt vod mit dem Randdw der aktuellen Hlle nur aus der
Kante zs A z;11 bestehen. Ansonstenane der durchl definierte geschlossene
Polygonzug selbatierschneidend. Algorithmus 7.2aldt diese Punktg auf. Er
benutzt zwei zyklische ListeRWL(z¢) und PWL(zt41). In PWL(p;) sind al-

le Punkte vorP\ {p;} nach ihrem Polarwinkel unp; herum sortiert. Die Sor-
tierung ist absteigend, so dal® bei einem Durchlauf der lasten Uhrzeiger-
sinn umlaufen wird. MitPWL(p;)[j] wird der j-te Punkt in der polarwinkel-
sortierten Liste vonp; bezeichnet. Die Liste®?WL(py),...,PWL(p,) berech-
nen wir in einem Vorverarbeitungsschritt. Sie bégénO(n?) Speicherplatz und
konnen in optimaler Zei®(n?) berechnet werden. Asano et #A4GH *86] und
Welzl [Wel85] verwenden hierzu Dualisierungstechniken nach Chazelle, Gui-
bas und LeeQGL83, CGL85] bzw. nach Edelsbrunner, O’'Rourke und Seidel
[EOS83, EOS8% Overmars und WelzlQW88] geben ein Verfahren ohne Dua-
lisierung an. Algorithmus 7.2 durdlift die ListenPWL(z¢) und PWL(zs1) in
synchronisierter Weise. Wenn in beiden Listen an der aktuellen Position derselbe
Punktq steht, enthlt das Dreiecld = zs A z; 11 A q keinen weiteren Punkt al’

Um sicherzustellen, daBn dw = z; A zs41 ist, werden nur solche Punkte in
PWL(z;) betrachtet, die inw von z; aus strikt sichtbar sind und nicht auf dem
Rand vonw liegen. Um diese Punkte zu identifizieren, verwenden wir das Sicht-
barkeitspolygon vorz; in w. Zusammen mit dem Umlauf uxy verfolgt der
Algorithmus einen umlaufenden Strahon zs durch den Punk®WL(z;)]i], und
bestimmt den ersten Schnittpunkt des offenen Strahiz;} mit dem Rand des
Sichtbarkeitspolygons. Da es sich um das Sichtbarkeitspolygomz #bandelt,

ist der Schnitt seines Randes mit dem offenen Strahl entweder leer, ein einzelner
Punkt, oder eine Strecke. Liegt der aktuelle Listenpu?\iL(z;)[i] hinter dem
ersten Schnittpunkt, dann ist er vbepaus unsichtbar und wirdbersprungen. Ist
PWL(zs)[i] selbst der erste Schnittpunkt, dann liegt er auf dem Randwond

wird ebenfallsubersprungen. Auf diese Weise werden alle Punkte auf dem Rand
vonw Ubersprungen. Sie sind entweder unsichtbar odeglictierweise degene-
rierte) Ecken des Sichtbarkeitspolygons. Das Sichtbarkeitspolygon kann in Zeit
O(n) berechnet werden, siehe Léap83H mit Korrekturert von Joe und Simp-

son JS87.

Da das Sichtbarkeitspolygon steonfiig ist undzs in seinem Kern liegt, kann der
erste Schnittpunkt des umlaufenden Strahl®{n) Gesamtzeit verfolgt werden.

LEin fruiherer Linearzeit-Algorithmus von El Gindy und AviEGA81] ist laut [JS87 eben-
falls fehlerhaft, aber im Gegensatz 21.ep83H nicht ohne weiteres korrigierbar.

121



ABBILDUNG 7.3. Sichtbarkeitspolygon (grau) van in w. Die
Positionen des umlaufenden Strahls, an denen die erste Schnitt-
kante wechselt, sind gestrichelt eingezeichnet.

7 7 7
2 z" z"

ABBILDUNG 7.4. Wechsel der ersten Schnittkante des Sichtbar-
keitspolygons mit dem umlaufenden Strahl. Die eingezeichneten
Kanten gebren zur polygonalen Hle w, ein Teil des Sichtbar-
keitspolygons ist grau schattiert.

Der Algorithmus merkt sich jeweils die Kankedes Sichtbarkeitspolygons, die

den Strahk schneidet. In Abbildung 7.3 kann man sehen, daf3 sich hierbei keine
zustzlichen Ereignisse im Umlauf um ergeben: Ein Wechsel der Schnittkante
findet nur dann statt, wensieine Ecke des Polygons Uberstreicht, und diese
Ecke istinPWL(z¢ ) enthalten. Abbildung 7.4 zeigt die dreioglichen Fllle, die

beim Wechsel der Schnittkante auftretemkén. Die Positionen des umlaufenden
Strahls, in denen er mehr als eine Kante des Sichtbarkeitspolygons schneidet, sind
genau die Wechselpositionen.

Fur zs 1 undq brauchen wir keinen Sichtbarkeitstest durchdw&n. Wenn eine
Kante vonw die Streckezs 1 A q schneidet, dann schneidet sie entweder auch
z: A q, oder sie hat einen Endpunkt im DreiezkA z: 1 A g. Im ersten Fall ist
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g auch vonzs aus unsichtbar, der zweite Fall wird durch den synchronisierten
Umlauf umzs undzs 1 behandelt.

Den synchronisierten Umlauf inklusive Sichtbarkeitstesirf’Algorithmus 7.2
durch. Er berechnet eine LisEt mit den Punkten, um die die aktuelleitfolge
erweitert werden kann. Der Algorithmus ist hier nur fien,allgemeinen Fall”
formuliert, daf3 keine drei Punkte véhkollinear sind. Auf die Behandlung kolli-
nearer Punkte geht Bemerkung 7.14 ein. &hst wollen wir einige Schritte des
Algorithmus raher betrachten.

Zeilen 4, 6 und 28: Punkte, die van und vonz; ; 1 aus strikt sichtbar sind, liegen
in der inneren Halbebene heglich der Gerades V zs1. In Abbildung 7.3 liegt
die innere Halbebene oberhalb der Gerade, 2yridt konkave Ecke vom. Hier
Uberstreicht der Stralslbei seinem Unlauf ura; die gesamte innere Halbebene.
Zu Beginn des Umlaufs bildet er mit der StreckeA zs1 einen Winkel von
180°, am Ende 0. Diejenigen Punkte voR, die in der inneren Halbebene liegen,
bilden einen (zyklisch) zusammeaigenden Teil voPWL(z;). Dieser Teil ist
nicht leer, er kann aber die gesamte Liste umfassen, wenrz; 1 eine Kante
der konvexen Hlle ist. Der,erste” Punkt in der inneren Halbebene ist derjenige,
fur den der Stratdeinen noglichst grof3en Winkel mit der StreckeA zs 1 bildet
(Zeile 6). Ist hingegens eine konvexe Ecke, dann verdeckt die Kante; A z;
einen Teil der inneren Halbebene. Der Umlaufzibeginnt dann bei dem Punkt,
der in PWL(z;) auf z; 1 folgt (Zeile 4). Der Umlauf ist beendet, wenn &r, 1
erreicht hat (Zeile 28).

Zeilen 11, 18 und 22;Rechts von s” ist auf die Orientierung veselbst bezogen,
also letztendlich auf Polarwinkel, nicht axdKoordinaten.

Zeilen 11 und 18: In den Positionen, wo ein Wechsel der Schnittkante stattfindet,
schneidet der umlaufende Strahl zwei oder drei Kanten des Sichtbarkeitspoly-
gons, vergleiche Abbildung 7.4. Nur eine dieser Kanténin Abbildung 7.4,

wird im weiteren Umlauf noch geschnitten. Ihr Inneres liegt rechtssv@er Al-
gorithmus findet diese Kante, indem er auf dem Rand des Sichtbarkeitspolygons
im Uhrzeigersinn weitergeht.

Zeilen 13-20: In diesewhile-Schleife findet der Umlauf urzy in einzelnen Etap-
pen statt. Aufgrund der Schleifenbedingung werden solche Pubktesprungen,
die verboten, unsichtbar oder bereitgienthalten sind. Das Ende des gesamten
Umlaufs,q = zs,1, muld explizit abgefragt werden.

Zeilen 14, 23 und 26: Die Indexeshiingen sind modulo der Listemgen— 1 zu
verstehen.
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Algorithmus 7.2 ErweiterungsPunktefL )

Ausgabe: ListdEL der Erweiterungspunkte.
Globale Variablen: Punktmend® Hullfolge ¢, Fixierungsindexf, Verbotsliste
VAs, polarwinkelsortierte ListeRWL(z;) undPWL(z¢, 7).

1: Berechne das Sichtbarkeitspolygon ven innerhalb der aktuellen tie
w(Q).
EL:=0.
if z ist konvexe Ecke vom then

Bestimme inPWL(z¢) den Index so, dalPWL(z¢)[i — 1] = zf_1 ist.
else
Bestimme inPWL(z¢) den zyklisch ersten Indeixso, dafPWL(z¢)]i] in

der inneren Halbebene heglich z; v z; ;1 liegt.

7. endif

8: q:= PWL(z)[i].

9: s:= Strahl vonz; durchg.
10: Bestimmej so, dalPWL(z41)[j] = Q.
11: k := Schnittkante vors\ {zs } mit dem Rand des Sichtbarkeitspolygons, wo-

bei intk strikt rechts vors liegt.
12: repeat
13:  while g # zs+1 and (g istin VAs als verboten markiert
or kN (zs AQ) # 0 or qist Ecke des Sichtbarkeitspolygonslp

14: =1+1.
15: q:= PWL(z)[i].

16: s:= Strahl vonz; durcha.

17: if gist Ecke des Sichtbarkeitspolygatien

18: k := Schnittkante vors\ {z;} mit dem Rand des Sichtbarkeitspoly-
gons, wobei ink strikt rechts vors liegt.

19: endif

20:  endwhile
21:  if q# zf41 then

22: while PWL(z¢1)[] + 1] liegt nicht strikt rechts vos do
23: Ji=]+1

24: endwhile

25: if PWL(zs11)[j] =q thenEL:=ELU{q} endif

26: =i+1.

27:  endif

28: until q=2zs1.
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ABBILDUNG 7.5. Phasen des synchronisierten Umlaufs in Algo-
rithmus 7.2. Die Reihenfolgq, ... ,0s entspricht der polarwin-
kelsortierten ListdePWL(zs1).

Oben links: Der Umlauf beginnt mig;. Die beidenwhile-
Schleifen werden nicht ausg#irt, so daff}; in EL aufgenommen
wird. In Zeile 26 geht der Umlauf urzy weiter zugs.

Oben rechts: Dajs zur aktuellen Hillfolge getort, istsin der er-
stenwhile-Schleife weiter zwgz gelaufen. Der Umlauf unzs ;1
geht nicht weiter, daj, nach wie vor rechts von liegt. EL wird
nicht vedndert unds lauft in Zeile 26 weiter zujp.

Unten links: Der Umlauf unzs 1 erreicht in der zweitemvhile-
Schleifeqy. Dieser Punkt wird irEL aufgenommen, und lauft
weiter zuda.

Unten rechts: Der Umlauf umes 1 hat gz tbersprungen undg
erreicht. Nach Aufnahme vogy in EL lauft s zu z;, 1, der syn-
chronisierte Umlauf endet.

Abbildung 7.5 zeigt, wie der synchronisierte Umlauf von weiteren Punkten freie
Dreiecke findet.

LEMMA 7.13. Wenn keine drei Punkte von P kollinear sind, dann findet Algorith-
mus 7.2 genau die Punkte=cP, fur die (z, ..., z,9, Zf+1, - - -, Zm) €ine Hillfolge
ist.
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Beweis: Seijmin der Wert, den Index in Zeile 10 erfalt. Zuerst bemerken wir,
daB PWL(z;41)[j] zu keinem Zeitpunkt rechts des Stralsldiegt: Der Strahl
selbst bewegt sich nur im Uhrzeigersinn, und die Schleifenbedingung in Zei-
le 22 stellt sicher, daBWL(z;1)[j] den Strahl nicht uberholt”. Dasselbe gilt

fur die PunktePWL(Z¢ 11)[jmin), - - -, PWL(zf4+1)[j — 1]. Wenn also der Algorith-
mus einen Punkt = PWL(z)[i] = PWL(zt41)[j] in EL aufnimmt, dann lie-
genPWL(zt 1) [jmin], - - -, PWL(zs1+1)[j — 1] strikt links vons. Die Punkte, die in
PWL(zs11) aufg=PWL(z1)[ ] folgen, liegen strikt rechts des Strahls van 1
durchq. Da die beiden Strahlen das Dreietk= z; A zs1 A q begrenzen, kann
kein weiterer Punkt vor® in d liegen. Wir wissen weiterhin, dafvon z; aus
strikt sichtbar ist. Wirde nung gegemiberz;_ 1 durch eine Kante vom verdeckt,
dann mil3te diese Kante entweder einen Endpunidin(zs A zs+1) haben oder

die Streckezs A q schneiden. (Dies gilt auch, wenn es sich bei der verdeckenden
Kante umzs_1 A zs12 handelt.) Beides ist nach dem bisher gezeigtenagiith.
Daher ist(zi,...,7,Q,Zf+1,...,2m) €ine Hillfolge.

Sei umgekehrtz,...,z:,q%,zt+1,...,2m) eine Hillfolge. Dann liegig* im Inne-
ren des Sichtbarkeitspolygons und isMA;¢ nicht als verboten markiert. Insbe-
sondere liegg* strikt in der inneren Halbebene heglich zs A ;1 und rechts
des Strahls voi; durchz; ;. Daher wirdg* in der ersterwhile-Schleife (Zei-
len 13-20) aufgedtilt, und die Schleife endet ngt= g*. Auch zu diesem Zeit-
punkt liegen die Punkt®WL(z¢1)[jmin], - - -, PWL(zs+1)[] — 1] strikt links von
s. Daher kanrg* nicht unter diesen Punkten seinal® es irPWL(z¢1) vor g
einen Punkt, der rechts des Strablgegt, dann éige dieser Punkt im Dreiedk
und(z,...,z,9% Zf 11, .. .,Zm) Ware keine Hillfolge. Die zweitewhile-Schleife
(Zeilen 22—-24) diuft jetzt so lange, bi®WL(z¢1)[]j] = g* ist. In Zeile 25 wird
schlie3lichg* zur ListeEL hinzugetigt. .

BEMERKUNG 7.14. (Algorithmus ErweiterungsPunkte mit kollinearen Punkten)
Gibt es inP drei oder mehr kollineare Punkte, danankien beim Umlauf um

zs oder umz;,1 mehrere Punkte gleichzeitig getroffen werden. Durch eine ge-
ringfugige Sbrung vonz;s undz; ;1 konnen diese Ereignisse zeitlich entzerrt wer-
den. Wie wir sehen werden, kann man den Effekt der8t§ erreichen, ohne die
Punkte tatachlich zu verschieben. Die @ting besteht darin, dal3 wir die Kan-

te zf A ;11 nach beiden Seiten varigern. Abbildung 7.6 zeigt, wie hierdurch
die Kollinearitit vonz; oderzs, mit weiteren Punkten aufgehoben wird. Die
Reihenfolge, in der kollineare Punkte nach der Entzerrung durchlaufen werden,
entspricht ihrem Abstand vory bzw. zs 1. Punkte, die mitz; kollinear liegen,
erscheinen im Umlauf urg; nach fallendem Abstand sortiert. Mit, 1 kollinea-

re Punkte werden durch die Entzerrung nach steigendem Abstand sortiert. Die
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ABBILDUNG 7.6. Kollineare Punkte d&inen beim Umlauf
als gleichzeitige Ereignisse auftreten. Durch eine geugigé
Verlangerung der Kante; A z;,1 werden diese Ereignisse ent-
zerrt.

Reihenfolge alleubrigen Punkteridert sich nicht, sofern die Varigerung der
Kantezs Az 1 klein genug gewhlt wird. Statt nun die Vearigerung tatchlich
durchzutihren, stellen wir lediglich sicher, dal3 kollineare Punkte in der entspre-
chenden Reihenfolge durchlaufen werden. Die hiemtigeh Anderungen wer-
den am Beispiel der polarwinkelsortierten LiS¥&/L( p1) erklart. Liegen mehrere
Punkte kollinear mip1, dann figen wir diese Punkte nach fallendem Abstand zu
p1 sortiert inPWL(p1) ein. Seien z. BPWL(py)]r],...,PWL(p1)[s| derart sor-
tierte kollineare Punkte. Ist jetzt in Algorithmus Zz2= p;, dann liegtPWL(p;)

in entzerrter Reihenfolge vor und wird normal durchlaufen. Ist in einem ande-
ren Aufruf des Algorithmugs ;1 = p1, dann misserPWL(ps)[r],...,PWL(p1)[s|

beim Umlauf genau umgekehrt durchlaufen werden. Wir erweitern die polarwin-
kelsortierten Listen um einen Kollineatszhler tir jeden Punkt. Der Kollinea-
ritatsahler vonPWL(zs1)]i] gibt an, mit wie vielen weiteren Punkter,; und
PWL(z;11)[i] kollinear sind. kit ,normale” Punkte ist er also Ouf PWL(p1)[r]
ware ers—r. Trifft der Umlauf umz; 1 auf den Listeneintra@WL(p;)[r] mit
Kollinearitatszhler# 0, dann springt er in der Liste RWL(p1)[s) und Euft an-
schlieRend bis z&WL(p;)[r] zunick. Danach setzt er den Listendurchlauf mit
PWL(p1)[s+ 1] fort.

Mit z; kollineare Punkte &finen zu Problemenifiren, wenn mehrere von ihnen
Ecken des Sichtbarkeitspolygons sind. Es kann in diesem Fall vorkommen, daf3
der Algorithmus in Zeile 18 auf eine Ecke trifft, die gar nicht mit der aktuellen
Schnittkante inzident ist. Um dies zu verhindern, betrachten wir jeweils nur den
Punkt mit dem kleinsten Abstand zj als Ecke des Sichtbarkeitspolygons. In
Abbildung 7.7 ist dieser Punkt ausgét gezeichnet. Dies tun wir selbst dann,
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ABBILDUNG 7.7. Sind mehrere Punkte véhauf dem Rand des
Sichtbarkeitspolygons kollinear nat, dann zhlt nur der achste
von ihnen als Ecke des Sichtbarkeitspolygons.

wenn einer deubrigen Punkte auf einer nicht degenerierten Ecke des Sichtbar-
keitspolygons liegt, wie in Abbildung 7.7 rechts.

Schlie3lich missen wir noch die Bedingung detile-Schleife in Zeile 22 an
die hypothetische Veakigerung anpassen. Die Anpassung betrifft Punkte, die
auf dem Strahk liegen. Wie man in Abbildung 7.6 leicht sehen kann, kom-
men Punkte zwischer; und g durch die Veréingerung strikt rechts vos zu
liegen. Punkte hingegen, die asihinter q liegen, sind nach der Vetigerung
strikt links vons. Die while-Schleife soll abbrechen, werWL(z¢.1)[j] nach

der Vekingerung strikt rechts vaslage. Wir missen die Bedingung daher erwei-
tern zu

22: while PWL(z;1)[]] liegt nicht strikt rechts vos
and PWWL(z11)[]] € int(zs AQ) do

Satz 7.15. Werden kollineare Punkt geifi Bemerkung 7.14 behandelt, dann
findet Algorithmus 7.2 genau die Punkte &, fur die (zy,...,2:,Q,Zf4+1,...,Zm)
eine Hillfolge ist.

Beweis: Die Behandlung kollinearer Punkte gdtrBemerkung 7.14 entspricht
einer gemgend kleinen Vedingerung der Kantes A zs1. Insbesondere ist die
hypothetische Vediigerung so klein, dal3 kein aiglicher Punkp € P in einem
Dreieckd = z; Azs 11 A q zu liegen kommt. Andernfalls wde sich die Reihen-
folge vonp undqin einer der beiden polarwinkelsortierten List@mdern. Durch
die Verlingerung seiner Basis veof§ért sich das Dreiedk daher kann auch kein
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Punkt,hinauswandern”. Die einzig agliche Veenderung in Bezug audfist, dal3
ein Punkt vom Rand ins Innefgvandert”. Diesandert nichts an der Unzasgsig-
keit vonq als Erweiterungspunkt.

Die Verlangerung ist weiterhin so klein, da keine Kante der aktuellenuié
benihrt oderuberschreitet. Aus diesem Grund, und weil die Endpunkte wadh H”
kanten ebenfalls in den polarwinkelsortierten Listen enthalten smhdei von

zs aus keine Punkte unsichtbar werden. Strikt sichtbar werdandsi nur solche
Punkte wie die leer gezeichneten in Abbildung 7.7 rechts, die auf einezimit
kollinearen Kante des Sichtbarkeitspolygons liegen. (Die entsprechenden Punkte
links in der Abbildung bleiben unsichtbar.) Diese Punkte kommen als Erweite-
rungspunkte nicht in Frage, da die ausdkfjezeichnete Ecke des Sichtbarkeits-
polygons im Dreiecld liegt. Der Algorithmus erkennt dies aufgrund dénde-
rung von Zeile 22. Die Menge der agdsigen Erweiterungspunkdadert sich also
nicht, und der modifizierte Algorithmus bestimmt sie korrekt. .

Algorithmus 7.3 zeigt HIIRekursion in konkretisierter Fassung. Zu den bereits
besprocheneAnderungen gegerer Algorithmus 7.1 kommt noch eine weitere
hinzu. Ist der Fixierungsindek = m, dann erfolgt in Algorithmus 7.1 ein rekur-
siver Aufruf mit f = m+ 1. Die einzige Aufgabe dieses Aufrufs ist, dielHclge
auszugeben. Algorithmus 7.3 gibt in Zeile 16 statt des rekursiven Aufrufs direkt
die Hllfolge aus. Die Initialisierungsschritte sowie der erste rekursive Aufruf
erfolgen in Algorithmus 7.4.

Im folgenden analysieren wir die Kompleaitvon HillAufzahlung.

LEMMA 7.16. Ein einzelner Rekursionsknoten von Algorithmus 7.3tighO(n)
Zeit und Platz im schlechtesten Fall.

Beweis: In einem Rekursionsknoten werden maximal drei Verbotsarrays kopiert,
der Zeit— und Platzbedarf hienfiist O(n). Einfuigen in und Entfernen aus der
verketteten ListeHL erfolgt in konstanter Zeit (dd auf das Listenelement vor
dem zu bschenden Element zeigt). Cfier -Schleife wirdO(n) mal in je konstan-

ter Zeit durchlaufen. Der Aufruf von ErweiterungsPunkte und die Ausgabe der
Hullfolge berotigen lineare Zeit und Platz. .

SaTz 7.17. Sei h die Anzahl polygonalerilen von P. HillAufzahlung beifatigt
im schlechtesten Fall ®n?) Zeit und Qn?) Platz.

Beweis: Die Schranken folgen aus Lemma 7.16 in Verbindung mit Korollar 7.9
und Satz 7.10. Der Rekursionsbaum@éhn) Knoten, und jeder Knoten betigt
O(n) Zeit. Die Initialisierung in HillAufzahlung beotigt O(n?) Zeit und Platz
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Algorithmus 7.3 HullRekursion(f )
Eingabe: Pointef (Fixierungsindex).
Globale Variablen: verkettete ListdL, PunktarrayP, polarwinkelsortierte Li-
stenPWL(p1),...,PWL(pp).

1: ErweiterungsPunktefL ).

2: if EL#0 then

3. Ecke und Verbotsarray des Listenelementllin auf dasf zeigt, seiere;

undVAs, die Ecke des nachfolgenden Elemexts;.

4:  Erzeuge neues Listenelemérd, VA;) und flige es irHL hinter der Stelle
f ein.
VAq = VAs.
VA := VAs.
for jedesge EL do

Zq:=0Q.
HullRekursion(f ).

10: Markiereq in VAs und VA als verboten.
11:  endfor
12:  Losche Elemen(tzg, VA;) aus ListeHL.
13:  VAs .= VA
14: endif
15: if f zeigt auf letztes Element der Lisitd then
16:  Gib die Punkte vordL als Hullfolge  aus.
17: else
18:  Setzef auf das nachfolgende Element.
19:  HullRekursion(f ).
20: endif

Algorithmus 7.4 HullAufzahlung(P)

Eingabe: Punktmenge (Arra)= {pz,...,pn}-
1: Berechne die polarwinkelsortierten ListBWL(p1),... ,PWL(pp).
2: Berechne die konvexelié vonP.
3: Erzeuge eine verkettete Ligtl_, die die konvexe Hilfolge o enthalt. Setze
alle Bits in allen Verbotsarrays vdilL auf, nicht verboten”.
4: Setze Pointef auf das erste Element HL.
5. HullRekursion(f ).
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zur Berechnung der polarwinkelsortierten Listen und um die leeren Verbotsar-
rays anzulegen. Eine eventuelle Sortierung kollinearer Punkte nach Abstand ist
in dieser Zeit bereits enthalten. Die Berechnung der konvexgie Mird hiervon
dominiert. Der Zeitbedarf des gesamten Algorithmus ist d@¥en?).

Die polarwinkelsortierten Listen betien zusamme®(n?) Platz, ebenso die
verkettete ListéHL, in der die Verbotsarrays enthalten sind. Nach Satz 7.10 ist die
Hohe des Rekursionsbaur@gn), es belegen also zu jedem Zeitpunkt @(n)
Aufrufe von HillRekursion Platz auf dem Laufzeit-Stack. Wir erhalten einen Ge-
samtplatzbedarf vo@(n?). .

Wie bereits am Anfang dieses Kapitels atmt, i3t sich unser Algorithmus
so modifizieren, dal3 er eine (pseudo-@lifé polygonale Hlle erzeugt. Hier-
zu wird in HullRekursion von den rekursiven Aufrufen nur ein einzigeratig™
gewdhlter, ausgeifirt. Da wir nicht wissen, wie viele polygonaleiEn in den je-
weiligen Rekursions-Unteghimen aufgedilt wiirden, lonnen wir keine gleich-
verteilte Erzeugung garantieren. Der Platzbedarf zualligén Erzeugung ist ge-
nau wie zur AufahlungO(n?). Der Zeitbedarf isO(n?), denn es erfolgen nur
O(n) rekursive Aufrufe auf dem zafligen Pfad von der Wurzel des Rekursions-
baums zu einem Blatt.

Statt zuéilliger Auswahl rekursiver Aufrufe ist auch eine heuristische Auswabhl
maoglich. Dabei lonnen auch mehrere rekursive Aufrufe in einem Rekursions-
knoten vorkommen. Die Heuristik sollte so gestaltet sein, dal’ sie zum einen den
Rekursionsbaum deutlich verkleinert und zum anderen polygonadlerHhit be-
stimmten Eigenschaften erzeugt. Mit einem solchen Ansatz kann man zum Bei-
spiel geeignete Gebietarfhicht-konvexe planare Triangulierungen suchen. Das
Gebiet einer Triangulierung von Punktmergeést eine polygonale Hile vonP,

wenn tatachlich alle Punkte trianguliert werden und die Triangulierung keine
Locher aufweist. Als heuristische Kriteriearfdiese Anwendungdinen etwa

ein moglichst geringer Abstand der neuen Eckeom Rand der konvexenue

oder ein noglichst grofRer Aul3enwinkel der neuen polygonaleitiédin g dienen.

Ist eine polygonale Hile gefunden, dann wirB in ihr trianguliert. Auf diese Wei-

se lassen sich ohne Interaktion nicht-konvexe Triangulierungen berechnen, die in
Abhangigkeit von der Heuristik bestimmte Quatgimerkmale euilen.
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