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Zusammenfassung

Die Dissertation befasst sich mit Verfahren im Zusammenhang mit der Planung der industriel-
len Herstellung von Rohren aus einem geraden Zylinder. Der Nutzen einer solchen Planung kann
zum einen in einer Machbarkeitsanalyse durch die Abschitzung des Dehnungsverhaltens des geraden
Zylinders im Herstellungsprozess liegen, bevor auch nur ein einziges Rohr hergestellt worden ist.
Zum anderen konnte sie Grundlage fiir Steuerungsprogramme von Fertigungsmaschinen in der
Industrie sein.

Eine mogliche Vorgehensweise, die Grundlage der Arbeit ist, besteht darin, ausgehend von dem
Ergebnis, dem gewiinschten Rohr, durch inverse Anwendung von Herstellungsoperationen die
Ausgangssituation, d.h. einen geraden Zylinder, herzuleiten. Im Zusammenhang damit sind unter
anderem folgende Aufgaben von Interesse, die Gegenstand der Dissertation sind: die Schlauchein-
passung, d.h. das Auffinden einer Approximation des Rohres durch einen ”Schlauch”, worunter ein
deformierter und gebogener Zylinder verstanden wird, sowie ein Kurvenapproximationsproblem,
bei dem es darum geht, eine dreidimensionalen Kurve durch eine Kurve anzunidhern, die sich
tangentialstetig aus alternierend aufeinanderfolgenden Kreissegmenten und Strecken zusammensetzt.

Die Dissertation beginnt mit einer mathematischen Prézisierung des Begriffes eines Rohres und stellt
die hierfiir benétigten Definitionen und Hilfsmittel bereit, unter anderem den Begriff des “Teilrohres”.
Basierend darauf wird das Schlaucheinpassungsproblem als mehrkriterielles Optimierungsproblem
formuliert. Die Formulierung lehnt sich entfernt an das Prinzip der elastischen Konturen an, das etwa
aus der Bildverarbeitung bekannt ist.

Fiir das Optimierungsproblem werden zwei Losungsansitze prasentiert. Der eine greift das Verfahren
der dynamischen Programmierung auf. Der zweite Losungsansatz besteht in einer adaptiven Unter-
teilungsheuristik, die an eine gingige Vorgehensweise zur Kurvenapproximation durch Polygonziige
angelehnt ist. Ihr Vorteil gegeniiber der erstgenannten Vorgehensweise ist die sehr geringe Laufzeit,
ihr Nachteil ist, dass ihre erfolgreiche Durchfiihrung nicht gesichert ist. Zur effizienten Implementie-
rung werden eine Reihe effizienter Verfahren fiir die geometrischen Grundoperationen aufgefiihrt.

Die Verfahren werden analysiert. Zum einen werden dazu theoretische Uberlegungen angestellt,
etwa beziiglich plausibler Bedingungen, unter denen die adaptive Unterteilungsheuristik zum Erfolg
fiihrt. Zum anderen geschieht die Analyse experimentell. Es zeigt sich, dass die Verfahren in vielen
praktisch auftretenden Fillen gute Losungen liefern. Wie bei Problemen dieser Art iiblich ist eine
Modellierung, die eine vollstindig automatische Losung erlaubt, jedoch kaum zu erwarten. Fiir den
Umgang mit dieser Schwierigkeit werden Vorschldge gemacht.

Fiir die Kurvenapproximation wird zunéchst der Begriff der "U-Spline-Kurve” eingefiihrt. Das Ziel
ist, eine U-Spline-Kurve mit moglichst wenigen Segmenten zu generieren. Hierfiir werden zwei
Heuristiken vorgestellt. Bei der ersten handelt es sich um ein adaptives Zerlegungsverfahren, das
auf der Analyse der Kurvenkriimmung basiert. Danach wird ein bekanntes Verfahren, welches eine
Kreisbogen-Spline-Kurve mit einer minimalen Anzahl von Segmenten erzeugt, modifiziert, um
daraus eine U-Spline-Kurve zu erzeugen. Es stellt sich heraus, dass beide Verfahren fiir Bauteile aus
der Praxis vergleichbare Resultate erzeugen.
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Kapitel 1

Einleitung

Dieses Kapitel stellt zunéchst den praktischen Hindergrund der Arbeit vor und formuliert dann die
daraus resultierende, konkrete Aufgabenstellung. Es folgt ein Uberblick iiber die Ergebnisse (Ab-
schnitt 1.2). Abschnitt 1.3 gibt eine Ubersicht iiber die Gliederung der Arbeit. Das Kapitel endet mit
einer Darstellung der Beitrdge des Autors im Zusammenhang mit anderen Arbeiten.

1.1 Herstellung rohrenformiger Werkstiicke

Ein Teilbereich der Umformtechnik im Maschinenbau ist die Herstellung réhrenformiger Werkstiicke
(Abbildung 1.1). Ausgangspunkt ist typischerweise ein zylinderférmiges Rohr, etwa mit kreisformi-

Abbildung 1.1: Ein Beispielrohr

gem Querschnitt. In einer ersten Phase wird das Rohr mittels einer Biegemaschine durch Driicken
gegen eine kreisformige Biegescheibe deformiert [53], [68], [8]. In einer zweiten Phase erfolgt eine
weitere Deformation des Rohres, indem das gebogene Rohr mit einer Umformpresse in eine es um-
gebende Form gedriickt wird [68]. In einer dritten Phase wird das Rohr schlieBlich beschnitten, d.h.
die Locher werden ausgeschnitten. Diese Schritte werden im Folgenden anhand einiger Skizzen fiir
das Bedarfsrohr aus der Abbildung 1.1 dargestellt.

Gegeben ist zundchst ein zylinderformiger Schlauch mit kreisférmigem Querschnitt (vgl. Abbildung
1.2).
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Abbildung 1.2: Zylinderférmiger Schlauch

Dieses wird dann durch vier Biegungen so deformiert, dass schlieBlich das Rohr aus der Abbildung
1.3 entsteht.

Abbildung 1.3: Verbogener Schlauch

Fiir jede Biegung wird das in diesem Bereich zunidchst gerade Rohr gegen eine Biegescheibe ge-
driickt. Hierfiir sind weitere Werkzeuge erforderlich, die hier nicht weiter erwihnt werden sollen.
Das Ergebnis der vierten Biegung ist in der Abbildung 1.4 zu sehen.

Hier ist zudem die Biegescheibe (blau) abgebildet. In dieser Abbildung sieht man deutlich, wie das
Rohr gegen die Biegescheibe gedriickt wird. Neben der Biegescheibe werden in der Regel zwei halbe,
gerade Zylinder benutzt, die das Rohr umschlieBen. Auf diese Art und Weise wird das Rohr vor dem
Biegevorgang justiert und wihrend des Biegevorganges festgehalten, so dass die gewiinschte Verfor-
mung durchgefiihrt werden kann. Sollten zwei Biegungen aneinanderstoflen, miissen diese Zylinder-
teile durch gekriimmte Fldchen ersetzt werden. Da die Grofie einer Biegung jeweils unterschiedlich
ist, ist eine solche spezielle Fldche in der Regel nur fiir genau eine Biegung einsetzbar. Aus diesem
Grund ist eine solche Situation zu vermeiden, vielmehr sollte zwischen zwei Kriimmungen jeweils ein
gerades Rohrstiick liegen. Ziel ist es, Werkzeuge zu verwenden, die moglichst allgemeingiiltig sind,
so dass auch andere Rohrtypen damit hergestellt werden konnen. Dies beruht auf der Tatsache, dass
die Werkzeuge sehr teuer sind und die Produktionskosten moglichst gering gehalten werden sollen.

Im néchsten Schritt wird das gebogene Rohr mittels Umformen so deformiert, dass es das unbe-
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Abbildung 1.4: Letzte Biegung des Schlauches

schnittene Bedarfsrohr ergibt. Hierfiir werden zunéchst zwei Werkzeuge, die sogenannten Ober- und
Unterschalen, konstruiert (vgl. Abbildung 1.5 beziehungsweise 1.6).

Abbildung 1.5: Oberschale Abbildung 1.6: Unterschale

Diese beiden Formen sind von der Rohrgeometrie abgeleitet. Dabei ist die von den Anwendenden
vorgegebene Nebenbedingung zu erfiillen, dass das Bedarfsrohr problemlos aus einer vorgegebenen
Richtung, der sogenannten Schliefirichtung, aus den Schalen herausgenommen werden kann. Dies be-
deutet, dass jede Schale hinterschnittfrei ist. Danach wird der verbogene Schlauch soweit moglich in
die Unterschale gelegt (Abbildung 1.7) und die Oberschale so iiber den Schlauch und die Unterschale
platziert, dass sie keinen Kontakt haben.

Anschlielend wird eine Fliissigkeit in das Innere des Schlauches gegeben und danach beide Rohren-
den verschlossen. Wihrend der Fliissigkeitsdruck im Inneren des verbogenen Schlauches schrittweise
erhoht wird, wird die Oberschale in Schlierichtung auf die Unterschale gesenkt. Dabei entsteht das
gewlinschte, noch unbeschnittene Bedarfsrohr.

Zur Durchfiihrung dieses Fertigungsprozesses ist eine Planung der Einzelschritte erforderlich. Diese
Aufgabe kann so formuliert werden:

Planung der Fertigung von Rohren durch Umformung

Gegeben: Ein Bedarfsrohr.
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Abbildung 1.7: Deformierter Schlauch in der Unterschale

Gesucht: Ein Zylinder, Biegeoperationen an Kreisscheiben, sowie Unter- und Oberschalen, so dass
der entsprechend verbogene Zylinder zwischen die geschlossenen Ober- und Unterschalen ge-
presst werden kann.

Ein Ansatz, die Planungsaufgabe anzugehen, besteht darin, ausgehend vom Ergebnis, d.h. dem Be-
darfsrohr, durch inverse Anwendung von Operationen der bendtigten Art die Ausgangssituation, d.h.
einen Startzylinder, herzuleiten. Bei der Wahl der Operationen ist zu beachten, dass die Deformation
des Materials innerhalb zuldssiger Toleranzen liegt. Sollte der Schlauchdurchmesser beispielsweise
zu stark vergroBert werden, besteht die Gefahr, dass der gebogene Schlauch beim Umformprozess
reifft. Die direkte Anwendung der gefundenen Operationen stellt dann eine Losung dar. Aufgrund der
Vorgehensweise wird dieses Verfahren auch als Reverse Engineering bezeichnet.

Besonderes Interesse besteht in der Losung der Planungsaufgabe mit Rechnern, da auf diese Weise
auch der Nachweis der Machbarkeit eines Rohres getroffen werden kann, bevor auch nur ein Werk-
zeug gebaut wurde.

1.2 Gegenstand und Ergebnisse

Gegenstand der Dissertation ist die Bereitstellung von Verfahren zur Analyse von Rohren im Zusam-
menhang mit der Planung der Herstellung von Rohren durch Reverse Engineering. Eine grundsitz-
liche Behandlung dieser Aufgabenstellung scheint bisher nicht zu existieren, insbesondere wenn es
um den Aspekt der automatischen oder nahezu automatischen Losung geht. ~”Automatisch” bedeutet,
dass keine Interaktion der Anwendenden mit dem Planungsprozess notwendig ist. Es werden in die-
sem Rahmen Techniken vorgestellt, die die Bedingungen aus der realen Anwendung berticksichtigen.
Ferner werden die erzielten Ergebnisse in der industriellen Anwendung erfolgreich eingesetzt.

In diesem Rahmen behandelt diese Arbeit zwei Problemstellungen: das Auffinden einer Approximati-
on eines gegebenen Rohres durch eine Schlauchform sowie die Approximation einer dreidimensiona-
len Kurve durch eine Kurve, die sich tangentialstetig aus alternierend aufeinanderfolgenden Kreisseg-
menten und Strecken zusammensetzt. Das erste Problem wird im Folgenden als Schlaucheinpassung,
das zweite Problem als U-Spline-Approximation bezeichnet.

Der Zusammenhang zwischen beiden Problemen ergibt sich iiber eine sogenannte Leitlinie des Roh-
res. Eine Leitlinie ist eine Kurve, die moglichst zentriert im Inneren und entlang des Rohres sowie
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der approximierenden Schlauchform verlauft. Die Leitlinie des Schlauches ist Gegenstand der U-
Spline-Approximation. Durch die resultierende approximierende U-Spline-Kurve werden dann die
Stellen festgelegt, an denen ein gegebener Zylinder mit der ungefidhren Linge der U-Spline-Kurve
den kreisformigen Biegeoperationen zu unterwerfen ist. Das Resultat der U-Spline-Approximation
wird daher auch Biegelinie genannt.

Die wesentlichen Resultate sind wie folgt:

Definition eines geeigneten Konzeptes fiir Rohre:

Anschaulich ist ein Rohr ein deformierter Schlauch, wobei ein Schlauch ein lidnglicher Zylinder
mit Offnungen an den Enden, d.h. an "Boden” und ”Deckel”, ist. Ein Rohr ldsst sich praktisch
iiberall durch einen ebenen Schnitt in zwei Teile zerlegen, so dass seine beiden Offnungen in
unterschiedlichen Teilen liegen. Die Teile sind wieder Rohre, sogenannte ~Teilrohre”. Basie-
rend auf dieser anschaulichen Beobachtung kann eine Schlaucheinpassung dadurch erhalten
werden, dass das gegebene Rohr in Folge endlich vieler Teilrohre zerlegt wird, die so einfach
sind, dass sich in jedes Teilrohr ein Schlauchstiick einpassen ldsst. Achtet man darauf, dass die
Schlauchstiicke an den Schnittstellen zwischen zwei aufeinanderfolgenden Teilrohren stetig
aneinander passen, ergibt sich durch deren Zusammensetzung ein eingepasster Schlauch.

Aus dieser Vorgehensweise ergibt sich die Notwendigkeit einer Rohrdefinition mit der Eigen-
schaft, dass “Teilrohre”, in dem genannten Sinne, diese Rohrdefinition ebenfalls erfiillen. Es
zeigt sich, dass auch bei “normalen” Rohren Teilrohre von recht komplexer Topologie resultie-
ren konnen. So ist es moglich, dass das topologische Geschlecht von Teilrohen nicht notwen-
digerweise 0 sein muss, wie dies von einem “normalen” Rohr erwartet wird. "Geschlecht 0”
bedeutet, dass sich das Rohr durch Deformation in eine Kugelfldche tiberfiihren lidsst, wobei die
beiden Offnungen des Rohres Offnungen auf der Kugelfliiche werden. Geschlecht 1 bedeutet,
dass das Rohr eine deformierte Torusfldche ist. Geschlecht k bedeutet, dass es k “Henkel” gibt
— die Kugel hat keinen, der Torus hat einen. Die Offnungen von Teilrohren konnen im Allge-
meinen auch mehrere Randkonturen haben. Abbildung 1.8 zeigt ein derartiges Beispiel. Die

C

Abbildung 1.8: Ein Rohr, das ein nach innen gebogener Zylinder ist und dessen Oberfldche zusam-
men mit den Offnungen R, und R, Geschlecht 0 hat, zerfillt nach dem Beschnitt mit
C in Teile, von denen einer mit den entstehenden Offnungen Geschlecht 1 hat. Die
gemeinsame Offnung der beiden Teilrohre besteht aus zwei Randkonturen.

Oberflache des resultierenden Teilrohrs hat Geschlecht 1.

Diese Beobachtungen machen die Definiton eines Rohrkonzeptes, das beziiglich geeignet de-
finierter Teilrohrbildung abgeschlossen ist, zu einem nichttrivialen Problem. In dieser Arbeit
wird eine Rohrdefinition prasentiert, die diesen Umstand beriicksichtigt.
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Modellierung des Schlaucheinpassungsproblems als Optimierungsproblem:

Die Schwierigkeit des Schlaucheinpassungsproblems besteht darin, das “anschaulich
Gewiinschte” formal zu modellieren. Diese Schwierigkeit ist bei zahlreichen praktischen Pro-
blemen gegeben. In vielen Fillen sind keine umfassenden Losungen bekannt. Ein prominentes
Beispiel ist die Approximation des Randes eines Gebietes in digitalen Bildern von realen Sze-
nen, in denen der Randverlauf unscharf ist [34]. Ein Ansatz zur Bearbeitung solcher Probleme
besteht darin, das Ziel als Optimierungsproblem zu formulieren, indem heuristische geometri-
sche oder physikalische Modelle zu Grunde gelegt werden. Damit konnen bei vielen, jedoch
iiblicherweise nicht bei allen Eingabeinstanzen gute Losungen erzielt werden. In dieser Arbeit
wird das Schlaucheinpassungsproblem auf diese Weise angegangen.

Eine “gute” Losung des Schlaucheinpassungsproblems besteht anschaulich aus einem
Schlauch, d.h. einem deformierten Zylinder, der im Inneren des Rohres verlduft und einen
moglichst grolen Radius hat. Dabei handelt es sich offensichtlich um ein Optimierungspro-
blem mit Nebenbedingung. Die Zielfunktion besteht darin, einen mdglichst groffen Radius zu
finden. Die Nebenbedingung driickt aus, dass der Zylinder im Rohrinneren liegen soll.

Diese Beobachtung wird in der Arbeit dahingehend ausgearbeitet, dass eine Reihe von heuri-
stischen Teilzielfunktionen angegeben werden, deren Minimierung intuitiv einen gut eingepas-
sten Zylinder im genannten Sinne bewirken sollte. Die Grundlage ist dabei eine Leitlinie, die
moglichst “’zentriert” im Inneren des Rohres verlaufen soll. Wenn diese Leitlinie gleichzeitig
auch die Leitlinie des eingepassten Zylinders ist, ist der Radius des Zylinders als minimaler
Abstand des Rohres zur Leitlinie gegeben. Die Verbindung zwischen Leitlinie und Rohr wird
durch ebene Rohrschnitte hergestellt, die das Rohr in Teilrohre zerlegt. Zielforderungen an die
Leitlinie und die Rohrschnitte kénnen etwa sein, dass die Leitlinie moglichst zentriert durch
Rohrschnitte verlaufen soll, dass die Rohrschnittgebiete moglichst senkrecht zur Leitlinie ste-
hen und dass die Rohrschnittgebiete einen moglichst grolen Umfang haben. Ferner konnte es
auch wiinschenswert sein, dass sich die Leitlinie moglichst wenig kriimmt.

Es wird eine Reihe solcher heuristischer Teilzielfunktionen angegeben, die in geeigneter Kom-
bination das Ziel der Rohreinpassung in einer Weise beschreiben, die in vielen Féllen zu an-
schaulich gewiinschten Losungen fiihren sollten. Dies wird an Rohrformen unterschiedlicher
Charakteristik experimentell demonstriert.

Approximative Losung des Optimierungsproblems durch dynamische Programmierung:

Optimierungsprobleme, die das Schlaucheinpassungsproblem spezifizieren, sind vom gleichen
Typ wie diejenigen, die im Zusammenhang mit sogenannten aktiven Konturen auftreten.
Aktive Konturen treten beispielsweise in Zusammenhang mit dem oben erwzhnten Problem
der Approximation des Randes eines Bildgebietes auf. Die dabei einzupassende Randkurve
wird iiblicherweise tiber zwei Teilzielfunktionen beschrieben, die eine dullere und eine innere
Energie definieren, die zu minimieren sind. Die duflere Energie beschreibt die Lage der Kurve
relativ zum Rand des Zielgebietes, die innere Energie die Glattheit der Kurve. Zur Losung
dieses klassischen Problems wurden zahlreiche Verfahren publiziert [36, 57].

Ein Verfahren beruht auf der diskreten dynamischen Programmierung. Dieser Ansatz wird in
dieser Arbeit angewendet. Der Vorteil gegeniiber anderen Verfahren ist, dass globale Optima
beziiglich des diskretisierten Problems gefunden werden. Ein Nachteil ist der recht hohe Re-
chenaufwand. Ein besonderes Augenmerk dieser Arbeit liegt daher auf der Reduzierung des
Rechenaufwandes. Dies wird zum einen durch die Verwendung effizienter geometrischer Algo-
rithmen fiir die auftretenden Grundoperationen erzielt. Zum anderen wird die spezielle Struktur
des Problems ausgenutzt, um den Suchraum gegeniiber der allgemeinen Vorgehensweise ein-
zuschrinken.
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Aproximative Losung des Optimierungsproblems durch adaptive Zerlegung:
Wie erwiéhnt, ist der Ansatz der dynamischen Programmierung recht berechnungsaufwindig.
Der Autor der Dissertation hat vor Beginn der Arbeit an der Dissertation ein sehr einfaches
heuristisches Losungsverfahren entwickelt, das sehr schnell ist und das sich in der industriellen
Anwendung bewihrt hat. Die Erfahrung mit einer grofen Anzahl von Rohren in der Praxis
zeigt, dass in ca. 90 Prozent der Fille eine gewiinschte Losung erzielt wird. In den anderen
Fillen ist eine manuelle Korrektur notwendig.

Das Verfahren erzeugt eine adaptive Zerlegung des gegebenen Rohres in Teilrohre durch suk-
zessives Zweiteilen, das einem bekannten Verfahren der Approximation einer Kurve in Para-
meterdarstellung durch einen Polygonzug dhnelt. Eine Analyse des urspriinglichen Verfahrens
weist Terminierungsprobleme auf, wofiir ein Beispiel angegeben wird. Ausgehend von dem
Verfahren wird eine “’defensivere” Version angegeben, mit der solche Schwierigkeiten gemin-
dert werden konnen. Zum anderen werden Bedingungen an Rohre und das Verhalten des Ver-
fahrens formuliert, unter denen die Terminierung des Verfahren nachzuweisen ist und deren
Giiltigkeit fiir viele Rohre, insbesondere solche, die praktisch relevant sind, plausibel ist.

Approximation eines Polygonzuges durch eine U-Spline-Kurve aus wenigen Segmenten:
U-Spline-Approximationsprobleme sind mit den Kreisbogen-Spline-Approximationsproble-
men verwandt. Eine Kreisbogen-Spline-Kurve besteht aus einer endlichen Folge von Kreis-
segmenten, die in der Regel tangentialstetig aneinandergefiigt sind. Fiir die Approximation von
ebenen Kurven durch Kreisbogen-Spline-Kurven sind einige Arbeiten bekannt, fiir Raumkur-
ven gibt es nur wenige Vorschldge. Insbesondere ist der Aspekt der Minimierung der Anzahl
von Segmenten bei vorgegebenem erlaubten Fehler noch nicht umfassend behandelt. Zwar mi-
nimiert ein Verfahren von Safonova und Rossignac [65] die Anzahl der Kreisbogen, jedoch
ohne Beriicksichtigung der Tangentialstetigkeit.

U-Spline-Kurven sind spezielle Kreisbogen-Spline-Kurven, bei denen jedes zweite Segment
ein zu einer Strecke degenerierter Kreisbogen ist. Jeder Polygonzug lésst sich auf einfache Wei-
se in eine beliebig genau approximierende Kreisbogen-Spline-Kurve konvertieren, indem an
jedem Punkt eine hinreichend kleine Kreisbogenverblendung durch Einpassen eines Kreisseg-
mentes durchgefiihrt wird. Dies ist jedoch durch die in der Regel grofe Anzahl von Segmenten
keine wiinschenswerte Losung, selbst wenn der Polygonzug zuvor durch einen Polygonzug ge-
ringerer Linge, etwa mit dem Algorithmus von Imai, Iri [30], approximiert wurde. Zur Aufgabe
der Minimierung der Anzahl der Kreisbogen bei U-Spline-Kurven ist in der Literatur praktisch
nichts bekannt.

In dieser Arbeit wird ein heuristisches Approximationsverfahren angegeben. Das Verfahren ba-
siert auf einer Analyse der Kriimmung des zu approximierenden Polygonzuges. Im Extremfall
liefert es die oben skizzierte triviale Losung. Experimente zeigen jedoch, dass es bei praktisch
relevanten Beispielen wiinschenswerte Losungen erzielt. Durch eine Modifikation, bei der die
Polygonzuganalyse auf dem Verfahren von Safonova und Rossignac [65] basiert, wird eine
Beziehung zur optimalen Kreisbogen-Spline-Approximation hergestellt.

1.3 Gliederung

Kapitel 2 fiihrt in das Problem der Schlaucheinpassung ein und skizziert die Losungsansitze, die in
dieser Arbeit verfolgt werden. Kapitel 3 stellt die geometrische Reprisentation von Rohren durch
Dreiecksnetze vor und gibt effiziente algorithmische Realisierungen der geometrische Operatio-
nen an, die in den Algorithmen verwendet werden. Kapitel 4 prazisiert die Zielfunktion fiir die
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Schlaucheinpassung. Kapitel 5 présentiert den Ansatz der dynamischen Programmierung zur nihe-
rungsweisen Losung des Schlaucheinpassungsproblems. Das adaptive Verfahren ist Gegenstand von
Kapitel 6. Kapitel 7 diskutiert die erzielten Ergebnisse beider Verfahren. SchlieBlich stellt Kapitel 8
ein Verfahren zur Approximation einer polygonalen Leitlinie durch eine U-Spline-Kurve vor. Kapitel
9 fasst die Ergebnisse zusammen und gibt Hinweise fiir moglicherweise interessante zukiinftige Ar-
beiten. Im Anhang A sind geometrische Berechnungen zusammengefasst, die bei der Ermittlung der
Biegelinie auftreten.

1.4 Beziehungen zu anderen Arbeiten

Im Rahmen dieser Dissertation sind vom Autor mehrere Diplomarbeiten mitbetreut worden, die mit
dem Thema der Dissertation in Verbindung stehen. Dies sind die Arbeiten von Kudlacik [39], Lauert
[44], Piepenstock [61], Schlienkamp [66] und Schweinoch [71]. Die meisten dieser Arbeiten hatten
alternative Losungswege zum Gegenstand, die nicht in die Dissertation eingegangen sind. Auf diese
wird teilweise vergleichend Bezug genommen, etwa wenn es um den Vergleich der Verfahren der
Dissertation mit alternativen Ansitzen geht.

Explizite Beriicksichtigung gefunden hat die Diplomarbeit von Piepenstock [61]. Diese Diplomarbeit
hat sich mit der praktischen Realisierung der Losung durch dynamische Programmierung befasst, die
vorgegeben wurde. Bei der Arbeit war der grundsitzliche Ansatz vorgegeben, der Beitrag der Di-
plomarbeit bestand in der detaillierten Ausarbeitung, der Implementierung und der experimentellen
Analyse. Das Ziel der Diplomarbeit war, Erkenntnisse iiber die Implementierbarkeit und den prak-
tischen Berechnungsaufwand des Verfahrens zu gewinnen, sowie, ausgehend von gemachten Beob-
achtungen, Verbesserungen zu finden, die die praktische Effizienz steigern. Das wesentliche Resultat
der Diplomarbeit ist die erstellte Implementierung, in deren Zusammenhang folgende wesentliche
Beitrige des Diplomanden entstanden sind:

e Die Feststellung des Einflusses der Diskretisierung von Rohrflichen durch Dreiecksnetze auf
die Berechnung von Zielfunktionswerten. Dieses Problem wird in Abschnitt 4.1.2 der Disser-
tation erwihnt.

e Der Vorschlag von Parallelititsgiite, tangentiale Ausrichtungsgiite und Oberflichenstei-
gungsgiite iiber die vorgegebene Flichengiite, Kriimmungsgiite, Umfangsgiite und normierte
Zentrumsgiite hinaus. Diese werden in den Abschnitten 4.1.5 und 4.1.6 der Dissertation auf-
gefiihrt. Ferner werden Evaluierungsergebnisse aus der Diplomarbeit in dem Abschnitt 5.9.2
der Dissertation aufgefiihrt.

e Ein gegeniiber dem Verfahren der Dissertation beschleunigtes Verfahren zur Berechnung der
direkten Vorginger. Auf dieses Verfahren wird am Ende von Abschnitt 5.5 der Dissertation
verwiesen.

e Ein Verfahren, das die vorgegebene Idee einer hierarchischen Auswahl der Schnittebenen kon-
kretisiert. Dieses Verfahren wird in Abschnitt 5.8 nur skizziert, fiir die detaillierte Darstellung
wird auf die Diplomarbeit verwiesen. Ferner werden experimentelle Erkenntnisse zum prakti-
schen Verhalten aus der Diplomarbeit in Abschnitt 5.9.1 der Dissertation tibernommen.

e Experimentelle Erkenntnisse zur Gewichtung der Giitekriterien in der Gesamtzielfunktion. Die-
se, vom Autor der Dissertation angeregten Untersuchungen, waren der Ausgangspunkt der wei-
teren, erheblich umfassenderen experimentellen Evaluierungen in Abschnitt 5.9.3 der Disser-
tation.



Kapitel 2

Rohre

Das Kapitel beginnt mit einer Analyse der Problemstellung und darauf beruhender prizisierter Pro-
blemformulierung in Form von Schlaucheinpassungsproblemen. Zu diesem Zweck wird zunéchst
eine Reihe von Begriffen eingefiihrt, von denen Rohr, Rohrschnittgebiet, Schlauchstiitzstellenkanten-
zug und Schlauchapproximation als die wichtigsten zu nennen sind (Abschnitte 2.1 bis 2.3). Es folgt
die Vorstellung der Losungsansiitze, die in der Arbeit verfolgt werden. Dies beinhaltet eine Ubersicht
iiber verwandte Arbeiten und eine Begriindung fiir den hier eingeschlagenen Losungsweg fiir das
Schlaucheinpassungsproblem (Abschnitt 2.4).

2.1 Definitionen

In diesem Abschnitt wird zunichst der Rohrbegriff konkretisiert. Dabei werden topologische Vor-
aussetzungen mit dem Ziel geschaffen, dass bei einer Teilung eines Rohres mittels einer Ebene zwei
Teilmengen entstehen, die selbst wieder die Rohreigenschaften erfiillen. Dies geschieht mit dem Hin-
tergrund, dass eine solche Teilung von Rohren wesentlicher Bestandteil der Algorithmen der Leitli-
nienbestimmung ist. Obwohl intuitiv ein Rohr durch einen Beschnitt mit einer Ebene stets in zwei
Teilrohre zerteilt wird, sind Fille denkbar, bei denen dies nicht erfiillt ist. Ein solcher Fall ist in der
Abbildung 2.1 dargestellt. Die Abbildung zeigt ein U-formiges Rohr mit einer Einbuchtung, die von

Abbildung 2.1: Ein U-férmiges Rohr mit einer Einbuchtung, das durch eine Ebene beschnitten wird.
Nach dem Beschnitt ist der Teil, der oberhalb der Schnittebene liegt, ein Ring und
damit anschaulich kein Rohr mehr.

einer Ebene geschnitten wird. Der resultierende Teilmenge oberhalb der Schnittebene ist ein Ring, der
anschaulich kein Rohr darstellt. Dieser Beschnitt und andere entsprechend pathologische Situationen
sollten fiir die vorgestellten Algorithmen daher nicht verwendbar sein und in dem zu definierenden
Rohrkonzept ausgeschlossen werden. Um solche Untersuchungen durchfiihren zu konnen, werden

13
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Konzepte und Notationen aus der Mathematik benotigt, die nun zunidchst zusammengestellt werden.
Konkrete Definitionen sind in Standardwerken der Analysis und Topologie zu finden, etwa in [31],
[32] und [33].

Der Abschluss einer Menge A von Punkten im d-dimensionalen Euklidischen Raum wird mit A~,
der offene Kern mit A° und der Rand mit 6 A bezeichnet. Der offene Kern besteht aus allen inneren
Punkten von A, d.h. Punkten, mit denen auch eine offene Umgebung in A liegt. Der Rand besteht
aus den Punkten des Raumes, fiir die jede Umgebung sowohl Punkte in A als auch auflerhalb von A
enthilt. Der Abschluss ergibt sich als Vereinigung von A mit der Menge aller Randpunkte.

Unter einer Zusammengangskomponente einer Menge wird eine maximale zusammenhéingende Teil-
menge verstanden. Eine Teilmenge heilit zusammenhdiingend, wenn sie nicht die Vereinigung zweier
nicht leeren, disjunkten, offenen Teilmengen ist. Eine zusammenhédngende Menge ist maximal, wenn
sie sich nicht um weitere Punkte der gegebenen Menge erweitern ldsst, ohne die Zusammenhangsei-
genschaft zu verlieren.

Es werden zweidimensionale, topologische Mannigfaltigkeiten M im dreidimensionalen Euklidi-
schen Raum IR? betrachtet, d.h. Flichen ohne Selbstschnitt und -beriihrungen, bei denen jeder innere
Punkt eine Umgebung im IR? besitzt, deren Schnitt mit M topologisch Aquivalent zu einer offenen
Kreisscheibe und jeder Randpunkt von M eine Umgebung im IR? besitzt, deren Schnitt mit M topo-
logisch dquivalent zu einer halben, offenen Kreisscheibe inklusive des Durchmesserlinienstiickes ist.
Eine Flache hat Geschlecht 0, wenn sie zu einer abgeschlossenen Kugeloberfliche, gegebenenfalls
mit Lochern, topologisch dquivalent ist, d.h. sich aus einer solchen allein durch Deformation ergibt.
Eine geschlossene Flidche heilit orientierbar, sofern zwischen einer Innen- und einer Auflenseite un-
terschieden werden kann.

2.1.1 Rohrdefinition

Der Begriff eines Rohres kann auf folgende Weise prizisiert werden:

Definition 2.1
(W, Ry, Re) heiBt Rohr mit Offnungen R, und R,, wenn gilt:

1. W ist eine zweidimensionale, orientierbare, zusammenhéingende, unberandete, topologische
Mannigtaltigkeit im dreidimensionalen Euklidischen Raum und berandet ein beschréinktes, zu-
sammenhéngendes, rdumliches Gebiet W*, dessen Abschluss abgeschlossener Rohrkorper von
W genannt und mit W*~ bezeichnet wird. Die Menge der inneren Punkte des Gebietes heil3t
innerer Rohrkorper von W und wird mit W*:° bezeichnet.

2. R, und R, sind offene zusammenhingende Teilgebiete auf .

3. W—(Ry U R,) besteht aus n > 1 abgeschlossenen, beschrinkten, zweidimensionalen, topolo-
gischen Mannigtaltigkeiten vom Geschlecht 0 im dreidimensionalen Euklidischen Raum. Jede
Oberflichenkomponente von W — (R, U R.) hat maximal zwei Randkonturen.

4. Sei

FE eine beliebige Ebene,

R die Menge der Punkte in I, die auf dem Rand von W* ™ liegen,
I die Menge der Punkte in E, die in W*>° liegen,

A die Menge aller anderen Punkte in E.
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Die Mengen konnen auch leer sein.
Dann gilt:

(a) I besteht aus endlich vielen Zusammenhangskomponenten. Sofern eine solche Zusam-
menhangskomponente keine Randpunkte hat, die in R, oder R, liegen, wird sie als Rohr-
schnittgebiet bezeichnet.

Der Rand eines Rohrschnittgebietes beziiglich E' besteht aus endlich vielen einfach ge-
schlossenen, stetigen Kurven. Er wird als Schnittkontur bezeichnet. Die Kurven kénnen
auch selbstbertihrend oder zu einem Punkt degeneriert sein.

Ein Rohrschnittgebiet heifit einfach, wenn die Schnittkontur aus genau einer Kurve be-
steht.

Die Menge aller Rohrschnittgebiete einer Ebene wird mit C(E), die Menge aller Rohr-
schnittgebiete mit C bezeichnet.

(b) Die Menge der inneren Punkte von R beziiglich I besteht aus endlich vielen Zusammen-
hangskomponenten. Eine solche Zusammenhangskomponente bildet ein Rohrrandgebiet.
Der Rand eines Rohrrandgebietes beziiglich E besteht aus endlich vielen einfach ge-
schlossenen, stetigen Kurven. Er wird als Randkontur bezeichnet. Die Kurven kénnen
auch selbstbertihrend oder zu einem Punkt degeneriert sein.

Ein Rohrrandgebiet hei3t einfach, wenn die Randkontur aus genau einer Kurve besteht.

Die Menge aller Rohrrandgebiete einer Ebene wird mit R(E), die Menge aller Rohrrand-
gebiete mit 'R bezeichnet.

(c) Ein Rohrschnittgebiet beziehungsweise ein Rohrrandgebiet mit Schnittebene E heif3t sin-
guldr, wenn die Randkontur beriihrende oder degenerierende Kurven enthalt oder es ein
weiteres Rohrschnittgebiet oder Rohrrandgebiet in E gibt, so dass sich die Randkonturen
beider Gebiete beriihren, anderntalls heif3t es regulér.

5. R, und R, sind offene, zusammenhingende Gebiete, die offene Teilmengen von Rohrrandge-
bieten mit zugehorigen Schnittebenen E, und E, sind, fiir die gilt:

(a) Der Rand von R, beziehungsweise R. hat dieselben Eigenschaften wie der eines Rohr-
randgebietes.

(b) Die Abschliisse R, und R, beziiglich E, beziehungsweise E, sind disjunkt.
In der Abbildung 1.1 ist bereits ein Beispiel fiir ein Rohr gegeben worden. Allerdings erfiillt auch das

in der Abbildung 2.2 dargestellte Volumen die Rohreigenschaften, obwohl zumindest auf den ersten
Blick dies nicht als ein Rohr bezeichnet worden wire.

Abbildung 2.2: Ein nach innen gebogener Zylinder.

In dieser Rohrdefinition wird versucht, die intuitiv mit dem Rohrbegriff gestellten Forderungen prizi-
se zu formulieren. Im Wesentlichen ist ein Rohr eine zusammenhingende Fliche, die genau zwei
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planare Offnungen besitzt. Nach einem bekannten Trennungssatz aus der Mathematik, der im Fol-
genden noch ausfiihrlicher beschrieben wird, berandet das Rohr ein zusammenhéingendes Volumen.
Dieses Volumen hat die Eigenschaft, keine “Luftblasen” zu besitzen, was ebenfalls der intuitiven Er-
wartung an ein Rohr entspricht. Diese geometrischen Forderungen werden durch die ersten beiden
Punkte der Rohrdefinition erfasst.

Abbildung 2.3: Rohr mit einer Oberfliche, das ohne die Offnungen aus zwei Zusammenhangskompo-
nenten besteht. Die Offnungen sind die beiden planaren, ringférmigen Verbindungs-
flachen der Zylinder.

Ohne die Offnungen kann die Rohroberfliche in mehrere Zusammenhangskomponenten zerfallen. Im
Punkt 3 der Rohrdefinition ist gefordert, dass jede dieser Komponenten das Geschlecht 0 hat. Dadurch
ist es moglich zu zeigen, dass ein Rohrschnittgebiet ein Rohr in zwei Zusammenhangskomponenten
zerlegt, sofern bestimmte Eigenschaften von dem Rohrschnittgebiet erfiillt werden. Ein Beispiel fiir
ein Rohr, bei dem die Oberfliche ohne die Offnungen aus zwei Zusammenhangskomponenten be-
steht, ist in der Abbildung 2.3 dargestellt.

Die weitere Forderung im Punkt 3, dass jede Oberflachenkomponente hochstens zwei Randkonturen
besitzen darf, soll bewirken, dass beispielsweise die Fliche, welche in der Abbildung 2.4 zu sehen
ist, kein Rohr ist. Der Grund, warum diese Flidche aus der Rohrdefinition ausgeschlossen wird, ist

Abbildung 2.4: Eine Flache, die die Rohrbedingungen nicht erfiillt, da die Oberfliche drei Rander
hat.

zum einen, dass diese nicht der intuitiven Vorstellung eines Rohres entspricht. Zum anderen sind
theoretische Uberlegungen, wann diese Fliche mittels eines Rohrschnittgebietes in zwei Komponen-
ten zerlegt wird, wobei eine Komponente die Offnung R, und die andere R. enthilt, aufwindig.
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Weil solche Rohrschnittgebiete, die diese Eigenschaften erfiillen, von zentraler Bedeutung fiir die
hier priasentierten Algorithmen sind, ist diese Flichenform aus der Rohrdefinition ausgeschlossen
worden. Es ist allerdings nicht ausgeschlossen, dass ein Rohr durch den Beschnitt mit einem Rohr-

C

Abbildung 2.5: Ein Rohr, wobei nach dem Beschnitt die Rohreigenschaften fiir die beiden entste-
henden Teile nicht erfiillt sind, da nach dem Beschneiden mit C' eine Oberflichen-
komponente drei Randkonturen besitzt, wenn die inneren Punkte des Rohres in der
Schnittebene eine Offnung bilden.

schnittgebiet in zwei Volumina zerfillt, die die Rohrbedingungen nicht erfiillen. Dies soll durch die
Abbildung 2.5 verdeutlicht werden. Hier ist ein Rohr abgebildet, bei dem die eine Offnung die Beran-
dung des grofien Zylinders, die andere die des kleinen Zylinders ist. Wiirde hier das Rohr mit einer
Ebene beschnitten werden, so dass das dargestellte Rohrschnittgebiet C' entsteht, beséfle nach dem
Beschneiden eine Oberflachenkomponente drei Randkonturen und erfiillt damit die Rohreigenschaft
3 nicht mehr. Allerdings ist ein solches Rohrschnittgebiet ohnehin im Ablauf des Algorithmus nicht
interessant, da durch dieses Rohrschnittgebiet eine Komponente beide Offnungen, die andere Kom-
ponente keine Offnung enthilt. Es miissen daher bestimmte Eigenschaften an die Rohrschnittgebiete
gestellt werden, um solche Situation nicht auftreten zu lassen.

Ab dem Punkt 4 werden Eigenschaften der Offnungen sowie des Schnittes einer Ebene mit dem Rohr
aufgelistet. Durch die Einfiihrung des Volumens kann der Schnittbegriff mit der intuitiven Vorstellung
verkniipft werden: Ein Schnitt durch ein Rohr beschreibt in der Regel zusammenhidngende Teilmen-
gen des Volumens, wobei der Rand dieser Mengen Konturen auf dem Rohr sind. Auf diese Art und
Weise konnen mehrere Konturen einem Schnitt zugeordnet werden. Ein Schnitt einer Ebene mit dem
Rohr ist in der Abbildung 2.6 dargestellt. Bei diesem Schnitt entstehen zwei einfache Rohrschnittge-
biete.

In den folgenden vier Abbildungen werden verschiedene Schnittsituationen exemplarisch gezeigt, die
im Punkt 4 der Rohrdefinition genannt werden. Dabei ist jeweils links die Schnittkontur und rechts
die zweidimensionale Ansicht des Rohres dargestellt. Hierbei ist das Innere des Rohres stets als graue
Flache skizziert.

In der Abbildung 2.7 entsteht ein Rohrschnittgebiet mit insgesamt drei Schnittkonturen. Da diese sich
nicht beriihren und zu keinem Punkt degeneriert sind, ist das Rohrschnittgebiet regulir.

In der Abbildung 2.8 entsteht ein Rohrschnittgebiet mit insgesamt zwei Schnittkonturen. Hierbei ist
die innere Schnittkontur selbstberiihrend, so dass das Rohrschnittgebiet insgesamt singulér ist.

In den Abbildung 2.9 entstehen zwei Rohrschnittgebiete mit jeweils einer Randkurve. Da sich die
beiden Rohrschnittgebiete beriihren, sind sie beide singulir.
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Abbildung 2.6: Schnitt eines Rohres mit einer Ebene

.
VoYU

Abbildung 2.7: Ein reguldres Rohrschnittgebiet mit drei Schnittkonturen

S

Abbildung 2.8: Ein singuldres Rohrschnittgebiet mit zwei Schnittkonturen

Y

Abbildung 2.9: Zwei singuldre Rohrschnittgebiete mit jeweils einer Schnittkontur
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In der Abbildung 2.10 entsteht ein reguldres Rohrschnittgebiet. Da es genau eine Schnittkontur be-
sitzt, ist es zudem noch einfach.

Abbildung 2.10: Ein einfaches, regulédres Rohrschnittgebiet

In der Abbildung 2.11 ist ein Rohr mit einem Beschnitt dargestellt, so dass neben einem Rohr-
schnittgebiet ein Rohrrandgebiet mit inneren Punkten entsteht. Die Begrenzung beider Gebiete ist
die Schnittkurve auf dem kleineren Zylinder.

Rohrrandgebiet

Rohrschnittgebiet

Abbildung 2.11: Ein Rohrschnitt- und Rohrrandgebiet, das bei einem Beschnitt mit einer Ebene mit
einem Rohr entsteht, welche durch den planaren Ubergang der beiden Zylinder ge-
geben ist.

2.1.2 Analyse der Schnittkonturen

In diesem Abschnitt wird das Verhalten von Rohrschnittgebieten genauer untersucht. Das Ziel ist, ei-
ne moglichst gro3e Menge von Rohrschnittgebieten zu charakterisieren, die zu einer Zerlegung eines
gegebenen Rohres in Teilmengen fiihrt, die wieder Rohreigenschaften haben. Diese bilden dann die
Grundlage der Definition des Begriffs des “Teilrohrs” im nédchsten Abschnitt.

Eine wichtige Anforderung an Rohrschnittgebiete in diesem Zusammenhang ist, dass ein Rohrschnitt-
gebiet ein Rohr in zwei Zusammenhangskomponenten zerlegt. Diese Anforderung wird in der folgen-
den Definition préazisiert:
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Definition 2.2
Sei W ein Rohr. Ein Rohrschnittgebiet C' heilit zerlegend, falls es zwei zusammenhingende, orien-
tierbare, unberandete, topologische Mannigfaltigkeiten W1 und Wy gibt, fiir die gilt:

1. W1 und Wy beranden zwei nicht leere, beschriankte, zusammenhingende, rdumliche Gebiete
W Cc W5 und Wy~ C W,

2. Wy NWy =C~, C™ der Abschluss von C' beziiglich W*~.
3. (W1 — CO) U (W2 — CO) =W.

1A

R,

Abbildung 2.12: Ein Rohr mit einem nicht zerlegenden Rohrschnittgebiet C'.

Die Zerlegungseigenschaft von Rohrschnittgebieten ist nicht ohne weiteres gegeben. Ein nicht zer-
legendes Rohrschnittgebiet ist in der Abbildung 2.12 dargestellt. Hier entstehen nicht zwei zusam-
menhingende Volumen, sondern lediglich eins. In dem vorliegenden Fall ist die Ursache fiir die nicht
erfiillte Zerlegungseigenschaft des Volumens dadurch begriindet, dass die Rohroberfliche mit den
Offnungen Geschlecht 1 hat. Allerdings sollten solche Rohre in der Rohrdefinition nicht ausgeschlos-
sen werden, weil es moglich ist, dass ein Rohr, dessen Oberflache mit den Offnungen Geschlecht 0
besitzt, nach einem Beschnitt in Teile zerfallen kann, bei denen die Oberfliche mit den Offnungen
das Geschlecht n > 1 hat. Ein Beispiel fiir ein Rohr mit einem problematischen Beschnitt ist bereits
in der Einleitung in der Abbildung 1.8 dargestellt worden.

Es wird im Folgenden ein Katalog von Anforderungen an die Rohrschnittgebiete gestellt, so dass dann
gezeigt werden kann, dass W in zwei Zusammenhangskomponenten zerféllt. Dabei sind die Anfor-
derungen so gewdhlt, dass sie von den in der Praxis auftretenden Rohrschnittgebieten erfiillt werden.
Die Rohrschnittgebiete werden zudem in zwei Typen gegliedert. Es wird dann gezeigt, dass jedes
Rohrschnittgebiet dieser beiden Typen zerlegend ist, wobei bei dem einen Typ W in zwei Flidchen
W1 und Wy zerfillt, bei denen jeweils eine Fliche eine Offnung von W enthilt. Bei dem anderen
Typ enthilt eine Fliche beide Offnungen von W, die andere keine. Auf Basis dieser Schnittanalyse
ist es dann moglich, den Begriff einer trennenden Schnittkontur zu definieren, der von entscheidender
Bedeutung fiir den Begriff eines Teilrohres ist, der im niichsten Abschnitt definiert wird.

Zur einfacheren Notation bezeichne [0C|, C' ein Rohrschnittgebiet, die Anzahl der Schnittkonturen
von C'. Da jede Oberflichenkomponente des Rohres nach der Rohrdefinition das Geschlecht O hat,
existiert zu jeder Oberflachenkomponente ein Homdomorphismus, der die Rohroberfldche in ein Ge-
biet im IR? abbildet. Ein Homdomorphismus h; : W; — R, R C IR?, ist eine bijektive Abbildung,
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bei der h; und deren inverse Abbildung hi_1 : R — W; stetig sind.

Weil jede Oberflichenkomponente maximal zwei Randkonturen besitzen darf, gelte 0.B.d.A. dabei
folgende Konvention:

Konvention 2.3

Sei W ein Rohr, das ohne die Offnungen in n > 1 Zusammenhangskomponenten W;, i = 1,...,n,
zerfillt. Jedes W; habe genau eine Komponente von R, und R_ . Dann ist der Rand von R, unter
dem Homéomorphismus die innere und der Rand von R, die duBere Berandung des Gebietes im IR?.

Dieses Verhalten ist in der Abbildung 2.13 skizziert.

OR,

OR,
h
Sy

R,

Abbildung 2.13: Homéomorphismus von der Rohroberfliche, die R, und R, enthilt, in den R?

Definition 2.4

Sei W ein Rohr. W besitze ohne die Offnungen n > 1 Zusammenhangskomponenten W;, i =
1,...,n, wobei jedes W; Randkonturenkomponenten von R, und R, enthilt, die mit 6 R, ; und R, ;
bezeichnet werden. Sei C' ein Rohrschnittgebiet, fiir das die Abschliisse C'~ und R, beziehungsweise
R_ beziiglich W*~ disjunkt sind.

Seienh; : W; — RCR?%,i=1,...,ndie Homdomorphismen, die W; in den IR? abbilden. Es gelte
firj=1,...,n:

1. C besitzt genau eine Schnittkonturkomponente 6C; in W;.

2. Sollte W; durch 6C}j in zwei disjunkte Zusammenhangskomponenten le und Wj2 zerlegt wer-
den, gibt es zu jedem ¢ € 6C; eine Umgebung U C R3, so dass

Uy == Un(Wjuc™)
Uy == Un(W}ucC™),

mit ¢ € Uy, Us, topologisch équivalent zu offenen Kreisscheiben im IR? sind, wobei Uy N 6C
und Uz N 0C topologisch dquivalent zu dem Durchmesserlinienstiick der Kreisscheibe sind.

Dann ist C vom

Typ 1 genau dann, wenn fiir alle j der Rand 6 R, ; von 6C; im homéomorphen Bild umschlossen
wird,

Typ 2 genau dann, wenn fiir alle j der Rand 6 R, j von 6C; im homéomorphen Bild nicht umschlossen
wird.
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Der erste Punkt in dieser Definition legt das Schnittverhalten von C' mit dem Rohr fest. Jede Ober-
flichenkomponente des Rohres W enthilt genau eine Kontur jeder Offnung und des Rohrschnittge-
bietes. Dadurch kann mit Hilfe des Jordanschen Kurvensatzes gezeigt werden, dass die Oberfldchen
durch den Beschnitt mit C' in genau zwei Zusammenhangskomponenten zerfallen. Jede Komponente
kann dann mit C~ und den Offnungen zu zwei geschlossene Flichen vereinigt werden. Mit Hilfe ei-
nes bekannten Trennungssatzes aus der Mathematik wird gezeigt, dass die beiden Flachen jeweils ein
nicht leeres Volumen beranden. Dabei miissen allerdings Voraussetzungen an diese Fldchen gestellt
werden. Aus diesem Grund wird im Punkt 2 gefordert, dass zu Punkten von 6C Mengen existieren,
die topologisch dquivalent zu Kreisscheiben sind. Dabei bestehen diese Mengen jeweils aus einem der
beiden Teile der Oberfliche und des Rohrschnittgebietes. Diese Situation soll durch die Abbildung
2.14 verdeutlicht werden. Hier ist ein Rohr zusammen mit einem Rohrschnittgebiet skizziert. Exem-

Abbildung 2.14: Die Menge U; auf dem Rohr und dem Rohrschnittgebiet

plarisch ist zudem die Menge U; zu einem Punkt c auf dem Rand des Rohrschnittgebietes dargestellt.
Es ist dabei einsichtig, dass diese Menge U; topologisch #quivalent zu einer Kreisscheibe im IR? ist.

Die Forderung 2 entspricht dabei der intuitiven Vorstellung eines Schnittes. Es ist allerdings erfor-
derlich, diese Bedingung zu fordern, um Sétze aus der Mathematik anwenden zu konnen, weil diese
Eigenschaften nicht zwangslaufig fiir alle Flachen der Rohrdefinition erfiillt sind.

Im Folgenden werden die beiden Rohrschnitttypen exemplarisch fiir ein Rohr dargestellt. Ein Rohr-
schnittgebiet vom Typ 1 unter den entsprechenden Homdomorphismen fiir ein Rohr W ohne die
Offnungen, das genau eine Zusammenhangskomponente besitzt, ist in der Abbildung 2.15 und eines
vom Typ 2 in der Abbildung 2.16 zu sehen. Dabei bezeichnet 0 R, den inneren Rand. Entsprechendes
gelte fiir R, und C'.

SR, O

I

oC

Abbildung 2.15: Rohr W ohne die Offnungen im IR? mit Schnittkontur C' vom Typ 1
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O

oC

Abbildung 2.16: Rohr W ohne die Offnungen im IR? mit Schnittkontur C' vom Typ 2

Satz 2.5
Sei W ein Rohr und bestehe W ohne die Offnungen aus genau einer Zusammenhangskomponente.
Sei C' ein Rohrschnittgebiet vom Typ 1 oder 2. Dann ist C' zerlegend.

Beweis
Der folgende Beweis ldsst sich formal in folgende Schritte gliedern:

1. Die Rohroberfliche ohne die Offnungen wird durch 6C' in zwei Komponenten zerlegt.

2. Es entstehen zwei abgeschlossene, zusammenhédngende, beschrinkte, unberandete topologi-
sche Mannigfaltigkeiten.

3. Esentstehen zwei zusammenhédngende Volumen, deren Vereinigung im Ausgangsrohr enthalten
ist.

zu l.:

Sei W' die Rohrfliche TV ohne den Abschluss der Offnungen. 7’ hat nach der Rohrdefinition Ge-
schlecht 0. Der Rand von C' besteht aus genau einer Kontur, daher kann das offene 7' bei entspre-
chender Notation als die in der Abbildung 2.15 oder 2.16 dargestellte Flidche interpretiert werden.

Fiille das Innere von d R, mit der trivialen Fldche Ra im IR? auf.

Nun ist W’ U Rg als offene Menge nach dem Satz von Schonflies ([31], Abschnitt 6.3) selbst
homoomorph zu IR?, also B
W' UR,; =R

Durch den Jordanschen Kurvensatz [31] zerfallt
W/ UR,
durch §C' in genau zwei Zusammenhangskomponenten.

Betrachte die Komponente, die R, enthilt. Da diese Komponente nach dem Satz von Schonflies selbst
wieder homdomorph zu IR? ist, zerfillt sie durch § R, ebenfalls in zwei Zusammenhangskomponen-
ten.

Somit zerfillt W’ durch 6C' in genau zwei Zusammenhangskomponenten.

zu 2.:
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Die Rénder der beiden Zusammenhangskomponenten der Oberfliche sind 0 R,, d R, und dC'. Schlie-
Be die Rénder jeder Zusammenhangskomponente mit den Abschliissen R, , R, und C'~ beziiglich
W*~. Damit entstehen zwei topologische Mannigfaltigkeiten W und W5 mit Wy N Wy = C'~ und
(W1 =C)U Wy —C°) =W.

Zwischenbehauptung
W1 und W sind zusammenhéngend.

Zwischenbeweis
Betrachte 0.B.d.A. die Fliche W;. Angenommen W sei nicht zusammenhingend. Dann existieren
zwei offene, nicht leere Mengen X, Y mit X NY = und W7 = X UY.

W1 ohne C™, und gegebenenfalls R, und R_ ist nach 1. zusammenhingend. C~, R, und R, sind
nach Voraussetzung selbst auch zusammenhingend. Daher kann der Rand einer Zusammenhangs-
komponente nur Teilmenge von 0 R,, 6 R. oder 6C sein. Betrachte 0.B.d.A. 6C (fiir die Offnungen
ist analog zu verfahren). Sei C~ C X und Y die Komponente, die den entsprechenden Teil von W
enthilt. Da X und Y offen sind, existiert damit eine Umgebung um ein p € §C, die mit Y einen lee-
ren Schnitt besitzt. Diese kann jedoch nach der zweiten Bedingung der Definition 2.4 nicht existieren.
Damit konnen X und Y nicht existieren. d.h. W ist zusammenhéngend. Dies ist ein Widerspruch zur
Annahme. 0O

Die Fldchen sind zudem randlos, denn die einzigen Rénder waren 0C, 0 R, und § R.. Nach der zwei-
ten Bedingung der Definition 2.4 gehoren diese jedoch nun nicht mehr zum Rand der Flichen. Somit
sind die Flachen sowohl offen wie abgeschlossen.

Die Fldachen sind zudem durch W beschrankt.

Es sind somit zwei zusammenhingende, abgeschlossene, beschriankte, unberandete topologische
Mannigfaltigkeiten entstanden.

zu 3.:
Nun kann der Jordan-Brouwersche Trennungssatz [3] angewendet werden. Er ist eine Verallgemei-
nerung des Jordanschen Kurvensatz fiir den IR”. In der vorliegenden Situation im IR? bedeutet er,
dass der IR? durch eine eingebettete, abgeschlossene, zusammenhingende, beschrinkte, unberandete,
topologische Mannigfaltigkeit H in zwei Zusammenhangskomponenten zerlegt wird, jede mit H als
Rand.

Nach 2. gibt es hier genau zwei solcher Fldchen H. Damit entstehen hier also zwei nicht leere Volu-
mina W;"" und W,

W1 und Wy werden von W umschlossen, da W; € W*~ Wy C W*~. Demnach folgt durch den
Jordan-Brouwerschen Trennungssatz

W CcWhT Wy c W
Dies bedeutet, dass zwei zusammenhidngende Volumina entstanden sind, deren Vereinigung in dem
Gesamtvolumen enthalten ist.
Zusammenfassend sind damit alle Eigenschaften gezeigt worden, so dass C' zerlegend ist. O

Der Satz 2.5 kann auch fiir Rohre verallgemeinert werden, deren Oberflichen ohne die Offnungen
aus mehreren Zusammenhangskomponenten bestehen.

Satz 2.6
Sei W ein Rohr und bestehe W ohne die Offnungen aus n > 1 Zusammenhangskomponenten. Sei C
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ein Rohrschnittgebiet vom Typ 1 oder 2. Dann ist C' zerlegend.

Beweis

Aus der bisherigen Aussage folgt, dass jede einzelne Zusammenhangskomponente von W ohne die
Offnungen durch die entsprechenden Teile von C' jeweils in zwei Zusammenhangskomponenten
zerfillt. Es entstehen somit 2n disjunkte Fldchen, wobei n “innere” und n “dulere” Komponenten
erzeugt werden. Dabei ist eine "innere” Komponente eine Flidche, deren duflere Berandung unter dem
Homoomorphismus im IR? die entsprechende Komponente von §C' ist und eine “suBere” die entspre-
chend andere.

Seien W; die “inneren” Komponenten beziiglich §C zusammen mit C'~ und den Offnungen R, und
R_ . Hierbei werden nur diejenigen Offnungen verwendet, von denen die entsprechenden n Ober-
flaichenkomponenten des beschnittenen W Konturen besitzen. Dies ist moglich, da C' entweder vom
Typ 1 oder 2 ist. Seien analog W, entsprechend die “duBleren” Komponenten. Nach vollig analogen
Uberlegungen zum Beweis von Satz 2.5 kann auch hier gezeigt werden, dass W; und W, zwei ab-
geschlossene, beschrinkte, zusammenhingende, unberandete, topologische Mannigfaltigkeiten sind.
Dann folgt auch hier die Behauptung durch den Jordan-Brouwerschen Trennungssatz [3]. a

In einem néchsten Schritt werden die Eigenschaften von Schnitten auf das Rohr bezogen genauer
untersucht. Es gibt Schnitte, so dass die Offnungen weiterhin in einer Zusammenhangskomponente
liegen und es gibt Schnitte, so dass die Offnungen durch das Rohrschnittgebiet getrennt werden.
Dies ist in Abbildung 2.17 in zweidimensionaler Ansicht veranschaulicht. Dies fiihrt zu folgender

Abbildung 2.17: Ein trennendes (links) und ein nicht trennendes (rechts) Rohrschnittgebiet

Definition:

Definition 2.7
Sei (W, R, R.) ein Rohr und C' ein Rohrschnittgebiet vom Typ 1 oder 2. Seien W}, i = 1,2, die
entstehenden Zusammenhangskomponenten.

Dann heiBt W; Kappe, wenn W,”~ weder R, noch R, enthiilt.

C heiBt trennend, wenn die Abschliisse R, und R_ beziiglich Wi*’_ nicht zu einer gleichen Kompo-

*,— ..
nente W,” gehdren.
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Eine Ebene E heiBt trennend, wenn ihr Durchschnitt mit dem Rohr ein trennendes Rohrschnittgebiet
enthilt.

Aus dieser Definition folgt sofort:

Folgerung 2.8
Ein trennendes Rohrschnittgebiet ist vom Typ 1.

Aus dieser Folgerung ist demnach die Existenz von zwei Zusammenhangskomponenten bei trennen-
den Rohrschnittgebieten abzuleiten.

In der Abbildung 2.18 ist die gleiche Ansicht von dem Rohr aus der Abbildung 2.17 gewé&hlt wor-
den. Hier werden zwei Ebenen darstellt, die nicht nur Kappen, sondern auch Singularititen in den
Schnittkonturen erzeugen. Eine Singularitdt gemall der Rohrdefinition ist in diesen Fillen an dem
Grenziibergiingen zwischen trennenden und nicht trennenden Rohrschnittgebieten zu finden.

Kappe

Singularitét

Singularitit

Kappe

Abbildung 2.18: Singularititen und Kappen

Bemerkung 1

Es sind in der Definition 2.4 strenge Regeln fiir die Rohrschnittgebiete gefasst worden, wobei diese
den Rohrschnittgebieten entsprechen, die bei Bauteilen aus der Praxis auftreten. Diese Forderungen
konnen zudem weiter abgeschwécht werden. Allerdings ist ein Beweis solcher Verallgemeinerungen
aufwindig. Es miissen dabei viele Spezialtille beachtet werden. Zwei Situationen sind in den Abbil-
dungen 2.12 und 2.19 skizziert.

Wie bereits beschrieben, ist in der Abbildung 2.12 ein Rohr zu sehen, bei dem es keine trennen-
den Rohrschnittgebiete gibt. Dagegen zerlegt das in der Abbildung 2.19 dargestellte Rohrschnittge-
biet C' das Rohr in zwei Komponenten, wobei jede der Komponenten die Rohreigenschaften erfiillt.
Betrachtet man die beiden Oberflichenkomponenten der beiden Rohre getrennt voneinander, so ist
festzustellen, dass C' beziiglich einer der Oberflichenkomponente vom Typ 1 ist und beziiglich der
anderen Oberflichenkomponente disjunkt ist. Insgesamt ist damit C' in beiden Rohren nicht vom Typ
1, wodurch C' in dem Rohr aus der Abbildung 2.19 nicht als trennend bezeichnet werden darf. Dies
zeigt somit, obwohl das “Schnittverhalten” des Rohrschnittgebietes beziiglich der einzelnen Ober-
flachen gleich ist, dass daraus nicht folgt, dass ein Schnittgebiet zerlegend ist.
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Abbildung 2.19: Ein zerlegendes aber nicht trennendes Rohrschnittgebiet C. Es ist nicht trennend,
da es mit einer Flichenkomponente keinen Schnitt besitzt und daher nicht vom Typ
1 ist.

In der dargestellten Situation im ersten Beispiel besteht das Problem offenbar darin, dass Rohr-
oberflichen auf beiden Seiten der Offnungen anschlieBen, was im zweiten Beispiel nicht der Fall
ist. Wiirde in der Rohrdefinition gefordert werden, dass dies nicht moglich ist, ist zumindest intuitiv
einsichtig, dass auch dann Schnitte als trennend zu bezeichnen wéren, wenn sie mit einer Oberflachen-
komponente keinen Schnitt besitzen.

Zur Charakterisierung trennender Rohrschnittgebiete sind die sogenannten Konnektivititslinien hilf-
reich:

Definition 2.9
Sei (W, R, R.) ein Rohr. Eine schnittfreie, stetige Kurvel : [0, 1] — W mit Startpunkt auf § R, und
Endpunkt auf ) R. wird Konnektivititslinie genannt.

Der folgende Satz zeigt, wie Konnektivititslinien zur Entscheidung zwischen einer trennenden oder
nicht trennenden Situation herangezogen werden konnen. Das darin formulierte Kriterium kann recht
effizient algorithmisch ausgewertet werden, so dass es im spéteren Verlauf der Arbeit zum Einsatz
kommen wird.

Satz 2.10
Sei (W, R,, R.) ein Rohr, 1 eine Konnektivititslinie. Ein Rohrschnittgebiet C' vom Typ 1 oder 2 ist

genau dann trennend, wenn dC' von 1 ungerade oft geschnitten wird, C' der Rand von C' beziiglich
W=,

Beweis
Der Beweis gliedert sich in zwei Schritte:
1. 1schneide 6C ungerade oft. Es ist zu zeigen, dass C' trennend ist.

C'ist vom Typ 1 oder 2. Damit entstehen genau zwei geschlossene Zusammenhangskomponen-
ten W7 und Wh.

Seil: [0,1] — W mit 1(0) € 0R, und 1(1) € OR.. 1 schneidet §C' einmal heiBt, dass es
to <ty €(0,1)und e > 0 gibt, mit 1(t,, ) C 6C, U(t; —e,ty) C Wiund 1(t],t5 +¢) C



28 KAPITEL 2. ROHRE

Wa. Wenn keine weitere Schnittsituation vorliegt, gilt, 1{0,¢,) C Wi und 1(¢{,1] € Wa.
Denn andernfalls gibe es eine stetige Verbindung von Punkten aus W, zu Punkten aus W5, die
6C' nicht schneidet. Dies steht im Widerspruch dazu, dass W7 — C'~ und W5 — C~ nach der
Definition 2.2 disjunkt sind, d.h. eine solche stetige Verdingung kann nicht existieren.

1 schneidet C ungerade oft, damit gibt es ¢, < t§ < t; <t <--- <t <t €(0,1),
k ungerade, mit 1(¢;, t:r) C 0C,i =1,..., k. Demnach folgt nach analoger Begriindung zu
einer Schnittstelle, dass

10, t5 ), 1] . t5), ... 1t (. t) C W

(g t0), Mt t5), ... 1t 1] € Wh.
Damit ist insbesondere 1(0) € W; und 1(1) € W, also C' trennend.

2. Ebenso gilt, falls 5C' von 1 gerade oft geschnitten wird, O ist dabei eine gerade Zahl, dass R,
und R, in einer Zusammenhangskomponente von dem beschnittenen W liegen, also C' nicht
trennend ist. Dies bedeutet, dass, falls C' trennend ist, 0C' von 1 ungerade oft geschnitten wird.

Damit folgt die Behauptung. O

Zur Berechnung von Rohrschnittgebieten sind die sogenannten Konstruktionspunkte niitzlich:

Definition 2.11
Sei W ein Rohr und sei 1 eine Konnektivitétslinie aut W . Ein Punkt k auf1 hei3t Konstruktionspunkt,
wenn ein trennendes Rohrschnittgebiet C' mitk € §C' existiert.

2.1.3 Teilrohre

Nach der im vorherigen Abschnitt erfolgten Analyse von Rohrschnittgebieten ist es nun moglich den
Begriff des Teilrohres zu definieren. Anschaulich gesprochen ist ein Teilrohr eine Teilmenge eines
Rohres, die wiederum die Rohreigenschaften erfiillt.

Hierbei wird das Ziel verfolgt, dass ein trennendes Rohrschnittgebiet selbst zu einer Offnung des
jeweiligen Teilrohres wird. In der Rohrdefinition werden Abschliisse beziiglich der Ebenen und in
den Untersuchungen von zerlegenden Rohrschnittgebieten beziiglich W*~ betrachtet. Damit rein
formal trennende Rohrschnittgebiete zu Offnungen werden konnen, ist folgender Satz notwendig:

Satz 2.12
Sei W ein Rohr und sei E eine Ebene. Sei C' eine Menge in £ N W* ™. Dann ist der Abschluss C'y,
beziiglich E gleich dem Abschluss C\;,. _ beziiglich W* ™.

Beweis

Esist Oy = C;

we— M E. Damit ist

Cg CCppu.—-
Sei E:={qe€R® | (p,n)=(q,n)}die Schnittebene zu C' mit FuBpunkt p und Normalenvektor
n, wobei (,) das Skalarprodukt von Vektoren bezeichne.

Seiw € (. _. Angenommen w ¢ E. Daw ¢ F, besitzt w einen positiven Abstand zu F, d.h. es
existiert ein € > 0, so dass
[(w,n) — (p,n)| > e.

Damit existiert um w eine offene Umgebung B := {q eR3 | d(q,w)< %} mit

BNE =0,
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wobei d die Euklidische Metrik bezeichnet. Somit ist aber B N C = (), also zihlt w nicht zum Ab-
schluss von C,d.h.w ¢ C .

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, also folgt die Behauptung. O

Damit sind also insbesondere die Abschliisse trennender Rohrschnittgebiete und Rohrrandgebiete in
einem Rohr W gleich den Abschliissen in den jeweiligen Zusammenhangskomponenten 17 und Ws.

Satz 2.13
Sei (W, Ry, R.) ein Rohr, C' ein trennendes Rohrschnittgebiet, SW,"~ und §Wy'~ die Rénder der

Abschliisse der beiden Zusammenhangskomponenten. Sei 0.B.d.A. 5W1* " die Zusammenhangskom-
ponente mit R, und 5W2* ' die mit R,. Dann sind

5W1*’_ mit Rohroffnungen Ry , := R, und Ry, := C
Wy~ mit Rohroffnungen Ry, := C und Ry . := R,
Rohre.

Beweis
Die Korrektheit folgt aus den Sétzen 2.5, 2.6 und 2.12. O

Bemerkung 2

Dieser Satz liefert den Grund dafiir, dass keine Rohrschnittgebiete zugelassen werden, die mehr als
einen Schnitt mit einer Oberflichenkomponente besitzen. Andernfalls kénnten Gebilde entstehen, die
keine Rohre im Sinne der Definition sind, weil jede Zusammenhangskomponente nach dem Punkt 3
der Rohrdefinition hochstens zwei Randkonturen besitzen darf.

Definition 2.14
Seien W und W' Rohre. W' heiBt Teilrohr von W, wenn es sich durch ein- oder mehrmalige An-
wendung des Satzes 2.13 konstruieren ldsst.

Definition 2.15
Sei W' ein Teilrohr von W, Cy und Cy die Rohrschnittgebiete beziehungsweise die Offnungen von
W, die die Offnungen von W' definieren. Dann wird anstelle von W' auch W (C, Cy) geschrieben.

Definition 2.16
Seien W7 und Wy zwei Teilrohre von W. Dann ist W7 Teilmenge von W5, wenn W1* T C W; .

Uber den Begriff des Teilrohres lisst sich auf der Menge der trennenden Rohrschnittgebiete eine
partielle Ordnung einfiihren:

Definition 2.17
Sei (W, Ry, R.) ein Rohr, C; und Cy trennende Rohrschnittgebiete oder die Offnungen. Dann ist
C1 <t C5 genau dann, wenn eine der beiden folgenden Aussagen gilt:

1. C1 = Oy,

2. Cy und C; sind disjunkt und das Teilrohr W(R,,C1) ist Teilmenge des Teilrohres
W (Rg,C2) und das Teilrohr W (Cy, R,) ist Teilmenge des Teilrohres W (C', R.), wobei fiir
W(R,, R,) := R, und W(R,., R.) := R_ gesetzt wird und diese als “Teilrohre” akzeptiert
werden.

Satz 2.18
Die Relation <7 ist eine partielle Ordnung.
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Beweis
Zu zeigen: <rp ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.

Reflexivitiat: Dies ist durch 1. erfiillt.

Antisymmetrie: Aus C; <p () folgt, dass W (R,, C;) Teilmenge von W (R, C2) und W (Cs, R,)
Teilmenge von W(Cq, R.) ist. Aus Cy <p C; folgt, dass W(R,,C3) Teilmenge von
W (Rg,C1) und W(C1, R.) Teilmenge von W (Cs, R,) ist. Dies bedeutet, dass W (R,,C1) =
W(Rg,C2) und W(Cq, R.) = W(Cs, R.). Cq und C5 sind trennend und damit insbesondere
zerlegend. Dies bedeutet, dass

Cl_ = W(Ra,Cl) N W(Cl,Re) =W(Ry,Co) "W (Co, Re) = CQ_

Da €7 <r Cyistund C] und C; nicht disjunkt sind, muss damit die erste Aussage von
Definition 2.17 erfiillt sein, d.h. Cy = C4.

Transitivitit: Seien C, # Cy # Cs. Sei C7 <p C3 und Cy <7 C3. Demnach ist W (R,,Cy)
Teilmenge von W (R, Cs) und W (R,, Cs) Teilmenge von W (R,, Cs), also ist W (R,, C1)
Teilmenge von W (R,, C3). Ebenso ist W (Cs, R, ) Teilmenge von W (Cs, R.) und W (Cs, R,)
Teilmenge von W (C, R) und damit ist W (C', R.) Teilmenge von W (C1, R.). O

Die Eigenschaft 2 der Definition 2.17 sollte in der Regel fiir alle disjunkten C| und C}, erfiillt sein.
Dies ist jedoch auf Grundlage der bisher bewiesenen Eigenschaften von Teilrohren nicht klar. Daher
wird definiert:

Definition 2.19

Sei W ein Rohr mit einer partiellen Ordnung < fiir trennende Rohrschnittgebiete und Offnungen.
Seien C und Cy zwei trennende Rohrschnittgebiete mit C; # Cs. C und Cy heillen vergleichbar,
wenn entweder C'y < Cs oder Co < (1 ist. Andernfalls heifien sie nicht vergleichbar.

2.2 Schlauchformige Flachen

Die néchsten Definitionen prizisieren den intuitiven Begriff einer Schlauchfldche.

Definition 2.20

Eine Fliche F hei3t schlauchformig, wenn sie die stetige Deformation einer Zylinderfliche mit zwei
Randkonturen ist, d.h. in Parameterdarstellung gilt F : [a,b] x [c,d] — R3,a < b, ¢ < d, a,b,c,d €
IR, so dass

1. F stetig auf dem Definitionsbereich,

2. F(a,v) = F(b,v) fiirv € [c,d],

3. F selbstiiberschneidungsfrei, d.h. F injektiv auf [a, b) X [c, d],
4. F(u,v) u € [a,b], v fest, eine ebene Kurve ist.

Die folgende Definition gibt eine alternative Parametrisierung an, die der Anschauung einer Schlauch-
fliche Rechnung trigt, um eine Leitlinie angeordnet zu sein. Sie parametrisiert die Schnittkonturen
relativ zu einem Leitpunkt, einem Punkt auf der Leitlinie. Dies ergibt den ersten Parameter. Der zwei-
te Parameter ist der Leitlinienparameter. Uber diesen wird die jedem Leitlinienpunkt entsprechende
Kontur, die Lage des Leitpunktes im Raum, aber auch die Orientierung der Schnittkontur im Raum
festgelegt.
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Definition 2.21
Eine schlauchférmige Fliche in Leitlinienparametrisierung mit Leitlinie t(v), Querschnittsform
K (u, v) und Querschnittsausrichtung A (v) ist gegeben durch eine C''-Abbildung

(2.1) T :[0,1[x[l1,ls] — R?
(2.2) T(u,v) — A(v) o K(u,v) + t(v),
wobei
1.
(2.3) t:[l,l] =R  teC!

eine Kurve in Parameterdarstellung,

2.
(2.4) K :[0,1] x [l,ls] — R? x {0}
eine stetige Funktion ist, so dass
(a) K(u,v) stetig ist,
(b) K(0,v) = K(1,v) fiirv € [l1,12],
(c) K(u,v),u € [0, 1], v fest eine geschlossene Kurve, die ein einfaches, beschrinktes Gebiet
in der (z,y)-Ebene berandet, das den Ursprung des Koordinatensystems enthiilt.
3.
(2.5) A [ll, l2] - M,
(2.6) A@): R — RS,
wobei

(a) M die Menge aller riumlichen Drehungen um den Ursprung,

(b) die Drehwinkel von A (v) stetig in v sind,

4. T(u,v) injektiv ist, d.h. frei von Selbstiiberschneidungen ist.

2.3 Schlaucheinpassung

Die Schlaucheinpassung stellt die Verbindung zwischen Rohren und schlauchférmigen Rohren
her. Es werden zwei Arten der Einpassung definiert, eine diskrete Version in Form sogenannter
Schlauchstiitzstellenkantenziige und eine kontinuierliche Version in Form von Schlauchapproxima-
tionen. Grundlage der Schlauchstiitzstellenkantenziige sind die Schlauchstiitzstellen. Hierfiir sei defi-
niert:

Definition 2.22

Sei (W, R,, R.) ein Rohr und sei Cr die Menge aller trennenden Rohrschnittgebiete zusammen mit
R, und R,. Eine Funktionr : C7 — IR3, die jedem C € Cr einen inneren Punkt in C' zuordnet, heift
Leitpunktfunktion. Ein Punkt r € C' wird Leitpunkt genannt.
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t(v)

AW)eK(u,v)

Abbildung 2.20: Ein Schlauch in Leitlinienparametrisierung

Aus der Definition ergibt sich, dass r := r(C'), C ein Rohrschnittgebiet und r(.) eine Leitpunktfunk-
tion, ein Leitpunkt ist.

Definition 2.23
Sei (W, R,, R.) ein Rohr. S := (C,r) heiit Schlauchstiitzstelle von W, wenn gilt:

1. C ist eine der Offnungen von W oder ein trennendes Rohrschnittgebiet von W,
2. r ist ein Leitpunkt zu C.
Damit ergibt sich

Definition 2.24

Sei (W, Ry, R.) ein Rohr und < eine partielle Ordnung fiir trennende Rohrschnittgebiete und fiir die
Offnungen. Eine endliche Folge S = [Sy,...,Sy], Si = (C;,r;), i = 0,...,n, von Schlauchstiitz-
stellen heift Schlauchstiitzstellenkantenzug, wenn gilt:

1. Cy = Ry, Cp, = Re.
2. Ci§0i+1,i:0,...,n—1.

Ein Schlauchstiitzstellenkantenzug heifit approximierend, wenn der Polygonzug r := [rg,..., 1]
vollstindig in W*° verlauft. r wird Leitlinie des Schlauchstiitzstellenkantenzuges genannt.

Ein Schlauchstiitzstellenkantenzug kann Ausgangspunkt einer Schlauchapproximation sein, indem
beispielsweise um die Leitlinie ein Schlauch gelegt wird, der voll im Inneren des Rohres verlduft,
sofern die Leitlinie dies zuldsst. Ein (allgemeiner) Schlauchstiitzstellenkantenzug enthélt eine Kur-
ve, die die Leitpunkte der Schnittkonturen verbindet, zu der es einen Schlauch gibt, beziiglich wel-
chem sie die Rolle der Leitlinie in der Definition 2.21 einnimmt und beziiglich welchem die Ebenen
der Schnittkonturen mit den Ebenen der Schlauchdefinition an den entsprechenden Parameterwerten
ibereinstimmt.

Die wesentliche Grundlage von Schlauchapproximationen sind stetige Ebenenscharen, die folgender-
malen definiert sind:

Definition 2.25

Sei (£, d) die Menge aller Ebenen im Raum mit einer Distanzfunktion d und C die Menge aller Rohr-
schnittgebiete und Offnungen eines Rohres W . Eine stetige Funktion E : [a,e] — £,a < e,a,e € R,
heiBt stetige Ebenenschar und eine Funktion C : Ela,e] — C heiit Rohrschnittgebietsschar.
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Die Distanzfunktion d auf £ ist durch die Euklidische Metrik auf dem Kreuzprodukt H? x IR, H? der
obere Teil der Einheitssphire im IR3, definierbar. Damit ergibt sich

Definition 2.26

Sei (W, Ry, R.) ein Rohr mit den Offnungen R, und R, auf den Ebenen E,, und E, und einer partiel-
len Ordnung < fiir trennende Rohrschnittgebiete und fiir die Offnungen. Eine Schlauchapproximation
S = (E,C,r) von W besteht aus

e ciner stetigen Ebenenschar E : [a,e] — &, a < e reelle Zahlen,
e ciner Rohrschnittgebietsschar C' : Ela,e] — C,
e ciner Leitpunktfunktion r : C(E|a,e]) — R3,
fiir die gilt:
1. E(a) = E,, E(e) = E.,

2. C(E(a)) = R4, C(E(e)) = Re und C(E(t)), t € (a,e), trennende Rohrschnittgebiete von
W, so dass gilt:

(a) C(E(tl)) < C(E(tg)) fiirt; < t9,t1,t9 € (CL, e),

(b) Es gibt endlich viele t7 .t € [a,e],i =0,...,n.tg =a, ;) = e t; <tf <t <
t;ﬁrl firt =0,...,n — 1, so dass gilt:
i. C(E(t)),t € (tf,t; ). sind nicht singulir.
ii. Fiir alle hinreichend kleinen €; > 0, €;41 > 0 besteht die Vereinigung der Konturen
von C(E(t)), t € (t] + i, 17, — €i41) aus m stetigen, schlauchformigen Fléichen.

3. r(E(t)). t € [t],t;,,]. ist eine stetige Kurve, fiir die r(E(t)) € C(E(t)) firt € [t],t;,4].

d.h. r(E(t)) verlduft im Inneren der Rohrschnittgebiete der Schlauchapproximation.

In dieser Definition ist m geméal der Rohrdefinition 2.1 die Anzahl der Zusammenhangskomponenten
von W ohne die Offnungen.

In der Regel sind Rohrschnittgebiete C(E(t)) fiirt € [¢; ,¢; ] nicht alle reguldr. Wenn ¢, = t;", ergibt
sich dann zwischen den benachbarten schlauchférmigen Flichen im Grenziibergang im Allgemeinen

eine Unstetigkeit. Diese Stellen werden nun konkret benannt:

Definition 2.27
Sei (W, Ry, R.) ein Rohr mit den Offnungen R, und R, und sei S = (E, C,r) eine Schlauchappro-
ximation und C(E(a)) = R,, C(E(e)) = R..
Eint € (a,e) heift eine kritische Stelle, wenn
1. C(E(t)) nicht trennend ist oder
2. C(E(t)) singuldr ist oder

3. fiir hinreichend kleine £1 > 0, e > 0 die Vereinigung der Kontur von C'(E(s)), s € (t +
e1,t — e9) nicht aus m stetigen, schlauchformigen Flichen besteht.

Ein Intervall [tq, t5] heiBt kritisches Intervall, wenn es eine kritische Stelle enthalt.
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— +_ p—
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Abbildung 2.21: Keine stetige, schlauchférmige Fldche aus Schnittkonturen, da bei ta' = t| eine
Unstetigkeitsstelle vorliegt.

Eine Situation, in der die Vereinigung der Schnittkonturen keine stetige, schlauchférmige Fldche er-
gibt, ist in der Abbildung 2.21 dargestellt. Die Schnittebenenschar ist dabei senkrecht zur gemeinsa-
men Achse der beiden Zylinder gewihlt worden.

Gewlinscht sind Schlauchapproximationen, bei denen die Anzahl der kritischen Intervalle moglichst
gering ist. Es gibt jedoch Rohre, fiir die ein ganzes Intervall von kritischen Punkten existiert. Ein
solches Beispiel ist in der Abbildung 2.22 abgebildet. Hierbei ist es im Bereich der oberen Offnung
teilweise nicht moglich, trennende Schnitte zu generieren. Dieser Bereich ist in der Abbildung mar-
kiert.

\\ Offnung

Offnung

Abbildung 2.22: Intervall von kritischen Punkten

Dies ist fiir Verfahren von Bedeutung, die Schlauchapproximationen wie der Ansatz aus Kapitel 6
durch sukzessives Zerlegen in Teilrohre konstruieren. Durch ungiinstige Wahl von Rohrschnittgebie-
ten konnen kritische Stellen von betriachtlichem Umfang entstehen.

Dies bedeutet, dass durch ungeschickte Wahl von Schlauchstiitzstellen im Verlauf eines Algorithmus
zur Schlaucheinpassung, der einmal gesetzte Stiitzstellen nicht mehr verdndert, Teilrohre erzeugen
werden konnen, die relativ viele kritische Stellen enthalten. Insbesondere sollte vermieden werden,
dass durch das Setzen von Schlauchstiitzstellen Punkte auf einer Konnektivititslinie hinzukommen,
die keine Konstruktionspunkte sind.

Das von Kurven bekannte Konzept der stiickweise linearen Approximation ldsst sich auf natiirliche
Weise auch auf Schlauchapproximationen verallgemeinern. Grundlage sind die lineare und stiickwei-
se lineare Ebenenscharen:
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Definition 2.28
Sei E : [a,e] — &, a < e reelle Zahlen, eine Ebenenschar. E(.) heiBit linear, wenn gilt:

1. Falls E(a) und E(e), E(a) # E(e), parallel zueinander sind, besteht E|a, e] aus der Menge
aller Ebenen, die parallel zu E(a) und E(e) sind und zwischen E(a) und E(e) liegen.

2. Falls E(a) und E(e) nicht parallel zueinander sind, definieren die beiden Ebenen vier Raum-
sektoren um ihre Schnittgerade. F|a, e] besteht aus einer der beiden Mengen aller Ebenen durch
die Schnittgerade, die zwei gegeniiberliegende Sektoren durchqueren.

E(.) heiBt stiickweise linear, wenn es endlich viele t;, t;+1 € [a,¢e],i =0,...,n—1,tg = a, t, = e,
t; < tiy1, gibt, so dass die Einschrinkung E;(.) von E(.) auf [t;,t;+1],i=0,...,n — 1, linear ist.

Definition 2.29

Sei W ein Rohr mit einer partiellen Ordnungsrelation < fiir trennende Rohrschnittgebiete und die
Offnungen. Eine Schlauchapproximation S = (E,C,r) von W heiBt stiickweise linear, wenn bei
entsprechender Bezeichnung aus der Definition der Schlauchapproximation gilt:

1. E;: [t;-", ti 1] — & ist eine stiickweise lineare Ebenenschar.
2. Die Leitlinie im Intervall [t} ¢ ,] wird von einem Polygonzug r; := [rip, ..., Tim,], j =
0,...,m;, gebildet, wobei r; ; auf den Grenzebenen der linearen Ebenenscharen liegen.

3. Wenn E;(t]) und E;(t;,,) nicht parallel sind, dann schneidet die Schnittgerade der beiden

Ebenen keines der Rohrschnittgebiete C'(E;(t)), t € [t} ,t;, ).

Eine Schlauchapproximation S = (E,C,r) von W heif}t linear, wenn sie eine stiickweise lineare
Schlauchapproximation mit genau einer linearen Ebenenschar ist.

In dieser Definition ist der Punkt 3 fiir die praktische Anwendung relevant. Er bedeutet, dass die
Schnittgerade der Ebenen auflerhalb von W liegt. Damit ist dann automatisch gewéhrleistet, dass die
entsprechenden Rohrschnittgebiete disjunkt sind.

Der folgende Satz macht eine Aussage iiber die geometrische Struktur von stiickweise linearen
Schlauchapproximationen.

Satz 2.30

Sei W ein Rohr mit einer partiellen Ordnung < fiir trennende Rohrschnittgebiete und fiir die Offnun-
gen, S = (E,C,r) eine stiickweise lineare Schlauchapproximation von W mit linearen Segmenten
E;: [tistit1],2=0,...,n — 1. Dann gilt:

1. Wenn E;(t;) und E;(t;+1) parallel sind, dann liegt die Strecke zwischen r; und r; 1 zwischen
diesen beiden Ebenen.

2. Wenn E;(t;) und E;(t;11) nicht parallel sind, dann liegt die Strecke zwischen r; und r;i
in einem der vier Raumsektoren, die von den beiden Ebenen gebildet werden, der von der
Ebenenschar tiberstrichen wird.

Beweis

1. Esist F;(t;) | Fi(ti+1). Somit besteht die Ebenenschar F;|t;, t;11] aus parallelen Ebenen.
Damit liegt die Strecke zwischen r;, r; 1 zwischen E;(t;), E;(t;+1). Daraus folgt die Aussage
1.

2. Nach dem Punkt 3 der Definition 2.29 schneidet die Schnittgerade von E;(¢;) und F;(t;11)
keines der Rohrschnittgebiete, die von E;|t;, t;11] erzeugt werden. Sie liegt also auBerhalb von
W.Da E;(t;) und E;(t;+1) nicht parallel sind, muss die Strecke zwischen r; und r;;; in dem
Raumsektor liegen, der von der Ebenenschar iiberstrichen wird. Dies ist die Aussage 2. O
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2.4 Problemformulierung und Losungsanséitze

Das Schlaucheinpassungsproblem, das Gegenstand dieser Arbeit ist, besteht darin, zu einem gege-
benen Rohr einen Schlauchstiitzstellenkantenzug oder eine Schlauchapproximation zu finden, die
vorgegebene Bedingungen moglichst gut erfiillen sollte:

Problem ’Schlaucheinpassung”
Gegeben: Ein Rohr (W, R,, R,).

Gesucht: Ein Schlauchstiitzstellenkantenzug oder eine Schlauchapproximation S, die vorgegebene
Bedingungen moglichst gut erfiillen sollte.

Beispiele fiir Bedingungen sind:

Die Schlauchapproximation sollte moglichst wenig kritische Stellen haben.
Die Leitlinie sollte moglichst zentral im Inneren des Rohres verlaufen.
Die Leitlinie sollte sich nicht mehr als das Rohr kriimmen.

Die Schnittebenen sollten moglichst senkrecht zur Leitlinie liegen.

A

Die Linge des Randes eines Schnittgebietes sollte moglichst gering sein.

Die ersten drei Punkte sind Bedingungen, die man intuitiv fiir eine Schlaucheinpassung fordert. Die
letzten beiden Punkte dagegen sind eher anschaulicher Natur und beschreiben das Verhalten, was
man unter einer bevorzugten Leitlinie versteht. Es wird sich allerdings zeigen, dass beispielsweise
die Liange des Randes eines Schnittgebietes nicht zwangsldufig minimal sein muss, um eine gute
Leitlinie zu erzeugen.

2.4.1 Verwandte Arbeiten

Es gibt drei Gruppen von Arbeiten, die zum Schlaucheinpassungsproblem oder zum Typ des damit
verbundenen Optimierungsproblems eine Beziehung aufweisen: Arbeiten zur Wegplanung und zu
Mediallinien, zur Kurvenapproximation durch Polygonziige sowie zur Randkurvenapproximation.

Wegplanung und Mediallinien

Eine Sichtweise des Schlaucheinpassungsproblems ist die eines Wegplanungsproblems, wie es et-
wa in der Robotik auftritt. Eine Version besteht darin, zwischen zwei gegebenen Punkten in einem
Raum, der Hindernisse enthélt, eine Kurve zu finden, die die beiden Punkte verbindet, an jeder Stelle
moglichst groen Abstand zu den Hindernissen hat und zudem noch moglichst kurz ist. Die Kurve
kann dann als die Leitlinie eines Schlauches verwendet werden.

Zur Losung solcher Wegplanungsprobleme sind diverse Losungsansitze bekannt [43]. Eine Moglich-
keit besteht darin, die Medialachse des Freiraums als Ort zu nehmen, auf dem der Weg gesucht wird.

Definition 2.31

Sei H C IR" eine kompakte, nicht notwendigerweise zusammenhidngende Menge. Eine Kugel B
wird medial genannt, falls sie mit H nur Randpunkte gemeinsam hat, d.h. H bertihrt, dies jedoch in
mindestens zwei verschiedenen Punkten. Der Menge der Mittelpunkte aller medialen Kugeln wird als
Medialachse (engl. medial axis) bezeichnet.

In der Ebene ist die Medialachse kurvenférmig, im Raum flichenformig, wobei Verzweigungen auf-
treten konnen. Die Punkte der Medialachse nehmen lokal einen extremalen Abstand zur Menge M
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ein. In unserer Anwendung ist H durch das Rohr W gegeben und nur der im Inneren des Rohres
verlaufende Teil der Medialachse ist von Relevanz.

Vorteile der Wegsuche auf der Medialachse sind, dass die dort liegenden Wege extremalen Abstand
zum Rand haben, dass der Weg nur auf einer Teilmenge gesucht werden muss, deren Dimension eins
kleiner als die des Hindernisraumes ist und dass der Abstand der Medialachsenpunkte vom Rohr un-
mittelbar zur Angabe eines Schlauches verwendet werden kann, der sich als Einhiillende einer Kugel
ergibt, deren Mittelpunkt sich auf dem gefundenen Weg bewegt und deren Radius sich mit dem aktu-
ellen Abstand dndert.

Diese Vorgehensweise wurde in [22] im Zusammenhang mit dem Auffinden einer sogenannten Mit-
tellinie (engl. center line) in einem Voxelgebiet angewendet. Ein Voxelgebiet besteht aus einer end-
lichen Menge von gitterformig angeordneten, wiirfelformigen Zellen, den sogenannten Voxeln, die
das Gebiet zerlegen. Dies korrespondiert zum Konzept der Rasterzerlegung in der Ebene, die in der
Bildverarbeitung gebrduchlich ist und bei der eine Zelle als Pixel bezeichnet wird. In [22] wird das
folgende Verfahren zur Bestimmung der Mittellinie eines Voxelgebietes angegeben:

Algorithmus ”Mittellinie eines Voxelgebietes”
Eingabe: Ein Voxelgebiet G.
Ausgabe: Eine Mittellinie, dargestellt durch eine Folge von Voxeln.

Ablauf:
Bestimme die Medialachse S von G
Waihle Start- und Endvoxel p; und p, auf S
Gib p; aus;
Waihle Schranke F' > 0;
Centerline (S, py, P2, F);
Gib p, aus;

Unteralgorithmus Centerline (S,p,,p,, F)

if Abstand von p; und p, grofler als F' then

. P1tPo.
pM L 2

Bestimme q € S mit d(q,p,,) = migl{d(p,pM)};
pe
Centerline (S,p,,q, F);
gib q aus;
Centerline (S, q,psy, F);
end if

Die Mittellinie wird durch eine Folge von Voxeln reprisentiert. Sie kann in einen Polygonzug
iberfithrt werden, indem beispielsweise die Schwerpunkte der Voxel als Eckpunkte des Polygon-
zuges verwendet werden. Um zu garantieren, dass der Polygonzug ganz im Inneren von G verléuft,
muss ' hinreichend klein gew#hlt werden.

Grundsitzlich ist denkbar, diesen Algorithmus auf das Schlaucheinpassungsproblem zu iibertragen.
Eine Moglichkeit ist, das Innere des Abschlusses eines Schlauches durch Verrasterung als ein Vo-
xelgebiet darzustellen, und auf dieses Gebiet den beschriebenen Algorithmus anzuwenden. Nach-
teile dieser Vorgehensweise sind der Implementierungsaufwand fiir die Verrasterung und der hohe
Speicherbedarf der gerasterten Darstellung.
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Eine weitere Moglichkeit ist, den Algorithmus auf andere Geometriereprasentationen zu iibertragen.
In [59] wird die Medialachse verwendet, um ein sich bewegendes Objekt mit einer Kamera zu verfol-
gen, wobei sich die Kamera moglichst weit entfernt von den Hindernissen und gleichformig bewegen
soll. Nachteile der Verwendung der Medialachse analog zu [59] ist die aufwindige Implementierung
einer numerisch stabilen Mittelachsenberechnung und einer effizienten Suche nach einem nichsten
Punkt auf der Medialachse.

Eine andere Losungsmethode wird von Kukuk [40] vorgestellt. Kukuk beschreibt ein Simulations-
verfahren fiir das Einfiihren von Endoskopieschlduchen in menschliche Organe, wie beispielsweise
in den Darm. Der Darm kann ebenfalls als rohrformiges Objekt verstanden werden. Ein solches Ver-
fahren konnte im Prinzip auch zur Bestimmung einer Schlaucheinpassung eines Rohres verwendet
werden, indem ndmlich der Schlauch vollstindig durch das Rohr gefiihrt wird. Problematisch konnte
hier bei komplexeren Rohren die Wahl der Parameter sein, um ein Festsetzen des Schlauches wegen
zu hoher Steifigkeit oder ein Verwinden wegen zu geringer Steifigkeit zu vermeiden.

Kurvenapproximation durch Polygonziige

Bei der Kurvenapproximation durch Polygonziige geht es darum, eine gegebene Kurve so durch einen
Polygonzug zu approximieren, dass die Eckpunkte des Polygonzuges auf der Kurve liegen und die
Punkte auf seinen Kanten die Kurve innerhalb einer Fehlerschranke gemif3 eines gegebenen Malfies
anndhern. Versteht man das gegebene Rohr als die Kurve und die Leitlinie als den gesuchten Po-
lygonzug, wird die Beziehung zum Schlaucheinpassungsproblem deutlich. Dies gilt insbesondere,
wenn das Rohr einen geringen Durchmesser im Vergleich zu seiner Linge besitzt.

Eine verbreitete Heuristik zur Polygonzugapproximation einer Kurve k : [0,1] — IR? in Parameter-
darstellung ist die adaptive Zerlegung (vgl. Abschnitt 12.2 [29]). Dort werden die Kurven lokal nach
Schnittbediirfnissen approximiert, wobei sie hier global nach Approximationsbediirfnissen betrachtet
werden. Das Verfahren startet mit dem Polygonzug [k(0), k(1)], der aus nur einer Kante besteht. Falls
die Approximation der Kurve durch den Polygonzug schlecht ist, wird die Kante k(0), k(1) durch
Einfiigen des Punktes k(1/2) durch zwei neue Kanten k(0), k(1/2) und k(1/2), k(1) ersetzt, d.h.
der Polygonzug hat nun die Form [k(0), k(1/2),k(1)]. Diese Vorgehensweise wird nun fiir jede Kan-
te, fiir die die Approximation noch nicht ausreicht, fortgefiihrt, bis der aktuelle Polygonzug iiberall
hinreichend approximierend ist. Das bedeutet, dass eine Kante k(¢;), k(¢;1) durch zwei neue Kanten
k(ti), k((tz + ti+1)/2) und k((tl + ti+1)/2), k(ti—i-l) ersetzt wird.

Zusammengefasst sieht der Algorithmus also so aus:

Algorithmus ”’Polygonzugapproximation einer Kurve durch adaptive Zerlegung”

Eingabe: Eine Kurve k : [0, 1] — IR in Parameterdarstellung.

Ausgabe: Ein Polygonzug mit Eckpunkten auf k, der k innerhalb eines Fehlers € > 0 approximiert.

Ablauf:
Gib k(0) aus;
Setze t1 =0, ty = 1;
Waihle ¢ > 0;
Polygonzug (t1, ta, €);
Gib k(1) aus;

Unteralgorithmus Polygonzug (¢1,t2,¢)
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if Approximationsfehler der Strecke k(to), k(¢1) kleiner als £ then
Ende des Algorithmus;

else
b = b3t
Polygonzug (t1,tn,€);
Gib k(tyr) aus;
Polygonzug (tar,t1,€);
end if

Ein zweiter Losungsansatz besteht in der Anwendung des Reduktionsverfahrens fiir Polygone von
Imai und Iri [30]. Die gegebene Kurve ist hierbei ein Polygonzug P, der durch einen anderen Poly-
gonzug () innerhalb einer gegebenen Toleranz approximiert werden soll. Dabei ist Q) ein Polygonzug
aus Punkten von P, der P innerhalb einer gegebenen Fehlerschranke anndhert und eine minimale
Anzahl von Kanten hat. Der Ansatz von Imai und Iri basiert, allgemein gesehen, auf dem Prinzip
der dynamischen Programmierung. Dazu wird zu jedem Eckpunkt p; von P die kiirzeste Léange fiir
das Teilstiick von P vom Anfangspunkt zu p; bestimmt, d.h. zu jedem Punkt wird die Linge ei-
nes kiirzesten Polygonzuges zu [py, . . . , p;] gefunden. Die Linge ergibt sich aus den Lingen an den
schon bearbeiteten Punkten durch Verldngerung durch eine Kante, die innerhalb der Fehlerschranke
liegt. An jedem Punkt wird zudem vermerkt, mit welchem Vorgéngerpunkt eine Kante, die die klein-
ste Ldnge geliefert hat, verbunden ist. Durch Zuriickhangeln iiber die Vorgéngerpunkte ldsst sich nach
Bearbeitung des letzten Punktes der gesuchte kiirzeste Polygonzug () konstruieren.

Sei P := [po, ..., Pn| der gegebene Polygonzug und P die Menge aller Tripel
{pj, =, pi},
mit
®i>7,

e cinem Wert 2 € IR, der die kiirzeste Linge der bisher gefundenen, auf der Strecke {p;, p;}
endenden, approximierenden Polygonziige enthilt.

Algorithmus ”Polygonzugapproximation eines Polygonzuges”
Eingabe: Ein Polygonzug P := [py, ..., Px), ¢in Fehlermal ¢ > 0.

Ausgabe: Ein Polygonzug @ := [qo, - ..,Qm], m < n, der P innerhalb von & > 0 mit einer mini-
malen Punktanzahl m approximiert.

Ablauf:
/* Finde alle kiirzesten Teilwege */
initialisiere P;
fiige {—,0,po} in P ein;

for:=20,...,ndo
forj=0,...,i—1do
if p;, p; approximiert [p;, ..., p;| innerhalb von ¢ then

forall L€ Pmit L = {-,z,p;} do
if 3B € P mit B = {p;,y, p;} then
if y > = + 1 then
ersetze in B den Wert y durch x + 1;
end if
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else
fige {p;,z + 1,p;} in P ein;
end if
end for
end if
end for
end for
/* Ausgabe von @ */
setze Q = [pnl;
setze q := Pn;
while (true)
suche {p, z,q};
if p existiert then
flige p als ersten Punkt in () ein;

setze q := p;
else
beende die while Schleife;
end if
end while

Randkurvenapproximation

In der digitalen Bildverarbeitung tritt das Problem auf, eine geschlossene Kurve um ein Gebiet in
einem Bild zu legen, die moglichst gut mit dem Rand des Gebietes iibereinstimmt. Die Schwierigkeit
besteht darin, dass das Gebiet moglicherweise ungenau beschrieben ist und der Rand teilweise nur
geschitzt werden kann. Ein Ansatz zur Losung dieses Problems der Randkurvenapproximation sind
sogenannte aktiven Konturmodelle, die auch als Snakes bekannt sind [12], [34]. Eine Snake ist eine
Kurve, deren "Energie” beziiglich einer physikalisch motivierten Zielfunktion minimal ist.

Die zu minimierende Energie setzt sich bei Snakes aus einer @ufleren, einer inneren und einer glo-
balen Energieckomponente zusammen. Die drei Funktionale werden iiblicherweise gewichtet zu einer
einzigen Zielfunktion addiert.

Die Approximationsgiite der Kurve an den Rand des Gebietes wird durch ein Funktional der ex-
ternen Energie gemessen. Dabei kann es sich um eine Art Potentialfunktion handeln, durch die die
Kurve an den Rand gezogen wird. Hierfiir kann beispielsweise der Betrag des Grauwertgradienten
eines Bildes verwendet werden. Auf der anderen Seite wird das Dehnungs- und Biegungsverhalten
der Snake-Kurve beschrinkt. Dies wird durch ein Funktional der inneren Energie ausgedriickt. Die
globale Energie wird benutzt, um dem Modell spezifische Bedingungen aufzuerlegen. Es kann bei-
spielsweise verhindert werden, dass eine Kontur in gewisse Bereiche hineinlduft.

Zur Berechnung von optimalen oder naherungsweise optimalen Einpassungen aktiver Konturen sind
Ansitze bekannt, die in Ubersichten von Neuenschwander [57] und Kerschner [36] zusammengestellt
sind. Haufig wird die Kurve in Parameterdarstellung représentiert. Losungsmethoden hierbei sind Va-
riationsrechnung (Kass, Witkin, Terzopoulos [34]), dynamische Programmierung (Amini, Weymouth,
Jain [4]), Greedy-Algorithmen (Williams, Shah [79]; Daneels et al. [16]), kiirzeste Weg (Cohen, Kim-
mel [14]), Ziplock Snakes (Neuenschwander [58]), Simulated Annealing (Trinder [74]), genetische
Algorithmen (Rousselle et al. [64]), Finite Elemente (Cohen, Cohen [13]) und Gradientenvektorfluss
(Xu, Prince [81]). In jlingerer Zeit haben die implizite Reprdsentation der Kurve und damit in Verbin-
dung stehene Losungsverfahren Interesse gefunden (Caselles et al. [11]; Malladi et al. [49]).
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Diese Zielfunktion der Randkurvenapproximation dhnelt den Zielfunktionen, die beim Schlauchein-
passungsproblem auftreten, woraus sich die Bedeutung fiir diese Problemstellung ergibt. Die externe
Energie kann dabei die Lage der Leitlinie relativ zum Rohr, die interne Energie die Form der Leitlinie
beschreiben.

2.4.2 Vorgehensweise dieser Arbeit

In dieser Arbeit wird das Schlaucheinpassungsproblem durch zwei Ansitze behandelt, die zu den bei-
den Verfahren der Kurvenapproximation korrespondieren, die im vorigen Abschnitt skizziert wurden:
Polygonzugapproximation durch adaptive Zerlegung und Polygonzugreduktion durch dynamische
Programmierung.

Ausgangspunkt der Losung des Schlaucheinpassungsproblems durch dynamische Programmierung
ist die Problemformulierung zu Beginn des Kapitels 2.4. Wie im vorigen Abschnitt erwihnt, hat die-
ses Optimierungsproblem Ahnlichkeit zu dem Optimierungsproblem, das dem Konzept der aktiven
Konturmodelle zu Grunde liegt. Bei der Ubertragung auf das Schlaucheinpassungsproblem kommt
der Leitlinie eines Schlauchstiitzstellenkantenzuges beziehungsweise einer Schlauchapproximation
die Rolle der aktiven Kontur zu. Die Forderung einer moglichst geringen Kriimmung der Leitlinie
kann tiber eine geeignet definierte “inneren Energie” modelliert werden. Der Forderung an die Leitli-
nie, moglichst zentral im Inneren des Rohres zu verlaufen, kann die Rolle der globalen Energie iiber-
nehmen. Forderungen der Art, dass die Schnittebenen moglichst senkrecht zur Leitlinie stehen sollen
oder der Umfang der Schnittkonturen moglichst klein ist, konnen der externen Energie zugewiesen
werden. In Kapitel 4 werden die bisher nur informell beschriebenen Zielfunktionen formalisiert.

Wie im vorigen Abschnitt erwihnt, sind verschiedene Verfahren zur Losung des Optimierungspro-
blems der aktiven Konturen bekannt. In dieser Arbeit wird der Ansatz aufgegriffen, der auf der Me-
thode der dynamischen Programmierung beruht. Ein Vorteil dieses Ansatzes ist, dass er direkt auf
der diskreten Gegebenheit aufbaut, die durch die Eingabe eines Rohres als Dreiecksnetz gegeben ist.
Damit entfillt eine potentiell notwendige Interpolation durch hinreichend glatte Flichen und die an-
schlieBende Neudiskretisierung zur numerischen Losung durch finite Differenzen oder finite Elemen-
te. Ferner findet die dynamische Programmierung relativ zur Problemformulierung absolute Optima.
Wegen des moglicherweise hohen Zeit- und Speicherbedarf ist dabei jedoch ein besonderes Augen-
merk auf Effizienzaspekte zu legen. Das betrifft zum einen die effiziente Realisierung der benétigten
geometrischen Grundoperationen, die Gegenstand von Kapitel 3 ist. Zum anderen sind Modifikatio-
nen des Grundverfahrens der dynamischen Programmierung von Interesse, die den Suchraum unter
potentiellem, jedoch akzeptablen Verlust von Losungen zugunsten einer effizienteren Berechnung
einschrianken. Dieser Ansatz zur Losung des Schlauchapproximationsproblems wird in Kapitel 5 aus-
gearbeitet.

Der zweite Ansatz, die adaptive Zerlegung, besteht aus einem Initialisierungs- und einem Optimie-
rungsschritt. Der erste Schritt konstruiert eine zuldssige, moglicherweise jedoch noch nicht giinstige
Losung des Problems. Dies geschieht durch adaptive Zerlegung analog zur Approximation einer Kur-
ve durch einen Polygonzug. Dem Polygonzug entspricht dabei im Fall des Rohres eine auf diese
Weise konstruierte polygonale Leitlinie. Der zweite Schritt dient zur Optimierung der Losung, wo-
bei die Zielfunktionen berticksichtigt werden. Der Vorteil dieses Verfahrens sind die sehr geringen
Rechenzeiten und ein geringer Speicherbedarf, insbesondere im Vergleich mit der dynamischen Pro-
grammierung. Allerdings ist die Zuverlassigkeit beim Auffinden von guten Losungen insbesondere in
schwierigeren Fillen erheblich geringer als bei der dynamischen Programmierung. Dieses Problem
lasst sich durch erginzende Heuristiken mindern.

Da eine umfassende Analyse des Verhaltens des zweiten Ansatzes kaum moglich erscheint, wird ein
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Weg eingeschlagen, der bei der Analyse von Heuristiken generell plausibel erscheint. Dieser besteht
darin, Annahmen tiber Rohre und iiber das Verhalten des Verfahrens zu formulieren, unter denen eine
korrekte Funktionsweise nachgewiesen werden kann. Auch wenn sich die allgemeine Giiltigkeit der
Annahmen einem Nachweis verschlief3t, ist es schon hilfreich, wenn die Richtigkeit in vielen Fillen
plausibel erscheint, insbesondere in solchen, die praktisch relevant sind. Dies ist hier gegeben.

Das Verfahren der adaptiven Zerlegung ist Gegenstand von Kapitel 6. Im Kapitel 7 werden die beiden
Methoden zur Generierung einer Schlaucheinpassung verglichen und weitere Moglichkeiten disku-
tiert. Insbesondere zeigt es sich, dass die Optimierungskriterien letztendlich nicht alle moglichen
Gegebenheiten so umfassend beschreiben, dass optimale Losungen auch tatsdchlich die anschaulich
gewlinschten sind. Dies wirft die Frage auf, ob das Problem der Schlaucheinpassung wirklich umfas-
send in hinreichend einfacher Weise spezifizierbar ist. Diese Frage, die fiir viele praktische Probleme
zutrifft, kann nicht beantwortet werden. Stattdessen wird auf den praktischen Ausweg der interaktiven
Unterstiitzung eingegangen.



Kapitel 3

Rohrreprasentation durch Dreiecksnetze

Gegenstand des Kapitels ist die geometrische Reprisentation von Rohren durch Dreiecksnetze. Im
Anschluss an die Definition der Dreiecksnetzreprdsentation in Abschnitt 3.1 folgt in Abschnitt 3.2
eine Reihe von geometrischen Operationen, die die Grundlage der Schlaucheinpassungssverfahren
der spiteren Kapitel sind, und effiziente Algorithmen zu deren Realisierung.

3.1 Dreiecksnetze

Zur geometrischen Reprisentation von Rohren sind im Prinzip alle Darstellungsformen von Fldchen
der geometrischen Modellierung verwendbar [1]. Allerdings kann die Darstellung und die darauf
aufbauende algorithmische Realisierung unterschiedlich komplex sein. Im Folgenden wird auf Drei-
ecksnetze als Reprisentation fiir Rohre eingegangen. Dreiecksnetze sind eine mittlerweile weit ver-
breitete, flexible Reprisentationsform fiir geometrische Modelle und damit von besonderer Relevanz
fiir die Praxis. Sie konnen auf folgende Weise definiert werden:

Definition 3.1

Ein Dreiecksnetz setzt sich aus endlich vielen Knoten, Kanten und Dreiecken zusammen. Jeder Kno-
ten liegt auf mindestens einer Kante, jede Kante auf mindestens einem Dreieck. Zwei Dreiecke haben
entweder genau eine gemeinsame Kante oder genau einen gemeinsamen Knoten oder sie sind dis-
junkt. Eine Kante ist hochstens mit zwei Dreiecken inzident.

Die Kanten, zu denen genau ein Dreieck inzident ist, definieren den Rand des Dreiecksnetzes.

Ein Dreiecksnetz heif3t orientiert, wenn die Knoten jedes Dreiecks zyklisch so angeordnet sind, dass
fiir Anordnungen (p;, py, p3) und (q,, qs, q3) zweier beliebiger Dreiecke, P und @), die die Kanten
{py, p3} und {q,, q;} gemeinsam haben, p; = q5 und p, = q, gilt, d.h. die Knoten auf der gemein-
samen Kante treten in den zyklischen Anordnungen der beiden Dreiecke in umgekehrter Reihenfolge
auf.

Abbildung 3.1 illustriert die Gegebenheiten der Definition, wobei die Richtung der zyklischen Anord-
nung durch Pfeile reprisentiert ist. Abbildung 3.2 zeigt ein Dreiecksnetz, das ein Rohr reprisentiert.

Zur Speicherung von Dreiecksnetzen sind eine Reihe von Datenstrukturen gebriduchlich, zum Bei-
spiel der Zellinzidenzgraph [19], die Winged-Edge-Datenstruktur ([5], [78]) und die Half-Edge-
Datenstruktur ([9], [37]). Die Auswahl orientiert sich an den zu realisierenden Elementaroperationen
fiir das Dreiecksnetz. Hier werden folgende wesentliche Elementaroperationen benétigt:

e Aufbau der Datenstruktur fiir ein gegebenes Dreiecksnetz,

e Auffinden der Eckpunkte eines Dreiecks,

43
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Abbildung 3.1: Orientierung der Dreiecke

Abbildung 3.2: Ein rohrenformiges Dreiecksnetz

e Auffinden der Kanten eines Dreiecks,

e Auffinden des zweiten inzidenten Dreiecks zur Kante eines gegebenen Dreiecks, sofern eines
existiert.

In den folgenden Abschnitten werden Algorithmen zu deren effizienten Realisierung auf Dreiecks-
netzen skizziert. Dabei werden weitgehend bekannte heuristische Verfahren, die zur praktischen
Losung dieser oder verwandter Probleme weit verbreitet und allgemein akzeptiert sind, existieren-
den Algorithmen der algorithmischen Geometrie mit garantiertem asymptotisch effizienten Worst-
Case- Verhalten vorgezogen, die jedoch aufwindiger zu implementieren und bei Eingaben praktischer
Grofe in der Regel weniger effizient sind.

3.2 Operationen auf Dreiecksnetzen fiir die Schlaucheinpassung

Die spiter vorgestellten Verfahren zur Schlaucheinpassung verwenden einige zentrale geometrische
Grundoperationen:

e Test einer Strecke auf Schnitt mit einen Dreiecksnetz,

e Berechnung von Rohrschnittgebieten,
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e Berechnung von Ebenen-Sweeps,

e Berechnung einer Konnektivitétslinie.

3.2.1 Test einer Strecke auf Schnitt mit einem Dreiecksnetz

Der Test einer Strecke auf Schnitt mit einer Fliche dient zur Uberpriifung, ob die aktualisierte Leit-
linie innerhalb des Rohres verlduft. Hierbei handelt es sich um eine Aufgabe, die zum Strahlverfol-
gungsproblem verwandt ist. Speziell bei Dreiecksnetzen sind fiir eine beliebige Strecke die von ihr
geschnittenen Dreiecke des Netzes zu finden.

Im Fall einer groen Anzahl von Strecken ist es zweckmiBig, das Dreiecksnetz so in eine Datenstruk-
tur vorzuverarbeiten, dass die Schnitttests mit ihrer Hilfe deutlich schneller als durch Schnitt aller
Dreiecke mit der aktuellen Strecke durchzufiihren sind. Fiir die Vorverarbeitung gibt es eine Rei-
he heuristischer und Worst-Case-effizienter Verfahren, die insbesondere im Zusammenhang mit dem
Strahlverfolgungsverfahren in der Computergraphik entstanden sind (vgl. [17], [24], [56] und [60]).
Eine einfach zu realisierende Moglichkeit ist das Verfahren der regulidren Gitter. Dieses ist dann be-
sonders angebracht, wenn die Dreiecke des Netzes dhnliche Grée und ausgeglichene Form haben.
Der Implementierungsaufwand kann gegen etwas mehr Zeitbedarf dadurch minimiert werden, dass
zunichst die Gitterzellen bestimmt werden, die der achsenparallele Hiillquader eines Dreiecks schnei-
det, und das Dreieck dann jenen zugewiesen wird, die zusitzlich die Ebene des Dreiecks schneiden.
Ferner kann die inkrementelle Bestimmung der von einer Strecke geschnittenen Zellen durch die Lo-
kalisation einer Folge von Abtastpunkten auf der Strecke im Gitter ersetzt werden, wie dies beim Ray-
casting fiir das Direct Volume Rendering gebrauchlich ist [35]. Der Speicherplatzbedarf fiir das Gitter
kann durch Einfiigen der nichtleeren Gitterzellen in eine lineare Hashtabelle iiber einen Schliissel, der
sich aus den Indizes ergibt, reduziert werden (vgl. [46]).

3.2.2 Berechnung von Rohrschnittgebieten

Eine Moglichkeit der Berechnung von Rohrschnittgebieten zu einer Ebene besteht darin, zunéchst
eine Berechnung der von einer Ebene geschnittenen Dreiecke des Netzes durchzufiihren, um dann
die Zusammensetzung von Schnittdreiecken zu Konturen zu leisten. Aus den Konturen werden dann
Rohrschnittgebiete erzeugt.

Bei einer groen Anzahl durchzufiihrender Schnittoperationen ist eine Vorverarbeitung in eine Such-
struktur analog zu Abschnitt 3.2.1 notwendig. Bei Verwendung eines regulidren Gitters sind nun die
Gitterzellen zu finden, die die gegebene Ebene schneiden. Aus diesen werden dann die Dreiecke
identifiziert, die die Ebene schneiden. Daraus sind dann geschlossene Konturen zusammenzusetzen,
indem etwa ausgehend von einem Dreieck eine Kette von Folgedreiecken iiber Kantennachbarschaf-
ten gefunden wird. Fiir die Uberpriifung, ob ein Dreieck von der Schnittebene £ = (p, n) geschnitten
wird, wird mit Hilfe der Hesse-Normalenform zu jedem Knoten q der vorzeichenbehaftete Abstand
zu der Ebene ermittelt, d.h.
distq = (q,n) — (p,n).

Ein Dreieck wird geschnitten, sobald es eine Kante gibt, deren Knoten Abstinde mit unterschiedli-
chem Vorzeichen besitzen. Dabei wird der Abstand Null als positiver Wert gezihlt. Der Schnittpunkt
der Kante kann somit auch auf einen Dreiecksknoten fallen, wobei formal fiir die Nachbarschaftsbil-
dung die Kante geschnitten wird. Dreiecke, die ganz in der Schnittebene liegen, gehdren zu Rohrrand-
gebieten und miissen gesondert behandelt werden. Das Auftreten und damit die implementierungs-
aufwindige Behandlung dieses Spezialfalls kann dadurch vermieden werden, dass in Algorithmen nur
Schnittebenen verwendet werden, die nicht mit der Ebene eines Dreiecks des Eingabenetzes iiberein-
stimmen.
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Nun miissen die Konturen als Rénder von Rohrschnittgebieten zugeordnet werden. Dazu wird zu je
zwei Konturen die kiirzeste Verbindung ermittelt. Sollte diese Strecke innerhalb des Rohres verlaufen
und keine weitere Schnittkontur schneiden, kann angenommen werden, dass sie zum gleichen Rohr-
schnittgebiet gehoren. Dieser heuristische Test ist in vielen praktischen Situationen ausreichend, in
denen keine geschachtelten Konturen auftreten. Im allgemeinen kann die Schachtelung der Konturen
durch Punkt-in-Polygon-Tests ermittelt werden. Uber die Schachtelung kann dann eine Zuordnung zu
Schnittgebieten erfolgen.

Von besonderem Interesse ist die Berechnung der trennenden Rohrschnittgebiete, die von der Schnitt-
ebene induziert werden. Hierfiir kann die Konnektivititslinie genutzt werden. Zu einer gegebenen
Ebene E werden zunichst alle Schnittpunkte von E mit der Konnektivititslinie ermittelt. Ausgehend
von den Schnittpunkten werden die Konturen auf dem Rohr berechnet. Sollte der Schnittpunkt der
Konnektivititslinie nicht auf einen Dreiecksknoten fallen, kann durch die Inzidenzrelation eine Fol-
ge von geschnittenen Dreiecken ermittelt werden. Sollte der Schnittpunkt mit einem Dreiecksknoten
zusammenfallen, ist dagegen zunéchst unklar, von welchem Dreieck aus die Folge von inzidenten,
geschnittenen Dreiecken ermittelt werden soll. Es miissen somit alle in Frage kommenden Dreiecke
untersucht werden.

Der Vorteil dieser Ermittlung von Konturen ist, dass sie einfacher und effizienter als das erstgenannte
Verfahren mit dem reguldren Gitter ist. Sie 16st das Problem in Situationen, in denen alle Kontu-
ren, die zu trennenden Rohrschnittgebieten gehoren, Schnittpunkte mit der Konnektivitétslinie haben.
Dies ist etwa in der fiir praktische Anwendungen bedeutenden Situation von schlauch@hnlichen Roh-
ren der Fall, wenn alle trennenden Rohrschnittgebiete eines Schnittes genau eine Randkontur haben.
Kann dies nicht garantiert werden, miissen die Kandidatendreiecke aus der Gitterstruktur, die nach
Durchfiihrung dieses Verfahrens noch keiner Kontur zugeordnet sind, mit der Ebene geschnitten und
zu Konturen zusammengesetzt werden.

Die Bestimmung von Rohrschnittgebieten aus den Schnittkonturen erfordert aufgrund von Fallunter-
scheidungen einigen Implementierungsaufwand. So ist insbesondere das Auftreten von nicht einfa-
chen, d.h. sich selbst schneidenden Schnittkonturen, moglich, die dann mehrere Rohrschnittgebiete
induzieren kénnen. In den spiteren Verfahren zur Schlaucheinpassung sind singuldre Rohrschnitte
vorgesehen, die von der Behandlung der Schlaucheinpassung ausgeschlossen sind. Diese geschilder-
te Situation kann in diesem Zusammenhang als singulédr aufgefasst werden, so dass dann, abgesehen
von deren Erkennung, keine weitergehende algorithmische Behandlung erforderlich ist.

3.2.3 Lineare Schlauchapproximation

Im Zusammenhang mit der stiickweise linearen Schlauchapproximation treten folgende Berechnungs-
probleme auf:

Existenz einer linearen Schlauchapproximation

Eingabe:
Ein Rohr.

Ausgabe:
Die Information, ob eine lineare Schlauchapproximation beziiglich der Anfangs- und Endoft-
nung des Rohres moglich ist.

Diskretisierte lineare Schlauchapproximation

Eingabe:
Eine lineare Schlauchapproximation eines Rohres.
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Ausgabe:
Ein approximierender Schlauchstiitzstellenkantenzug, dessen Schnittebenen zu der linearen
Ebenenschar der gegebenen linearen Schlauchapproximation gehéren.

Die Definition der linearen Schlauchapproximation, siche Definition 2.29, legt es nahe, diese Proble-
me mittels Ebenen-Sweeps zu 16sen. Sweeps mit Geraden in der Ebene oder Ebenen im Raum stellen
ein wesentliches Algorithmenparadigma der algorithmischen Geometrie dar (vgl. [18]). Dabei wird in
der Regel die Eingabemenge im zweidimensionalen Fall durch eine Strecke und im dreidimensiona-
len Fall durch eine Ebene iiberstrichen, wobei dabei auftretende, im Hinblick auf die Problemstellung
interessante “Ereignisse” analysiert und verarbeitet werden.

Die Losung des Problems der Existenz einer linearen Schlauchapproximation geschieht durch eine
Suche nach Singularititen und darauf aufbauend, einem Test auf Erreichbarkeit des Endschnittgebie-
tes durch einen Ebenen-Sweep. Der Ebenen-Sweep besteht in der sortierten Abarbeitung von relevan-
ten Ereignissen, die im Verlauf einer monotonen Drehung einer Anfangsebene in eine Endebene um
deren Schnittgerade beziehungsweise, im Falle parallel liegender Begrenzungsebenen, monotonen,
parallelen Verschiebung einer Ebene aus der Position der Anfangsebene in die Position der Endebe-
ne auftreten. Im hier betrachteten Ebenen-Sweep sind die Ereignisse das Auftreten von Netzknoten.
Das bedeutet, dass eine Prioritdts-Warteschlange P von Netzknoten gehalten wird, unter denen der
Knoten, dessen Abstand zu der jeweils aktuellen Ebene der kleinste ist, der Knoten mit der hochsten
Prioritét ist und somit das néchste Ereignis ist. Im Falle paralleler Ebenen ist der Abstand des Kno-
tens zu der aktuellen Ebene die Linge der senkrechten Projektion auf diese. Sonst ist der Abstand
die GroBe des eingeschlossenen Winkels zwischen der entsprechenden Ebene der monotonen Dre-
hung, die den Knoten enthilt, und der aktuellen Ebene. Beim Ubergang zum nichsten Knoten wird
der aktuelle aus P entfernt, eventuell neue Knoten in P eingefiigt und anschlieBend die Prioritidten
der Elemente in P angepasst. Liegen mehrere Knoten auf der gleichen Sweep-Ebene, werden diese
in einer willkiirlichen Reihenfolge abgearbeitet.

Die Auswertung von Ereignissen beschrinkt sich auf den Teil des Netzes, der sich durch zusam-
menhingendes Fortschreiten auf dem Netz, beginnend mit dem Rand einer initialen Schnittkontur,
ergibt. Dadurch wird im Allgemeinen nicht das ganze Netz iiberstrichen. Dieses zusammenhdngende
Fortschreiten geschieht iiber einer Menge D von Dreiecken, die laufend aktualisiert wird. Zu Be-
ginn besteht D aus den Dreiecken, die den Rand des Rohrschnittgebietes am Anfang induzieren. P
enthilt alle die Knoten zu Dreiecken in D, die in Sweep-Richtung noch nicht bearbeitet sind. Sei p
der nichste Knoten in Sweep-Richtung. Beim Fortschreiten des Sweeps auf diesen Knoten wird D
aktualisiert, indem alle Dreiecke, die zu p inzident sind und deren Fldche hinter der Sweep-Ebene in
Fortschreitungsrichtung liegen, aus D entfernt werden. Ferner werden alle inzidenten Dreiecke, fiir
die dies nicht der Fall ist, in D eingefiigt. Hinzu kommen alle Dreiecke, die zu diesen direkt oder
transitiv inzident sind und die aktuelle Ebene schneiden. Bei der transitiven Inzidenz ist jedoch zu
beachten, dass lediglich der Rohrbereich zwischen dem Anfangs- und Endrohrschnittgebiet betrach-
tet wird. Die Eckknoten von neu hinzugekommenen Dreiecken, die nicht im schon {iiberstrichenen
Bereich der Sweeps liegen, werden in P eingefiigt.

Eine Singularitit liegt an einem Knoten vor, an dem der Schnitt zwischen der Ebene des Sweeps
durch den Knoten mit dem gegebenen Netz keine lokal einfache Schnittkurve liefert. Beispiele fiir
nicht einfache Schnittkonfigurationen sind ein isolierter Punkt, ein Mehrfachkurvendurchgang oder
das Auftreten von einem oder mehreren Dreiecken, die in der Sweep-Ebene liegen. Dementsprechend
besteht die Suche nach Singularitiiten in der Uberpriifung des jeweils aktuellen Knoten eines Ebenen-
Sweeps auf eine Singularitit. Ist er singuldr, wird dieses Ergebnis ausgegeben und der Sweep beendet.

Beim Test auf Erreichbarkeit des Endschnittgebietes wird iiberpriift, ob die Sweep-Ebene ohne das
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Auftreten einer Singularitit die Ebene des Endschnittgebietes erreicht und die Menge der Dreiecke,
die zum Rand des Endschnittgebietes beitragen, Teilmenge der Menge D zu diesem Zeitpunkt ist.
Ferner wird untersucht, ob die Strecke zwischen den Leitpunkten der Anfangs- und der End6ffnung
innerhalb des Rohres verlduft. Sollte beides der Fall sein, wird die Existenz einer linearen Schlauch-
approximation ausgegeben.

Die Losung des Problems der diskretisierten linearen Schlauchapproximation geschieht durch Erwei-
terung des gerade geschilderten Ebenen-Sweeps. Dabei wird zunichst bei jedem Ereignis iiberpriift,
ob die Strecke zwischen dem gegebenen Leitpunkt des aktuellen Rohrschnittgebietes und dem Leit-
punkt des letzten ausgegebenen Rohrschnittgebietes im Inneren des Rohres verlauft. Sollte dies der
Fall sein, wird die aktuelle Schnittkontur zusammen mit ihrem Leitpunkt als nichste Schlauchstiitz-
stelle ausgegeben. Falls nicht, wird mit der Schnittebene, die in der Mitte zwischen der letzten und
der aktuellen Schnittebene in der linearen Ebenenschar liegt, ein Rohrschnittgebiet berechnet und die
Strecken zwischen seinem Leitpunkt und denen des aktuellen beziehungsweise des vorangehenden
Rohrschnittgebietes auf Lage im Inneren des Rohres iiberpriift. Sollte dies bei einer oder beiden nicht
der Fall sein, wird das betroffene Intervall entsprechend unterteilt und, wenn notwenig, weiter iteriert.
Die Iteration endet, wenn ein im Inneren des Rohres liegender Streckenzug erreicht ist. Dann werden
die dabei generierten Rohrschnittgebiete zusammen mit ihren Leitpunkten in korrekter Reihenfolge
als Schlauchstiitzstellen ausgegeben. Wenn die Existenz einer linearen Schlauchapproximation vor-
ausgesetzt ist, sollte dieses Verfahren zumindest bei nicht pathologischen Rohren terminieren.

3.2.4 Berechnung einer Konnektivititslinie

Die Konnektivititslinie 1 ist eine Kurve auf einem Rohr W (R,, R.). Sie kann aus den Dreieckskanten
des Netzes so generiert werden, dass sie zudem eine kiirzeste Verbindung zwischen den Randkonturen
ist. Hierfiir kann das Verfahren von Dijkstra [26] zur Berechnung kiirzester Wege in einem Graphen
verwendet werden. Damit sind gleich eine Vielzahl von giinstigen Bedingungen erfiillt: Ohne zusiitz-
liche Bedingungen ist gewéhrleistet, dass die Konnektivititslinie schnittfrei ist. Diese Konnektivitéts-
linie sollte zur Uberpriifung der Trennungseigenschaft von Rohrschnittgebieten verwendet werden.
Da die Anzahl der Schnitte einer Ebene mit einer solchen Kurve in der Regel geringer ist als mit einer
sich stark windenden Kurve, ist eine solche Konnektivititslinie ein weiterer Vorteil. In dem Verfah-
ren zur Leitlinienbestimmung aus Kapitel 5 werden die Rohrschnittgebiete zu dquidistanten Punkten
auf der Konnektivititslinie, den sogenannten Konstruktionspunkten, gewihlt. Dadurch kann davon
ausgegangen werden, dass die Schnittkonturen durch diese Form der Konnektivitatslinie ausgewogen
entlang des Rohres verteilt sind.



Kapitel 4

Zielfunktionen fiir die
Schlaucheinpassung

Gegenstand des Kapitels ist die Prizisierung der Zielfunktionen fiir die Schlaucheinpassung. Im Ab-
schnitt 4.1 wird die Zielfunktion fiir die Schlauchstiitzstellenkantenziige vorgestellt. Diese wird dann
im Abschnitt 4.2 fiir die Schlauchapproximation erweitert.

4.1 Zielfunktion fiir die Approximation durch Schlauchstiitzstellen

Die Qualitdt der Approximation eines Rohres durch einen Schlauchstiitzstellenkantenzug ist zum
einen durch die Lage der Schlauchstiitzstellen und der Leitlinie relativ zum Rohr, zum anderen
aber auch durch die wechselseitige Lage der Schlauchstiitzstellen zueinander und das Aussehen der
Leitlinie gekennzeichnet. Zur Spezifikation der Qualitdtsanforderungen werden in den nichsten Ab-
schnitten eine Reihe von Teilzielfunktionen definiert:

e die Kriimmungsgiite F, der Leitlinie,

die Umfangsgiite F,, der Rohrschnittgebiete,

die Flichengiite F/y der Rohrschnittgebiete,

e die normierte Zentrumsgiite F, der Leitlinie,

die Parallelitdtsgiite £, der Rohrschnittgebiete,

die tangentiale Ausrichtungsgiite F; der Rohrschnittgebiete an der Leitlinie,
e die Oberflichensteigungsgiite £, von Rohrschnittgebieten an der Rohroberfldche.

Dabei charakterisieren die Umfangsgiite, die Flachengiite, die Parallelitiitsgiite, die tangentiale Aus-
richtungsgiite und die Oberflichensteigungsgiite Beziehungen zwischen den Schlauchstiitzstellen und
dem gegebenen Rohr, wohingegen die normierte Zentrumsgiite indirekt iiber die Schlauchstiitzstellen
eine Beziehung zwischen der Leitlinie und dem Rohr herstellt. Die Kriimmungsgiite beschreibt ei-
ne Anforderung an das Aussehen der Leitlinie. Die wechselseitige Lage der Schlauchstiitzstellen ist
bereits durch Forderungen ausgedriickt, die in der Definition von Schlauchstiitzstellenkantenziigen
enthalten sind, nimlich dass die Schlauchstiitzstellen disjunkt sein miissen und die Leitlinie im Inne-
ren des Rohres verlaufen muss.

49
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Die Hoffnung bei der Definition dieser Teilzielfunktionen ist, dass sich durch Minimierung ei-
ner geschickten Kombination von ihnen unter Beachtung der Forderungen aus der Definiti-
on von Schlauchstiitzstellenkantenziigen als Nebenbedingungen ein giinstiger approximierender
Schlauchstiitzstellenkantenzug und insbesondere eine giinstige Leitlinie ermitteln ldsst. Die Ver-
kniipfung der Teilzielfunktionen zu einer Zielfunktion eines Optimierungsproblems, d.h. ein Opti-
malitdtskriterium, wird im Abschnitt 4.1.7 gegegeben.

In den folgenden Abschnitten werden die Teilzielfunktionen in der Regel zunichst allgemein formu-
liert. Anschlieend wird ein Bezug zu der Reprisentation von Rohren durch Dreiecksnetze herge-
stellt. Um die Teilzielfunktionen von verschiedenen Rohren unterschiedlicher Lange vergleichen zu
konnen, wird zusitzlich noch jeweils eine entsprechend der Liange der Leitlinie skalierte Version, die
entsprechende durchschnittliche Giite, eingefiihrt.

Alle im Anschluss definierten Teilzielfunktionen verwenden eine Gewichtung, die wie folgt definiert
ist.

Definition 4.1
Sei [rg,...,ry] , n > 0, ein Polygonzug im Raum mit einer Metrik d. Dann ist zu jedem i, i =
0,...,n — 1, das Gewicht w; gegeben als

1
W; = §d(ri, I'Z'+1).

4.1.1 Kriimmungsgiite der Leitlinie

In diesem Abschnitt wird die Zielfunktion der Kriimmung der Leitlinie definiert. Eine Vorausset-
zung fiir die Ermittlung der Kriimmung einer Kurve ist eine stetige, zweite Ableitung. Dies ist bei
einem Polygonzug allerdings nicht gegeben. Ein Ansatz zur Behebung des Problems ist, die Leitlinie
zundchst durch eine kriimmungsstetige Kurve zu interpolieren, so dass dann zu jedem Leitlinien-
punkt der Schmiegkreis, ein Kreis der die Kurve in zweiter Ordnung beriihrt, ermittelt werden kann.
Die Kriimmung ist gerade der Kehrwert des Schmiegkreisradius ([75], Abschnitt 1.4). Im Folgenden
wird aus Effizienzgriinden eine weniger aufwindige Vorgehensweise verwendet, bei der statt dessen
die Kriimmung durch den Umkreis um drei aufeinanderfolgende Punkte berechnet wird. Dies ist bei
den hier verwendeten Daten eine zweckméifige Anniherung.

Definition 4.2

Seien (W, R,, R.) ein Rohr und S = [Sy,...,S,], S; = (Ci,r;), i = 0,...,n, ein Schlauchstiitz-
stellenkantenzug. Sei k; := m i < n — 2, der Kehrwert des Radius r des Umkreises um
die drei Punkte r;,r;11,r;y2 und k; := 0, falls die drei Punkte kollinear sind.

Dann ist die Kriimmungsgiite F, von S;, S;11 und S; 1o definiert als

Ek[Si,Si+1,Si+2] = H? . (w,- +w,~+1),z‘ =0,...,n—2.

Die Kriimmungsgiite von S ist gegeben als

n—2

Ei(S) = Eg[So, ..., Sn] ==Y _ E[Si, Sis1, Siyal,
=0

und die durchschnittliche Kriimmungsgiite E, von S definiert als

Bi(S) = BylSor ., S im —— L Ex(S).

> (wi + wit1)
i=0



4.1. ZIELFUNKTION 51

Ein Verfahren zur Berechnung des Umkreises wird in Anhang A.1 gegeben. Die Verwendung des
Gewichtes w; bewirkt in dieser Formel eine stidrkere Bewertung von Kriimmungen, die durch lange
Leitliniensegmente berechnet werden, als solche, die durch kurze Segmente entstehen. Um eine Aus-
gleichswirkung zu erreichen, geht zudem der Kriimmungswert quadratisch in die Bewertung ein. Auf
diese Art und Weise wird der Riickgang einer starken Kriimmung mehr belohnt als der einer kleineren.
Die durchschnittliche Kriimmungsgiite gewichtet die Kriimmungen der einzelnen Rohrschnittgebiete
in deren Summe mit Gewichten, deren Summe 1 ergibt. Dies wird durch die Division von Ej(S)
mit der Summe der Gewichte w; 4+ w;41 erreicht. Die Summe der Gewichte ist niherungsweise die
Liange der Leitlinie, so dass dies auch als Elimination der Anhiingigkeit von der Linge der Leitlinie
verstanden werden kann, indem durch eine GréBe proportional zu Léange der Leitlinie geteilt wird.

4.1.2 Umfangsgiite der Rohrschnittgebiete

In diesem Abschnitt wird die Umfangsgiite der Rohrschnittgebiete definiert. Diese errechnet sich aus
den Bogenlidngen der zugehorigen Schnittkonturen.

Definition 4.3
Sei C' ein beschrinktes Gebiet in der Ebene, dessen Rand 6C' von endlich vielen, einfach geschlosse-
nen, stetigen Kurven gebildet wird. Sei L(6C') die Liange des Randes §C von C'. Dann heil3t

E,(C):= L(6C)
Umfangsgiite von C.

Sei S = [So,...,Sn), Si = (Ci,ri), i = 0,...,n, ein Schlauchstiitzstellenkantenzug. Dann ist die
Umfangsgiite E,, von S; und S;11, ¢ < n, definiert als die gewichtete Summe der Umfangsgiiten der
Konturen C; und C; 1, d.h.

EU[SZ, Si-i—l] = Wz(Eu(Cz) + Eu(CH_l)),i =0,...,n—1.

Die Umfangsgiite von .S definiert ist als

n—1

Eu(S) = Bu[So, .., Sn] ==Y EulSi, Siy1l,
=0

und die durchschnittliche Umfangsgiite F,, von S definiert als

Bu(S) = BulSo,. ., Sul 1= ———— - Eu(S).

n—1
Z 2- Wy
i=0

Die Verwendung der Abstinde w; = %d(rHl, r;) in der Formel fiir F,,[S;, S;+1] bewirkt wie bei der
Kriimmungsgiite eine Gewichtung. Da sich die Strecke zwischen zwei Leitpunkten auf beide Rohr-
schnittgebiete bezieht, ist der Wert dieser Giite als das arithmetische Mittel der beiden betroffenen
Langen der Rohrschnittgebiete gegeben.

Damit ist fiir den Fall, dass die Randkomponenten Polygonziige sind, £, schreibbar als:

Folgerung 4.4
Seien 6C7, j = 1,...,m, die Randkonturen eines von Polygonziigen berandeten, beschrinkten Ge-

bietes C' in der Ebene, §C7 = [p{, . »mej—l]* Dann gilt

m nj—l

E,(C) = Z Z d(pf,pf_l)

j=1 i=1
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Durch die Verwendung eines Dreiecksnetzes ist es moglich, dass ein intuitiv langerer Rand eines
Rohrschnittgebietes durch ungeschickten Beschnitt kiirzer wird. Dieser Umstand ist sowohl von Pie-
penstock [61] als auch von dem Autor beobachtet worden. Dies soll die Abbildung 4.1 verdeutlichen.

Ca Cb

Abbildung 4.1: Schriges Rohrschnittgebiet mit kiirzerem Rand als aufrechtes Rohrschnittgebiet (ent-
nommen aus [61])

Hier ist ein vernetzter Zylinder dargestellt, der von zwei Ebenen beschnitten worden ist. Der Rand
des Rohrschnittgebietes C,, ist intuitiv ldnger als der von Cjp. Wire der Zylinder nicht durch ein Netz
approximiert sondern als parametrische Fliche gegeben, besdfle C} den kiirzeren Umfang. Im Hin-
blick auf die Minimierung dieser Giite diirfen hierdurch Probleme und ein unerwiinschtes Verhalten
erwartet werden.

4.1.3 Flidchengiite der Rohrschnittgebiete

In diesem Abschnitt wird die Flidchengiite der Rohrschnittgebiete definiert. Diese errechnet sich aus
dem Flicheninhalt der Gebiete.

Definition 4.5
Sei C ein beschrinktes Gebiet in der Ebene, dessen Rand 6C' von endlich vielen, einfach geschlosse-
nen stetigen Kurven gebildet wird. Sei A(dC') der Fléicheninhalt der von 60C' umrandeten Fléche von
C'. Dann hei3t

E¢(C) := A(0C)
Flédchengiite von C.

Sei S = [So,...,5). Si = (Ci,r;i), i = 0,...,n, ein Schlauchstiitzstellenkantenzug. Dann ist die
Flachengiite £y von S; und S;y1, i < n, definiert als die gewichtete Summe der Flichengiiten der
Konturen C; und C;41, d.h.

Ef[Si, Siv1] == wi (B¢ (Cs) + Ef(Ciy1)),i=0,...,n — 1.

Die Flichengiite von S ist definiert als

n—1

Ef(S) = Ef[So, ..., Sn] := Y Ef[Si, Sisa],
=0
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und die durchschnittliche Flichengiite £/ 7 von S gegeben als

— — 1
Z 2- Wi
i=0

Eine Motivation dieser Giite ist analog zu der Begriindung der Formel fiir £, zu sehen. Sollte das
Rohr als ein Dreiecksnetz gegeben sein, errechnet sich die Fldchengiite als:

Satz 4.6
Seien 6C7, j = 1,...,m, die Randkonturen eines von Polygonziigen berandeten, zusammenhingen-

den, beschriinkten Gebietes C' in der Ebene, §C7 = [p{, . ,pflj_l], wobei C'! die Randkontur ist,
die alle anderen beinhaltet. Dann gilt mit

By(C) = 5 | S0 Bl x (ol - B
=1

j:l,...,m,pzlj ::p{:

Ef(C) := Ef(C") = Y B (CY).
j=2

Beweis

O.B.d.A. kann angenommen werden, dass das Gebiet C' in der (z,y,0) Ebene liegt. Dann ist der
Beweis dieser Aussage in [10], Abschnitt 3.5.2.1, Punkt 11 (Fldcheninhalt eines Vielecks), zu finden.
O

Bedingt durch die Diskretisierung wird auch die Minimierung dieser Giite zu analogen Problemen
wie die der Umfangsgiite fiihren.

4.1.4 Normierte Zentrumsgiite der Leitlinie

In diesem Abschnitt wird Zentrumsgiite der Leitlinie definiert. Die verwendete Formel wird dabei aus
der Physik abgeleitet, indem ein Modell mit gespannten Federn betrachtet wird.

Definition 4.7

Sei C' ein beschrinktes Gebiet in der Ebene, dessen Rand 6C' von endlich vielen, einfach geschlos-
senen stetigen Kurven gebildet wird, und p ein Punkt in C. Sei 6C(s), s € [0, L(6C)], L(6C) die
Linge des Randes 6C' von C, eine Bogenlidngenparametrisierung von dC. Dann heil3t

L(5C)
E.(p.C) :=% / d(p, 5C(s))*ds
0

normierte Zentrumsgiite von p beziiglich C'.

Sei S = [So,...,Sn), Si = (Ci,ri), i = 0,...,n, ein Schlauchstiitzstellenkantenzug. Dann ist
die normierte Zentrumsgiite £, von S; und S;11, © < n, definiert als die gewichtete Summe der
normierten Zentrumsgiiten der Punkte r; beziiglich der Konturen C; und C; 1, d.h.

E.[Si, Sit1] == wi (Ex(r;, C;) + E;(rit1,Ciq1)),i=0,...,n— 1.
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Die normierte Zentrumsgiite von S ist definiert als

n—1

E.(S) = E.[So,..., 5] := Y _ E.[Si, Sy,
=0

und fiir die durchschnittliche Zentrumsgiite £, von S gegeben als

1

E.(S) = E.[So, ..., %] = ———
Z 2w
=0

- EL(S).

Auch hier ist die Motivation fiir die Verwendung der Abstinde als Gewichte analog zu der Be-
griindung von FE,, zu sehen.

Bemerkung 1
Ein Punkt, der minimale Zentrumsgiite besitzt, liegt “gut im Zentrum” der entsprechenden Kurve.
Dies kann physikalisch motiviert werden:

Man stelle sich einen Kreis vor. Zu jedem Punkt des Kreises gibt es einen gegentiberliegenden Punkt,
so dass die Verbindungsstrecke zwischen zwei Punkten den Mittelpunkt schneidet. In jedem Punkt
liege zunachst eine entspannte Feder, wobei alle Federn von der gleichen Bauart sind.

Zunichst werden die Federn zweier beliebiger, gegentiberliegender Punkte miteinander verbunden.
Der Gleichgewichtszustand wird der Mittelpunkt sein. In das System aus zwei gespannten Federn
werden nun zwei weitere Federn aus gegeniiberliegenden Punkten hinzugetiigt. Der Gleichgewichts-
punkt verdndert sich nicht.

Dieses Vorgehen wird fiir jeden Punkt fortgesetzt.

Die Kraft, um eine Feder zu spannen, betrigt
F=k-r

k die Federkonstante, r der Radius des Kreises (siehe [73]). Die Energie, die aufgewendet werden
muss, um die Feder zu spannen, ist

tiir alle p(s) € 6C.

Die Gesamtenergie des Systems betrdgt daher

/ B(s)ds.

oC

Dies ist gerade die obige Gleichung, sofern man mit einer gedachten Feder mit Federkonstante k =

2
060 rechnet.

Zusammengetasst bedeutet dies, dass die Zentrumsgiite minimal ist, wenn p ein Gleichgewichtspunkt
ist.

Fiir den Fall, dass die Randkomponenten Polygonziige sind, ldsst sich die normierte Zentrumsgiite
eines Punktes p als gewichtete Summe seiner quadratischen Abstinde von den Eckpunkten der Rand-
komponenten schreiben:
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Satz 4.8
Seien 6C7, j = 1,...,m, die Randkonturen eines von Polygonziigen berandeten beschrinkten Ge-

bietes C' in der Ebene, §C7 = [p{, e ,pzlj_l], p ein Punkt in der Ebene. Dann gilt

m (ni—l .
> < > wld(p,p})* — %d(pi,pi+1)2>

)

mit

wobei pg] = pij_l und P%j = pi.

Beweis
Sei m = 1, d.h. C hat nur einen Rand. Sei 0C = [p1,...,pn—1]. Zu zeigen ist, dass E,(p,C) =
n—1
32 wid(p,pi)?— §d(pi,pit1)? ' . _ '
=1 — , wobei w; = 5 - (d(ps, Pi—1) + d(pi, Pi+1)). Sei L(OC) die Linge des
2w
1=1
Randes von C'. Dann gilt
n—2
L(@C’) = Z d(p27 pi+1) + d(p17 pn—l)
i=1

= d(Phpz) + d(P2a P3) +.. d(Pn—27Pn—1) + d(Pn—17P1)
1 1 1
= §d(p1,p2) +3 (d(py,p2) + d(p2, p3)) + 3 (d(pg; P3) + d(p3,P4))

1 1
.o+ 5 (d(pn—27pn—1) + d(pn—lvpl)) + id(pn—bpl)

1 1
= §d(P1=P2) + w2+ w3+ ... Wp—1+ §d(Pn—1=P1)

n—1
= wtw2twz+...Wy_1 = Zwi-
i=1
Es bleibt zu zeigen, dass

nj—1

L(5C)
4.1 / d(p,dC(s))*ds = Z wid(p,p])* - Ed(Pz’,Piﬂ)z-
) i=1

Sei L := 0 und L; die Bogenlénge von p; bis p;1. Es ist

L(6C) ooy Lint
[ dwscts)pas =3 [ de.ac)rds
0 i=1 i
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Es gilt

Lita
/ d(p,dC(s))%ds

L;
Liy

S — LZ s — L 2
6C ist auf BL param. / <p7 |:< L1 — Lz> pi + Lit1 — L; b: +1:|> S
1
= [ 1) A0~ O+ tpal P
0

Hierbei gilt das letzte Gleichheitszeichen nach der Substitution

‘= S—LZ‘
L1 — Li
Es gilt
/ 1 1 1
4.2) / d(p.[(1 = )p; + tpi1])’ dt = Sd(p, pi)* + 5d(p, Pi1)” - (D3 Pi1)”
0
Damit folgt
L(6C)
1
E.(p,C) = ——r d(p,8C(s))*d
®.0) = g | dpce)
0

n—1
> Wi
i=1

d.h. die Behauptung fiir m = 1.
Sei m > 1. Mit einer analogen Rechnung wie fiir m = 1 folgt die Aussage aus

m L(5C7)
Ez ,C = ,60‘7 2d
(P ) nach Umparam. von §C7 in: I 503 ]E::l 0/ p (8)) S
7=1
m [Ty .
Z Z ’LU p pz) d(pivpi+1)2>
Jj=1 \ =1
- p—— . o
> 2w
j=1 i=1

Daraus folgt dann der Spezialfall:
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Satz 4.9
Fiir den Fall, dass der Rand aus nur einer einzigen Komponente 6C' = [py,...,p,,_;| besteht, wird
das Minimum der normierten Zentrumsgiite an einem kantenlingengewichteten Schwerpunkt
n—1
Z wip;
4.3) s==

n—1

> wi
i=1
erreicht, mit

4.4) w; = - (d(Pi7Pi—1) + d(piapi-i-l)) )

DO | =

wobei py := p,,_, und p,, := p;.

Beweis
Betrachte die Abbildung

n—1
> wid(p, pi)?
p — E(p) = E.(p,C) := =

n—1
> wi
i=1

Der restliche Term ist unabhéngig von p und hat damit fiir die folgende Betrachtung keine Bedeu-
tung.

Die notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist E'(p), = 0, wobei E'(p)p den Vektor
der partiellen Ableitungen von E(p) nach den Komponenten von p bezeichnet. Dies bedeutet

n—1 !
(z md(p,pi)?) Lo,
i=1
n—1 / n—1
<Zwid(p,pi)2> = 2> wip—pi)
i=1 p i=1
n—1 n—1
= 2 (Zwip— szpi> =0
i=1 i=1
n—1
2 w;Pi
R
> Wi
=1

Die hinreichende Bedingung fiir ein Minimum ist, dass die zweite Ableitung positiv definit ist, also
VE >0

n—1
i=1
2 n—1
VE = 1 0 Z; Wy 0
z Wy n—1
i=1 0 0 Z Ww;
=1

Il
o ow
oo
N OO
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Damit folgt die Behauptung. O

Die Abbildungen 4.2 und 4.3 illustrieren den Vorteil der Gewichtung gegeniiber Berechnung eines
Schwerpunktes als Mittelwert der Eckpunkte des Randpolygonzuges. Der durch die Gewichtung ge-
wonnene Punkt liegt zentraler relativ zum gegebenen Rand.

X

. 51, X
) .s

2 X

X

Abbildung 4.2: Gewichteter (s;) und nicht-gewichteter (s2) Knotenschwerpunkt in einem Quadrat

Abbildung 4.3: Gewichteter (s1) und nicht-gewichteter (s2) Knotenschwerpunkt in einem Kreis

4.1.5 Parallelitatsgiite und tangentiale Ausrichtungsgiite der Rohrschnittgebiete

Die in diesem Abschnitt priasentierte Parallelititsgiite und die tangentiale Ausrichtungsgiite gehen auf
Piepenstock [61] zuriick. Da die Formeln sehr eng miteinander verkniipft sind, werden sie zusammen
in einem Abschnitt behandelt.

Definition 4.10
Sei S = [So,...,5], Si = (Cj,r;),i=0,...,n, ein Schlauchstiitzstellenkantenzug und

d; .= % der Differenzvektor zwischen zwei Leitpunkten,
k2 k2
di_1+d; . N .
t; = ”d%idf” ein geschitzter Tangentialvektor an r;,
11— £

n; der normierte Normalenvektor der Ebene von C;.
Dann ist die Parallelititsgiite £, von S;, S;11, @ < n, definiert als
E,[Si, Sit1] := w; - {|arcsin(||n; x d;f|)| + |arcsin(||n;+1 x dia]|)|},2=0,...,n — 1.

Die Parallelititsgiite von S definiert ist als

n—1

Ey(S) = EplSo, ., Snl := Y BpSi, Sital,
=0
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und die durchschnittliche Parallelitétsgiite Fp von S gegeben als

_ _ 1
E,(S) = E,[S1,..., 5] =

= E(9).
Z 2- Wi
i=0

Die tangentiale Ausrichtungsgiite £ von S;, S;y1 und S;y2, % < n — 1, ist definiert als
El[SZ-, Sit1, Si+2] = (wi + wi+1) . | arcsin(”ni X t2||)|,2 =0,...,mn—2.

Die tangentiale Ausrichtungsgiite von S ist definiert als

n—2

Ei(S) = Ei[So, ..., Sn] = ZEZ[Si,Si+1,Si+2],
=0

und die durchschnittliche, tangentiale Ausrichtungsgiite F; von S gegeben als

1

Bi(S) = Ei[So, ..., Sn] = L Ey(S).

n—2

Wi+ Wit1
i=0
In der Formel dieser Giiten wird mit der Formel arcsin(||n x d||) fiir zwei normierte Vektoren n und
d der Wert des eingeschlossenen Winkels zwischen n und d berechnet. Dies kann iiber die Bezie-
hung ||n x d|| = ||n]| - ||d|| - sin = sin « eingesehen werden, wobei « € [0, 7] der von n und d
eingeschlossene Winkel ist (vgl. [10]).

Die Wahl der tangentialen Ausrichtungsgiite soll bewirken, dass die Ebenen der Schnittkonturen
moglichst senkrecht auf der Leitlinie stehen, d.h. dass die Tangenten die Normalenvektoren der
Schnittebenen sind. Dann ist n; x t; der Nullvektor und der Arcussinus Null. Dagegen erzwingt die
Parallelititsgiite eine moglichst parallele Ausrichtung benachbarter Konturen, d.h. dass die Differenz
d; der Normalenvektor n; der Schnittebene ist, so dass d; x n; der Nullvektor ist und der Arcussi-
nus Null ist. Dies soll durch die Abbildung 4.4 weiter verdeutlicht werden. Die Wahl der Gewichte

G tangentiale G
Ausrichtungsgiite

Parallelitéitsgijte\< r

i+1 v ;

N

it+1

Abbildung 4.4: Unterschied zwischen Parallelitdtsgiite und tangentialer Ausrichtungsgiite anhand ei-
nes Rohrschnittgebietes C; und Leitpunkten r; 1,1, r;41.

verlduft auch hier analog zu denen der Umfangsgiite beziehungsweise der Kriimmungsgiite.

4.1.6 Oberflichensteigungsgiite der Rohrschnittgebiete

Die in diesem Abschnitt priasentierte Oberflichensteigungsgiite der Rohrschnittgebiete geht auf Pie-
penstock [61] zuriick. Sie beschreibt den Winkel zwischen der Tangente der Leitlinie und einem
mittleren Steigungsvektor des Rohrschnittgebietes auf der Rohroberfldche.
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Definition 4.11
Sei S = [So,...,Su], S; = (Ci,r;),i=0,...,n, ein Schlauchstiitzstellenkantenzug und seien 6C7,
j =1,...,m, die Randkonturen eines von Polygonziigen berandeten beschrinkten Gebietes C' in der

j .
Ebene, 5C7 [pl, . ,pnj_l]. Sei
n der normierte Normalenvektor der Schnittkontur,

ni der normierte Normalenvektor des durch die Schnittebene geschnittenen Dreiecks, das die Punkte

p{C und pi_l von 6C7 erzeugt,

gg eine geschiitzte, normierte Oberflichensteigung von 6C7 mit

Jq .

S d(p]p]_y) 2mkinnl
i k=1 k> Fk—-1 |[n— nk (n, nk>||3
g, = ;

m—ld(pj pj ) n—ni'(nvnb

2 Pk Pl g o B

R B |
wobei py) = P, -1

Dann ist die Oberflichensteigungsgiite F, beziiglich C' gegeben als

m
Z (1 —|arcsin(|ln x g7[)]),i =0,...,n — 1.

J=1

Die Oberflichensteigungsgiite E, von S; und S;; ist definiert als
Eo[Si, Sit1] == wi (Eo(Ci) + Eo(Cit1)) -

Die Oberfldchensteigungsgiite von S ist definiert als

n—1

Eo(S) = Bo[So, .., Sn) := Y Eo[Si, Siyal,
=0

und die durchschnittliche Oberflichensteigungsgiite E, von S ist gegeben als

BolS) = B[S0, ., 5] = ————E,(S).

Z 2- Wy
1=0

Die Wahl der Gewichte ist auch hier analog zu der der Umfangsgiite zu sehen.

Mit dieser Heuristik wird ein Mall berechnet, das angibt, wie ausgeglichen die Dreiecke der Rohr-
oberfliache entlang der Konturen mit zugehdriger Schnittebene geneigt sind. Dazu wird angenommen,
dass bei ausgeglichenen Schnittkonturen die gewichtete Summe aller Dreiecksnormalen senkrecht zu
der Normalen der Schnittebene steht und damit der Arcussinus den Wert Eins hat.

Zur Berechnung eines solchen Mafles wird zu jedem Dreieck, das eine Schnittkontur auf der Rohr-
oberfliche durchlduft, ein Steigungsvektor berechnet. Dieser Vektor ist die Projektion der Schnitt-
ebenennormalen auf das entsprechende Dreieck. Die Projektion wird mit Hilfe des Orthonormalisie-
rungsverfahrens von E. Schmidt berechnet [27], d.h. bei entsprechender Notation

n— n{c - (n, ni)
J
k

g il

”n_ nk : (nan
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Bei zahlreichen Tests hat sich die Skalierung dieses Vektors mit

d(pl, pl_,)

n = mg, - (n,m) |2

als giinstig herausgestellt.

4.1.7 Verkniipfung der Teilzielfunktionen

Nachdem alle Teilzielfunktionen definiert wurden, stellt sich die Frage ihrer Verkniipfung. Die
Schwierigkeit ist, dass die einzelnen Zielfunktionen im Konflikt zueinander stehen, d.h. die Opti-
mierung der einen Teilzielfunktion bewirkt eine Verschlechterung einer anderen Teilzielfunktion.
Optimierungsprobleme kombiniert aus mehreren Teilzielproblemen werden als mehrkriterielle Op-
timierungsprobleme bezeichnet [20]. Bei der Analyse der potentiell interessanten Losungen ist der
Begriff der Pareto-Menge von Bedeutung [52]. Diese besteht aus den Losungen, deren Komponen-
tenfunktionstupel nicht durch andere Tupel dominiert werden. Ein n-Tupel A wird von einem anderen
n-Tupel B dominiert, wenn A in keiner Komponente kleiner als B ist. Dabei wird angenommen, dass
alle Komponentenfunktionen zu minimieren sind. Zur Spezifikation einer geeigneteten Losung aus
der Pareto-Menge ist die Konstruktion eines unikriteriellen Optimierungsproblems durch Bildung ei-
ner gewichteten Summe der Teilzielfunktionen ein weit verbreiteter Ansatz [52]. Die Auswahl wird
dabei durch die Wahl der Gewichte gesteuert.

Definition 4.12
Seien E;(.), i = 1,...,z, Teilzielfunktionen tiber der Menge der Schlauchstiitzstellenkantenziige.
Eine Funktion der Form

E():=) o Ei()
i=1

a; > 0, wird als linear gewichtete Zielfunktion bezeichnet. Ein Schlauchstiitztellenkantenzug heif3t
optimal, wenn er E/(.) minimiert.

Neben dem Auffinden eines optimalen Schlauchstiitztellenkantenzuges stellt sich die Frage nach der
Wahl der Gewichte, so dass dieser auch den gewiinschten Anforderungen geniigt. Die gewiinsch-
ten Anforderungen miissen subjektiv durch die anwendenden Personen eingebracht werden kénnen,
wozu die interaktive Exploration ein gangbarer Weg ist. Wiinschenswert hierbei ist, einen Satz von
Gewichten zu finden, der fiir eine gréBere Menge von Rohren gute Losungen liefert. Die Problematik
der Wahl der Gewichte wird in einem allgemeinerem Rahmen in Abschnitt 7.3 nochmals aufgegrif-
fen.

Beim hier behandelten Problem der Schlaucheinpassung sind zusitzlich zur Zielfunktion noch
die Nebenbedingungen zu beachten, die sich implizit aus den Definitionen von approximativen
Schlauchstiitzstellenkantenziigen beziechungsweise stiickweise linearen Schlauchapproximationen er-
geben. Im erstgenannten Fall sind dies die Disjunktheit der Schlauchstiitzstellen und der Verlauf der
Leitlinie im Inneren des Rohres. Demnach entspricht das vorliegende Optimierungsproblem einer
Optimierung mit Nebenbedingungen.

4.2 Zielfunktion fiir die Schlauchapproximation

Im vorherigen Abschnitt wurden Zielfunktionen zur Bewertung der Qualitdt von Schlauchstiitzstel-
lenkantenziigen angegeben. Die Definition von Zielfunktionen fiir stiickweise lineare Schlauchappro-
ximationen wird im Folgenden darauf zuriickgefiihrt. Dies geschieht iiber die diskretisierte lineare
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Schlauchapproximation aus Abschnitt 3.2.3. Eine stiickweise linearen Schlauchapproximation kann
unmittelbar zu einer diskretisierten stiickweise linearen Schlauchapproximation erweitert werden, in-
dem die linearen Teile entsprechend diskretisiert werden. Das Ergebnis ist ein Schlauchstiitzstellen-
kantenzug. Die Bewertung dieses Schlauchstiitzstellenkantenzuges mit den Giitefunktionen aus den
vorigen Abschnitten liefert die gesuchte Bewertung der gegebenen stiickweise linearen Schlauchap-
proximation.

Diese Vorgehensweise wird im Folgenden auf eine Weise formalisiert, die es erlaubt, das Ver-
fahren der dynamischen Programmierung, das im nédchsten Abschnitt fiir die Approximation mit
Schlauchstiitzstellenkantenziigen ausgefiihrt wird, unmittelbar auf die stiickweise lineare Schlauch-
approximation zu iibertragen. Der Ausgangspunkt ist die Beobachtung, dass alle Teilzielfunktionen
FE.,, aus den vorigen Kapiteln die Form

n—k
EenlS0,-- -+ 8n) =Y EenlSi .., Sisl
i=0
haben, wobei [Sy,...,S,] der gegebene Schlauchstiitzstellenkantenzug ist. Bei den aufgefiihrten

Giitefunktionen ist k = 1 oder k£ = 2. Die korrespondierenden Teilzielfunktionen E7,, fiir stiickweise
lineare Schlauchapproximationen werden auf analoge Weise definiert, wobei die Schlauchstiitzstellen
in diesem Fall die einzelnen linearen Schlauchapproximationen begrenzen. Dies ist Gegenstand der
folgenden Definition, die auf die Notation von Definition 2.29 zuriickgreift.

Definition 4.13
Sei

e S = (FE,C,r) eine stiickweise lineare Schlauchapproximation mitt; = t;r firt=20,...,n,
[ Sz = (C(E,(tz)),r(C(EZ(tl)))) mit Ei—l(ti) = El(tz) fiiri = 1, NN 1,
So == (C(Eo(to)), r(C(Eo(t0)))),

¢ Sp = (C(En1(tn)), r(C(En-1(tn))))-

die Schlauchapproximation zwischen S; und S, linear und [S;, Si’”l, S;”H, ..., Sit+1] eine

diskretisierte lineare Schlauchapproximation hiervon, i = 0,...,n — 1,

E., eine (k+1)-stellige Giitefunktion fiir Schlauchstiitzstellenkantenziige, k > 0,

m—Fk
dh. Een[Sh,..., Sy == Y EenlS},..., S, ;] fir einen Schlauchstiitzstellenkantenzug
i=0
[SGs - -5 S0 ]
Dann ist die Giitefunktion E}, fiir stiickweise lineare Schlauchapproximationen fiir [S;, ..., S;yx],

1=0,...,n—k, gegeben als
. B+l iyitl i+k—1,i+k
E;n[5i75i+17"'75i+k] = Een[Siasl 752 7"'7Si+17"'7Sni+k—l,i+k75i+k]

und fiir S = (E,C,r) durch

n—k
E:,(S) = Ef[So,- - Sul == Y B [Si ., Sivkl.
=0
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Obwohl damit letztendlich die Schlauchapproximation auch durch eine spezielle Art der Approxi-
mation mit Schlauchstiitzstellenkantenziigen durchgefiihrt wird, kann ein Vorteil darin liegen, dass
sie in vielen Fillen mit weniger freien Parametern, ndmlich linearen Segmenten beziehungsweise
explizit gegebenen Schlauchstiitzstellen auskommen kann. Dies ist besonders bei dem recht rechen-
aufwindigen Verfahren des néchsten Kapitels, das auf der dynamischen Programmierung beruht, von
Relevanz.



Kapitel 5

Schlaucheinpassung mit dynamischer
Programmierung

Ausgehend von der Formulierung des Schlaucheinpassungsproblems als Optimierungsproblem in
Anlehnung an die Einpassung aktiver Konturen, greift dieses Kapitel den Ansatz der dynamischen
Programmierung zu dessen Losung auf. Abschnitt 5.1 gibt eine Ubersicht iiber das Verfahren, das
in den darauffolgenden Abschnitten ausgearbeitet wird. Dies beginnt mit der Formulierung der Pro-
blemstellung in Bellman’scher Form und einem Nachweis der Bellman’schen Optimalitdtsbedingung
(Abschnitt 5.2). Diese Formulierung wird dann etwas abgewandelt, indem die zu Grunde liegende
Ordnung von Schlauchstiitzstellen aus Effizienzgriinden etwas eingeschrinkt wird (Abschnitt 5.3).
Der Suchraum des Optimierungsproblems ergibt sich dann als transitiver Kern der Ordnung, was
Gegenstand der Abschnitte 5.4 und 5.5 ist. Auf dieser Grundlage folgt dann in den Abschnitten 5.6
bis 5.8 die Beschreibung des eigentlichen Verfahrens. Das Kapitel endet mit einer experimentellen
Analyse des Verfahrens in Abschnitt 5.9.

5.1 Schlaucheinpassung mit dynamischer Programmierung

In diesem Kapitel wird das Schlaucheinpassungsproblem im Wesentlichen in Form der Berechnung
von approximierenden Schlauchstiitzstellenkantenziigen zu einem Rohr behandelt. Grundsitzlich
kann die Version der stiickweise linearen Schlauchapproximation entsprechend behandelt werden.
In diesem Fall sind zur Berechnung der entsprechenden Zielfunktion die Schlauchstiitzstellen durch
Interpolation zu verdichten, so wie dies am Ende von Kapitel 4 beschrieben wird.

Es wird ein Algorithmus auf Basis der dynamischen Programmierung vorgestellt, der eine gemal der
Zielfunktion ”gute” Leitlinie zu einem Rohr ermittelt. Notwendige Bedingung fiir die Anwendung der
dynamischen Programmierung (vgl. [6], [41], [76]) ist, dass die Gesamtaufgabe in gleichartige Teil-
probleme aufgespalten werden kann und sich eine optimale Gesamtldsung aus optimalen Losungen
der Teilprobleme zusammensetzen ldsst (Bellman’sches Optimalitétsprinzip, vgl. [6]). Dabei werden
die kleinsten Teilprobleme direkt gelost. Die optimalen Losungen der ndchstgroeren Teilprobleme
werden dann aus den bereits bekannten optimalen Losungen der kleineren Teilprobleme zusammen-
gesetzt. Dieses Vorgehen wird solange wiederholt, bis eine optimale Gesamtlosung gefunden ist.

Der Algorithmus gliedert sich in drei Schritte:

1. Ermittlung einer Konnektivititslinie: Die Konnektivititslinie soll eine kiirzeste Verbindung
der beiden Randkonturen sein.

64
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2. Wahl von Konstruktionspunkten: Auf der Konnektivitétslinie werden Konstruktionspunkte
ausgewihlt, an denen vorgegebene Konturenmengen generiert werden.

3. Auffinden der Rohrschnittgebiete: Es wird versucht, zu jedem Konstruktionspunkt ein Rohr-
schnittgebiet zu wihlen, so dass die Zielfunktion minimiert wird. Dies geschieht mit der Me-
thode der dynamischen Programmierung.

Fiir die Rohrschnittgebiete wird eine neue partielle Ordnung eingefiihrt. Die bisherige Ordnung <7
hat den Nachteil, dass im Allgemeinen fiir zwei Rohrschnittgebiete C; und Cs neue Teilrohre gebil-
det werden miissen und zusitzlich iiberpriift werden muss, ob C und C9 jeweils in einem der neuen
Teilrohre enthalten ist. Statt dessen wird eine Ordnung eingefiihrt, die die Konnektivitétslinie gemaf
des Satzes 2.10 verwendet. Dieser Test benotigt deutlich weniger Rechenzeit.

Das prisentierte Verfahren nutzt gegeniiber der direkten Anwendung der dynamischen Programmie-
rung die spezielle Struktur des Problems, um den Rechenaufwand zu reduzieren. Damit ist eine
Suchraumeinschrankung verbunden, die moglicherweise globale Optima beziiglich der urspriingli-
chen Problemdiskretisierung ausschlie3t, was jedoch, wie unten argumentiert werden wird, auf Grund
der Struktur des Problems nicht die Regel sein muss. Die Vorgehensweise besteht darin, sich auf sol-
che Schlauchstiitzstellenleitlinien zu beschrinken, die mdglichst fiir jeden Konstruktionspunkt genau
eine Schlauchstiitzstelle enthalten. Da dies, wie an einem Beispiel gezeigt wird, im Allgemeinen
nicht erreichbar ist, werden stattdessen Schlauchstiitzstellenfolgen betrachtet, bei denen die korre-
spondierenden Rohrschnittgebiete von zwei benachbarten Schlauchstiitzstellen im transitiven Kern
der partiellen Ordnung der Rohrschnittgebiete in Beziehung zueinander stehen. Die dadurch bewirkte
Reduktion der kombinatorischen Anzahl der Losungskandidaten ist nicht kritisch, da in einer all-
gemeinen Losung auch fiir die nicht beriicksichtigten Konstruktionspunkte eine Schlauchstiitzstelle
existieren sollte, die sich in die betrachtete Losung einpasst. Wenn die Kandidatenmenge an den Kon-
struktionspunkten hinreichend umfassend gewihlt wird und es tiberhaupt eine Losung gibt, sollte es
eine eingeschrinkte Losung geben, die der allgemeinen Losung nahe kommt oder sogar eine ver-
dichtete Erweiterung hiervon ist. Damit ist der zu erwartende Verlust an giinstigen Losungen durch
diese Einschrinkung gering. Dies soll durch die Abbildung 5.1 weiter verdeutlicht werden. Hier ist

Abbildung 5.1: Rohrschnittgebietfolge, die die Zielfunktion tatsdchlich minimiert (durchgezogene
Linien) und ein mit dem hier verwendeten Verfahren gefundenes Minimum (durch-
gezogene und gestrichelte Linien).

ein Teil eines Rohres mit Rohrschnittgebieten abgebildet. Das tatsdachliche Optimum der Zielfunktion
sei durch die durchgezogen dargestellten Rohrschnittgebiete symbolisiert. Die gestrichelt skizzierten
Rohrschnittgebiete zusammen mit den anderen Rohrschnittgebieten sollen das durch dieses Verfahren
generierte Optimum zeigen.

5.2 Formulierung als dynamisches Programmierproblem

Die Bestimmung von approximierenden Schlauchstiitzstellenkantenziigen mit dynamischer Program-
mierung geschieht auf einer endlichen Kandidatenmenge S von Schlauchstiitzstellen.
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Definition 5.1

Sei (W, R,, R.) ein Rohr, Cs eine endliche Menge von trennenden Rohrschnittgebieten und den Off-
nungen R, und R, mit einer partiellen Ordnung <. Sei S eine endliche Menge von Schlauchstiitz-
stellen S = (C,r) von W mit C' € Cgs. Ein gerichteter Graph G = (S, K) heifit Schlauchstiitzstellen-
graph, wenn fiir alle Kanten (S, S2) € K, S1 = (C1,1r1), S2 = (Ca,12), gilt:

1. C1 < (Cs.
2. Die Strecke zwischen ry und rs ist vollstindig im Inneren von W.

3. Falls eine stiickweise lineare Schlauchapproximation ermittelt werden soll, wird zusétzlich ge-
fordert, dass W (C4, C3) ein Teilrohr ist, auf dem eine lineare Schlauchapproximation existiert.

Der Schlauchstiitzstellengraph ist azyklisch, da die partielle Ordnung < azyklisch ist. Da jeder Teil-
graph eines gerichteten, azyklischen Graphen azyklisch ist und jeder gerichtete azyklische Graph
mindestens eine Quelle, d.h. einen Knoten mit nur auswérts gerichteten Kanten, und eine Senke, d.h.
einen Knoten mit nur einwirts gerichteten Kanten, enthilt, ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 5.2

Gegeben sei ein Schlauchstiitzstellengraph G = (S, K) eines Rohres W = W (C,, C.). Eine disjunk-
te Zerlegung von S in Teilmengen S;, i = 0, ..., m, heiit von G induzierte Schichtenzerlegung von
S, wenn gilt:

1. Sy enthilt genau die Quellen von G.

2. 841 enthilt genau die Quellen der nichtleeren Teilgraphen von G, die durch die Knotenmenge

7
S — U §; induziert werden.
J=0

In der Abbildung 5.2 ist ein Beispielgraph dargestellt, wobei die Késten Schlauchstiitzstellen und die
Pfeile Kanten reprisentieren.

|
2 []7

™

Quellen
von S,

Quellen
von S,

Quellen
von S,

Abbildung 5.2: Schichtenzerlegung
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Definition 5.3
Sei

e G = (S, K) ein Schlauchstiitzstellengraph,
e S,,S. C S disjunkte Mengen aus unabhingigen Knoten,

e F ecine linear gewichtete Zielfunktion aus Definition 4.12, die jedem Weg der Liange k+1in G
einen Gtitewert zuordnet, k > 1. Die Lange eines Weges wird durch die Anzahl seiner Knoten
gemessen.

Das Wegoptimierungsproblem besteht im Auffinden eines Weges [So, . .., Sy], (Si, Siv1) € K, i =
0,...,n—1,n>k mitSy € S,, S, € S,, der fiir die Zielfunktion

n—k
E[So,.., Sl =Y E[Si,..., Sits]

i=0
unter allen solchen Wegen den kleinsten Wert liefert.

Im Folgenden werden S, und S, als Teilmengen der ersten beziehungsweise letzten Schicht der
Schichtzerlegung von G angenommen.

Definition 5.4
Sei [S1,...,S}] ein Weg, E eine Zielfunktion wie in Definition 5.3. Dann bezeichnet

E*[S1,...,5};] den optimalen Wert E[Sy, ..., Sp]| € R unter allen Wegen, fiir die gilt:

1. S8,
2. Das Endstiick von [Sy,...,Sy,] stimmt mit [S7,...,S}] iberein, d.h. Sy,—; = S_,,
i=0,.. k-1,

E*[S1,...,5.] == 0 , falls es einen solchen Weg nicht gibt.

Um die dynamische Programmierung mit den Definitionen aus Kapitel 4 in Einklang zu bringen,
werden die Zielfunktionen, die lediglich zwei Stiitzstellen bendtigen, auf drei Stiitzstellen erweitert.
Sei F eine Zielfunktion fiir zwei Stiitzstellen. Die Zielfunktion £ fiir drei Stiitzstellen, die E ersetzt,
ist gegeben durch

E'[S;, Siv1, Siy2] = E[S;, Siv1] + E[Si41, Sita],

wobei S;, S;11 und S; o drei aufeinanderfolgende Stiitzstellen bezeichnen. Dadurch wird es moglich,
einen einheitlichen Wert fiir k& zu verwenden, hier also k = 2.

Satz 5.5
Sei [S1,...,S)] ein Weg, fiir den ein optimaler Wert E[Sy, ..., Sy,] gemiB der Definition 5.4 exi-
stiert. Es gilt

E*[S),.... L] = opt {E*[S},.... Sk ] + E[S),S54,..., 84| (S),8}) € K} .

Beweis
Nach Definition 5.4 gilt

E*[S],..., 8] = opt E[So,...,Sn],
[So,....Sm]EW]
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wobei Wlk die Menge aller Wege bezeichnet, die die Bedingung der Definition 5.4 erfiillen.
Esist S| ¢ S,, d.h. m > k,

opt E[So,...,Sn]

[S0s--,Sm]EW
m—k
= opt < E[S;, ..., Si+k]>
[S0,.-Sm]€EWF \ ;=0
m—1—k
= opt Z E[Si,...,5i+k]+E[Sm—ky---vsm]
[So,,Sm]eW \| =0
m—1—k
= opt E[SZ ,Sl_i_k]“‘E[Sm—k,Si»Sl/c]
[So0,--Sm]€EWF \ =0

= opt (E[SQ,...,Sm_k,SL...,S]{C_l]—I—E[Sm_k,51,...,51/€]),
[SOw-wSm}EWlk

wobei fiir m = k der erste Summand (Summe bis m — 1 — k = —1) als Null gesetzt werden muss.

In dem zweiten Summanden ist der Weg, abgesehen von dem ersten Segment, festgelegt. Die einzige
Bedingung an dieses Segment ist, dass eine Kante mit S| existiert, d.h. (S,,—x, S7) € K. Weil diese
Bedingung ohnehin erfiillt sein muss, kann damit der letzte Term auch geschrieben werden als

opt ( opt (E[So,...,Sm_k,Si,...,S;g_l]—i—E[Sm_k,Si,...,S,’C])> .
(Sm—1:S1)EL \[S0,...,Sm|EWE

Da durch die duBere Optimumsuche der beste Wert beziiglich S,,_j ermittelt wird, kann S,,_
beziiglich

opt (B[S0, St 1., Sha) + ElSmor, S, Sh])
[Sov---vs'rn}ewlk

als konstant angesehen werden. Ferner werden in dem ersten Summanden nur noch Wege betrachtet,
die bis S}, _; = Sy,—1 laufen. Damit kann die gesamte Optimumsuche geschrieben werden als

opt << opt E[So,...,Sm_k,Si,...,S,’g_l]> —|—E[Sm_k,Si,...,S,’g]> )
(Sm—k,S1)EL (S0, Sm—1]€EW] ™

Weiterhin ist S, ; auch Element des ersten Summanden, so dass erneut nach optimalen Wegen
gesucht wird, von denen die letzten £ Werte bekannt sind. Daher kann das innere Optimum durch E*
beschrieben werden, so dass dieser Term als

opt (E*[Sp—i, ST, - Sj_1) + E[Sm—k, ST, - - -, Si])
(Sm—k,S1)EX

zusammengefasst werden kann. Damit folgt die Aussage mit S)) := S,,_. O

Der Satz ist die Bellman’sche Optimalititsbedingung [6]. Zusammen mit den Schichten von S bildet
er die Grundlage fiir das stufenweise Vorgehen der Wegoptimierung durch dynamische Programmie-
rung.

In dem hier vorgestellten Verfahren der dynamischen Programmierung sollen Schlauchstiitzstellen-
kantenziige bestimmt werden, die moglichst eine Schlauchstiitzstelle fiir jeden Konstruktionspunkt
enthalten. Zur Beschreibung des Verfahrens ist der Begriff des direkten Vorgédngers hilfreich:
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Definition 5.6

Sei W ein Rohr und Cs eine endliche Menge von trennenden Rohrschnittgebieten und den Offnungen
R, und R, mit einer partiellen Ordnung <. Seien C,C’ € Cs mit C' < C'. Dann heiBt C’ direkter
Vorginger von C' genau dann, wenn es kein C” € Cg gibt mit C' < C” < C.

Rohrschnittgebiete, die direkte Vorgidnger zu einem Rohrschnittgebiet C' sind, sind paarweise nicht
vergleichbar. Andernfalls seien 0.B.d.A. V; und V5 zwei direkte Vorgéinger zu C' mit V; < V5. Dann
ist V1 < V5 < C und damit wire V; kein direkter Vorgidnger von C'.

Damit gilt:

Satz 5.7
Sei W ein Rohr und Cs eine endliche Menge von trennenden Rohrschnittgebieten und den Offnungen
R, und R, mit einer partiellen Ordnung <. Zu jedem C € Cg existiert genau eine maximale Menge
von direkten Vorgingern in Cgs, d.h. alle Mengen von direkten Vorgingern sind Teilmenge dieser
Menge.

Beweis
Sei C' € Cs. Wenn es keine direkten Vorginger zu C' gibt, ist die Menge der direkten Vorgéinger die
leere Menge und diese ist eindeutig.

Wenn es direkte Vorgéinger zu C' gibt, werde angenommen, dass es zwei maximale, nicht gleiche
Mengen von direkten Vorgéngern gibt. Seien V;(C) C Cs und V(C') C Cgs diese beiden Mengen,
mit V1 (C) # Va(C).

V1(C) und V5 (C') sind Mengen von direkten Vorgingern, d.h. fiir C',C” € V;(C), i = {1,2} gilt,
dass C’ und C” nicht vergleichbar sind.

Vi(C) # Vo (C), damit gibt es 0.B.d.A. C € V1 (C), Cy € Vo(C) mit Cy ¢ Vo(C). Weil V1 (C) und
V5(C) beide maximal sind und die Elemente jeweils aus V;(C') und V2 (C') nicht vergleichbar sind,
sind demnach C und C vergleichbar, denn sonst wire C; € Vo(C). O.B.d.A. sei C1 < Cy. Damit
ist C; kein direkter Vorginger von C, was ein Widerspruch zur Annahme ist. a

Bemerkung 1

Der Teilgraph eines azyklischen gerichteten Graphen, der genau die Kanten aus der direkten
Vorgingerbeziehung enthalt, wird in der Literatur als transitiver Kern (engl. transitive reduction) [42]
oder Hasse-Diagramm [55] bezeichnet.

Die Aussage des Satzes 5.7 kann auch wie folgt mit Hilfe von Aussagen aus der Literatur bewie-
sen werden. Aus dem Korollar 4.3 [42] folgt, dass der transitive Kern einer Halbordnung eindeutig
ist. Im transitiven Kern sind die Vorgénger stets nicht vergleichbar. Ferner ist eine Kante zwischen
zwei Knoten genau dann im transitiven Kern gemil3 des Lemmas 4.2 [42] enthalten, wenn zwischen
den Knoten die direkte Vorgidngerbeziehung besteht. Damit bildet die Vorgiingermenge im transitiven
Kern jedes Rohrschnittgebietes die eindeutige, maximale Menge der direkten Vorgénger.

5.3 Konnektivititslinienbezogene Formulierung

Mafgeblich fiir die Schichten sind die trennenden Rohrschnittgebiete. Als Hilfsmittel, anhand des-
sen entschieden werden kann, ob ein Rohrschnittgebiet trennend ist, kann eine Konnektivititslinie 1
verwendet werden. Es wird daher eine konnektivititslinienbezogene Kandidatenmenge C; von Rohr-
schnittgebieten und Offnungen generiert, wobei hierzu eine neue Ordnung, die auf 1 bezogen ist, ein-
gefiihrt wird. Hierbei wird die Aussage von Satz 2.10 verwendet, nimlich dass ein Rohrschnittgebiet
trennend ist, wenn das Rohrschnittgebiet eine ungerade Anzahl von Schnitten mit 1 besitzt.
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Definition 5.8
Sei 1 eine Konnektivititslinie auf W. Sei C' ein trennendes Rohrschnittgebiet. Dann bezeichnet s(C')
den ersten Schnittpunkt von 1 und 6C und e(C') den letzten Schnittpunkt von 1 und §C'.

Damit ergibt sich als neue Ordnung:

Definition 5.9

Sei 1 eine Konnektivititslinie. Seien C; und Cy zwei trennende Rohrschnittgebiete oder Offnungen
mit Konstruktionspunkten k; und ko, wobei im Fall C; = R,, i = 1,2, k; := 1(0) und im Fall
Ci =R, i=1,2,k; :=1(1) gesetzt wird.

Dann ist C; <; Cy genau dann, wenn eine der beiden folgenden Aussagen gilt:
1. Cl = CQ,

2. Cy und Cy sind disjunkt und der Konstruktionspunkt ko auf'1 liegt nach oder auf dem Punkt
e(C1) und der Konstruktionspunkt k, auf'1 liegt vor oder auf dem Punkt s(Cy).

Hiermit ldsst sich die konnektivititslinienbezogene Kandidatenmenge definieren:

Definition 5.10
Sei 1 eine Konnektivititslinie, [ki,...,k,_1] eine Folge von Konstruktionspunkten, ko := 1(0) und
k,, :=1(1). Eine konnektivititslinienbezogene Kandidatenmenge ist gegeben als

n

a:=J 7k,

i=0
wobei

1. F(k;) endliche Mengen von trennenden Rohrschnittgebieten C, mitk; € C,i =1,...,n—1,
sind und F (ko) := R, und F(k,) := R, ist und

2. firCy € F(k;) und Cy € F(kj),4,5 =0,...,n, mit C; <3 Cy auch Cy <7 C, gilt.

Eine konkrete Realisierung der Mengen F (k;) wird im Abschnitt 5.8 vorgestellt. Vermutlich ist die
Eigenschaft 2 in der Regel fiir alle Rohrschnittgebiete erfiillt. Dies ist jedoch auf Grundlage der bisher
bewiesenen Eigenschaften von Rohrschnittgebieten nicht klar. Diese Forderung wird fiir den Beweis
der Transitivitdt in dem folgenden Satz benétigt:

Satz 5.11
Die Relation < ist eine partielle Ordnung auf Cy.

Beweis
Zu zeigen: < ist reflexiv, antisymmetrisch und transitiv.

Reflexivitit: Dies ist durch 1. der Definition 5.9 erfiillt.

Antisymmetrie: Sei C; <; C5 mit Cy # Cy, d.h. C und C5 sind disjunkt. Dies bedeutet, dass ko
vor / auf e(C7) und k; vor / auf s(Cy) liegt. Wire zudem Cy <y C1, so gelte zusitzlich, dass
ki vor / auf e(Cy) und ko vor / auf s(C1) liegt. Demnach folgt, dass ko vor / auf s(C}) vor
/ auf ky vor / auf s(Cs). Da stets s(Co) vor / auf ko liegt, folgt daher k; = ks. Dies ist ein
Widerspruch zu der Voraussetzung, dass C; und C5 disjunkt sind.
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Transitivitit: Seien 0.B.d.A. C; # Cy # C3 mit C; <y Cy und Cs <; Cj. Damit gilt auch
C1 <7 Cyund Cy <7 Cjs. Ferner folgt aus der Transitivitit von <7, dass C; <p (14, also
insbesondere, dass C|” und C5" disjunkt sind. Ferner gilt wegen C7 <j (5, dass k; vor / auf
s(C2) und e(C1) vor / auf ko auf der Konnektivititslinie liegt. Ebenso gilt wegen Cy <; Cs,
dass ko vor / auf s(C3) und e(Cy) vor / auf k3 auf der Konnektivititslinie liegt. Demnach folgt,
dass e(C4) vor / auf ko vor / auf s(C'3) vor / auf k3 liegt und k; vor / auf s(C3) vor / auf kg vor
/ auf s(Cj5) liegt. Daraus folgt Cy <; Cs. a.

Bemerkung 2

Problematisch fiir den Beweis der Transitivitit von <y auf C ist, dass fiir drei Rohrschnittgebiete
C1,Cy und Cg mit C; <; C9 und Cy <; C3 gezeigt werden muss, dass entweder Cy = C3 oder
Cy und Cy disjunkt sind. Aus diesem Grund wird in der Definition 5.10 fiir Rohrschnittgebiete mit
C; <y O gefordert, dass auch C; <t C} erfiillt ist.

Bemerkung 3
Im Gegensatz zu der Eigenschaft 2 aus der Definition 5. 10 folgt im Allgemeinen aus C; <t C nicht,
dass C <; Cs. Die Abbildung 5.3 soll dies verdeutlichen. Hier ist ein Rohr mit drei Rohrschnittgebie-

C, G, G,
S(C1) k1 s(Cz) S(C3)
l
k,
e(C) e(G) e(G) ks R

Abbildung 5.3: Beispiel fiir die Ordnung von trennenden Rohrschnittgebieten entlang einer Konnek-
tivitdtslinie 1 (entnommen aus [61])

ten, der Konnektivititslinie 1 sowie den Konstruktionspunkten und ersten und letzten Schnittpunkten
der Rohrschnittgebiete dargestellt.

Betrachte die Rohrschnittgebiete C und Cs. Es ist C'y <t Cy, aber C'; <y Cj ist nicht erfiillt, da der
Konstruktionspunkt von Co zwischen dem ersten und letzten Schnittpunkt von 1 von C1 liegt.

Andererseits sind alle Bedingungen erfiillt, so dass C; <; Cs gilt.

Bei der Bestimmung von Mengen von direkten Vorgingern stellt sich die Frage nach deren Gestalt.
Es muss beriicksichtigt werden, dass die Verwendung von Konturen aus F(k;) nicht zwangsliufig
erzwingt, dass direkte Vorgidnger in F(k;_1) vorhanden seien miissen. Eine solche Situation ist in der
Abbildung 5.4 dargestellt.

Hier sind Rohrschnittgebiete zu drei Konstruktionspunkten dargestellt (gro3es Rohr). In den darunter
liegenden drei kleineren Rohren ist erkennbar, dass die Rohrschnittgebiete des mittleren Konstrukti-
onspunktes entweder alle Gebiete des vorhergehenden oder des nachfolgenden Konstruktionspunktes
schneiden, also die Rohrschnittgebiete nicht vergleichbar sind. Es ldsst sich keine Auswahl dreier
Gebiete an unterschiedlichen Konstruktionspunkten treffen, ohne dass sich zwei Konturen schnei-
den. Diese Situation wird Blockadesituation genannt. Eine solche Blockadesituation kann sich auch
iber zwei oder mehrere Konstruktionspunkte erstrecken. Diese Gegebenheit erhoht zwangslaufig den
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Abbildung 5.4: Blockadesitutation von Rohrschnittgebieten zu drei Konstruktionspunkten in einem
Zylinder (entnommen aus [61])

Aufwand, direkte Vorgénger zu finden. Im nichsten Abschnitt wird ein entsprechender Algorithmus
vorgestellt.

5.4 Bestimmung der direkten Vorginger

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie fiir eine gegebene Kandidatenmenge C; gemél Definition
5.10 zu einem gegebenen Rohrschnittgebiet C' € C; eine Menge von direkten Vorgidngern bestimmt
werden kann. Dabei wird die Ordnungsrelation <; verwendet.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, diese Menge zu bestimmen. In Aho [2] und Krayl [38] wird
die Ordnungsbeziehung <; auf Cj in einer Adjazenzmatrix abgespeichert. An der Position (7, j) steht
eine 1, wenn C; <y C}, andernfalls steht an der Stelle eine 0. Auf Basis dieser Matrix wird eine neue
Adjazenzmatrix erzeugt, die dann die direkte Vorgidngerschaft reprisentiert, d.h. steht an der Position
(4,7) eine 1, so ist C; ein direkter Vorgidnger von C;, andernfalls ist C; kein direkter Vorgénger von
C;.In La Poutré [42] wird eine Input-Matrix N erzeugt. An der Position (i, j) steht dabei die Anzahl
der méglichen Wege, um von C; zu C; iiber einen Weg C; = C°,... ,C" = C; zu gelangen, mit
cm < Ccmtl m = 1,...,n — 1. Der transitive Kern ist dann durch die Elemente gegeben, deren
Eintrdge in NV eins sind.

In dieser Arbeit wird der transitive Kern mit einem Verfahren bestimmt, das sich an gewiinschte
Gegebenheiten anpasst. Es erlaubt, eine Auswahl aus der Menge der direkten Vorginger eines Rohr-
schnittgebietes C' zu bestimmen und damit eine geringere Rechenzeit zu erzielen. So ist es in der
Regel ausreichend, Schlauchstiitzstellen zu ermitteln, so dass die Konstruktionspunkte der Vorgéinger-
Rohrschnittgebiete benachbart sind und in der unmittelbaren Nachbarschaft von C liegen. Sollte es zu
C direkte Vorginger mit Konstruktionspunkt k¢, geben, so muss ein direkter Vorginger Cly, dessen
Konstruktionspunkt “weit” von k¢, entfernt ist, eine sehr ’schrige” Lage im Rohr haben, um die
direkte Vorgingerbeziehung zu erfiillen. Ein solches Rohrschnittgebiet ist allerdings fiir eine optima-
le Schlaucheinpassung nicht wiinschenswert. Diese Einschriankung hat zudem den Vorteil, dass sich
nicht nur der Rechenaufwand bei der Bestimmung der direkten Vorgédngern selbst reduziert, sondern
auch bei den Algorithmen, die die Mengen der direkten Vorginger verwenden.

Es wurde bereits gezeigt, dass die Rohrschnittgebiete, die in der Menge der direkten Vorgidnger ge-
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speichert sind, paarweise nicht vergleichbar sind. Diese Eigenschaft wird bei der Bestimmung des
transitiven Kerns durch eine Hilfsmenge von nicht vergleichbaren Rohrschnittgebieten beriicksich-
tigt. Die beiden genannten Mengen sind Gegenstand der folgenden Definition.

Zur einfacheren Beschreibung des Algorithmus werden folgende Mengen definiert:

Definition 5.12
Sei [kq,...,k,—1] eine Folge von Konstruktionspunkten auf einer Konnektivitiitslinie 1, ko := 1(0)
und k,, := 1(1). Dann bezeichnen

V(C), C € F(k;),i=1,...,n, die endliche, maximale Menge von direkten Vorgéiingern aus Cj,

I(C), C € F(k;), i = 2,...,n, die Menge der Rohrschnittgebiete C' mit C' ¢ F(k;), j =
1,...,1—1, die mit C beziiglich <, nicht vergleichbar sind.

Das vorgestellte Verfahren bestimmt zunichst zu jedem Rohrschnittgebiet C' die Menge V(C'). Im
Abschnitt 5.5 wird gezeigt, wie der Algorithmus verdndert werden kann, um eine reduzierte Menge
von direkten Vorgédngern, wie oben beschrieben, zu ermitteln.

Die Grundidee des dazu verwendeten Algorithmus besteht darin, alle generierten Rohrschnittgebiete
in der Reihenfolge der ihnen zugeordneten Konstruktionspunkte zu durchlaufen und zu jedem Gebiet
C die jeweilige Menge V(C') zu bestimmen und abzuspeichern. Dabei wird verwendet, dass

1. die Konstruktionspunkte der direkten Vorginger vor dem von C' liegen,

2. die direkten Vorginger paarweise beziiglich <; nicht vergleichbar sind,

3. die Menge V(C') Obermenge aller Mengen von direkten Vorgédngern von C'ist,
4. < eine partielle Ordnung und insbesondere transitiv ist.

Die Eigenschaften 1 und 2 legen die im Verlauf des Algorithmus zu untersuchenden Kandidaten fest.
Insbesondere erlaubt die Eigenschaft 2 die Menge der untersuchten Schnittkonturen einzuschrinken.
Zu diesem Zweck wird zu jedem Rohrschnittgebiet die Menge Z(C') von Rohrschnittgebieten unter-
halten, deren Konstruktionspunkte vor dem von C' liegen und die mit C' beziiglich <; nicht vergleich-
bar sind.

Die Eigenschaft 3 erlaubt die Hinzunahme von nicht vergleichbaren Vorgingern von C' in einer be-
liebigen Reihenfolge beim Aufbau von V(C'), da das Endergebnis nach Satz 5.7 eindeutig ist.

Die Eigenschaft 4 bedeutet, dass fiir den Fall, dass zwei Rohrschnittgebiete C und Cy mit C'; <; Co
betrachtet werden, Rohrschnittgebiete D mit D <; C} nicht weiter beriicksichtigt werden miissen, da
diese wegen der Eigenschaft 2 nicht als direkte Vorgédnger in Frage kommen.

Der Algorithmus durchliduft die Konstruktionspunkte in aufsteigender Reihenfolge. Die Rohrschnitt-
gebiete eines Konstruktionspunktes werden in beliebiger Reihenfolge abgearbeitet. Fiir jedes Rohr-
schnittgebiet C' werden die Mengen V(C') und Z(C') komplett ermittelt, bevor zum nichsten Rohr-
schnittgebiet libergegangen wird. Zu Beginn sind V(C') und Z(C') leere Mengen.

Zur Bearbeitung des aktuellen Rohrschnittgebietes C' wird eine Kandidatenliste £ von Rohrschnitt-
gebieten initialisiert. £ wird sukzessive von vorn abgearbeitet, wobei die bearbeiteten Schnittgebiete
in £ entfernt werden, aber in der Regel auch neue Rohrschnittgebiete an £ angefiigt werden. Die
Bearbeitung endet, wenn L leer ist.

Die Rohrschnittgebiete in £ haben die Eigenschaft, Vorgidnger von C' zu sein. Ferner sind alle Rohr-
schnittgebiete in £ paarweise nicht vergleichbar.
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Zur Initialisierung von £ durchlduft der Algorithmus zunichst die Konstruktionspunkte, die vor dem
Konstruktionspunkt k; von C' liegen, in fallender Reihenfolge. Dieser Durchlauf endet am ersten
Konstruktionspunkt k;, j < ¢, zu dem es ein Rohrschnittgebiet gibt, das Vorgénger von C' ist. Alle
Rohrschnittgebiete mit Konstruktionspunkt k;, die die Eigenschaft haben, Vorginger von C' zu sein,
werden in £ aufgenommen.

Bei der Abarbeitung von £ wird das jeweils erste Rohrschnittgebiet C’ aus £ entfernt. Dann werden
die Mengen V(C) und Z(C') sowie £ aktualisiert:

Zur Aktualisierung von V(C') wird iiberpriift, ob C’ mit allen Rohrschnittgebieten in der aktuellen
Menge V(C') nicht vergleichbar ist. Wenn dies der Fall ist, wird C’ in V(C') eingefiigt. Andernfalls
wird C’ verworfen.

Die Aktualisierung von Z(C') geschieht dadurch, dass diejenigen Rohrschnittgebiete aus Z(C”) in
Z(C) eingefiigt werden, welche mit C beziiglich <; nicht vergleichbar sind.

Die restlichen Rohrschnittgebiete C” aus Z(C”) werden zur Aktualisierung von £ verwendet. Dabei
werden zunichst alle Rohrschnittgebiete Cz aus £ entfernt, fiir die Oy <; C” < C ist. Dann wird
C" in L eingefiigt, sofern es kein Schnittgebiet C in £ gibt, fiir dass C” <} Cp ist.

Der Algorithmus lisst sich wie folgt zusammenfassen:
Algorithmus ’Berechnung der Mengen direkter Vorginger”

Eingabe:

n
Eine konnektivititslinienbezogene Kandidatenmenge C; := |J F(k;).
=0

Ausgabe:
Die Mengen V(C') aller Gebiete C' € C;.
Ablauf:
fort=1,...,ndo
for all C' € F(k;) do
V(O) = 0;
Z(C) =0,
L =0;
J=1
repeat
J=7-1L

for all C’ € F(k;) do
if C’ und C sind beziiglich <; vergleichbar then
fiige C’ in L ein;
else
fiige C" in Z(C') ein;
end if
end for
until £ # 0

while £ # () do
entferne erstes Element C aus L;
/* Aktualisiere V(C') */
if V(C') # 0 then
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if C’ ist mit allen Elemente in V(C') beziiglich < nicht
vergleichbar then
fiige C" in V(C') ein;
end if
else
fiige C’ in V(C) ein;
end if
for all C” € Z(C') do
/* Aktualisiere Z(C') */
if C” ist mit C' beziiglich <; nicht vergleichbar then
fiige C" in Z(C) ein;
/* Aktualisiere £ */

else
losche alle C, € L mit Cp <; C" < C aus L;
if es existiert kein Cz € £ mit C” <; Cf then

fiige C” in L ein;

end if

end if

end for
end while
end for

end for

Mit den folgenden Aussagen wird die Korrektheit des Algorithmus nachgewiesen.

Lemma 5.13
Nach jeder Aktualisierung von V(C') sind alle Rohrschnittgebiete in V(C') paarweise beziiglich <,
nicht vergleichbar. Sie sind alle Vorgéinger von C'.

Beweis

Dies folgt aus der Konstruktion von V(C') im Algorithmus. Zunéchst werden in der repear-Schleife
die ersten direkten Vorgénger ab dem Konstruktionspunkt von C' in fallender Reihenfolge gesucht.
Anschliefend werden nur solche Rohrschnittgebiete C’ zu V(C') hinzugenommen, mit C’ <; C' und
die mit allen Elementen aus V(C') beziiglich <j nicht vergleichbar sind. O

Lemma 5.14
Nach jeder Aktualisierung sind alle Rohrschnittgebiete in L paarweise beziiglich <y nicht vergleich-
bar. Sie sind alle Vorgéinger von C.

Beweis

Zunichst werden in der repeat-Schleife die ersten direkten Vorgdnger ab dem Konstruktionspunkt
von C in fallender Reihenfolge gesucht und in £ eingefiigt. In der while-Schleife werden nur Rohr-
schnittgebiete in £ eingefiigt, die mit C' beziiglich <; vergleichbar sind und deren Konstruktionspunkt
vor dem von C' liegt. O

Lemma 5.15
Wenn zwei Rohrschnittgebiete C' und C' beziiglich <) nicht vergleichbar sind und der Konstruktions-
punkt von C’ vor dem von C' beziiglich 1 liegt, wird von dem Algorithmus C’ in Z(C') eingefiigt.

Beweis
Der Beweis erfolgt mit vollstindiger Induktion iiber die Folge der Konstruktionspunkte zwischen C”



76 KAPITEL 5. DYNAMISCHE PROGRAMMIERUNG

und C.

Induktionsanfang: n = 1
Zwischen C’ und C liegt genau ein Konstruktionspunkt. Dadurch wird in der repeat-Schleife C” in
Z(C) eingefiigt.

Induktionsschluss: n — n + 1
Induktionsvoraussetzung: Die Aussage sei fiir n Konstruktionspunkte zwischen C’ und C erfiillt.

Sei C'4 das erste Rohrschnittgebiet in der repeat-Schleife, das in £ eingefiigt wird. C'4 liegt demnach
an dem Konstruktionspunkt, an dem die repeat-Schleife beendet wird.
Es kénnen zwei Fille auftreten:

1. Der Konstruktionspunkt von C” liegt nicht vor dem von Cjy.

2. Der Konstruktionspunkt von C” liegt vor dem von C'4.

zu l:
Weil C’ und C beziiglich <) nicht vergleichbar sind, wird C’ in der repeat-Schleife in Z(C') eingefiigt.

zu 2:

Wegen der Transitivitit von <; sind C'4 und C’ nicht vergleichbar. Wiren sie vergleichbar, so kénnte
auf Grund der Lage der Konstruktionspunkte nur C’ <; C'4 gelten. Da nach Voraussetzung Cy <, C'
gilt, wiren C’ und C vergleichbar.

Nach Definition von Z(C}y) gilt daher C’ € Z(C4): da der Konstruktionspunkt von C4 vor dem
von C' liegt, kann die Induktionsvoraussetzung mit C' = C'4 und C’ angewendet werden. Demnach
wird von dem Algorithmus C” in Z(C'4) eingefiigt, so dass zum Zeitpunkt der Abarbeitung von C
tatsidchlich auch C’ in Z(C4) liegt. Daraus und da C4 ein direkter Vorginger von C' ist, ergibt sich,
dass C" wihrend der Durchfiihrung der while-Schleife fiir C' in Z(C') eingefiigt wird. a

Lemma 5.16
Nach Abarbeiten von L enthilt V(C') nur direkte Vorgénger von C'. D.h. es gibt kein Rohrschnittgebiet
C’, so dass C"" <y C" <, C fiir ein Rohrschnittgebiet C” in V(C).

Beweis

Nach dem Lemma 5.13 enthilt V(C') nur Vorgidnger. In dem Algorithmusteil ”Aktualisiere V(C')”
werden ferner nur Elemente aus £ verwendet. Angenommen, es existiert ein Rohrschnittgebiet C’, so
dass C" <; C" <; C zu einem C” € V(C).

(" ist nach Voraussetzung mit allen Elementen aus V(C') nicht vergleichbar. In V(C') sind nach Kon-
struktion die direkten Vorgénger enthalten, die am ersten Konstruktionspunkt liegen, der tiberhaupt
direkte Vorgidnger enthilt. Dies wird in der repeat-Schleife erreicht. Dies bedeutet, dass nach dem
Lemma 5.15 C” € Z(Cy) gilt, wobei Cy ein direkter Vorgéinger an dem ersten Konstruktionspunkt
ist, der direkte Vorginger enthilt. Wegen der Transitivitit von < ist C’ mit diesem Rohrschnittge-
biet Cy nicht vergleichbar, denn andernfalls wire C” <; C’ <; Cy und damit wiren C” und Cy
vergleichbar. Der Konstruktionspunkt von C’ liegt vor dem von C'y . Andernfalls wire C” ein direk-
ter Vorginger am ersten Konstruktionspunkt und dadurch wird C” wegen C” <; C” nicht in V(C)
eingefiigt. Nach dem Lemma 5.15 wird C” in Z(Cy) eingefiigt und bei der Aktualisierung von £
beriicksichtigt. Damit bleibt aber C” nicht in £ enthalten beziehungsweise wird nicht in £ eingefiigt.
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. O

Satz 5.17
Nach Abarbeiten von L ist V(C') maximal. D.h. es gibt keinen Vorgénger von C, der mit allen Schnitt-
gebieten in V(C) beziiglich <; nicht vergleichbar und nicht Element von V(C) ist.



5.5. AUFWAND DES VERFAHRENS 77

Beweis

Sei C' € Cyund V(C') die vom Algorithmus "Berechnung der Mengen direkter Vorgéinger” generierte
Menge von direkten Vorgidngern. Nach dem Lemma 5.16 ist die generierte Menge Teilmenge der
Menge von direkten Vorgéngern. Es bleibt zu zeigen, dass sie maximal ist.

Wenn es direkte Vorginger von C' gibt, werden diejenigen in der repeat-Schleife gefunden, die als
erste in absteigender Richtung der Konstruktionspunkte beziiglich 1 vor dem Konstruktionspunkt von
C liegen. Daher kann V(C') # () angenommen werden. Angenommen, es gibe ein C” € (), das mit
allen Elementen aus V(C') nicht vergleichbar ist, aber durch den Algorithmus ist C” ¢ V(C).

Sei C' € V(C). Weil die ersten direkten Vorginger in absteigender Richtung beziiglich 1 von C
gefunden werden, liege der Konstruktionspunkt von C” vor dem von C’. Weil C’ nach Voraussetzung
als direkter Vorginger von C' gefunden und C” nach dem Lemma 5.15 in Z(C’) eingefiigt wird,
wird somit spitestens in der while-Schleife C” in V(C') eingefiigt. Dies bedeutet, dass die getroffene
Annahme falsch ist. O

Dies zeigt die Korrektheit des vorgestellten Verfahrens.

5.5 Aufwand des Verfahrens zur Bestimmung der direkten Vorganger

In diesem Abschnitt wird die Laufzeit und der Speicherplatzbedarf des vorgestellten Algorithmus
abgeschitzt.

Es gilt:

Satz 5.18
Sei [kq,...,k,_1] eine Folge von Konstruktionspunkten auf einer Konnektivititslinie 1, ko := 1(0)
und k,, :=1(1) und

e m die maximale Anzahl von Rohrschnittgebieten pro Konstruktionspunkt,
° = rc{lag{j — i+ 1k; € 6C"k; € 6C",C",C" € I(C),j > i} die maximale Linge des
€0y
Bereiches von Konstruktionspunkten, der von einem Rohrschnittgebiet oder einer Offnung C
und einem Element aus Z(C') begrenzt wird,

o (p = Cr%axﬁ{j — i+ 1k; € 6C.k; € 6C',j > i}, die maximale Léinge des Bereiches von
) 'e

Konstruktionspunkten, der wéhrend der Lautzeit durch die Elemente aus £ begrenzt wird,

® 3= Iélag({j —i+1k; € 6C" k; € 6C",C",C" € V(C),j > i} die maximale Lange des
S€]

Bereiches von Konstruktionspunkten, der von Elementen aus V(C') eines Rohrschnittgebietes
oder Offnung C' begrenzt wird.

Dann benoétigt der Algorithmus “Berechnung der Mengen direkter Vorginger” eine Laufzeit
O((c1 +1)-(n+1) - m?+ca-c3-(n+1)-m3+c1-c- (n+1)-m*) und einen Speicherplatz
von O((c1 + c2 +¢3) - (n+ 1) - m?).

Beweis

In den beiden duBeren for-Schleifen im Algorithmus werden alle Rohrschnittgebiete betrachtet. Dies
bedeutet, es handelt sich um Schleifen iiber insgesamt (n + 1) - m Rohrschnittgebiete. In diesen
Schleifen ist die repeat-Schleife enthalten, in der O((¢; + 1) - m) Elemente betrachtet werden, da
nach der Voraussetzung hochstens ¢; + 1 Konstruktionspunkte betrachtet werden miissen, um einen
direkten Vorgénger zu finden. In den beiden du3eren Schleifen ist zudem die while-Schleife enthalten,
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in der iiber die Menge L iteriert wird. Diese Menge wird zum einen in der repeat-Schleife erzeugt,
zum anderen wird sie in der while-Schleife erweitert. Insgesamt werden hierfiir nach Voraussetzung
O(c2-m) Rohrschnittgebiete betrachtet. In dieser while-Schleife wird zu dem jeweils aktuellen Rohr-
schnittgebiet C' die Menge V(C') gefiillt. Dabei wird iiberpriift, ob die entsprechenden Elemente mit
den bereits abgespeicherten Rohrschnittgebieten in V(C') beziiglich <j nicht vergleichbar sind, d.h.
es wird eine Laufzeit O(c3-m) bendtigt. AnschlieBend werden in der for-Schleife die entsprechenden
Hilfsmengen Z(C') und £ aktualisiert. Diese Schleife lduft wegen den getroffenen Annahmen iiber
O(c1 - m) Rohrschnittgebiete. In dieser Schleife werden bei der Aktualisierung von £ alle O(cy - m)
Rohrschnittgebiete aus £ tiberpriift, bevor ein Rohrschnittgebiet in £ eingefiigt wird. Insgesamt ergibt
das eine Laufzeit von O((c1 +1) - (n+1) - m? +ca-c3- (n+1) -m3 +c¢1 -3 - (n+1)-mh).

Fiir den bendtigten Speicherplatz ist zu beachten, das zu jedem Rohrschnittgebiet C' drei Mengen im
Algorithmus erzeugt werden, Z(C'), V(C') und L. Die Menge Z(C') benétigt wegen den getroffenen
Annahmen einen Speicherplatz von O(c; -m), £ einen Platz von O(c2-m) und die Menge V(C') einen
Bedarf von O(c3 - m). Damit ist der erforderliche Speicherplatz durch O((cy +co+c3) - (n+1)-m?)
beschriinkt. O

Piepenstock [61] hat als Beschleunigung des Verfahrens vorgeschlagen, die Anzahl an repeat- und
while-Schleifendurchlidufen zu begrenzen. Dies kann in dem hier vorgestellten Algorithmus durch
eine Begrenzung der Werte c1, co und c3 konkretisiert werden. Zum einen ist es im Allgemeinen aus-
reichend, direkte Vorgénger nur in der unmittelbaren Nachbarschaft zu suchen, d.h. ¢; < 3. Sofern
dies nicht fiir die Rohrschnittgebiete erfiillt ist, ist in der Regel ein Grund in starken Schriglagen der
Rohrschnittgebiete untereinander zu suchen, was fiir eine erwartete Leitlinie nicht wiinschenswert
ist. Zum anderen geht in der Regel keine fiir eine optimale Losung benétigte Kombinationsmdoglich-
keit verloren, falls co = c3 = 2 gewihlt wird, d.h. falls ab dem Konstruktionspunkt k;, an dem als
erstes ein direkter Vorgiinger gefunden wurde, héchstens die Rohrschnittgebiete an dem Konstruk-
tionspunkt k; 1 betrachtet werden. Dadurch ergibt sich eine Laufzeit von O((n + 1) - m*) und ein
Speicherplatzbedarf von O((n + 1) - m?). Im theoretischen, unrealistischen Worst-Case-Fall, d.h.
c1 = c3 = c3 = (n + 1) ergibt sich somit eine Laufzeit von O((n + 1)% - m*) und ein Speicherplatz-
bedarf von O((n + 1)? - m?).

Der Speicher- und Zeitaufwand der von Aho [2] und La Poutré [42] vorgestellten Algorithmen zur
Berechnung des transitiven Kerns der Halbordnung <; wird durch den Aufwand einer Matrizen-
mulitplikation zweier ((n + 1) - m) x ((n + 1) - m)-Matrizen dominiert. Nach einer von Wegener
[77] (1996) und Robinson [63] (2005) erstellten Ubersicht ist mit dem von Coppersmith und Wino-
grad [15] vorstellten Verfahren aus dem Jahr 1988 mit einer Laufzeit von O(((n + 1) - m)?-38) die
bisher bestmogliche Laufzeitermittlung der Matrixmultiplikation erreicht worden. Jedoch beinhaltet
dieses Verfahren eine grole Anzahl von Operationen, die in der O-Notation enthalten sind. Deren
Vernachlédssigung wird erst bei sehr groen Matrizendimensionen moglich. Demnach ist nach Wege-
ner [77] die erste Arbeit von Strassen [72] aus dem Jahr 1969 bislang die einzige Methode, die die
Schulmethode mit der Laufzeit von O(((n + 1) -m)?3) fiir realistische Werte von (n + 1) - m iibertrifft.
Die Methode von Strassen [72] benétigt eine Laufzeit von O(((n + 1) - m)*®!). Somit hat das vor-
gestellte Verfahren zur Ermittlung der eingeschrinkten Menge der direkten Vorgénger eine bessere
Laufzeit, falls (n+1)-m?* < z1-((n+1)-m)*8, 21 € R,ist, d.h. m < 29+ (n+1)1°2, 25 € R. Dies
bedeutet, dass mit wachsender Anzahl von Konstruktionspunkten iiberproportional mehr Schnittge-
biete pro Konstruktionspunkt moglich sind, ohne den Aufwand gegeniiber dem anderen Verfahren
zu verschlechtern. Beziiglich des Speicherplatzbedarfes lésst sich feststellen, dass das Verfahren von
Strassen [72] einen Aufwand von O(((n + 1) - m)?) hat, also das vorgestellte, eingeschriinkte Ver-
fahren fiir alle n, m einen geringeren Bedarf hat.

In dem vorgestellten Algorithmus werden Rohrschnittgebiete in einer Menge £ abgespeichert. Bei
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der Uberpriifung, ob die Elemente paarweise nicht vergleichbar sind, kénnen nach einem beschleu-
nigenden Vorschlag von Piepenstock [61] diejenigen Rohrschnittgebiete ausgespart werden, die den
gleichen Konstruktionspunkt haben. Da fiir die Bestimmung der direkten Vorgiinger wegen der pra-
xisnahen Annahme c; < 3und ¢y = c3 = 2 gewihlt wurde, ergibt sich eine Reduzierung der Laufzeit
um den Faktor 2. Dies kann dadurch eingesehen werden, dass bei der Aktualisierung von £ nur noch
maximal m statt maximal co - m = 2 - m Rohrschnittgebiete betrachtet werden miissen.

In der Diplomarbeit von Piepenstock [61] wird diese Beschleunigung zur Berechnung der direkten
Vorginger angewendet. Dies ergibt sich durch eine etwas andere Wahl der zu Grunde liegenden Da-
tenstruktur. Hier wird anstelle von L eine Liste von Rohrschnittgebieten verwendet, wobei jede Men-
ge eines Listeneintrags den gleichen Konstruktionspunkt besitzt. Der Vorteil des Verfahrens dieser
Dissertation ist die Konzentration auf das Wesentliche, die eine iiberschaubarere Formulierung des
Korrektheitsnachweises erlaubt, der in der Diplomarbeit nicht gefiihrt wurde.

5.6 Bestimmung einer optimierten approximierenden Schlauchstiitz-
stellenfolge

Nun sind die Voraussetzungen zur Formulierung des Verfahrens der Bestimmung einer optimierten
approximierenden Schlauchstiitzstellenfolge mit der in Abschnitt 5.1 geschilderten Einschrinkung
der Suche der dynamischen Programmierung auf direkte Vorgédnger gegeben. Ausgehend von der
Kandidatenmenge C; sowie der Menge von direkten Vorginger zu jedem C' € Cj, die zuerst ermittelt
werden, wird zunéchst ein Schlauchstiitzstellengraph G; erzeugt. Dafiir sind zwei Schritte erforder-
lich:

Erzeuge angepasste Kandidatenmenge C{'
Ausgehend von den direkten Vorgingern von R, werden lediglich diejenigen Rohrschnittge-
biete C'in V(R,) belassen, wenn die Verbindung der Leitpunkte von R, und C innerhalb des
Rohres verlauft. Als Leitpunkt wird der Schwerpunkt des Rohrschnittgebietes beziehungsweise
der Offnung gewihlt. Sollte eine stiickweise lineare Schlauchapproximation ermittelt werden,
wird zudem {iberpriift, ob auf dem Teilrohr W (C, R, ) eine lineare Schlauchapproximation exi-
stiert. Dadurch ergibt sich die Menge V*(R.) von angepassten direkten Vorgidngern von R..
Anschlieend wird iterativ zu allen Rohrschnittgebieten aus V*(R,) die Menge deren direkter
Vorginger analog angepasst. Die Vereinigung aller dieser betrachteten Mengen von angepas-
sten direkten Vorgéngern ergibt dann eine neue angepasste Menge C{' von Rohrschnittgebieten.

Erzeuge Schlauchstiitzstellengraph G, auf C{
Der Graph G, = (S, K) ist dann dadurch gegeben, dass fiir S; = (C1,r1) und So = (Cy, r2),
C1,C5 € Cf' genau dann eine Kante (S1,.S2) € K existiert, wenn C € V*(Cy) ist.

Ausgehend davon kann nun die eigentliche Suche nach einer optimierten Schlauchstiitzstellenfolge
angegeben werden. Hierfiir wird der Begriff des direkten Vorgiingers von Rohrschnittgebieten auf
Schlauchstiitzstellen in dem Graphen G erweitert. Zu jedem S € S besteht die Menge V*(S) C S
aus genau denjenigen Schlauchstiitzstellen Sy, fiir die (Sy, S) € K gilt.

In der folgenden Darstellung des Algorithmus, die einer Formulierung in der Diplomarbeit Piepen-
stock [61] folgt, werden Zwischenergebnisse in Tripelform abgespeichert. Zu S € S werden Wege
[S0, 51, .-+, S;, 5] als Tripel

(S0, [S1,---,5;5, E)

betrachtet, mit

1. einem Eintrag einer Vorgingerstiitzstelle Sy, die zur Rekonstruktion benétigt wird,
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2. einer maximal k£ — 1 Schlauchstiitzstellen umfassenden Folge S1,...,S;mitj =1,... k—1,
von Vorgingern von S und Nachfolgern von Sy und

3. einem Wert E der die Bewertung der besten auf [Si, ..., S}, S] endenden, bisher gefundenen
Teilfolge mit Sy ¢ S, enthilt.

Algorithmus ”Berechnung einer optimierten approximierenden Schlauchstiitzstellenfolge”

Eingabe:

1. Die Mengen V*(S), S € &), zu einem Graphen G; = (S, K), wie zuvor definiert.

2. Die von G induzierte Schichtenzerlegung S;, 7 = 0,...,[, von S nach Definition 5.2.
Ausgabe:

Eine Zuordnung von optimierten Bewertungen E sowie Vorgéinger-Stiitzstellen .S zu Stiitzstel-
lenfolgenenden der Lénge k.

Ablauf:
for all S € Sy do
initialisiere die Menge der S zugeordneten Tripel Z(S) = {(—,[],0)};
end for
fori=1,...,ldo
forall S € S; do
initialisiere Z(S) = 0;
for all Vorgénger von S, € V*(S) do
for all zugeordneten Tripel (-, [S1,. .., 5], E) € Z(S,) do
/* falls Z(S) = () wird die for Schleife mit j = 0 betreten */
if j = k — 1 then
if £(S1,...,5;,8,,9) liefert eine giiltige Bewertung then
newkE := E + E(S1,...,54,5,95);
if 3(So, [S2,...,5;, 5], E") € Z(S), So, E' beliebig then
if newE eine bessere Bewertung als F’ ist then
ersetze im gespeicherten Zuordnungseintrag den Wert £’ durch
newkF und die Vorgéngerstiitzstelle Sy durch Sy;

end if
else
fiige (S1,[S2,...,S},S,], newE) zur Menge Z(.S) hinzu;
end if
end if
else
fige (—, [S1,...,95;,5],0) zur Menge Z(.S) hinzu;
end if
end for
end for
end for

end for

Ist das Optimum gefunden, soll nicht nur dessen Wert, sondern die dazugehorige Folge aus der Menge
der Gesamtfolgen ausgegeben werden. Diese ldsst sich leicht rekonstruieren, da in dem Tripel zu
einem Folgenende aus £ Stiitzstellen die Vorgéingerstiitzstelle mit abgespeichert ist.
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Algorithmus ”’Rekonstruktion einer optimierten approximierenden Schlauchstiitzstellenfolge”
Eingabe:

1. Die Stiitzstellen S,.

2. Die vom Algorithmus “Berechnung einer optimierten approximierenden Schlauchstiitz-
stellenfolge” berechneten Zwischenergebnisse in Form der Zuordnungs-Tripel zu den ge-
gebenen Stiitzstellen Z(.5).

Ausgabe:
Eine vom obigen Algorithmus bestbewertete Schlauchstiitzstellenfolge

Ablauf:
Unter allen S € S, und allen Zuordnungstripeln (So, [S1, ..., Si], E) € Z(S) suche
eines mit dem besten £-Wert und das dazugehorige S
if es existieren keine solche Tripel then
der obige Algorithmus hat keine Folge der gewiinschten Art gefunden;
gebe eine entsprechende Meldung aus und Ende des Algorithmus;
end if
repeat
fiige das aktuelle S vorn an die Ausgabefolge an;
if Sy definiert then
suche das Zuordnungstripel (S0, [S1, - .., Sj], ) € Z(5;) fiir das
S1=S0,...,8; = Si—1 gilt;
else
suche solches mit S = S1,..., 57 = ;1 (bei i = list j = 0);
end if
S =25
i =Js
S(] :S(,],...,Si :S§;
until: = 0
fiige das aktuelle S' vorn an die Ausgabefolge an;

Um unnoétige Sonderfille und Ausnahmen zu vermeiden, die die Lesbarkeit dieses Algorithmus stark
beintrachtigen, wird die Zuweisung auch von nicht definierten Werten zugelassen. Dies ist beispiels-
weise in der drittletzten Zeile fiir Sy = S, der Fall, falls der else-Zweig ausgefiihrt wird. In solchen
Fillen wird die Zuweisung nicht durchgefiihrt.

Dieser Algorithmus gilt fiir die Schlauchstiitzstellenapproximation und die diskretisierte stiickweise
lineare Schlauchapproximation gleichermaBen. Der Unterschied ergibt sich durch die verwendete Be-
wertungsfunktion, die entweder nur die Stiitzstellen oder die Scharen zwischen den Stiitzstellen, wie
in den Abschnitten 4.1 und 4.2 beschrieben, bei der Berechnung beriicksichtigt.

Der Algorithmus setzt das Prinzip der dynamischen Programmierung direkt fiir die gegebene Situati-
on um, woraus seine Korrektheit unmittelbar gegeben ist.

5.7 Aufwand des Verfahrens zur Bestimmung einer optimierten appro-
ximierenden Schlauchstiitzstellenfolge

In diesem Abschnitt soll die Laufzeit sowie der benétigte Speicherplatzbedarf des Algorithmus “Be-
rechnung einer optimierten approximierenden Schlauchstiitzstellenfolge” untersucht werden.
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Satz 5.19
Sei [ky,...,k,,—1] eine Folge von Konstruktionspunkten auf einer Konnektivitiitslinie 1, ko := 1(0)
und k,, :=1(1) und

e m die maximale Anzahl von Rohrschnittgebieten pro Konstruktionspunkt,
e k -+ 1 die Anzahl der Parameter der Zielfunktion,
e c3 wie in Satz 5.18.

Dann bendétigt der Algorithmus “Berechnung einer optimierten approximierenden Schlauchstiitzstel-
lenfolge” eine Laufzeit O(ck -m**+' - (n+ 1)) und einen Speicherplatz von O(ck~* -mF - (n41)-k).

Beweis

Der vorgestellte Algorithmus bildet alle erlaubten Teilfolgen der Linge k41 und bewertet diese. Nach
Voraussetzung ist m die maximale Anzahl an Rohrschnittgebieten pro Konstruktionspunkt. Gemaf
der Konstruktion von c3 konnen direkte Vorgédnger eines Rohrschnittgebietes beziehungsweise einer
Offnung an c3 benachbarten Konstruktionspunkten liegen. Damit ist die Zahl der Teilfolgen der Linge
k + 1, die bei einem Rohrschnittgebiet C' enden, beschrinkt durch O(c% - m*). Weil zu jedem der
(n + 1) - m Rohrschnittgebiete solche Teilfolgen gebildet werden, ist die Laufzeit beschrinkt durch
O(ck -m*t. (n+1)).

Wie im Algorithmus ersichtlich, werden Wege der Linge k zu jedem Rohrschnittgebiet gespeichert.
Weil jedoch die erste Schlauchstiitzstelle jedes Weges so gewihlt ist, dass die Bewertung des Weges
minimal ist, ist der Speicherplatzbedarf durch O(c5~' - m* - (n + 1)) beschriinkt ist. Zu jeder dieser
Bewertungen miissen jedoch auch die k Stiitzstellen der Teilfolge mit aufgezeichnet werden. Es ergibt
sich ein Speicherplatzbedarf von O(cl?f_1 -mF.n k). O

5.8 Hierarchische Suche

Bislang wurde die Menge F(k;) von Rohrschnittgebieten zu den Konstruktionspunkten zwar ge-
nannt, aber noch nicht konkret mit Rohrschnittgebieten gefiillt. Dies soll in diesem Abschnitt gesche-
hen.

Es wird dazu eine diskrete Folge von Punkten [kq,...,k,_1] in vorgegebener Dichte auf der Kon-
nektivitdtslinie bendtigt. Eine Moglichkeit sind dquidistante Punktfolgen. Diese lassen sich wie folgt

berechnen:
i—1
Zu einem n € IN und einer Konnektivititslinie 1 = [rg,...,r,,] sei mit L; := ) d(r;,r;j41) die
i=0
Berechnungsvorschrift fiir die Konstruktionspunkte

2i — L Lis1 — x;
PO kS-S B I
? L — L Liyi—L; "
mitLigmj:Lm-%§Li+1,j:1,...,n—1.

Aus algorithmischer Sicht ist es empfehlenswert zu vermeiden, dass Konstruktionspunkte auf Knoten
der Konnektivititslinie fallen (vgl. Abschnitt 3.2.2), da es sonst aufwéndiger ist, trennende Rohr-
schnittgebiete zu generieren.

Die Laufzeitbetrachtungen aus den Sitzen 5.18 und 5.19 zeigen, dass die Anzahl der Konstruktions-
punkte und die Anzahl von Rohrschnittgebieten pro Konstruktionspunkt mehr als linear in Zeit- und
Speicherbedarf eingehen konnen. Eine feine Diskretisierung, die die Chance des Erreichens einer gu-
ten Approximation des urspriinglich kontinuierlichen Problems erhoht, kann somit hohen, wenn nicht
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unpraktikablen Rechenaufwand zur Folge haben. Im Folgenden wird eine hierarchische Suche zur
Minderung dieser Schwierigkeit skizziert, die heuristisch ist, da sie nicht notwendigerweise globale
Optima findet. Sie ist in der Diplomarbeit von Piepenstock [61] in der folgenden Weise konkretisiert
worden.

Ausgehend von einer relativ groben Menge an Rohrschnittgebieten wird eine Losung mit dem be-
schriebenen Algorithmus ermittelt. Zu jeder Kontur der Losung wird dann ein feinerer Suchraum
bereitgestellt. Dabei gilt der Grundgedanke, dass das Verfahren eine Losung gefunden hat, die nahe
an der optimalen Losung liegt. Dieses Verfahren wird bis zu einem gegebenen Maf} wiederholt, um
so dem Optimum nzher zu kommen. Diese Methode hat natiirlich den Nachteil, dass so in lokalen
Minima steckengeblieben werden kann.

Ausgehend von einer Startnormalen ng erstreckt sich der Bereich moglicher Normalen n in einem
Winkelbereich a zwischen 0 und 5 um eine Achse senkrecht zu der Normalen sowie in einem Bereich
[ zwischen 0 und 27 um die Normale selbst. Die Abbildung 5.5 soll dies verdeutlichen. Zu jeder Start-

Abbildung 5.5: Rotation um eine Ausgangsnormale (entnommen aus [61])

normalen wird mittels einer von Piepenstock [61] vorgeschlagenen Wahrscheinlichkeitsverteilung ei-
ne feste Anzahl von Normalenvektoren ermittelt. Diese Normalenvektoren sollen zusammen mit den
jeweiligen Konstruktionspunkten trennende Rohrschnittgebiete erzeugen. Dabei sind die Ausgangs-
normalen der ersten Iteration mittels eines Zufallsgenerators erzeugt worden. Die Ausgangsnormalen
weiterer Iterationen sind durch den gefundenen optimierten Schlauchstiitzstellenkantenzug gegeben.
Sollte eine Ausgangsnormale kein trennendes Rohrschnittgebiet erzeugen, wird mittels eines Zufalls-
generators solange eine neue Normale bestimmt, bis ein trennendes Gebiet entsteht. Sollte durch
Rotation der Ausgangsnormale ein ungiiltiges Rohrschnittgebiet entstehen, wird eine neue Normale
bestimmt, bis auch diese ein trennendes Rohrschnittgebiet erzeugt.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung beriicksichtigt beispielsweise, dass der Oberfldchenteil der Ein-
heitskugel mit der Parametrisierung o € [0, {g] und B € [0,27[ kleiner ist als der mit a €
(2 — Z.Z] = [4%,Z] und B € [0,2n]. Dadurch wird insgesamt eine ausgeglichenere Verteilung
der Normalenvektoren erreicht. Ferner wird von Iteration zu Iteration der Wertebereich von oo immer

weiter eingeschrénkt, d.h. a € [0, max], Otmax < 3.

In der Abbildung 5.6 wird die Einschrinkung der Normalenvektoren selbst, in der Abbildung 5.7 die
Auswirkungen fiir die Rohrschnittgebiete erkennbar.
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Abbildung 5.6: Beispiel schrittweise eingeschriankter Normalenrichtungen auf einer Halbkugel (ent-
nommen aus [61])

Abbildung 5.7: Beispiel schrittweise eingeschrinkter Normalenrichtungen in einem Rohr; es ist zu
erkennen, dass der Rotationsbereich der Rohrschnittgebiete immer kleiner wird (ent-
nommen aus [61]).

5.9 Experimentelle Analyse

Gegenstand dieses Abschnitts ist die experimentelle Evaluierung des Verfahrens, das in diesem Kapi-
tel vorgestellt wurde, sowie der Tragfihigkeit der Modellierung des Problems der Schlaucheinpassung
anhand der Losungen, die dieses Verfahren liefert. Die Evaluierung basiert auf einer Implementie-
rung, die in der Diplomarbeit Piepenstock [61] durchgefiihrt wurde. Dieser Arbeit entstammen auch
im Wesentlichen die Abschnitte 5.9.1 und 5.9.2, die unter Mitwirkung des Autors der Dissertation
entstanden sind. Abschnitt 5.9.3 erweitert erste, in der genannten Diplomarbeit durchgefiihrte Unter-
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suchungen auf zwei Fallstudien unterschiedlicher Charakteristik und analysiert diese weitergehend.

Die Analyse beginnt mit einer Untersuchung der Wirkung der Verfahrensparameter. Daran schliefen
sich die Analyse des Verhaltens der einzelnen Giitefunktionen und des Einflusses der Gewichte in der
Gesamtzielfunktion an. SchlieBlich wird noch auf die benétigte Rechenzeit eingegangen.

5.9.1 Untersuchung von Verfahrensparametern

In diesem Abschnitt werden die Auswirkungen der Verfahrensparameter in dem vorgestellten Ver-
fahren untersucht. Damit ist die Generierung der diskreten Rohrschnittgebiete entlang der Konnekti-
vitétslinie, also die Einschrinkung des Suchbereichs der Rohrschnittgebierte durch Winkel in jedem
Konstruktionspunkt sowie die Anzahl an Rohrschnittgebieten pro Konstruktionspunkt gemeint. Fer-
ner ist die Wahl der Konstruktionspunkte selbst ein Parameter, der das Ergebnis beeinflussen kann.

Die Wahl der Parameter fiir die Winkeleinschrinkung aus dem Abschnitt 5.8 bei der Erzeugung von
Rohrschnittgebieten an Konstruktionspunkten erweist sich als schwierig. Wahlt man die Werte zu
restriktiv, kann zum einen das tatsidchliche Optimum nicht gefunden werden. Zum anderen besteht so
bei zu dicht zusammenliegenden Konstruktionspunkten die Gefahr, dass Blockadesituationen auftre-
ten, so dass eine Losung entweder nicht alle Konstruktionspunkte beriicksichtigt oder im Extremfall
keine Losung existiert. Andererseits bedeutet eine zu grofiziigige Wahl der Parameter einen viel zu
grofen Suchraum von nicht mehr praktikablem Ausmaf.

Eine Wahl von sinnvollen Werten héngt von der jeweiligen Rohrgeometrie und der Dichte der Kon-
struktionspunkte ab. Sie lassen sich nicht allgemeingiiltig vorgeben. Allerdings konnen die Anwen-
denden nach einigen Optimierungsschritten erkennen, in welchem Bereich geeignete Werte zu finden
sind.

Zudem ist die Wahl der Dichte der Konstruktionspunkte, die durch deren Anzahl gegeben ist, kritisch.
Auch hier kann eine zu hohe Anzahl von Punkten und zu geringe Anzahl von Rohrschnittgebieten pro
Punkt Blockadesituationen hervorrufen. Die Folge ist, dass dann Konstruktionspunkte iibersprungen
werden, was die Laufzeit des Verfahrens erhoht. Somit fiihrt eine hohe Zahl von Konstruktionspunk-
ten automatisch zu einer hohen Zahl von Rohrschnittgebieten pro Punkt und damit zu einer sehr hohen
Laufzeit des Verfahrens. Andererseits bedeutet eine zu geringe Wahl von Konstruktionspunkten, dass
die Leitlinie selbst nur sehr grob ist. Dieser Punkt wird allerdings im Abschnitt 7.2 noch weiter un-
tersucht, in dem die Rolle der diskretisierten, stiickweise linearen Schlauchapproximation betrachtet
wird. Es wird gezeigt, dass mit Schlauchapproximationen, die eine geringe Anzahl von Konstrukti-
onspunkten besitzen, gute Ergebnisse fiir die Leitlinie erzielt werden konnen.

Das Diagramm in der Abbildung 5.8 zeigt am Beispiel eines kurzen, zylindrischen Rohres, wie mit
steigender Anzahl von Konstruktionspunkte (Zahl an den Kurven) die Anzahl der Rohrschnittgebiete
pro Punkt steigen muss, damit die gleiche Anzahl an Optimierungsldaufen (Anzahl der Iterationen)
ohne Blockadesituation auftritt.

Beispielsweise benotigt eine Konnektivititslinie mit vier Konstruktionspunkten etwa fiinf Rohr-
schnittgebiete pro Punkt um 14 Optimierungsdurchldufe zu generieren. Schon bei fiinf Konstrukti-
onspunkten werden {iber zehn Rohrschnittgebiete bendtigt, um die gleiche Anzahl an Iterationen der
hierarchischen Suche zu bekommen.

In der Abbildung 5.9 sind die Auswirkungen der Geschwindigkeit der Einschriankung der Parame-
ter dargestellt. Es wurden insgesamt sechs Messungen durchgefiihrt, in denen sukzessive die Win-
keleinschriankung schneller wurde und zugleich weniger Rohrschnittgebiete pro Konstruktionspunkt
erzeugt wurden. Die Untersuchungen wurden fiir das Rohr durchgefiihrt, welches in der Abbildung
5.10 skizziert ist. Dieses Rohr ist im Prinzip ein gerader Zylinder mit einem Radius von 1 und einer
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Abbildung 5.8: Abhingigkeit von der Anzahl der Rohrschnittgebiete zum Vermeiden von Blockade-
situationen; jede Kurve im Diagramm gehort zu einer festen Anzahl von Konstrukti-
onspunkten, die jeweils den Kurven angefiigt ist (entnommen aus [61]).

Linge von 55, der an insgesamt fiinf Stellen aufgeweitet wurde.

Auf der Ordinate ist die Grofe der Zielfunktion aufgetragen und auf der Abszisse die Anzahl der ver-
wendeten Iterationen. Hierbei besitzt die mit dem Buchstaben a gekennzeichnete Kurve die langsam-
ste Winkeleinschrinkung und gréBte Anzahl an Rohrschnittgebieten pro Konstruktionspunkt, wohin-
gegen die mit dem Buchstaben f gekennzeichnete die schnellste Winkeleinschrankung und geringste
Anzahl an Rohrschnittgebieten représentiert. Die restlichen Kurven sind gemél der Reihenfolge des
Alphabets in die Werte von a und f eingeordnet.

Es wird deutlich, dass die mit dem Buchstaben a gekennzeichnete Kurve gemessen an der Anzahl der
Iterationen deutlich langsamer die Zielfunktion minimiert als die anderen Kurven. Allerdings wird die
Zielfunktion hierdurch nahezu am besten minimiert. Dagegen kann festgestellt werden, dass die mit
d gekennzeichnete Kurve die Zielfunktion der Groe nach am schlechtesten minimiert. Dies bedeutet
also zusammenfassend, dass bei geringerer Anzahl an Rohrschnittgebieten pro Konstruktionspunkt
und einer schnelleren Winkeleinschrinkung die Zielfunktion in lokalen Minima gefangen werden
kann und nicht das globale Minimum findet. Dies muss allerdings nicht zutreffen, denn die mit e
gekennzeichnete Kurve liegt deutlich besser an dem besten erreichten Wert der Zielfunktion als d.

5.9.2 Untersuchung der einzelnen Giitefunktionen

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Untersuchung der einzelnen Giitefunktionen aus der Zielfunkti-
on. Thre Probleme und Auswirkung werden separat fiir jede Funktion betrachtet.

Zentrumsgiite

In den experimentellen Untersuchungen dieses Kapitels werden nur Rohre betrachtet, bei denen sinn-
volle Losungen aus Schlauchstiitzstellen bestehen, deren Rohrschnittgebiete genau eine Randkontur
haben und die zudem die Eigenschaft haben, dass deren Schwerpunkt im Inneren des Rohrschnittge-
bietes liegt, so wie dies fiir die Anwendung in der Umformtechnik von Interesse ist. Dies macht es
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Konvergenzverhalten im Vergleich der Winkeleinschrinkung und der Anzahl der
Rohrschnittgebiete pro Konstruktionspunkt; hierbei besitzt die mit dem Buchstaben a
gekennzeichnete Kurve die langsamste Winkeleinschriankung und die grofite Anzahl
an Rohrschnittgebieten pro Konstruktionspunkt und die mit dem Buchstaben f ge-
kennzeichnete Kurve die schnellste Winkeleinschrinkung und die geringste Anzahl
an Rohrschnittgebieten pro Konstruktionspunkt. Die restlichen Kurven sind gemif
der Reihenfolge des Alphabets in die Werte a bis f eingeordnet (entnommen aus [61]).

\

Abbildung 5.10: Beispielrohr, an dem das Konvergenzverhalten verschiedener Parameter gezeigt

wird
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moglich, den Leitpunkt als den Schwerpunkt fest zu wéhlen und die Randbedingung des Verlaufs des
Leitpolygonzuges im Inneren des Rohres trotzdem erfiillen zu kénnen. Diese Lage entspricht dem
Optimum beziiglich der Zielfunktion der Zentrumsgiite. Das bedeutet, dass die Zentrumsgiite aus der
Zielfunktion, die durch den Algorithmus zu optimieren ist, entfernt wurde.

Das Ausschalten der Zentrumsgiite als Teil der Zielfunktion bewirkt eine Einschrankung des Such-
raumes. Angesichts der gewiinschten und in der Regel erfiillbaren Lage der Leitlinie relativ zu den
Rohrschnittgebieten einer guten Losung erscheint dies jedoch nicht zu restriktiv. Der Gewinn besteht
in einer Einsparung von Berechnungsaufwand, da die Dimensionen des Suchraums entfallen, die von
den Leitpunkten definiert werden.

Umfangsgiite und Flichengiite

Weil die Konstruktionspunkte der Rohrschnittgebiete auf dem Rand gewéhlt wurden, ist die Umfangs-
und Fliachengiite in der vorliegenden Situation ein ungiinstiges Maf3. Bei einem Kegelstumpf ist in-
tuitiv eine Folge von Kreisscheiben, die von Schnittebenen senkrecht zur Achse des Kegelstumpfes
induziert werden, eine giinstige Schlaucheinpassung. Hingegen ist bei gleichem Konstruktionspunkt
das Rohrschnittgebiet mit geringstem Umfang beziehungsweise kleinstem Fldcheninhalt nicht ein
Kreis, sondern eine Ellipse. Dies soll durch die Abbildung 5.11 weiter verdeutlicht werden. Hier

C\|D

k

Abbildung 5.11: Kreis ist nicht der Schnitt mit geringstem Umfang

ist ein Schnitt durch einen Kegelstumpf dargestellt. Fiir die Schlaucheinpassung giinstig wére der
Kreis D als Rohrschnittgebiet, tatséchlich besitzt allerdings C' mit dem gleichen Konstruktionspunkt
k einen kiirzeren Umfang.

Eine Moglichkeit zur Behebung dieser Schwierigkeit konnte eine modifizierte Umfangs- beziehungs-
weise Fliachengiite sein, die sich als Quotient der Giite des betrachteten Rohrschnittgebietes C' und der
Giite eines Rohrschnittgebietes ergibt, das den Leitpunkt r(C') von C enthilt und die Giite minimiert.
Da die Berechnung dieser minimalen Giite relativ zeitaufwindig ist, wurde diese Giitefunktion nicht
weiter verfolgt. In empirischen Tests hat sich gezeigt, dass die Oberflachensteigungsgiite, die Paralle-
litatsgiite und die tangentiale Ausrichtungsgiite die durch die Umfangs- und Flidchengiite erwiinschte
Wirkung zeigen, so dass die Umfangs- und Flichengiite in der zu optimierenden Zielfunktion nicht
berticksichtigt werden.

Oberflichensteigungsgiite

Diese Giite verwendet die Ausrichtung der von einem Rohrschnittgebiet geschnittenen Dreiecke. Da-
bei ist das Ziel, dass die Oberflachensteigung moglichst senkrecht zum Schnittebenenvektor steht.

Allerdings hat dieses Giitemal} Problemfille, bei denen sich nicht das erwartete Verhalten zeigt. In der
Abbildung 5.12 ist die Entwicklung dieser Giite in einem kreisrunden Rohr gegeniiber der Neigung
der Konturebenen dargestellt. Zum einen ist ein gerader Zylinder verwendet worden, zum anderen
ein konisches Rohr, welches in der Abbildung 5.13 zu sehen ist. Die gewlinschte Leitlinie ist in bei-



5.9. EXPERIMENTELLE ANALYSE 89

-

/
/
/
/

Bewertung durch Oberflichensteigungsgiite >
Bewertung durch Oberflichensteigungsgiite
™~

> -
Neigung der Kontur gegen das Rohr Neigung der Kontur gegen das Rohr
Rohrtyp: gerades Rohr Rohrtyp: konisches Rohr

Abbildung 5.12: Werte der Oberfldchensteigungsgiite fiir zwei Beispielrohre (entnommen aus [61])

Abbildung 5.13: Rohr mit der erwarteten Leitlinie und zwei Rohrschnittgebieten mit gleichem Kon-
struktionspunkt, bei denen die Oberflachensteigungsgiite minimal ist.

den Fillen eine Gerade. Die bewerteten Rohrschnittgebiete wurden um einen festen Rotationspunkt
gedreht. Die Rotationsachse ist hierbei senkrecht zur Leitlinie gewéhlt. Bei dem Zylinder liefert der
senkrechte Beschnitt den besten Wert. Bei den Werten der Oberflichensteigung fiir das konische Rohr
erkennt man allerdings zwei Minima. Die dazugehorigen Rohrschnittgebiete sind in der Abbildung
5.13 zusammen mit dem Rohr und der erwarteten Leitlinie dargestellt. Hier besteht somit die Gefahr,
dass eine Schriglage bevorzugt wird. Dies bedeutet fiir das dargestellte Rohr eine schlechtere Leitli-
nie, da der Schwerpunkt des schrigen Beschnittes nicht auf der erwarteten Leitlinie liegt. Allerdings
sind in der Regel die anderen Giiten so gewihlt, dass sie solche Fehllagen nicht unterstiitzen.

Ferner zeigt sich bei Rohren, die starke Kriimmungsidnderungen an der Oberflidche besitzen, dass die-
se Heuristik keine verwendbaren Resultate liefert. In Hinblick auf den Anwendungsbereich in der
Umformtechnik konnen diese Probleme allerdings vernachléssigt werden, da solche Rohre praktisch
nicht vorkommen.
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Parallelitiitsgiite und tangentiale Ausrichtungsgiite

Diese Giiten orientieren sich nicht lokal an einem Rohrschnittgebiet, sondern verwenden Informa-
tionen aus benachbarten Rohrschnittgebieten. Experimentell wurde beobachtet, dass diese Giiten
sich gut mit der Oberflachensteigungsgiite erginzen. Diese Ausrichtungsgiiten scheinen eine gute
Ergénzung zu den unerwiinschten Minima der Oberflachensteigungsgiite zu sein. Ein solches Verhal-
ten ist in den Abbildungen 5.14 und 5.15 dargestellt.

Abbildung 5.14: Die Oberflichensteigungsgiite alleine erreicht ein lokales Minimum (entnommen
aus [61])

Abbildung 5.15: Zusammen mit den Neigungsheuristiken werden senkrechte Schnitte erzeugt (ent-
nommen aus [61])

Allerdings gibt es auch bei diesen GiitemafBen Probleme. Beim Ubergang von einem geraden in einen
gekriimmten Bereich, beziehungsweise umgekehrt, versuchen diese Giitemalle auch die Rohrschnitt-
gebiete zu neigen. Hier zeigt sich allerdings, dass beide Giiten zusammengenommen dafiir sorgen,
dass die Rohrschnittgebiete intuitiv korrekt ausrichtet sind. Ein solches Verhalten ist in den Abbil-
dungen 5.16 bis 5.18 dargestellt.

Gleichzeitig ist in den Abbildungen 5.16 und 5.17 zu erkennen, dass in dieser Situation auch die Ober-
flichensteigungsgiite diesen beiden Ausrichtungsgiiten entgegenwirkt, was in zahlreichen Versuchen
bestitigt wurde. Damit zeigt sich, dass sich diese drei Giitemalie gut ergénzen.

Kriimmungsgiite

Die Auswirkungen dieser Giite lassen sich einzeln nur bedingt testen. Durch diese Giite wird die Kur-
ve, die durch die Schwerpunkte der Rohrschnittgebiete gegeben ist, geglittet. Das Minimum dieses
Wertes ist eine Gerade. Durch die Rohrform bedingt, ist dies allerdings nicht immer moglich, wenn
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Abbildung 5.16: Schwierigkeiten der Parallelititsgiite (entnommen aus [61])

Abbildung 5.17: Schwierigkeiten der tangentialen Ausrichtungsgiite (entnommen aus [61])

bedacht wird, dass die Leitlinie innerhalb des Rohres verlaufen soll. Dementsprechend erzwingt eine
geringere Kriimmung automatisch schrige Schnitte, was exemplarisch an einem Beispiel dargestellt
wird (vgl. Abbildung 5.19). Hier sind drei Rohrschnittgebiete zusammen mit den Leitpunkten in ei-
nem Bogen skizziert.

Die Kriimmung ist ferner mit dem Abstand der Leitpunkte skaliert. Durch die Schrigstellung wird
nicht nur die Kriimmung geringer, sondern der Abstand der Leitpunkte gréBer, was somit den Effekt
des Kippens noch weiter verstirkt. Relativ hohe Kriimmungen sind dann an kurzen Segmenten zu er-
warten. SchlieBlich wird fiir die Rohrenden keine Kriimmung berechnet, was einer Kriimmung Null
entspricht. Dies bedeutet, dass die Rohrschnittgebiete noch weiter am Rand gekippt werden. Diese
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Abbildung 5.18: Die Effekte bei der Anwendung beider Giitemalle heben sich auf (entnommen aus
[61])

-

Abbildung 5.19: Schrige Rohrschnittgebietslagen bei der Verwendung der Kriimmungsgiite (ent-
nommen aus [61])

Schriglage wird dann zudem durch die Parallelitétsgiite auch auf Nachbargebiete iibertragen.

5.9.3 Untersuchung des Einflusses der Gewichte in der Zielfunktion

In diesem Abschnitt wird zum einen das kombinierte Verhalten der Giitefunktionen in Hinblick auf
ihre wechselseitige Beeinflussung untersucht. Zum anderen wird die Erreichbarkeit der anwendungs-
seitig als giinstig angesehenen Losungen als iiber die Zielfunktion beschriebene giinstige Losungen
analysiert.

Wie bereits oben erwihnt, erzwingt die Kriimmungsgiite Schriglagen von Rohrschnittgebieten. Das
Ergebnis ist dann eine Leitlinie mit geringerer Kriimmung, allerdings kann sie die intuitiv geforderte
Leitlinie stark verlassen. Dies beruht auf der Tatsache, dass das Rohr selbst gekriimmt ist und somit
auch die intuitiv gewiinschte Leitlinie ein gewisses Mall an Kriimmung aufweisen muss. Es wurde
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beobachtet, dass das Verfahren sehr sensibel auf das Kriimmungsgewicht reagiert. Zu kleine Gewich-
te bei der Kriimmungsgiite filhren zu kaum Einfluss, wihrend zu grofle Gewichte die Leitlinie zu
stark verformen. Insbesondere durch die Parallelititsgiite werden auch benachbarte Rohrschnittge-
biete gekippt. Insgesamt wurde festgestellt, dass die Kriimmungsgiite nicht in kontrollierbarem Malle
Einfluss auf die Leitlinienbestimmung ausiibt. Es wurde beobachtet, dass die anderen Giiten bei nicht
zu irreguldren und unférmigen Rohren zu brauchbaren Leitlinienergebnissen gefiihrt haben.

Der Parallelititsgiite und die tangentiale Ausrichtungsgiite iiben in der Regel eine Glattungsfunktion
bei der Leitlinienberechnung aus. Sie belohnen das gleichméfBige Ausrichten von Rohrschnittgebieten
beziehungsweise senkrechte Ausrichten gegentiiber der Leitlinie.

Diese beiden Heuristiken erweisen sich als diejenigen, die am meisten zum Auffinden einer intuitiv
guten Leitlinie beisteuern.

Exemplarisch sollen nun die von zwei Versuchsreihen entstandenen Messergebnisse diskutiert wer-
den. Sie konnen als reprisentativ fiir die Rohre angesehen werden, die in der Umformtechnik auftre-
ten.

Erstes Beispielrohr

In den Abbildungen 5.22 bis 5.25 sind die Ergebnisse der ersten Messungen zusammengefasst, die
anhand des Rohres, welches in der Abbildung 5.20 dargestellt ist, entstanden sind.

Es wurden verschiedene Iterationsprozesse durchgefiihrt, wobei jeder Prozess aus einzelnen Iteratio-

Abbildung 5.20: Beispielrohr fiir die erste Versuchsreihe mit einer berechneten Leitlinie

nen besteht. Jede Iteration wird durch einen blauen Messpunkt und das Ergebnis eines Iterationspro-
zesses durch einen roten Messpunkt dargestellt. Fiir jede Iteration wurde der Winkelbereich, in dem
nach dem jeweiligen Optimum gesucht wurde, weiter eingeschrinkt. Das erste Rohr ist im wesent-
lichen ein halber Torus mit einem Rotationskreis in der (z,y)-Ebene mit Radius 0.5, der mit dem
Radius 1.5 um die z-Achse rotiert wurde.

Jede Versuchsreihe besteht dabei aus einer vorgegebenen Anzahl m von Leitlinienbestimmungen. Fiir
i =1,...,m wurden die Gewichte o (), o (), oy (1), oo () fest gewihlt. Dabei ist o, das Gewicht
der Kriimmungsgiite Fj,, o, das Gewicht der Parallelititsgiite £, o; das Gewicht der tangentialen
Ausrichtungsgiite £; und «, das Gewicht der Oberflachensteigungsgiite F,. Die Gewichte wurden
dabei nach einer Vorschrift bestimmt, so dass die Summe der Gewichte Eins ergibt. Da es insgesamt
vier Gewichte gibt, werden drei Schleifen benotigt. Das vierte Gewicht ergibt sich als Subtraktion der
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Summe der drei anderen Gewichte von Eins. Der Bestimmung der Gewichte ist ein dreidimensiona-
les, tetraederformiges Netz zu Grunde gelegt, wobei in jede Hauptachsenrichtung sieben dquidistante
Knoten erzeugt wurden. Damit ergibt sich:

Algorithmus ”Bestimmung der Gewichte fiir die Versuchsreihen”

1=0
fork=0,...,6
for(=0,...,.6 -k
forp=0,...,6 —k—1
ar(i) = &
(i) =&
ap(i):%
a,(i) = 6_kgl_p =l—ap—a—a
i=1+1
end for
end for
end for

Fiir £ = 0 ergeben sich somit 28 verschiedene Gewichte, fiir & = 1 noch 21, fiir K = 2 noch 15,
fiir K = 3 noch zehn, fiir & = 4 noch sechs, fiir K = 5 noch drei verschiedene Gewichte und fiir
k = 6 gerade noch ein Gewicht. Dies bedeutet, dass insgesamt 84 verschiedene Gewichtssituationen
vorliegen.

Zu jeder Kombination oy (), oy (), g (), oo (7) wurden dann zu neun Konstruktionspunkten insge-
samt 15 Iterationen der hierarchischen Suche gemacht, so dass sich 15 - 84 = 1260 Berechnungen
ergeben.

Anhand der berechneten Leitlinie kann der vierdimensionale Vektor
(Ek(z)7 Ep(i)ﬂ Fl (Z), Fo(i)),

i =1,...,1260, aus durchschnittlichen Giiten ermittelt werden. Durch die Verwendung der durch-
schnittlichen Giiten werden die entstehenden Diagramme normiert, so dass die Ergebnisse mit Rohren
unterschiedlicher Linge verglichen werden kdnnen.

Zur Visualisierung hoherdimensionaler Punkt- oder Vektormengen gibt es eine Reihe von Verfahren
[69]. Ein weit verbreiteter Ansatz sind die Scatter Plots. Bei diesen werden die gegebenen Punk-
te senkrecht auf alle Ebenen projiziert, die von je zwei Koordinatenachsen aufgespannt werden. Im
Folgenden werden ebenfalls Projektionen betrachtet, wobei die Projektion jedoch teilweise anders
gewihlt wird. Dies soll durch die Abbildung 5.21 verdeutlicht werden.

Zur einfacheren Darstellung wird hierbei das Problem im dreidimensionalen Raum betrachtet. Das
vorliegende vierdimensionale Problem verhilt sich analog. Gegeben ist ein Punkt p = (z, vy, 2), wo-
bei die Koordinaten verschiedenen Giiten entsprechen. Es soll z gegeniiber der Summe d = = + y
betrachtet werden. Diese Summe kann als Geradengleichung y = —x + d der Winkelhalbierenden
verstanden werden, so dass die Summe d der Achsenabschnitt auf der y-Achse zum Ursprung ist.

Dies bedeutet also, dass bei der Gegeniiberstellung einer einzelnen Giite gegen die Summe der restli-
chen drei Giiten im vorliegenden Fall der Achsenabstand der Ebene, die durch die drei Giiten gegeben
ist, mit der einzelnen Giite verglichen wird. Ein solcher Vergleich wird beziiglich der Kriimmungsgiite
und Oberflichensteigungsgiite vorgenommen. Zudem wird die Summe der Parallelitits- und Ausrich-
tungsgiite mit der Oberflichensteigungsgiite verglichen, um die des 6fteren gemachte Aussage, dass
diese Giiten sehr gut zusammenspielen, darzustellen.
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Abbildung 5.21: Bedeutung des Bezuges einer Giite gegeniiber der Summe der anderen Giiten

Fir¢: =1,...,1260 ist ein Punkt im Diagramm 5.22 dabei gegeben als
(Ep(i) + Ei(i) + Eo(i), Ex(3)),

im Diagramm 5.23
im Diagramm 5.24

und im Diagramm 5.25

(Ei(2), Ep(2))-
Das Verfahren der dynamischen Programmierung sollte Ergebnisse erzeugen, die auf der Pareto-
Front liegen, d.h. der Vektor (E,(5), E1(j), Eo(j), Ex(j)) wird von keinem anderen Vektor do-
miniert, d.h. es existiert kein k € {1,...,m}, so dass Fe,(j) > FEen(k), mit en = p,l,0
oder k, wobei fiir eine durchschnittliche Giite E¢,(j) > Fen(k) gelten muss. Eine Untersuchung
der jeweiligen vierdimensionalen Vektoren hat ergeben, dass nur etwa 30 Prozent der Punkte auf
der Pareto-Front liegen. Vergrobert man allerdings den Begriff der Pareto-Optimalitét, so dass der
Vektor (E,(5), E1(4), Eo(4), Fr(j)) von keinem anderen Vektor dominiert wird, wenn es kein
k € {1,...,m} gibt, so dass Ee,(j) > Een(k) + en, mit en = p,l,0 oder k und 6., > 0,
wobei auch hier fiir eine durchschnittliche Giite E¢,,(j) > Een(k) + ey gelten muss, so werden iiber
97 Prozent der Werte durch das Kriterium erfasst, wenn die J.,, auf 5 Prozent der jeweiligen maximal
ermittelten Werte der betreffenden Giiten gesetzt werden.

Diese Unschirfe der Pareto-Optimalitét ergibt sich unter anderem aus der Verwendung der durch-
schnittlichen Giiten, da bei der Leitlinienbestimmung die Giiten optimiert werden, aber in den Dia-
grammen die normierten Giiten dargestellt sind. Die Linge der Leitlinie ist nur in etwa bei jeder
Iteration der hierarchischen Suche identisch. Ferner wird die Unschérfe durch Diskretisierungsfeh-
ler der Dreiecksnetze verursacht, der insbesondere bei der Oberflichensteigung Auswirkungen hat.
Durch die Initialisierung der Schnittebenen bei jeder Iterationsschleife mittels des Zufallsgenerators
werden ferner bei dem vorgestellten Verfahren niemals die gleichen Mengen betrachtet. Zusammen
mit der Eigenschaft, dass die Losung nur aus einer diskreten Menge bestimmt wird, wird das tatsichli-
che Optimum nicht gefunden. Schliellich werden fiir jede Kombination an Gewichten insgesamt 15
Iterationen berechnet, wobei erst bei den letzten Berechnungen das Verfahren sich dem tatsichli-
chen Optimum annihert. Da auch die Ergebnisse jedes Iterationsprozesses mit in den Diagrammen
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beriicksichtigt sind, ist dies eine weitere Begriindung dafiir, dass nicht alle Werte Pareto-optimal sind.
Bezogen auf die Ergebnisse der Iterationsdurchldufe sind etwa 65 Prozent Pareto-optimal und 100
Prozent erfiillen die durch 6., en = p,, o oder k, vergroberte Pareto-Optimalititsbedingung. Insge-
samt sprechen diese Resultate daher fiir die Funktionstiichtigkeit des Verfahrens.

Im Diagramm 5.22 ist erkennbar, dass Haufungen an Kriimmungswerten zwischen 0.4 und 0.5 zu fin-
den sind. Dies entspricht dem Quadrat der Kriimmung der erwarteten Leitlinie, das exakt ﬁ =04
ist. Zudem ldsst sich ablesen, dass ein gewisses Maf} an Kriimmung nicht unterschritten werden kann.
Dies liegt an der Kriimmung des Rohres, da somit auch die Leitlinie eine gewisse Kriimmung besit-
Zen muss.

Das Diagramm 5.22 zeigt ein gegenldufiges Verhalten der Kriimmung gegeniiber der Summe der
restlichen Giiten. Dies ist daran erkennbar, dass grole Werte der Kriimmungsgiite kleinen Werten
der Summe der restlichen Giiten entsprechen beziehungsweise umgekehrt. Insgesamt ist beobachtet
worden, dass die Kriimmungswerte die anderen Werte der GroéBe nach dominieren.

Die Diagramme 5.24 und 5.25 liefern einen empirischen Beweis fiir die bereits 6fters gemachten
Aussagen: die Oberflachensteigungsgiite harmoniert sehr gut mit der Parallelititsgiite und der tan-
gentialen Ausrichtungsgiite. Eine Verbesserung des einen Wertes verbessert gleichzeitig auch den an-
deren Wert. Ferner harmonieren die Parallelitdtsgiite und die tangentiale Ausrichtungsgiite ebenfalls,
da auch hier eine Verbesserung des einen eine Verbesserung des anderen Gewichtes erwirkt. Aller-
dings bedeutet dieses “gleichldufige” Verhalten nicht zwangsldufig, dass die Giiten gleiche optimale
Losungen haben. Die durch das Optimum der einen Giite erzielten schriagen Rohrschnittlagen werden
durch das Optimum der anderen Giite aufgerichtet, da das Rohrschnittgebiet dieses Optimums in ei-
ne andere Richtung geneigt ist. Dies ist bereits am Anfang dieses Abschnittes, beispielsweise in den
Abbildungen 5.16 bis 5.18, diskutiert worden. Die Dominanz der Kriimmung und die gute Harmo-
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Abbildung 5.22: Bewertung der Kriimmungsgiite im Vergleich mit der Summe der tibrigen Giiten fiir
das erste Beispielrohr
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Abbildung 5.23: Bewertung der Oberflichensteigungsgiite im Vergleich mit der Summe der {ibrigen
Giiten fiir das erste Beispielrohr
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flachensteigungsgiite fiir das erste Beispielrohr
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Abbildung 5.25: Bewertung der Parallelitéitsgiite im Vergleich mit der Ausrichtungsgiite fiir das erste
Beispielrohr

nisierung der anderen Giiten ist auch der Grund, warum Diagramm 5.23 eine qualitative Spiegelung
von Diagramm 5.22 an der Winkelhalbierenden ist.

Diese Ergebnisse sind exemplarisch fiir alle gekriimmten Rohre zu sehen.

Zweites Beispielrohr

In den Abbildungen 5.27 bis 5.30 sind die Resultate fiir das in der Abbildung 5.26 dargestellte Rohr
zusammengefasst. Das zweite Rohr ist im Prinzip ein Zylinder, der in der Mitte aufgeweitet wurde.
Der Radius des Kreisteiles des Zylinders betrdgt 2 und seine Lénge 27. Die hieran vorgestellten Re-
sultate geben ein Indiz fiir das Verhalten fiir alle nicht gekriimmten Rohre.

Die Diagramme sind nach der gleichen Art und Weise wie beim ersten Rohr entstanden. Es ist fest-
zustellen, dass sich die Parallelitits-, die Ausrichtungs- und die Oberflichensteigungsgiite dhnlich zu
dem ersten Rohrtyp zueinander verhalten: Eine Verschlechterung des einen Wertes fiihrt zu einer Ver-
schlechterung des anderen Wertes (siehe jeweils in den Abbildungen 5.24 und 5.29 sowie 5.25 und
5.30). Dass die Punkte nicht exakt auf einer Geraden liegen, folgt aus dem nicht zylindrischen Anteil
in der Mitte des Rohres. In einer Messreihe mit einem Zylinder liegen die Messergebnisse dieser drei
Giiten in den Abbildungen 5.28 bis 5.30 dargestellten Relationen auf einer Geraden.

Dagegen ist das Verhalten der Kriimmungsgiite gegeniiber der Summe der iibrigen Giiten vollig an-
ders. Bei dem zylindrischen Rohr ergibt sich bei einer Verschlechterung der Kriimmung eine Ver-
schlechterung der Summe anderen Giten. Dies kann dadurch begriindet werden, dass fiir einen Zy-
linder die geradlinige Verbindung der Mittelpunkte des Start- und Endrandes die optimale Leitlinie
ergibt. Diese Linie besitzt Kriimmung 0, die Oberflachensteigung entlang dieser Linie ist optimal
und die Parallelitidts- und Ausrichtungsgiite sind minimal. Beziiglich der Kriimmungsgiite ist ferner
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Abbildung 5.26: Beispielrohr fiir die zweite Versuchsreihe mit einer berechneten Leitlinie

festzustellen, dass eine Verschlechterung der Summe der iibrigen Kriterien dennoch zu einer klei-
nen Kriimmung fiihrt. Dies folgt aus der Tatsache, dass einige schrige Rohrschnittgebiete im Zy-
linder zwar den Mittelpunkt auf der idealen Leitlinie haben (also Kriimmung gleich Null) aber die
Rohrschnittgebiete schrig und gegebenenfalls nicht parallel zueinander liegen. Dadurch erhoht sich
zwangsldufig die Summe der anderen Giiten. Dieses Verhalten kann in den Diagrammen an genau
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Abbildung 5.27: Bewertung der Kriimmungsgiite im Vergleich mit der Summe der iibrigen Giiten fiir
das zweite Beispielrohr
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Abbildung 5.28: Bewertung der Oberflichensteigungsgiite im Vergleich mit der Summe der {ibrigen
Giiten fiir das zweite Beispielrohr
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Abbildung 5.29: Bewertung der Parallelitiits- und Ausrichtungsgiite im Vergleich mit der Ober-
flichensteigungsgiite fiir das zweite Beispielrohr
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Abbildung 5.30: Bewertung der Parallelititsgiite im Vergleich mit der Ausrichtungsgiite fiir das zwei-
te Beispielrohr

einem Ergebnis eines Iterationsprozesses beobachtet werden. In dieser Situation ist ax = 1 und
o) = ap = o, = 0, d.h. es wird nur die Kriimmungsgiite optimiert.

Die Funktionsfihigkeit des Algorithmus kann zudem dadurch erkannt werden, dass die Messpunk-
te der Ergebnisse der Iterationsprozesse entweder im jeweiligen Ursprung der Koordinatensystemen
liegen oder auf einer der Koordinatenachsen. Wie bereits begriindet, ist das Optimum aller Giiten im
Koordinatenursprung zu suchen. Die Abweichung daraus ldsst sich erneut aus dem nicht zylindri-
schen Anteil in der Mitte des Rohres begriinden. Wire das Rohr ein Zylinder gewesen, so lagen die
Ergebnisse der Iterationsprozesse stets im Ursprung.

Ferner wird hier festgestellt, dass die Diagramme 5.27 und 5.28 im Gegensatz zu den Diagrammen
5.22 und 5.23 nicht an der Winkelhalbierenden qualitativ spiegelsymmetrisch sind. Dies kann wie-
der anhand der Kriimmung begriindet werden. Die Kriimmung spielt der Gré8e nach keine Rolle.
Dies kann am Wertebereich der einzelnen Gliten erkannt sowie an den Diagrammen 5.28 und 5.29
beobachtet werden. Diese sind nach Vertauschung der jeweiligen Achsen vollig identisch, wobei im
Diagramm 5.29 keine Kriimmung beriicksichtigt wird.

SchlieBlich kann auch hier festgestellt werden, dass fast 99 Prozent der Messungen auf der vergrober-
ten Pareto-Front liegen. Die Ergebnisse der Iterationsprozesse sind dagegen zu 50 Prozent Pareto-
optimal, wohingegen mit einer kleinen Toleranz von 5 Promille der maximal ermittelten Werte der
jeweiligen Giiten etwa 90 Prozent auf der vergroberten Pareto-Front liegen. Auch diese Messungen
ergeben eine Bestitigung der Funktionstiichtigkeit des Algorithmus.

Losungen aus Sicht der Anwendung

Bei dem ersten Beispielrohr entsprachen etwa 47 Prozent der generierten Leitlinien den Anforderun-
gen der Anwendenden. Diese Zahl wurde dadurch ermittelt, dass alle ermittelten Leitlinien vom Autor
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betrachtet wurden und diese nach subjektiven Empfinden in die beiden Gruppen “gut” und ”’schlecht”
einsortiert wurden. Da dieses Rohr gekriimmt ist, kann eine Differenzierung von “guten” zu “schlech-
ten” Leitlinien anhand des jeweiligen Kriimmungswertes bestimmt werden. Liegt der entsprechende
Wert im Intervall von 0.42 und 0.49, ist die generierte Leitlinie akzeptabel. Eine deutlich hohere
Quote von “guten” Rohren ist beim zweiten Bauteil erreicht worden. Sie liegt etwa bei 79 Prozent.
Die restlichen 21 Prozent erzeugten allerdings keine “’schlechten” Leitlinien. Bei diesen wurden bei
einzelnen Schnitten nur die lokalen Minima der Oberflichensteigungsgiite erreicht, wie es bereits in
den Abbildungen 5.12 und 5.13 skizziert wurde. Die Leitlinie dagegen verlduft auch hier mittig durch
das Rohr. Da dieses Rohr Kriimmung 0 hat, kann anhand dieses Giitewertes keine Differenzierung
der generierten Leitlinien vorgenommen werden. Hier kann statt dessen der Wert der Parallelititsgiite
verwendet werden. Je kleiner dieser Wert ist, desto paralleler sind die Schnitte, d.h. desto weniger
lokale Minima wurden gefunden.

Zusammenfassend werden die Ergebnisse der Messreihen in der Tabelle 5.1 aufgefiihrt. Dabei be-
deutet "gute Erginzung”, dass die entsprechenden Giiten zusammengenommen Rohrschnittgebiete
erzeugen, die den Anforderungen der Anwendenden entsprechen, wihrend die einzelnen Werte nicht
zwangslaufig die erwartete Ausrichtung bewirken. Ferner bedeutet "linear”, das der Wert der einen
Gite ndherungsweise linear von dem Wert der anderen Giite abhéngt.

Rohrtyp Kriimmungs- Oberfldachen- tangentiale Parallelititsgiite
giite steigungsgiite Ausrich-
tungsgiite
gekriimmte starker Einfluss, | gute Ergidnzung | gute Ergdnzung | gute Ergidnzung
Rohre wirkt gegen alle | zu E) + E, A D zu E;
anderen Giiten
geradlinige kein Einfluss gute Ergdnzung | gute Ergidnzung | gute Erginzung
Rohre zu B+ E,; zu By, zu E;
Abhiangigkeit Abhingigkeit Abhingigkeit
zu B + E,um | zu E, um so zu F; um so
so linearer, je linearer, je linearer, je
dhnlicher das dhnlicher das dhnlicher das
Rohr einem Rohr einem Rohr einem
Zylinder ist Zylinder ist Zylinder ist

Tabelle 5.1: Zusammenfassung der gefundenen Resultate der Giiten

5.9.4 Rechenzeit

Die Bestimmung einer allgemeinen Rechenzeit fiir die Erzeugung einer Leitlinie ist sehr schwierig.
Die benotigte Zeit des Verfahrens hiangt wie beschrieben von der Wahl der Parameter ab. Fiir die hier
vorgestellten Resultate betrug die Rechenzeit bei 15 Iterationen auf einem Pentium 4, 3 GHz PC etwa
40 Sekunden.



Kapitel 6

Ein intuitives adaptives
Unterteilungsverfahren

Dieses Kapitel stellt ein anschauliches, heuristisches Verfahren fiir das Schlaucheinpassungsproblem
vor. Eine Ubersicht des hier eingeschlagenen Losungsweges ist im Abschnitt 6.1 zu finden: Ausge-
hend von einer zulidssigen Losung, die im ersten Schritt bestimmt wird (Abschnitt 6.2), wird in einem
zweiten Schritt eine verbesserte Losung generiert (Abschnitt 6.3). Vorteile des vorgestellten Verfah-
rens sind seine hohe Ausfiihrungsgeschwindigkeit und einfache Implementierbarkeit, ein Nachteil die
Moglichkeit, nicht zufriedenstellende Losungen zu finden, wie in einer Analyse festgestellt wird. An-
schlieBend wird eine experimentelle (Abschnitt 6.4) und danach eine theoretische Analyse gegeben
(Abschnitt 6.5).

6.1 Ubersicht

Der Ansatz zur Losung des Schlaucheinpassungsproblems, der in diesem Kapitel verfolgt wird, ldsst
sich wie folgt zusammenfassen:

Verfahrensrahmen ’Adaptives Unterteilungsverfahren zur Schlauchstiitzstellenapproximati-
On”

Gegeben: Ein Rohr (W, R, R.).
Gesucht: Ein Schlauchstiitzstellenkantenzug, der gegebene Bedingungen moglichst gut erfiillt.
Ablauf:

1. Bestimme einen initialen Schlauchstiitzstellenkantenzug.

2. Optimiere den initialen Schlauchstiitzstellenkantenzug.

Bei dieser Optimierung wird allerdings das Ziel, die gegebene Zielfunktion zu minimieren, anders
gelost. Es gilt die Annahme, dass giinstig liegende Stiitzstellen ein giinstiges Ergebnis erzeugen.

Die Losung von Optimierungsproblemen in zwei derartigen Schritten ist bei denjenigen Optimie-
rungsverfahren gebriduchlich, die ausgehend von einer oder mehreren zuldssigen Losungen sukzessi-
ve zuldssige Losungen mit dem Bestreben generieren, den Wert der Zielfunktion zu verbessern (siche
beispielsweise [25], Kapitel 5).

Die Berechnung einer initialen zuldssigen Losung geschieht bei dem in diesem Kapitel beschriebe-
nen Verfahren durch rekursives Zweiteilen des gegebenen Rohres durch Schlauchstiitzstellen (Ab-
schnitt 6.2). Die Verbesserung erfolgt durch Drehung der Schnittebenen der Schlauchstiitzstellen um
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deren Leitpunkte, sowie dem Einfligen neuer Schlauchstiitzstellen (Abschnitt 6.3).

Das Verfahren hat den Vorteil einer geringen Rechenzeit und eines geringen Implementierungsauf-
wandes, kann jedoch eingabeabhiingig ungiinstige Ergebnisse liefern.

6.2 Initiale Schlaucheinpassung

Das Problem der initialen Schlaucheinpassung lisst sich so zusammenfassen:
Problem ’Initialer Schlauchstiitzstellenkantenzug”
Gegeben: Ein Rohr (W, R,, R,).

Gesucht: Ein Schlauchstiitzstellenkantenzug S = [Sy,...,S,], Si = (Ci,ri), @ = 0,...,n, mit
Co = Ry, Cp, = Re.

Bei der Losung des Problems sollte auch darauf geachtet werden, dass sich ein Schlauchstiitzstel-
lenkantenzug ergibt, der giinstig fiir die zweite Phase, die Optimierung, ist. Dabei ist die Lage der
Rohrschnittgebiete wichtig, so dass Verfahren zweckmifig erscheinen, die die Leitpunkte und die
Rohrschnittgebiete simultan bestimmen.

Das folgende Verfahren ist an den Algorithmus zur Approximation von Kurven durch Polygonziige in
Abschnitt 2.4.1 angelehnt. Da ein Rohr im Verhiltnis zu seiner Dicke in Anwendungen hiufig recht
lang ist, erscheint dies zumindest fiir diese Situation sinnvoll.

Algorithmus ”Intuitiver initialer Schlauchschnittstellenkantenzug”
Eingabe: Ein Rohr (W, R,, R.) sowie ein Schwellwert Z > 0.

Ausgabe: Ein Schlauchstiitzstellenkantenzug S = [Sy,...,Sy], Si = (Ci,r;), ¢ = 0,...,n, mit
CO = R,, Cn = R,

Ablauf:
Gib Sy und S, mit Cy = R,, C, = R., rg und r,, die Schwerpunkte der beiden Rohr-
offnungen R, und R., als die erste beziehungsweise letzte Schlauchschnittstelle aus;
Schlauchschnittstellenkantenzug((Co, xo), (Cp,Ty), Z);

Unteralgorithmus Schlauchschnittstellenkantenzug((Cq,¥q), (Ce,¥e), Z)

if Abstand zwischen r, und r, ist kleiner als Schwellwert Z then
Ende des Algorithmus;
else
Bestimme die Ebene E als Mittelebene zwischen r,, und r., d.h. als die Ebene
durch den Mittelpunkt rjy; der Strecke zwischen r, und r., die senkrecht auf
dieser Strecke steht;
if E ist gemil der Definition 2.7 nicht trennend then
Versuche durch Verschieben von rj; auf der Verbindungsstrecke einen
Punkt r’, und eine Ebene E’ durch r’; parallel zu E zu finden, so dass
E’ trennend ist;
else
Ende des Algorithmus;
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end if
Wiihle von den Rohrschnittgebieten, die durch E’ induziert werden, eines der
erzeugten trennenden Rohrschnittgebiete, C' genannt, dessen Schwerpunkt r
den geringsten Abstand zu r'y, besitzt;
Schlauchschnittstellenkantenzug((Cy ,x,), (C,r), Z);
Gib (C,r) aus;
Schlauchschnittstellenkantenzug((C,r), (Ce,r.), Z);
end if

Abbildung 6.1 illustriert die ersten Schritte an einem Beispielrohr. Abbildung 6.2 zeigt die Leitlinie
nach einer vollstindigen Ausfiihrung des Algorithmus.

Abbildung 6.1: Die ersten Schritte des Algorithmus “Intuitiver initialer Schlauchschnittstellenkan-
tenzug”

In diesem Algorithmus wird vereinfacht die Annahme getroffen, dass der Schwerpunkt stets innerhalb
des jeweiligen Rohrschnittgebietes liegt. Ferner verwendet der Algorithmus verschiedene geometri-
sche Operationen, von denen die Wesentlichen die Ebenenschnittberechnung, Schnittgebietsberech-
nung und Schwerpunktberechnung sind. Deren Realisierung hingt von der geometrischen Reprisen-
tation des Rohres ab. Kapitel 3 gibt effiziente algorithmische Realisierungen fiir Rohre, die durch
Dreiecksnetze gegeben sind.

Der Vorteil des Verfahrens ist seine Einfachheit. Es wihlt die ndchste Schnittkontur nach einer sehr
einfachen Heuristik aus und verzichtet auf Kriterien, die aufwéndig zu implementieren oder rechen-
zeitaufwindig sind. Die Anwendung in der Umformtechnik hat gezeigt, dass es die meisten dort
vorkommenden Problemstellungen 16st. Es zeigt sich aber auch, dass es auch in “realen” Beispielen
zu Schwierigkeiten kommen kann, die in keiner Losung enden. Im Folgenden wird eine solche Situa-
tion dargestellt.
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Abbildung 6.2: Erste Ndherung an die Leitlinie

In diesem Verfahren hat Z eine zentrale Bedeutung. Sollte Z zu klein sein, ist es moglich, dass das
Verfahren nicht terminiert. Dieses Problem wird durch die Skizze in Abbildung 6.3 verdeutlicht. Sie
zeigt einen Langsschnitt durch einen Zylinder sowie eine sukzessive Unterteilung eines bestehenden
Polygonzuges. Ausgehend von den beiden Punkten r; und ry wird der Punkt rs in der Mitte von ry
und ry berechnet. Anschlieend wird der Punkt r4 in der Mitte von r; und rg bestimmt. Anhand der
Ebenen E3 und Fjy ist deutlich zu erkennen, dass eine weitere Gliederung von r; und ry Ebenen pro-
duzieren wiirde, die noch weiter nach rechts kippen, so das der Winkel in r; immer groer wird. Die
unendliche Fortsetzung entsteht nun dadurch, dass irgendwann eine Schnittebene FE; vorhanden ist,
die fast parallel zu den beiden Konturlinien ist, so dass der neue Punkt r; irgendwo im Zylinder liegt.
Eine weitere Unterteilung der Strecke r; und r; kann dann zu einem dhnlichen Problem wie bei den
Ausgangspunkten r; und ry fiihren, so dass schlieBlich zwischen r; und ry unendlich viele Punkte
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Abbildung 6.3: llustration des Problems der Nichtterminierung des Algorithmus “Intuitiver initialer
Schlauchschnittstellenkantenzug”

3




6.2. INITIALE SCHLAUCHEINPASSUNG 107

eingefiigt werden.

Bei diesem konkreten Beispiel liegt die Ursache der Nichtterminierung an dem stark iibertriebenen
falschen Startpunkt r;. Dieses Beispiel tritt in der Praxis nicht auf, weil nach den beschriebenen Me-
thoden r; niemals diese Position hitte. Alle Schwerpunkte von Schnitten durch den Zylinder liegen
auf der Geraden durch ro, r3 und ry. Allerdings ldsst sich an diesem Rohr das tatsidchlich auftretende
Problem sehr gut illustrieren.

Abbildung 6.4: Nichtterminierung des Algorithmus “Intuitiver initialer Schlauchschnittstellenkan-
tenzug” an einem Realteil

Nichtterminierung kann beispielsweise bei Rohren eintreten, wenn sich die Form in einem kleinen
Bereich sehr stark dndert, wie in der Abbildung 6.4 zu erkennen ist. In einer solchen Situation ist die
Wahrscheinlichkeit sehr grof3, dass durch falsche Startpunkte eine Punktfolge nicht terminiert. Durch
Vergroflerung des Schwellwertes Z ist es in der Regel moglich, dieses Problem abzufangen. Bei ei-
nem zu kleinen Z lasst sich feststellen, dass, obwohl viele Punkte im Polygonzug der ersten Naherung
vorhanden sind, Punkte existieren, die einen groflen Abstand zu ihren Nachbarn haben. Hieran wird
deutlich, dass eine groflere Anzahl von Punkten keineswegs eine bessere Approximation bedeutet.

Auf Grund dieser Beobachtungen erscheint die Wahl der Schranke Z abhingig vom gegebenen Rohr
nach folgender Weise zweckmiBig. Fiir die beiden Offnungen R, beziehungsweise R, des Rohres
W wird der minimale Abstand des Mittelpunktes r,, beziehungsweise r. zu W ermittelt und das Mi-
nimum dieser beiden Werte als Schranke Z genommen. Sollte dieser Wert zu einem nicht giinstigen
Verhalten des Algorithmus fiihren, wird Z solange verdreifacht, bis ein geeigneter Polygonzug ent-
steht.

Die geschilderte Vorgehensweise ist nur heuristisch und nicht bewiesen sicher. Trotz der Gefahr
der Nichtterminierung hat der Algorithmus “Intuitiver initialer Schlauchschnittstellenkantenzug” den
schon genannten Vorteil, einfach implementierbar zu sein und geringere Rechenzeit zu haben.

Ein Nachteil des Verfahrens neben der potentiellen Nichtterminierung ist, dass lediglich der Abstand
der Punkte des Polygonzuges betrachtet wird. Dies beschleunigt zwar durch den sehr geringen Auf-
wand auf den ersten Blick das Verfahren, allerdings ist es so moglich, dass unnotige Punkte berechnet
werden, wenn der Polygonzug schon vollig im Rohr liegt. Dies ist beispielsweise bei fast geradlinigen
Rohren der Fall.

Ein weiterer Nachteil ist, dass besonders bei stark gekriimmten Rohren die Moglichkeit besteht, dass
der Polygonzug das Rohr schneidet.
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Unter anderem durch Hinzunahme von Tests, die diese Situationen erkennen, lisst sich ein verbesser-
tes Verfahren erreichen.

Algorithmus ’Verbesserter intuitiver initialer Schlauchschnittstellenkantenzug”
Eingabe: Ein Rohr (W, R, R.), eine Leitpunktfunktion r(.).

Ausgabe: Ein Schlauchstiitzstellenkantenzug mit der Angabe fiir jede Kante, ob sie “approximie-
rend” oder “nicht approximierend” ist.

Ablauf:
if Strecke zwischen r(R,) und r(R.) verlduft im Inneren von 1/ then
Gib die Strecke mit der Angabe “approximierend” aus;
else
Verbesserter Schlauchschnittstellenkantenzug(W ,R,, R.);
end if

Unteralgorithmus Verbesserter Schlauchschnittstellenkantenzug(W', R.,, R.)

Suche ein trennendes Rohrschnittgebiet C' in W',

if Suche ist nicht erfolgreich then
Fiige die Strecke [(R,,r(R.)), (R.,r(RL.))] als "nicht approximierend”
an die Ausgabe an;
Ende des Algorithmus;

end if

if maximale Iterationstiefe ist erreicht then
Fiige die Strecke [(R,,r(R})), (R.,r(R.))] als "nicht approximierend”
an die Ausgabe an;
Ende des Algorithmus;

end if

if Strecke zwischen r(R),) und r(C') schneidet das Rohr W’ nicht then
Fiige die Strecke [(R.,r(R.)), (C,r(C))] als "approximierend”
an die Ausgabe an;

else
Verbesserter Schlauchschnittstellenkantenzug(W',R!, ,C);

end if

if Strecke zwischen r(C') und r(RY) schneidet das Rohr W' nicht then
Fiige die Strecke [(C,r(C)), (RL,r(R.))] als "approximierend”
an die Ausgabe an;

else
Verbesserter Schlauchschnittstellenkantenzug(W',C ,R.);

end if

Der Algorithmus verwendet zusitzlich zu den geometrischen Operationen der einfachen Heuristik
den Schnitt einer Strecke mit dem Rohr. Weiterhin wird hier beriicksichtigt, dass die Rohrschnittge-
biete disjunkt sind.

Bei der Suche nach einem trennenden Rohrschnittgebiet konnte die Auswahl in Hinblick auf die Ziel-
funktionen aus Kapitel 4.1 getroffen werden, die einzelne Schlauchstiitzstellen bewerten, etwa indem
eine diesbeziiglich giinstigste gewihlt wird. Wie in Abschnitt 6.4 exemplarisch dargelegt wird, muss
dies jedoch nicht notwendigerweise zu einem guten Ergebnis fiihren.
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6.3 Optimierung der Schlaucheinpassung

Das Problem der Optimierung der Schlaucheinpassung stellt sich informell so dar:
Problem ’Optimierung eines Schlauchstiitzstellenkantenzuges”

Gegeben: Ein Rohr (W, R, R.), ein Schlauchstiitzstellenkantenzug S = [Sp,...,Sn], Si =
(Ci,ri),i=0,...,n,mit Cy = Ry, Cp, = Re

Gesucht: Ein Schlauchstiitzstellenkantenzug S” = [Sj, ..., S]], der im Sinne einer vorgegebenen
Zielfunktion E besser ist.

Die Zielfunktion F kann sich im Allgemeinen aus jenen aus Kapitel 4.1 fiir Rohrschnittgebiete,
E,(C), E¢(C) und E.(p,C), zusammensetzen. Das folgende Verfahren greift diese Zielfunktion
nicht allgemein auf, sondern beschrénkt sich auf die Umfangsgiite £, (C). Eine Motivation hierfiir
kann durch die Tatsache gegeben werden, dass bei Zylindern der Kreis das trennende Rohrschnittge-
biet ist, dessen Umfang minimal ist. Die in der Abbildung 5.11 gezeigten Probleme treten an dieser
Stelle nicht auf, da als Rotationspunkt der Ebene nicht ein Punkt auf der Rohroberfldche, sondern ein
Punkt im Inneren des Rohres gewihlt wird. Allerdings muss mit den in der Abbildung 4.1 beschrie-
benen Diskretisierungsproblemen gerechnet werden.

Algorithmus “Intuitive Optimierung eines Schlauchstiitzstellenkantenzuges”

Eingabe: Ein Rohr (W, R,, R, ), ein Schlauchstiitzstellenkantenzug S = [So, ..., S,], S = (Ci, r;),
1=0,...,n,mit Cy = R,, C;, = R, die Umfangsgiite F,, aus Abschnitt 4.1, Schwellwert Z

Ausgabe: Eine verbesserter Schlauchstiitzstellenkantenzug S" = [Sy,...,S!,], S; == (Cl,x}), i =
0,...,n/,mit C) = R,, C}, = R..

Ablauf:
for:=0,...,ndo
(Cl,r}) = Optimiere(C;,1;);
end for
for:=0,....,n—1do
if Abstand zwischen r} und r;_; groRer als Z then
Verfeinere((C{, I‘é), (Cz(—i-l? 1’;_,_1), Z);
end if
end for

Unteralgorithmus Optimiere(C;, r;)
Bestimme eine Ebene £ durch r;, so dass E,,(C?) minimal ist und

1. C; ein trennendes Rohrschnittgebiet ist, das durch Ebene E! erzeugt wird.

2. r; im inneren Gebiet von C{ enthalten ist.

Berechne r/ als kantengewichteten Schwerpunkt von C;
Gib (C/, r}) zuriick;

2771

Unteralgorithmus Verfeinere((Cy,1,), (Ce,xe), Z)
if Abstand zwischen r, und r, kleiner als Z then
Ende des Algorithmus;
else
Bestimme die Ebene E als Mittelebene zwischen r,, und r., d.h. als die Ebene
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durch den Mittelpunkt rj; der Strecke zwischen r, und r., die senkrecht auf
dieser Strecke steht;
if I nicht trennend then
Versuche durch Verschieben von rj; auf der Verbindungsstrecke einen
Punkt r/, und eine Ebene E’ durch r’, parallel zu E zu finden, so dass
E’ trennend ist;
Setze E = E';
Setze ryr = 1r'y;
if I nicht trennend then
Ende des Algorithmus;
end if
Wihle von den Schnittgebieten, die durch £ induziert werden, eine der erzeugten
trennenden Schnittgebiete, C' genannt, dessen Schwerpunkt r den geringsten Ab-
stand zu rj; besitzt;
(C’,v') := Optimiere(C,r);
Verfeinere ((Cy,r,), (C',¥), Z);
Gib (C',r’) aus;
Verfeinere((C',x"), (Ce, 1), Z);
end if

Die Wahl des Schwellwertes Z des Algorithmus ist dhnlich wie beim Verfahren aus dem Abschnitt
6.2 von zentraler Bedeutung. Dieser Schwellwert sollte kleiner sein als der aus Abschnitt 6.2. Im Fall
der Représentation eines Rohres durch ein Dreiecksnetz scheint es sinnvoll zu sein, diesen aus den
Dreieckskanten des Rohres abzuleiten. Ein fein trianguliertes Rohr besitzt in der Regel mehr Detail-
informationen als ein grob trianguliertes. Demnach benétigt auch die Leitlinie mehr Informationen.
Als geeignet hat sich 1/3-min{l; : k = 1,..., M}, [ die maximale Kantenldnge des k-ten Dreiecks
des Rohres, das aus M Dreiecken besteht, erwiesen.

Zu dem duBeren Rand von C! ist der Schwerpunkt gemifl des Satzes 4.9 zu berechnen. Die Ver-
wendung der Umfangsgiite in der Zielfunktion erklért sich dadurch, dass ”schridge” Anschnitte wahr-
scheinlich unausgeglichener als “senkrechte” Anschnitte sind. Beispielsweise liefern schrige An-
schnitte bei Zylindern Ellipsen, ein senkrechter Anschnitt hingegen einen Kreis.

Die Realisierung des Unteralgorithmus Optimiere geschieht durch die Methode des steilsten Abstie-
ges, d.h. durch Fortschreiten im Parameterraum in Richtung der stirksten Anderung des Zielfunkti-
onswertes. Die Zielfunktion £, (C/, r;) hat einen zweidimensionalen Definitionsbereich. Der Defini-
tionsbereich wird durch die normierte Normale der Ebene, in der C/ liegt, parametrisiert. Ausgehend
von dem Startpunkt, hier der Normalen von Cj, wird in Richtung des steilsten Abstieges bis zu einem
Minimum fortgeschritten. Dessen Parameterwert wird als neuer Startpunkt genommen, mit dem ite-
riert genau so verfahren wird.

Die Suche nach dem Minimum lings der Richtung der groBten Anderung erfolgt mit dem Verfahren
des goldenen Schnittes ([62], Kapitel 10.1, und [70], Abschnitt 7.4.2).

Ahnlich wie im Abschnitt 6.2 ldsst sich auch zu dem hier vorgestellten Algorithmus eine Verbes-
serung durchfiihren, indem beispielsweise iiberpriift wird, ob die ermittelte Leitlinie innerhalb des
Rohres verlauft.
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6.4 Experimentelle Ergebnisse

Die Anwendung des intuitiven Verfahrens zeigt, dass es im Groflen und Ganzen gute Ergebnisse lie-
fert. Es zeigt sich jedoch, dass die auf den ersten Blick sinnvoll erscheinende Vorgehensweise bei
der Neuausrichtung der Konturen im ersten Schritt im Unteralgorithmus Optimiere zu ungiinstigen
Losungen fiihren kann. Neben den in der Abbildung 4.1 gezeigten Auswirkungen des Diskretisie-
rungsfehlers sind jedoch weitere Probleme denkbar: In Abbildung 6.6 ist ein Ausschnitt aus dem
Rohr zu sehen, das in der Abbildung 6.5 dargestellt ist. Die rot dargestellt Kurve représentiert die
durch das Verfahren gefundene Leitlinie, wihrend die gelbe Kurve der intuitiven Vorstellung ent-
spricht.

Abbildung 6.7 zeigt eine Schnittkontur im kritischen Bereich, die mit Hilfe des Minimierungsverfah-
rens im ersten Schritt gefunden wurde. Hier wird der Grund fiir das unerwiinschte Verhalten deutlich.
Der Ausschnitt des Rohres besteht aus einem geraden Zylinder mit kreisférmiger Grundfliche und
zwei Kegelstiimpfen. Im Bereich der Ubergangsstelle vom Kegelstumpf zum anderen Kegelstumpf
ist es moglich, dass der Kreis nicht den kiirzesten Umfang besitzt.

In einer Beispielsammlung, die aus ca. 100 Testrohren aus der industriellen Anwendung besteht, war
das Problem der stark variierenden Umfangsinderung das einzige, an dem die intuitive Heuristik eine
nicht zufriedenstellende Losung geliefert hat. Die praktische Losung dieser iiblicherweise auf einen
lokalen Ausschnitt beschrinkten Probleme besteht darin, das problematische Stiick des Polygonzuges
herauszutrennen und durch eine Strecke zu ersetzen.

Bei den vorhandenen Testbeispielen aus der Umformtechnik wurde beobachtet, dass im Algorithmus
“Intuitiver initialer Schlauchschnittstellenkantenzug” wegen sehr geringer Kriimmung der Rohre auf
die Untersuchung verzichtet werden konnte, ob eine Ebene trennend ist. In dem Algorithmus “Intui-
tive Optimierung eines Schlauchstiitzstellenkantenzuges” konnte diese Untersuchung durch eine ein-
fache Heuristik ersetzt werden. Sollten benachbarte Schnitte eine stark unterschiedliche Bogenldange

Abbildung 6.5: Eine von der Heuristik zur intuitiven Verbesserung eines Schlauchstiitzstellenkanten-
zuges gefundene Leitlinie, reprdsentiert durch kubische Spline-Interpolationskurve
der Knoten (rote Kurve). Die gelbe Kurve zeigt das wiinschenswerte Verhalten.
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Abbildung 6.6: VergroBerter Ausschnitt aus der vorangehenden Abbildung. Die Leitlinie zeigt ein
unerwiinschtes Verhalten.

Abbildung 6.7: Ein Schnittgebiet im Problembereich der vorangehenden Abbildung

oder optimierter und nicht optimierter Schnitt start unterschiedliche Normalenvektoren besitzen, so ist
dies ein Indiz fiir eine Kappe oder einen ungiinstigen Schnitt. In dieser Situation wurde der Punkt der
Leitlinie nicht verbessert. Dies ist vor allem im Hinblick darauf verwendet worden, dass die Anwen-
denden an einer mdoglichst schnellen Losung interessiert sind, die selten in Extrembeispielen leicht
modifiziert werden muss.
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6.5 Theoretische Analyse

Die folgenden Abschnitte befassen sich mit der Analyse des Verhaltens des Verfahrens ~’Verbesserter
intuitiver initialer Schlauchschnittstellenkantenzug”. Die Analyse geschieht dadurch, dass plausible
Anforderungen an die Ergebnisse der von dem Verfahren ausgefiihrten Operationen formuliert wer-
den, die den Nachweis der Funktionsfdhigkeit des Algorithmus erlauben. Im folgenden Abschnitt
werden DistanzmaBe fiir Rohrschnittgebiete und Offnungen eingefiihrt. Die Idee besteht darin, aus
der Plausibilitdt der Anforderungen fiir die praktisch interessanten Rohre auf die Funktionsfahigkeit
des Verfahrens fiir diese Fille zu schliefen, wobei die plausiblen Anforderungen mit Hilfe von Di-
stanzmaflen formuliert werden sollen. Im Prinzip ist ein solches Vorgehen fiir die Optimierung der
Schlaucheinpassung ebenfalls moglich.

6.5.1 DistanzmaBe fiir Rohrschnittgebiete und Offnungen

DistanzmaBe fiir Rohrschnittgebiete und Offnungen werden durch eine partielle Funktion definiert,
deren Eigenschaften denjenigen von Metriken entsprechen.

Definition 6.1

Sei (W, Ry, R.) ein Rohr, C(W) die Menge aller trennenden Rohrschnittgebiete und Offnungen von
W, C?(W) die Menge aller Paare (C,C"), C,C" € C(W), sodass C~ und C'™ disjunkt oder identisch
sind. Eine Funktion d : C}(W) — [0, 00) heiBt DistanzmaR fiir trennende Rohrschnittgebiete, wenn
gilt:

1. d(C,C") = 0 genau dann, wenn C' = C’,

2.d(C,C") =d(C",C),

3. d(C1,C3) < d(Cy,C) + d(Ca, Cs).
Aus der Definition ergibt sich unmittelbar:

Folgerung 6.2
Sei (W, Ry, R.) ein Rohr, C(W)" C C(W) eine Menge paarweise disjunkter trennender Rohrschnitt-
gebiete, d ein DistanzmaB3 auf C(W). Dann ist d eine Metrik auf C(W')'.

In der folgenden Definition werden exemplarisch einige zumeist intuitive Distanzmalle fiir Rohr-
schnittgebiete und Offnungen genannt.

Definition 6.3
Hausdorff-Distanz: die Hausdorff-Distanz von Mengen, angewendet auf trennende Rohrschnittge-
biete beziehungsweise Offnungen A, B

6.1) di(A, B) := max {Sup { inf d(a, b)} ,sup { inf d(a, b)}} .

acA (beEB peB acA

Schwerpunktdistanz: die Euklidische Distanz der Schwerpunkte zweier trennender Rohrschnittge-
biete beziehungsweise Offnungen, wobei fiir Rohrschnittgebiete und Offnungen vorausgesetzt
wird, dass der Schwerpunkt innerhalb des Rohrschnittgebietes beziehungsweise der Offnung
liegt.

Min/Max-Konnektivitiitsliniendistanz: der Betrag der Differenz der Parameterwerte des ersten (bei
der Min-Version) beziehungsweise des letzten (bei der Max- Version) Punktes einer gegebenen
Konnektivitatslinie auf zwei trennenden Rohrschnittgebieten beziehungsweise Offnungen.
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Satz 6.4
Die Hausdorft-Distanz, die Schwerpunktdistanz und die Konnektivititsliniendistanz sind Distanzma-
Be fiir Rohrschnittgebiete und Offnungen.

Beweis

Hausdorff-Distanz: Die Hausdorft-Distanz erfiillt die Metrikeigenschaften ganz allgemein fiir Men-
gen im IR™ und damit insbesondere auch die Eigenschaften als Distanzmal.

Schwerpunktdistanz: Die Schwerpunktdistanz erfiillt die Metrikeigenschaften fiir Punkte im IR3.
Damit gelten die Eigenschaften 2. und 3. fiir Distanzmalfle. Da die Schwerpunkte innerhalb
der Rohrschnittgebiete beziehungsweise innerhalb der Offnungen liegen und diese paarweise
disjunkt sind, konnen die Schwerpunkte genau dann gleich sein, wenn die Rohrschnittgebiete
gleich sind.

Min-Konnektivititsliniendistanz: Die Punkte 1. und 2. fiir Distanzmalle sind klar. Seien
C1,Cq,C3 € C(W) paarweise disjunkt. Sei 1 die Konnektivititslinie und seien ¢.,, t., und
t., die Parameterwerte des ersten Punktes auf 1.

Seite, <ty < tey.

Damit ist
d(Ch C2) = oy —ley =ley — ey + (tC:; - tq)
S tc;; - tcg + (tcg - tc1)
= d(Cy,C3) +d(Cy,C3)
d(Ch 03) = tc:; - tc1 = tc:; - t62 + (t62 - t01)
= d(Cy,C3) + d(Cy,Ch)
d(027 C3) = tc;; - tcz = tc:; - ZL/C1 + (tcl - t02)

< tc;; - t01 + (t02 - tq)
= d(Cl, Cg) + d(Cz, Cl)

Damit gilt die dritte Forderung fiir Distanzmale.

Max-Konnektivititsliniendistanz: verliduft analog zum Beweis von Min-Konnektivititsliniendi-
stanz. [

Unter Verwendung von DistanzmaBen fiir Rohrschnittgebiete und Offnungen wird nun die
Schlauchlidnge eines Rohres definiert:

Definition 6.5
Sei

e (W, R,, R.) ein Rohr mit partieller Ordnungsrelation < fiir trennende Rohrschnittgebiete und
Offnungen,

e d ein DistanzmaB fiir trennende Rohrschnittgebiete und Offnungen auf W,

o (Wr, Ry, Ry) ein Teilrohr von W,
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e S =[S,...,5)] Si = (Ci,r;),i = 0,...,n, ein Schlauchstiitzstellenkantenzug von Wr,
dh.Cy=Ry,Cp, =Ry, C; <Ciy1,i=0,....,n—1, wobei C;, i =0,...,n, auch trennend
beziiglich W ist und C; < Cjy1,9=0,...,n — 1, auch beziiglich W gilt.

Die Linge von S beziiglich d ist gegeben durch

n—1

Lw(S) = Z d(CZ, Ci—i—l)-
=0

Sei IC die Menge aller Schlauchstiitzstellenkantenziige von W mit den oben genannten Eigenschaf-
ten. Dann ist die Schlauchliange von W definiert durch

Ly (Wr) := sup{Lw (5) | S € K}

Beobachtung:

Die Offnungen und Rohrschnittgebiete “verniinftiger” Teilrohre und Rohre sind in beiden Rohren
trennend und erfiillen in beiden Rohren die entsprechenden Ordnungsrelationsbedingungen. Eben-
so ist die Schlauchldnge dieser Rohre beziiglich der Distanzmalle aus Definition 6.3 in der Regel
endlich. Ein "verniinftiges” Rohr ist etwa ein Rohr, das wie ein gewundener Schlauch mit leichten
Deformationen der Oberfliche, z.B. leichten Radiusianderungen, aussieht.

Satz 6.6

Sei (W, R,, R.) ein Rohr mit einer partiellen Ordnung < fiir trennende Rohrschnittgebiete und Off-
nungen, d ein DistanzmaB fiir trennende Rohrschnittgebiete und Offnungen auf W, Wy := W (R,, C)
und Wy := W (C, R,) Teilrohre von (W, R,, R, ). Dann gilt:

Lw (W) > Lw (W1) + Lw (Wa).

Beweis

Seien [C 0, ...,C1 5] und [Cap,...,Cy ] die Folge der Rohrschnittgebiete beziehungsweise Off-
nungen von Schlauchstiitzstellenkantenziigen von W7 und Wy gemif3 Definition 6.5. Die Abstidnde
der Offnungen und Rohrschnittgebiete, die die Trennungs- und Ordnungseigenschaften auch in W
erfiillen, werden beziiglich W gemessen. Demnach gibt es einen Schlauchstiitzstellenkantenzug von
W, der die Vereinigung [C,...,C15,C21,...,C2,.,] als Folge von Rohrschnittgebieten bezie-
hungsweise Offnungen hat (C1, = C20 = C) und Definition 6.5 erfiillt ist. Damit wird das Supre-
mum, das fiir Lyy (W) auf der linken Seite zu bilden ist, iiber mindestens dieselbe Menge wie fiir die
rechten Seite der Ungleichung gebildet, wodurch sich die >-Beziehung ergibt. O

Definition 6.7

Sei (W, Ry, R.) ein Rohr, S = (E, C,r) eine Schlauchapproximation von W mit Parameterintervall
[a, e]. Ein DistanzmaR d fiir trennende Rohrschnittgebiete und Offnungen heif3t stetig beziiglich der
Schlauchapproximation S, wenn C'(.) eine stetige Funktion von [a, €] nach (Cla, €], d) ist.

”Verniinftige” Rohre sollten in der Regel Schlauchapproximationen besitzen, beziiglich derer die Di-
stanzmalle aus Definition 6.3 stetig sind. Allerdings ist die Stetigkeit nicht notwendigerweise ge-
geben. Die Schwerpunktdistanz kann an Singularititen unstetig sein. Bei sich windenden Konnek-
tivitdtslinien kann es zu Unstetigkeiten der Konnektivititsliniendistanz kommen, selbst wenn die
Schlauchapproximation keine Singularititen besitzt. Eine Unstetigkeit beziiglich der Schwerpunkt-
distanz ist in der Abbildung 6.8 dargestellt. Hier sind die Schwerpunkte betreffender, benachbar-
ter Schnitte durch gestrichelte Linien dargestellt. In dieser Situation liegt auch eine Unstetigkeit
beziiglich der Hausdorff-Distanz vor.
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Singularitét

Abbildung 6.8: Unstetigkeit benachbarter Schnitte beziiglich der Schwerpunktdistanz

Definition 6.8

Sei (W, R,, R.) ein Rohr, S = (E, C,r) eine Schlauchapproximation von W mit Parameterintervall
[a, €], d ein DistanzmaB fiir trennende Rohrschnittgebiete und Offnungen. Ein Rohrschnittgebiet C' :=
C(t), t € [a, €], heiBt ausgewogen trennend, wenn d(R,, C) = d(C, R.).

Satz 6.9

Sei (W, R,, R.) ein Rohr, S = (E, C,r) eine Schlauchapproximation von W mit Parameterintervall
[a, e]. d ein beziiglich S stetiges DistanzmaB fiir trennende Rohrschnittgebiete und Offnungen. Dann
gibt es ein ausgewogen trennendes Rohrschnittgebiet.

Beweis
Sei h(t) := d(Rgy,C(t)) — d(C(t), Re) fiir t € [a,e]. Da R, # R., gilt

h(a) = —d(Ra, Re) < 0,

h(b) = d(Ra, Re) > 0.

Da h stetig ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz [32] ein ¢ € (a,e) mit h(t) = 0, d.h.
d(R,,C(t)) —d(C(t),Re) = 0,also d(R,,C(t)) = d(C(t), Re). O

Es erscheint méglich, einen etwas modifizierten Begriff der ausgewogenen trennenden Rohrschnittge-
biete zu definieren, der auch fiir Schlauchapproximationen anwendbar ist, bei denen das Distanzmal3
endlich viele Unstetigkeitstellen hat und der den Anforderungen, die im Beweis zu Satz 6.11 benétigt
werden, geniigt.

Definition 6.10

Sei (W, Ry, R.) ein Rohr, d ein Distanzmal fiir trennende Rohrschnittgebiete und Offnungen, r(.)
eine Leitpunktfunktion. W hat die 6-Abstandseigenschaft beziiglich d und r(.), wenn fiir je zwei
trennende Rohrschnittgebiete beziehungsweise Offnungen C und Cy, deren Abschluss disjunkt ist
und fiir die d(C, C) < ¢ gilt, die Strecke zwischen r(C}) und r(Cs) das Rohr W nicht schneidet.
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Diese Definition bedeutet, dass die Strecke zweier Leitpunkte innerhalb des Rohres verlauft, sofern
der Abstand der Rohrschnittgebiete oder Offnungen hinreichend klein ist. Dies entspricht der intui-
tiven Vorstellung von Rohren, muss allerdings nicht generell erfiillt sein. Diese Bedingung kann als
Terminierungskriterium fiir das vorgestellte Verfahren gesehen werden.

6.5.2 Analyse des Verfahrens

Der folgende Satz formuliert Bedingungen, die hinreichend fiir die Terminierung des Verfahrens " Ver-
besserter intuitiver initialer Schlauchschnittstellenkantenzug” sind.

Satz 6.11
Sei W ein Rohr mit einer partiellen Ordnung < fiir trennende Rohrschnittgebiete und Offnungen. Sei
ferner

1. d ein Distanzma fiir trennende Rohrschnittgebiete und Offnungen von (W, Ry, R..),

2. alle verwendeten Offnungen und Rohrschnittgebiete in Teilrohren erfiillen auch in W die
Trennungs- und entsprechenden Ordnungseigenschaften, entsprechend zu Definition 6.5,

3. die Liange von W beziiglich d ist beschrinkt,
4. die §-Abstandseigenschaft erfiillt.
Dann gilt:

1. Wenn in Schritt 1 des Unteralgorithmus “Verbesserter Schlauchschnittstellenkantenzug” stets
ein ausgewogen trennendes Rohrschnittgebiet gefunden wird, dann terminiert der Algorith-
mus auch ohne die Verwendung des Abbruchkriteriums beziiglich der Iterationstiefe und liefert
einen approximierenden Schlauchstiitzstellenkantenzug.

2. Wenn das Rohrschnittgebiet in Schritt 1 des Unteralgorithmus “Verbesserter Schlauchschnitt-
stellenkantenzug” als ausgewogen trennend gewdhlt wird, dann terminiert der Algorithmus
auch ohne die Verwendung des Abbruchkriteriums beztiglich der Iterationstiefe.

Beweis
Wir nehmen entsprechend zu Aussage 1 an, dass jede Ausfiihrung der Suche in Schritt 1 ein ausge-
wogen trennendes Rohrschnittgebiet liefert.

Die Ausgabe des Algorithmus lésst sich als Baum verstehen. Die Wurzel des Baumes wird vom Ein-
gaberohr, die Nachfolger eines inneren Knotens des Baumes werden von den zwei Teilrohren, die von
dem Rohrschnittgebiet C' im Unteralgorithmus induziert werden, definiert.

Falls der Algorithmus ohne die Verwendung des Abbruchkriteriums beziiglich der Iterationstiefe nicht
terminiert, gibt es aufgrund von Voraussetzung 4 zu jedem n > 0 einen Knoten (W', R}, RY) im
Baum, dessen Abstand von der Wurzel gleich n ist und fiir den d(R[, R) > ¢ gilt. Wir betrachten
den Baum zum Zeitpunkt der Erzeugung des Knotens (W', R, R""). Dieser Baum ist endlich. Es gilt:

Zwischenbehauptung
Die Summe der Distanzen der Offnungen der Teilrohre in den Blittern dieses Baumes ist groBer als

(n—1)-5/2.

Zwischenbeweis

Dies kann wie folgt eingesehen werden. Jeder Knoten auf einem Pfad mit Ausnahme der Wurzel ist
durch Teilung seines Vorgédngerrohres entstanden. Jeder durch die Teilung entstandene Partnerknoten
eines Pfadknotens ist Wurzel eines Unterbaums, fiir den die Summe der Distanzen der Rohroffnungen
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jedes Teilrohres grofler als § ist. Dies ergibt sich zum einen aus der ausgewogenen Teilung, die zur
Folge hat, dass die Teilrohre der Partnerknoten ebenfalls eine Offnungsdistanz groBer als §/2 haben.
Zum anderen erfiillen die Rohrschnittgebiete auch in W die Trennungs- und entsprechenden Ord-
nungseigenschaften, d.h. alle Abstinde werden beziiglich des Ausgangsrohres gemessen, so dass die
Summe der Offnungsdistanzen in den Blittern eines Unterbaumes genauso so grof ist wie die Sum-
me der Distanzen der Offnungen beziehungsweise der entsprechenden Rohrschnittgebiete in seinem
Waurzelrohr. Daraus ergibt sich die Zwischenbehauptung. O

Die vom Algorithmus zum Zeitpunkt der Erzeugung des Knotens (W', R, R!') erzeugten Rohr-
schnittgebiete definieren zusammen mit den Offnungen des Eingaberohres und den entsprechenden
Leitpunkten einen Schlauchstiitzstellenkantenzug. Aufgrund von Voraussetzung 3 ist seine Linge L
durch eine globale Konstante L beschrinkt, d.h. L. < Lg. Wegen der obigen Behauptung gilt ferner
(n—1)-6/2 < L. Beides zusammen fiihrt auf

(n—l)'5/2<L0.

Dies bedeutet, dass n beschrinkt ist und damit alle Pfade des zu Beginn definierten Baumes endlich
sind, d.h. der Algorithmus ohne die Verwendung des Abbruchkriteriums beziiglich der Iterationstiefe
terminiert.

Aus der Annahme von Aussage 1, dass jede Ausfiihrung der Suche in Schritt 1 ein ausgewogen tren-
nendes Rohrschnittgebiet liefert, folgt, dass Schritt 2 ”Suche nicht erfolgreich” nie ausgefiihrt wird.
Der Unteralgorithmus kann also nur in Schritt 4 oder 5 eine Ausgabe erzeugen. Alle dabei ausgege-
benen Segmente des Schlauchstiitzstellenkantenzuges sind approximierend, so dass der ausgegebene
Schlauchstiitzstellenkantenzug insgesamt approximierend ist. Damit ist Aussage 1 bewiesen.

Aussage 2 unterscheidet sich von Aussage 1 dadurch, dass es sein kann, dass kein Rohrschnittgebiet
in Schritt 1 gefunden wird, das ausgewogen trennend ist. In diesem Fall endet die Ausfithrung des
entsprechenden Zweiges der Rekursionshierarchie mit Schritt 2 des Unteralgorithmus und der Aus-
gabe eines Segments des Schlauchstiitzstellenkantenzuges mit Attribut “nicht approximierend”. Der
entstehende Baum entspricht ansonsten dem im Beweis von Aussage 1. Der Algorithmus terminiert
daher, jedoch mit dem Unterschied, dass Segmente des resultierenden Schlauchstiitzstellenkantenzu-
ges auch “nicht approximierend” sein konnen. O

Die Kandidatenmenge fiir ausgewogen trennende Rohrschnittgebiete wird fiir Distanzmalle, die auf
Referenzpunkten (z.B. Schwer- oder Leitpunkten) trennender Rohrschnittgebiet basieren, durch die
Mittelebene zwischen den Referenzpunkten der beiden Rohroffnungen bestimmt. Auf dieser miissen
in diesem Fall die Referenzpunkte der ausgewogen trennenden Rohrschnittgebiete liegen.

Satz 6.12

Sei W ein Rohr mit partieller Ordnungsrelation < fiir trennende Rohrschnittgebiete und Offnungen.
Sei jedes Teilrohr (W', R.,, R.), fiir das der Unteralgorithmus aufgerufen wird, ein Rohr, fiir das eine
Schlauchapproximation existiert, beziiglich der d stetig ist. Dann gibt es in Schritt 1 des Unteralgo-
rithmus “Verbesserter Schlauchschnittstellenkantenzug” ein ausgewogen trennendes Rohrschnittge-
biet C.

Beweis
Die Aussage folgt unmittelbar aus dem Satz 6.9 iiber die Existenz ausgewogen trennender Rohr-
schnittgebiete. O



Kapitel 7

Diskussion der Schlaucheinpassung

Dieses Kapitel befasst sich mit einer Diskussion der vorgestellten Verfahren der Schlaucheinpas-
sung. In Abschnitt 7.1 ist ein Vergleich an praxiserelevanten Bauteilen zwischen den Ergebnissen
des adaptiven Unterteilungsverfahrens und der dynamischen Programmierung zu finden. Abschnitt
7.2 prisentiert Variationen der Algorithmen zur Schlaucheinpassung. Das Kapitel endet mit einer
Diskussion der Problematik einer vollen Automatisierung.

7.1 Vergleich der Schlaucheinpassungen

Im Folgenden werden die Schlaucheinpassungen mit dem adaptiven Unterteilungsverfahren und die
Methode der dynamischen Programmierung beziiglich der Qualitit der Ergebnisse verglichen. Die
Beurteilung wird anhand der ermittelten Leitlinien vorgenommen. Dazu werden zwei exemplarische
Rohre betrachtet. Da diese Rohre fiir die Praxis typische Bestandteile umfassen, konnen die daraus
abgeleiteten Beobachtungen in diesem Sinne als reprisentativ angesehen werden, so dass eine Unter-
suchung auf weiteren Beispielen nicht notwendig erscheint.

Abbildung 7.1 zeigt das erste ausgewihlte Rohr, das auch in der ersten, gro3eren Versuchsreihe aus
dem Kapitel 5 verwendet wurde, mit einer Leitlinie, die mit dem adaptiven Verfahren bestimmt wur-
de. Dieses Ergebnis entspricht in etwa dem intuitiv geforderten. Mit einer von den Anwendenden
sinnvollen Gewichtung fiir die dynamische Programmierung von oy, = %, o, =0, p = % und
o) = % hat sich nach 15 Iterationen das in der Abbildung 7.2 dargestellte Ergebnis fiir die Leitlinie
ergeben. Man erkennt, das beide Verfahren nahezu gleichwertige Leitlinien generieren.

Im Fall der dynamischen Programmierung konnen sich bei anderer Wahl der Gewichte jedoch auch
ungiinstige Resultate ergeben. So wird beispielsweise fiir o, = 0, o, = 1, &, = Ound oy = Onach 15
Iterationen das in der Abbildung 7.3 dargestellte Ergebnis erzeugt. Da die Kriimmung fiir dieses Rohr
die maBgebliche GroBe ist, sollte fiir eine Wahl der Leitlinie das Diagramm 5.22 verwendet werden.
Es zeigt sich, dass die Resultate der Iterationen aus dem Haufungsbereich dieses Diagramms, also Er-
gebnisse, die Kriimmungswerte zwischen 0.42 und 0.49 erzielen, ’guten” Leitlinien entsprechen. Bei
der in der Abbildung 7.3 dargestellten ”schlechten” Leitlinie betrdgt der Wert der durchschnittlichen
Kriimmungsgiite 1.08.

Das zweite Beispiel ist das bereits in Kapitel 6.4 diskutierte Rohr, das in Abbildung 7.4 noch ein-
mal gezeigt wird. Das Verfahren der dynamischen Programmierung ermdglicht das Auffinden einer
Schlaucheinpassung, bei der die Leitlinie die gewiinschte Form hat (siehe Abbildung 7.5). Bedingt
durch die verhéltnismifBig langen Geradenanteile in dem Rohr, ist nur eine geringe Abhzngigkeit der
Leitlinie von den Gewichten zu erkennen. Dies riihrt von der Tatsache, dass das Rohr in den geraden
Bereichen ein einfacher Zylinder ist, und dort das Minimum aller Giiten Null ist.
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7.2 Variationen der Schlaucheinpassungsverfahren

Durch Variation und Kombination der beiden in der Dissertation entwickelten Verfahren konnen wei-
tere Verfahren abgeleitet werden, um die Qualitédt der Approximation des Optimums und den Berech-
nungsaufwand gegeneinander zu beeinflussen. Eine grundsitzliche Vorgehensweise, die im Folgen-
den diskutiert wird, besteht darin, mit einem der Verfahren Teilrohrzerlegungen zu generieren, die
wiederum mit einem der Verfahren weiterverarbeitet werden.

Eine erste derartige Variation ist, zunéchst das adaptive Verfahren fiir die Zerlegung zu verwenden.

Abbildung 7.1: Eine mit dem adaptiven Unterteilungsverfahren bestimmte Leitlinie

Abbildung 7.2: Eine mit sinnvoller Gewichtung mit der dynamischen Programmierung bestimmte
Leitlinie
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Abbildung 7.3: Eine bei nicht geeigneter Gewichtung mit der dynamischen Programmierung be-
stimmte Leitlinie

Abbildung 7.4: Eine von dem adaptiven Unterteilungsverfahren zur intuitiven Verbesserung eines
Schlauchstiitzstellenkantenzuges gefundene Leitlinie, reprédsentiert durch kubische

Spline-Interpolationskurve der Knoten (rote Kurve). Die gelbe Kurve zeigt das
wiinschenswerte Verhalten.
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Abbildung 7.5: Die Berechnung einer Leitlinie mit gewlinschtem Verhalten mit dem Verfahren der
dynamischen Programmierung.

Sollten ’schwierige” Teilrohe auftreten, werden diese mit dem Verfahren der dynamischen Program-
mierung bearbeitet.

Eine zweite Variation ist die Anwendung des Verfahrens der dynamischen Programmierung mit weni-
gen Konstruktionspunkten, die gleichméBig iiber eine Leitlinie verteilt sind. Wihrend der Berechnung
werden auf den Abschnitten der Leitlinie zwischen zwei aufeinanderfolgenden Konstruktionspunk-
ten, die sich fiir das Auffinden einer Losung als problematisch erweisen, neue Konstruktionspunkte
eingefiigt. SchlieBlich wird die erhaltene Losung dann noch in den Teilrohren zwischen zwei aufein-
anderfolgenden Schnittgebieten der gefundenen Lésung um weitere Konstruktionspunkte erweitert,
in denen die Schlaucheinpassung verbesserbar erscheint.

Eine Schwierigkeit bei solchen Vorgehensweisen ist, dass die Lage der Schnittgebiete, die die Teilroh-
re einer Zerlegung festlegen, die moglichen Losungen in den Teilrohren beeinflussen. Daher konnte
es interessant sein, Verfahren zu finden, die die begrenzenden Schnittgebiete von Teilrohren variieren
konnen, wenn sich herausstellen sollte, dass fiir ein Teilrohr keine gute Losung zu finden ist. Gesucht
sind hier Verfahren, die einen geringeren Aufwand als die direkte Anwendung der dynamischen Pro-
grammierung auf das Startrohr haben.

7.3 Problematik der vollen Automatisierung

Die Erfahrung mit den entwickelten Verfahren, aber auch anderen Problemstellungen dhnlichen Typs,
zeigt, dass eine anschaulich gute automatisierte Losung fiir alle moglichen Eingaben von existieren-
den Verfahren nicht erzielt wird, auch wenn ein Optimum der Zielfunktion bestimmt wurde. Hierfiir
konnen zwei Griinde identifiziert werden.

Ein erster Grund kénnte in der nicht geeigneten Wahl der Zielfunktion liegen, die die Schlauchein-
passungsaufgabe modelliert. Die Modellierung geschieht als mehrkriterielles Optimierungsproblem,
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bei dem sich die Zielfunktion aus Teilfunktionen zusammensetzt, die jeweils eine wiinschenswerte
Eigenschaft der gesuchten Schlaucheinpassung formulieren. Um iiberhaupt eine gute Losung finden
zu konnen, ist es notwendig, dass sich unter den Pareto-optimalen Losungen auch gute befinden.

Der zweite Grund liegt in dem Problem, unter den Pareto-optimalen Losungen mit akzeptablem Auf-
wand gute Losungen herausfiltern, beziechungsweise Gewichte der Teilzielfunktionen zu finden, die
eine intuitiv gute Losung liefern. Je mehr gute Losungen dabei sind, desto eher kann erwartet werden,
eine gute Losung mit akzeptablem Aufwand zu finden.

Dies ergibt die folgenden moglichen Konsequenzen:

1. Es muss akzeptiert werden, dass ein Verfahren fiir manche Eingaberohre keine befriedigende
Losung findet.

2. Bei Rohren, fiir die keine befriedigende automatische Schlaucheinpassung gefunden wird, kann
eine direkte graphisch-interaktive Konstruktion vorgenommen werden.

3. Bei Rohren, fiir die keine befriedigende automatische Schlaucheinpassung gefunden wird, kann
eine interaktive Steuerung des Losungsprozesses des Losungsverfahrens vorgenommen wer-
den.

Die erste und die zweite Konsequenz kann insbesondere beim ersten oben genannten Grund notwen-
dig sein, d.h. die Modellierung des Problems liefert nicht immer gute Losungen.

Zur Realisierung der zweiten Konsequenz gibt es verschiedene Moglichkeiten. Konnte {iberhaupt
eine zuldssige Schlaucheinpassung generiert werden, wenn auch keine zufriedenstellende, kann sie
in Problembereichen modifiziert werden. Hier besteht eine Moglichkeit darin, einen Problembereich
zu kennzeichnen. Falls sich dabei ein Teilrohr ergibt, konnen die bestehenden Algorithmen auf die-
ses Rohr angewendet werden, in der Hoffnung, dass sich nun eine zufriedenstellende Losung ergibt.
Sollte es nicht moglich sein, ein Teilrohr zu generieren oder die Algorithmen auch in diesem Bereich
keine geeignete Losung generieren, kann die Schlaucheinpassung durch die Anwendenden manipu-
liert werden. Entweder werden hierbei die Knoten der Leitlinie verdandert und die Schlaucheinpassung
hieran angepasst oder es wird eine vollig interaktive Schlaucheinpassung durchgefiihrt. Ein Lésungs-
vorschlag hierzu ist in der Diplomarbeit von Schlienkamp [66] zu finden. Hier wird eine Methode
vorgestellt, in der zu einem gegebenen Rohr ein Schlauch erzeugt wird, dessen Mittellinie die ge-
suchte Leitlinie ist. Dabei bewegen sich die Anwendenden durch das gegebene Rohr und bestim-
men Rohrschnittgebiete. Zu jedem dieser Gebiete wird ein Kreis berechnet, der innerhalb des Rohres
liegt. Nachdem alle von den Anwendenden gewiinschten Kreise erzeugt wurden, werden sie zu dem
Schlauch zusammengefiigt.

Die dritte Konsequenz ist beim zweiten zu Beginn genannten Grund ein moglicher Ansatz. Eine
Steuerung des Verfahrens, das auf dynamischer Programmierung beruht, mit dem Ziel des Auffin-
dens einer der existierenden, guten Losung kann etwa sein, die Gewichte der Zielfunktion interaktiv
zu variieren. Wenn festgestellt wird, dass beispielsweise die Wertebereiche der Zielfunktionen stark
unterschiedlich sind, kénnen die Gewichte der kleineren Giiten vergroflert werden, so dass die Teil-
zielfunktionen zusammen mit den Gewichten einen vergleichbaren Wertebereich haben. Auf der an-
deren Seite kann auch ein Gewicht verkleinert werden, wenn festgestellt wird, das der Einfluss der
entsprechenden Gitefunktion zu unerwiinschten Resultaten fiihrt. SchlieBlich besteht eine Mdoglich-
keit, die Rohrschnittgebiete zu manipulieren:

1. Veridnderung des Rotationsbereiches zur Generierung von Rohrschnittgebieten bei der hierar-
chischen Suche,

2. Verdnderung der Konnektivititslinie,
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3. Verdnderung der Konstruktionspunkte,
4. Veridnderung der Anzahl der Rohrschnittgebiete pro Konstruktionspunkt.

Bei dem adaptiven Verfahren gibt es dagegen nur sehr wenige Moglichkeiten interaktiv die Generie-
rung der Schlaucheinpassung zu beeinflussen. Auf Grund der Wahl eines einfachen Verfahrens mit
moglichst wenig Parametern konnen hier lediglich die Schwellenwerte angepasst werden. Dies sind
die Abbruchbedingungen der einzelnen Algorithmen.



Kapitel 8

Approximation der Leitlinie durch
U-Spline-Kurven

Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln Verfahren zur Generierung der Schlaucheinpassung vor-
gestellt wurden, wird in diesem Kapitel ein Verfahren prisentiert, mit dem die gegebene Leitlinie
beziehungsweise allgemein ein dreidimensionaler Polygonzug durch eine U-Spline-Kurve approxi-
miert wird. Das Ergebnis ist eine G'!-stetige Kombination von Geraden- und Kreiskomponenten. G
bedeutet geometrische Stetigkeit” und steht fiir die Existenz einer C''-stetigen, d.h. tangentensteti-
gen, Parametrisierung der Kurve (vgl. [21], Kapitel 11). Das Kapitel beginnt mit einer Definition des
vorliegenden Problems und der Definition von U-Spline-Kurven (Abschnitt 8.1). Anschlieend wird
im Abschnitt 8.2 eine Ubersicht von verwandten Problemen gegeben. Das Verfahren zur U-Spline
Approximation ist im Abschnitt 8.3 zu finden. Verbesserungsvorschldge und eine Analyse des Ver-
fahrens werden in den Abschnitten 8.4 und 8.5 behandelt. Dieses Kapitel ist teilweise bereits in dem
Forschungsbericht des Autors [80] veroftentlicht worden.

8.1 Problemdefinition

Dieser Abschnitt stellt die notigen Definitionen bereit und formuliert das gegebene Problem. Wich-
tigstes Hilfsmittel sind die Kurven, die aus Geraden- und Kreiskomponenten bestehen.

Definition 8.1

Eine Kurve heifit tangentialstetig, wenn an jedem ihrer Punkte eine eindeutige Tangente existiert.
Eine tangentialstetige Kombination von einem Kreissegment und zwei Geradensegmenten, je eins
an den Enden des Kreissegmentes, heilSt U-Segment. Eine tangentialstetige Kurve, die aus endlich
vielen U-Segmenten zusammengesetzt ist, heiBt U-Spline-Kurve.

Eine alternative Sichtweise ist, dass sich eine U-Spline-Kurve aus Strecken und Kreisbogensegmenten
so zusammensetzt, dass sich Kreisbogensegmente und Strecken abwechseln und die Kurve insgesamt
tangentialstetig ist. In der Anwendung wird diese Kurve auch als Biegelinie bezeichnet.

Damit lassen sich nun Schlauchstiitzstellen-U-Spline-Ziige und U-Spline-formige Schlauchap-
proximationen definieren und somit wird eine Beziehung zur Schlaucheinpassung hergestellt.
Zunichst wird der Schlauchstiitzstellen-U-Spline-Zug definiert, der sich an der Definition 2.24 des
Schlauchstiitzstellenkantenzuges orientiert:

Definition 8.2
Sei (W, R,, R.) ein Rohr mit partieller Ordnungsrelation < fiir trennende Rohrschnittgebiete und
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Offnungen. Eine endliche Folge S = [Sy,...,S,], S; = (C;,r;),i = 0,...,n, von Schlauchstiitz-
stellen heiBt Schlauchstiitzstellen-U-Spline-Zug, wenn gilt:

1. Cy = Ry, Cy, = R..
2. C,-§C1-+1,i:O,...,n—1.

3. r;undriy1,79 = 0,...,n — 1, sind die Endpunkte einer Strecke oder eines Kreisbogens, die
zusammen eine U-Spline-Kurve r bilden.

4. Die U-Spline-Kurve r verlduft vollstindig in W*°. r wird Leitlinie genannt.

Jetzt wird eine U-Spline-férmige Schlauchapproximation definiert, die sich an die Definition 2.29 der
stiickweisen linearen Schlauchapproximation anpasst.

Definition 8.3

Sei W ein Rohr mit partieller Ordnungsrelation < fiir trennende Rohrschnittgebiete und Offnungen.
Eine Schlauchapproximation S = (E,C,r) von W heiBt U-Spline-formig, wenn bei entsprechender
Bezeichnung aus der Definition 2.29 der stiickweisen linearen Schlauchapproximation gilt:

1. E;: [t;-", ti 1] — & ist eine stiickweise lineare Ebenenschar.

2. Die Leitlinie im Intervall [tj, t; 1] wird von einer U-Spline-Kurve r; mit Strecken- und Kreis-

bogensequenzen mit Trennpunkten r; o, . .. ,¥; , gebildet.

3. Wenn E;(t]) und E;(t;, ) nicht parallel sind, dann schneidet die Schnittgerade der beiden
Ebenen keines der Rohrschnittgebiete C(E;(t)), t € [t ,t7,4].

Fiir U-Spline-formige Schlauchapproximationen ist wiinschenswert, dass die lineare Ebenenschar auf
dem Segment zwischen r; ; und r; ;1 in Punkt 2 der Definition mit der Schar der Ebenen senkrecht
zu dem Segment tibereinstimmt, j = 0,...,m; — 1. Dies wird im Folgenden nicht weiter themati-
siert. Eine Moglichkeit der Bestimmung einer U-Spline-formigen Schlauchapproximation, die dies
nicht notwendigerweise erfiillt, ist, zundchst eine polygonzugorientierte Leitlinie mit den zuvor be-
schriebenen Methoden zu bestimmen und hinterher den Polygonzug durch eine U-Spline-Kurve zu
approximieren. Dies fiihrt auf das U-Spline- Approximationsproblem, das Gegenstand dieses Kapitels
ist:

U-Spline-Approximationsproblem:
Gegeben: Ein Polygonzug im Raum, ein Fehlermal} und eine Fehlerschranke £ > 0.
Gesucht: Eine U-Spline-Kurve, fiir die gilt:

1. Die beiden Endpunkte des Polygonzuges stimmen mit den beiden Endpunkten der U-
Spline-Kurve iiberein.

2. Die U-Spline-Kurve weicht maximal € beziiglich des FehlermaBes vom Polygonzug ab.

3. Die U-Spline-Kurve besteht aus moglichst wenigen U-Segmenten.
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8.2 Verwandte Arbeiten

In der Literatur sind einige Verfahren zur Approximation von Punktfolgen durch Kreisbogen-
Spline-Kurven (engl. Arc Spline) zu finden. Der Unterschied zu den U-Spline-Kurven ist, dass bei
Kreisbogen-Spline-Kurven in der Regel kein Geradensegment zwischen zwei Kreisbogen vorhanden
ist.

Es gibt eine Reihe von Arbeiten zur Approximation einer Punktfolge durch Kreisbogen-Spline-
Kurven fiir den zweidimensionalen Fall [45], [50], [51] [54] und [82]. Lediglich Hoschek [28] behan-
delt neben dem zwei- auch den dreidimensionalen Fall. Im zweidimensionalen Fall beschreibt er eine
Interpolation und eine Approximation. Fiir den dreidimensionalen Fall untersucht er allerdings nur
die Interpolation einer gegebenen Punktfolge durch Kreisbogen-Spline-Kurven. Er verbindet jeweils
zwei Punkte, denen jeweils ein Tangentenvektor zugeordnet ist, mit zwei Kreisbogen. Dies resultiert
in einer Anzahl von Kreisbogen, die in der Groflenordnung der Anzahl der gegebenen Punkte liegt
und daher hier nicht in Frage kommt. Bei dem vorgestellten Approximationsverfahren ist zudem zu
beachten, dass zwischen zwei Kreisbogen explizit keine Geraden zu finden ist. Allerdings lésst sich
zumindest die Grundidee der Approximation auf das vorliegende Problem anwenden. Zu den gegebe-
nen Punkten, wird ein neuer Polygonzug bestimmt, in den dann die Kreisbogen G'-stetig eingebettet
werden. In der Abbildung 8.1 ist dieses Verfahren abgebildet: Zu den gegebenen, rot dargestellten

Abbildung 8.1: Neuer Polygonzug zur Approximation einer Punktfolge

Punkten wird ein neuer Polygonzug q, ..., q, bestimmt. Dieser legt die Position der Kreisbogen
fest, da die Kreissegmente so ermittelt werden, dass sie tangentialstetig in den Polygonzug eingebet-
tet werden konnen. Die Kreise werden dabei so ermittelt, dass die entsprechenden Kreissegmente die
Kurve innerhalb einer gegebenen Fehlerschranke approximieren.

Die Approximationsmethode von Hoschek [28] lésst sich allerdings nicht direkt in den dreidimensio-
nalen Raum {ibertragen. Sie setzt voraus, dass der Startpunkt eines Kreisbogens, dessen Mittelpunkt
sowie der Mittelpunkt des vorherigen Kreises auf einer Geraden liegen. Diese Bedingung ist im drei-
dimensionalen Raum nicht zwangslaufig erfiillt.
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Ein weiteres Problem des zweidimensionalen Approximationsverfahrens von Hoschek [28] ist der ho-
he Rechenaufwand. Es fiihrt auf ein Least-Squares-Problem, dessen Losung unter anderem zu groflen
Matrizen fiihrt. In diesem Kapitel wird ein heuristisches Verfahren vorgestellt, das in der Regel einen
geringeren Aufwand besitzt.

In den Arbeiten von Leopoldseder ([47] und [48]) wird dieses Problem der dreidimensionalen Arc-
Spline-Approximation auf eine ganz andere Art und Weise gelost. Hier wird eine gegebene Kurve
g: I C R — R3, g C™-stetig, durch Kreisbogen approximiert. Dazu werden zu einer Menge von
diskreten Kurvenpunkten die Schmiegkreise bestimmt. Dies sind Kreise, die die Kurve in zweiter Ord-
nung beriihren (vgl. [75]). AnschlieBend werden diese Schmiegkreise in der Regel durch einen Kreis
oder im Extremfall durch ein Geradensegment G''-stetig miteinander verbunden. Leopoldseder stellt
dazu eine Moglichkeit bereit, so dass die Kurve innerhalb einer gegebenen Fehlerschranke ¢ > 0
durch Geradesegmente und Kreise approximiert wird.

Auf den ersten Blick scheint dies die Losung des vorliegenden Problems zu sein. Hierzu muss ledig-
lich der gegebene Polygonzug durch eine dreidimensionale Kurve approximiert werden. Dies kann
beispielsweise mit einer Spline-Approximation realisiert werden. Eine Schwierigkeit liegt in der Ver-
bindung der Schmiegkreise durch weitere Kreise, was die Anzahl der Kreissegmente der gesamten
Approximation um den Faktor 2 erhoht. Ferner gibt es keine explizite Steuermoglichkeit im Hinblick
auf das Spline-Verhalten bei Geraden/Kreis-Alternierung.

In der von Safonova und Rossignac [65] vorgestellten Methode wird ein Polygonzug P =
[Po, - - - » Py,] durch eine minimale Anzahl Kreisbogen innerhalb einer gegebenen Fehlertoleranz ap-
proximiert. Hierzu wird zu allen Teilziigen S; ; C P, S;; = [P;;Piy1s--- ,pj], 1 < j, fiir die das
moglich ist, eine Ebene bestimmt, so dass alle Knoten von S; ; einen Abstand kleiner als eine gege-
bene Toleranz von der Ebene besitzen. Auf diese Art und Weise ist das Problem lokal in den zwei-
dimensionalen Raum transformiert worden. Es wird nun versucht, S; ; innerhalb einer gegebenen
Toleranz durch einen Kreisbogen zu approximieren. Dabei wird ein Geradensegment als Kreisbo-
gen mit unendlichem Radius angesehen. Es ist weiterhin vorgeschrieben, dass sowohl p; als auch p;
Elemente des Kreisbogens sind. Der néchste Teilzug, fiir den analog verfahren wird, muss mit dem
Element p; beginnen. Ansonsten konnen die Stetigkeitsbedingungen nicht eingehalten werden, denn
die gewiinschte Kurve erhdlt man dann durch Vereinigung der einzelnen Kreisbdgen. Dies bedeutet
allerdings, dass im Allgemeinen keine G'-stetige Kurve entsteht. Ferner werden in der Regel keine
alternierenden Kreisbogen und Strecken auftreten.

Bezogen auf das Glattheitsproblem kann eine Verbesserung des Verfahrens von Rossignac in der
Diplomarbeit [44] gefunden werden. Dort werden zwei verschiedene Verfahren présentiert:

1. Zunichst wird mit dem Verfahren von Safonova und Rossignac [65] eine Kreisbogenapproxi-
mation erzeugt. Danach durchliuft eine Schleife alle Ubergangsstellen von zwei Kreisbogen
und trennt jeweils die Kreisbogenapproximation auf. Danach werden diese Liicken durch zwei
neue Kreisbogen wieder geschlossen, so dass insgesamt ein Kreisbogen-Spline entsteht.

2. Ausgangspunkt fiir das zweite Verfahren ist erneut der Algorithmus von Safonova und Rossi-
gnac [65]. Anstatt jetzt jedoch die Anzahl der Kreisbdgen zu erhohen wird die gegebene Kreis-
bogenapproximation geglittet. Hierfiir wird die Lage der Kreisbogen so verandert, dass sie
“besser” aneinander passen, d.h. der Winkel zwischen den Tangenten benachbarter Kreisbogen
nédher an 7 ist.

Das erste Verfahren 16st das Problem, jedoch mit einer grolen Anzahl zusitzlicher Kreisbogen. Bei
dem zweiten Verfahren wird das Knickproblem zwar gemindert, aber im Allgemeinen keine Tangen-
tenstetigkeit erreicht.
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Der im folgenden Abschnitt 8.3 beschriebene Algorithmus verwendet die Kriimmung «, um eine
erste Ndherung an der gesuchten U-Spline-Kurve zu finden. Unter der Annahme, dass der gegebe-
ne Polygonzug annidhernd eine U-Spline-Kurve ist, kann davon ausgegangen werden, dass mit Hilfe
der Kriimmungsinformation eine fast minimale Anzahl von Kreisbogen gefunden werden kann. Im
Abschnitt 8.4 wird ein weiterentwickeltes Verfahren vorgestellt, das auf Basis des Algorithmus von
Rossignac [65] arbeitet. Es wird sich zeigen, das die Ergebnisse beider Verfahren bei géngigen Rohren
aus der Umformtechnik vergleichbare Resultate generieren.

8.3 U-Spline-Approximation durch adaptive Zerlegung

Der hier vorgestellte Algorithmus arbeitet wie folgt:

Algorithmus ’U-Spline-Approximation durch adaptive Zerlegung”

1. Glitte den gegebenen Polygonzug [py, . . . , p,,] durch lokale Polynomapproximation und erhal-
te den Polygonzug [py, - - -, P,,)-

2. Bestimme einen Kriimmungskreis fiir jeden Knoten des Polygonzuges und suche die Punkte
mit lokal minimalem Kriimmungskreisradius.

3. Bestimme ausgehend von den Punkten mit lokal minimalem Kriimmungsradius eine Folge von
stiickweise approximierenden Kreisbogen. Der Schnittpunkt der beiden Tangentialgeraden an
den Endpunkten eines Kreisbogens wird als mittlerer Kontrollpunkt des Kreisbogens bezeich-
net.

4. Verbinde die mittleren Kontrollpunkte der Kreisbégen sowie p, und p,, zu einem Polygonzug.

5. Wandle den Polygonzug in eine U-Spline-Kurve k. Dabei dienen die Knoten des Polygonzuges
als mittlere Kontrollpunkte der Kreissegmente der U-Spline-Kurve. Die Kreissegmente sollten
einen Radius haben, der dhnlich dem der Kreissegmente ist, die die Knoten des Polygonzuges
induzieren. Ermittle den Abstand von k zu [py, ..., p,,]. Sollte dieser grofer als eine vorgege-
bene Schranke ¢ sein, ermittle den Punkt p,, der den groBten Abstand zu k besitzt. Berechne
an dieser Stelle einen Kriimmungskreis und ermittle so einen stiickweise approximierenden
Kreisbogen. Erhalte so einen zusitzlichen mittleren Kontrollpunkt. Fahre mit Schritt 4 fort.

Als Fehlermal3 wird in diesem Kapitel der maximale Abstand von den ermittelten U-Spline-Kurven
zu den Kanten des gegebenen Polygonzuges P genommen. Hierfiir wird zunéchst die U-Spline-Kurve
durch einen Polygonzug mit einer gegebenen Toleranz § > 0 approximiert. Von den Knoten dieses
Polygonzuges ist dann das Fehlermalf3 als der kiirzeste Abstand zu den Kanten von P gegeben.

8.3.1 Gliattung des Polygonzuges

Die Ausfiihrung von Schritt 1, den gegebenen Polygonzug zu glitten, ist erforderlich, da so klei-
ne Ungenauigkeiten aus der Berechnung der Leitlinie gefiltert werden. Wiirde der Polygonzug nicht
geglittet werden, ist die Wahrscheinlichkeit sehr grof3, dass an zu vielen Stellen mit dem im Schritt 3
und 5 verwendeten Verfahren Kreisbogen erzeugt werden, da beispielsweise so Storungen berticksich-
tigt werden. Es ist natiirlich dabei zu beachten, dass die Glattung des Polygonzuges nicht oberhalb der
Fehlerschranke ¢ liegt und zudem der geglittete Polygonzug weiterhin innerhalb des Rohres verlduft.
Als Fehlermall wird das Minimum von d; und dy genommen, wobei d; der kiirzeste Abstand der
Knoten des gegebenen Polygonzuges P zu den Kanten des geglitteten Polygonzuges P ist und d
der kiirzeste Abstand der Knoten von P zu den Kanten von P ist.
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Die Glittung des Polygonzuges kann beispielsweise durch die Berechnung eines Ausgleichspoly-
noms zweiter Ordnung mittels der Least-Squares-Methode erfolgen. Eine Herleitung ist in [67], Ab-
schnitt 3.2, gegeben, wobei das dort beschriebene Verfahren eindimensional ist. Daher muss es hier
fiir jede Komponente der Elemente des Polygonzuges angewendet werden. Es ist jedoch klar, dass ein
Ausgleichspolynom fiir den gesamten Polygonzug keinen Sinn macht, da so in der Regel zu grofe
Abweichungen entstehen und damit die Fehlerschranke € nicht eingehalten werden kann. Statt dessen
wird das Verfahren von [67] lediglich wie bei digitalen Filtern (vgl. [67], Abschnitt 6.1) fiir kleine
Teilpolygonziige des gegebenen Polygonzuges verwendet. Konkret wird zu geeigneten k, [, > 0 der
Punkt p, geglittet, indem ein Ausgleichspolynom zu p;_, ..., Py, ermittelt wird und p,, als der
entsprechende, auf Bogenldnge parametrisierte Wert des Ausgleichspolynoms gesetzt wird. In der
Praxis wurde festgestellt, dass [ = r = 3 gute Resultate erzielt.

Empirische Tests haben gezeigt, dass eine Glittung oberhalb der zuldssigen Schranke ein Indiz fiir
ein zu kleines ¢ beziehungsweise fiir eine schlechte Qualitét der Leitlinie ist. Aus diesem Grund er-
scheint es praktisch zweckmifBig, den Punkt ohne Riicksicht auf die Toleranz zu verschieben, selbst
wenn dies moglicherweise die Toleranzschranke verletzt.

8.3.2 Bestimmung eines Kriimmungskreises und Suche nach lokal minimalen
Kriimmungsradien

Nach erfolgter Glidttung wird im Schritt 2 jedem Punkt ein Radius zugeordnet. Verschiedene, hierfiir
vorhandene Ansitze sind im Zusammenhang mit der Kriimmungsgiite im Abschnitt 4.1.1 genannt
worden. Auch hier wird zu drei aufeinanderfolgenden Punkten p,_{, p; und p, (., 1 < i < n, der
Umkreis ermittelt und der Radius dem Punkt p, zugeordnet. Eine praktische Berechnung des Umkrei-
ses ist im Anhang A.1 zu finden. Damit jedem Punkt ein Radius zugeordnet wird, erhalten der erste
und letzte Punkt den ermittelten Radiuswert der jeweiligen Nachbarn.

Zum Schluss werden zu der so berechneten Folge von Radien lokale Minima gesucht. Hierbei gilt die
Annahme, dass lokal minimale Radien einem besonders gekriimmten Teil des Polygons entsprechen
und somit durch einen Kreisbogen approximiert werden miissen. Daher wird ein Element

Tj S {7‘0,... ,rn}
lokal minimal genannt, falls
8.1) rjio 2T 1 =T
(8.2) 7§ STl S Tjye

mitl < j <n—2gilt.

8.3.3 Bestimmung einer Folge von approximierenden Kreishogen

Im Schritt 3 des Algorithmus werden die Minima der Radien ausgewertet. Dies bedeutet, dass unter-
sucht wird, wie grof} die Umgebung um ein lokales Minimum ist, die zu einem Bogen zu zdhlen ist.
Aus diesem Grund wurden im vorigen Abschnitt auch die Minima der Kriimmungsradien gesucht:
In diesen Bereichen ist die Kriimmung sehr grof3, so dass Kreise anstelle von Geradensegmenten zur
Approximation zu verwenden sind.

Zunichst werden hierfiir in dem Polygonzug [py, . . . , p,,] Umgebungen gesucht, die dann durch einen
Kreisbogen approximiert werden. Die Umgebung wird mit den Punkten initialisiert, die den Werten
der Liste der Minima der Radien entsprechen. Die Punkte werden dann in auf- und absteigende In-
dexrichtung untersucht und gegebenenfalls mit in die Umgebung aufgenommen. Ein Punkt wird mit
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zu einer Umgebung gezihlt, sofern der ihm zugeordnete Radius in einer gegebenen Toleranz zu dem
entsprechenden Minimum des Radius liegt.

Diese Umgebungssuche lisst sich wie folgt im Detail formulieren:
Algorithmus ’Umgebungssuche”

Gegeben: Ein Polygonzug [py,...,p,], deren Glittung [py, . .., P,,], eine Folge [ro, . .., r,] von Ra-
dien, eine Folge [myg,...,mg] C [ro,...,7rs), k& < n, von lokalen Minima der Radien, ein
FehlermaB und eine Fehlerschranke ¢ > 0.

Gesucht: Umgebungen {U;}!_o, U; C [Py, - - -, Pypl)s | < k, zu jedem m;, so dass jedes U; von einem
Kreisbogen K;, i € {0,...,l}, approximiert werden kann, wobei der Abstand der entsprechen-
den Punkte p; zu K; beziiglich des Fehlermafes kleiner als ¢ ist.

Ablauf:

fori=0,...,k do
1. Initialisiere Schranke S; > 0;

end for

fori=0,...,k do
2. Setze to := t mitry = m;, t € {0,...,n}, U; :==0;
3.U; =U; U {ﬁt};
4.ift < 0oder p,_; € U;—1 then

goto Schritt 7;

end if
5. Berechne |r;—1 — m;|;
6.if [ry—1 — m;| < S;und ry_1 & [myg,...,my] then
Ui == U; U{Py—1 };
t=t—1;
goto Schritt 4;
end if
if |11 —my| < S;und 14—y € [myg, ..., my| then
1osche r;_; aus [mo, ..., mgl;
k=k-—-1;
U, =U; U {ﬁt—l};
t=t—1;
goto Schritt 4;
end if

if |rt_1 — ’I’)’LZ| > S; then
goto Schritt 7;
end if
7. Fiihre die Schritte 4 - 6 entsprechend fiir die aufsteigende
Indexrichtung mit ¢ = ¢g + 1 aus;
end for
8. Berechne fiir jedes U; einen approximierenden Kreisbogen
K;,i e {0,...,[};
9. if maximale Abstand der entsprechenden Teilpolygonziige von [py, - .., p,,] zu
K; groBer als € then
verkleinere S;;
16sche jedes Uj;
stelle die urspriingliche Folge [my, . .., my]| wieder her;
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starte fiir - = 0 mit Schritt 2;
end if

Aus empirischen Daten hat sich die Wahl von S; in Schritt 1 als 0.6 - m; als giinstig erwiesen. Diese
Initialisierung ist allerdings rein heuristisch und muss nicht zu guten Resultaten fiihren. Falls in Schritt
9 mit diesem S; festgestellt wird, dass ein Kreisbogen das Fehlerkriterium nicht erfiillt, so kann dann
S; = 0.5 - 5; gesetzt werden. Aber auch diese Art der Verkleinerung ist heuristisch und hat in den
Versuchsreihen zu guten Resultaten gefiihrt.

Aus Effizienzgriinden werden im Schritt 6 lediglich Radien verglichen. Alternativ konnten sukzessive
links und rechts solange Punkte in die Menge U; eingefiigt werden, bis es keinen Kreis mehr gibt, der
U, innerhalb der Fehlerschranke approximiert. Dieses Verfahren ist natiirlich viel aufwindiger. Daher
werden lediglich die Radien, unter der Annahme, dass dhnliche Radien zu einem Bogen zu zéhlen
sind, verglichen.

Bei der Kreisapproximation in Schritt 8 gibt es insgesamt vier verschiedene Mdoglichkeiten:

1. Wenn die Anzahl der Elemente von U; gerade Eins ist, wird der entsprechende Radius gleich
Null gesetzt. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Schranke € > 0 zu klein gewéhlt worden
ist.

2. Wenn die Anzahl der Elemente von U; gerade Zwei ist, kann kein eindeutiger Kreis gefun-
den werden. Dann werden zwei neue, einpunktige Umgebungen erzeugt, die jeweils aus den
Punkten von U; bestehen. Jeder dieser Umgebung wird ein Kreis mit Radius Null zugeordnet.
Anschliefend wird U; geloscht.

3. Bei drei Elementen ist der Kreis als Umkreis bekannt, sofern die Elemente nicht kollinear sind.
Wenn sie kollinear sind, werden wie bei 2. anstelle von U; einpunktige Umgebungen und Kreise
mit Radius Null erzeugt.

4. Der allgemeine Fall ist, dass die Mengen U; aus mehr als drei Elementen bestehen. Hierfiir
gibt es verschiedene Ansitze. Eine Moglichkeit ist, das Verfahren von [23] zu verwenden. Mit
diesem Verfahren wird ein Kreisbogen zu einer gegebenen Menge von Punkten berechnet, der
einen lokal minimalen Abstand zu einer Punktfolge besitzt, gemessen iiber einer Funktion von
approximierenden Kreisbogen. Damit jedoch ein Kreisbogen erzeugt wird, miissen die gege-
benen Punkte in einer Ebene liegen. Somit entsteht ein weiteres Problem: Die Erzeugung einer
mittleren Ebene F/, so dass die Punkte von U; innerhalb der Fehlertoleranz in E liegen. Es gibt
verschiedene Moglichkeiten eine solche Ebene zu bestimmen. Eine ist in [65] beschrieben.

Ein empirischer und wesentlich einfacherer Ansatz ist, den Umkreis aus dem ersten, letzten
und einem mittleren Punkt aus U; zu berechnen. Der mittlere Punkt kann beispielsweise relativ
zur Bogenlidnge des Polygonzuges in U; ermittelt werden. In empirischen Tests hat sich heraus-
gestellt, dass dieser Startwert fiir die Berechnungen bereits ausreichend ist. Sollte kein solcher
Umkreis berechenbar sein, werden wie bei 2. anstelle von U; einpunktige Umgebungen und
Kreise mit Radius Null erzeugt.

Sollten in den Punkten 2 bis 4 Kreise mit Radius Null erzeugt werden, ist die Forderung / < k, d.h.
dass hochstens so viele Kreisbogen gefunden werden sollen, wie es lokale Minima von Radien gibt,
in der Regel nicht zu erfiillen.

Die Abstandsberechnung von K; zu dem entsprechenden Teilpolygonzug im Schritt 9 erfolgt geméaB
des gegebenen Fehlermalfles.
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8.3.4 Bestimmung des Polygonzuges aus mittleren Kontrollpunkten

Die Bestimmung des Polygonzuges aus mittleren Kontrollpunkten [to, ..., t;11] ist relativ einfach.
Zunichst wird tg := p, = p, sowie t;.1 := p,, = p,, gesetzt. Analog zu dem Verfahren zur Bestim-
mung der Umkreise im Anhang A.1, empfiehlt es sich, die Punkte tg, ..., t; nicht als Schnittpunkt
zweier Geraden im IR? zu ermitteln, sondern statt dessen den Schnittpunkt einer Geraden mit einer
passenden Ebene zu ermitteln. Ein Problem tritt allerdings auf, wenn der Kreisbogen ein Halbkreis
ist. Dann sind die beiden Tangentialgeraden an den Endpunkten des Kreisbogens parallel. In dieser
Situation sollte der Halbkreis in zwei Viertelkreise geteilt werden, so dass das gerade beschriebene
Verfahren angewendet werden kann.

8.3.5 Erzeugung einer U-Spline-Kurve

Im Schritt 5 des Algorithmus wird die gesuchte U-Spline-Kurve ermittelt. Hier werden zunichst
Kreisbogen in den Polygonzug aus mittleren Kontrollpunkten eingepasst. Sollte dadurch keine U-
Spline-Kurve entstehen, werden die Radien der entsprechenden Kreise solange verkleinert, bis eine
G'-stetige Kurve entsteht. Danach wird iiberpriift, ob die Approximation innerhalb der gegebenen
Schranke erfolgt ist. Ist dies nicht der Fall, werden neue mittlere Kontrollpunkte generiert und an-
schlieBend erneut versucht, eine neue U-Spline-Kurve zu berechnen.

Das Verfahren sieht im Einzelnen so aus:

Algorithmus ’Erzeugung einer U-Spline-Kurve”

Gegeben: Eine Folge [to,...,t;.1] von mittleren Kontrollpunkten, ein zu approximierender Poly-
gonzug [py, - - -, P,,), ein Fehlermaf und eine Fehlerschranke £ > 0.

Gesucht: Eine U-Spline-Kurve k, die [py, . .., p,,] mit einer Fehlerschranke ¢ beziiglich des Fehler-
malles approximiert.

Ablauf:
fort; € {t;,...,t;} do
Passe den Kreisbogen K; in den Polygonzug [to, . . ., t;,1] unter Beibehaltung des
gegebenen Radius 7; ein; (x)
if 7 > 1 then
if i; und K;_; konnen nicht G' stetig durch eine Strecke miteinander
verbunden werden then
reduziere die Radien von K; und K,;_; (%)
end if
end if
end for
Vereinige die ermittelten Kreisbogen K; zu einer U-Spline-Kurve k, indem die
jeweiligen Enden mit Strecken verbunden werden;
if Abstand von [py, ..., Pp,] zu Kk kleiner als ¢ then
Ende des Algorithmus;
else
Berechne an der Stelle der maximalen Abweichungen gemif3 des Algorithmus
“Umgebungssuche” eine neue Umgebung und fiige diese in den Polygonzug
[to,...,t.1] ein;
beginne nochmal mit diesem Algorithmus “Erzeugung einer U-Spline-Kurve”;
end if
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In dem mit (*) markierten Schritt wird zu gegebenem Radius r; ein neuer Kreisbogen K ; berechnet.
Zu drei aufeinanderfolgenden Punkten p := t;_;, q := t; und t := t;;1, 0 < ¢ < [+ 1, liegt der
Mittelpunkt von K ; auf der Geraden g mit

1 (p—q t—q>
8.3 : —q+s-=- + .
(63 gr smATEg (dﬂxq) d(t, q)

Da der Radius des Kreisbogens bekannt ist, kann mit Hilfe einfacher geometrischer Beziehungen
die konkrete Position des Mittelpunktes bestimmt werden (Strahlensatz). Die Endpunkte des Kreis-
bogens konnen mit Hilfe orthogonaler Projektion des Mittelpunktes auf die jeweilige Geraden g
beziehungsweise g

(8.4) g s—q+s-(p—q)
(8.5) go s—q+s-(t—q)
ermittelt werden.

Durch dieses Verfahren ist allerdings keinesfalls garantiert, dass zwei benachbarte Kreisbogen G-
stetig durch ein Geradensegment miteinander verbunden werden konnen. Sollte dies nicht der Fall
sein, miissen die Radien und damit auch die Mittelpunkte in dem mit () markierten Schritt neu be-
rechnet werden. Diese Situation ist in der Abbildung 8.2 skizziert, wobei die problematische Strecke
rot gekennzeichnet ist.

Abbildung 8.2: Bogen in Bogen

Eine Losung des Problems kann mit Hilfe des Strahlensatzes erreicht werden, da die Mittelpunkte
weiterhin auf den oben genannten Geraden liegen. Eine konkrete Berechnung ist im Anhang A.2 zu
finden.

Durch die sukzessive Kontrolle und Verbesserung des Splines dhnelt dieses Verfahren einer Methode,
die als ICP (Iterated Closest Point) beziechungsweise als fine matching bezeichnet wird (vgl. [7]). Die
Konvergenz des Verfahrens ist gesichert: Sollte die gegebene Schranke € zu klein sein, werden die
gegebenen n + 1 Punkte im schlechtesten Fall durch n + 1 Kreise approximiert, wobei jeder Kreis
den Radius 0 hat und als Mittelpunkt den entsprechenden Punkt aus {py, . ..,p,, } besitzt.

8.3.6 Rechenzeit

Zum Schluss soll der Zeitbedarf abgeschiitzt werden, den der Algorithmus der U-Spline-
Approximation benétigt. Sei hierzu n+ 1 die Elementzahl des zu approximierenden Polygonzuges P.
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Der erste Schritt, die Glittung des gegebenen Polygonzuges, bendtigt O(n + 1) Zeit. Der zweite
Schritt, die Bestimmung der Kriimmungskreise und die Suche nach minimalen Kriimmungsradien
bendtigt ebenfalls O(n + 1) Zeit. Im dritten Schritt, die Bestimmung stiickweise approximierender
Kreisbogen im Schritt 9 des Algorithmus “Umgebungssuche”, ist der Aufwand O(k; - (n + 1)),
wobei k; € IN eine vorgegebene maximale Anzahl von durchgefiihrten Verbesserungen ist. Falls in-
nerhalb dieser Vorgabe die gewiinschte Approximation nicht erreicht wird, gilt der Polygonzug als
nicht approximierbar. Die Erzeugung des neuen Polygonzuges im vierten Schritt benétigt ebenfalls
hochstens O(n + 1) Zeit. Im letzten Schritt ist der Aufwand O(kz - (n + 1)), wobei ko € IN die
vorgegebene maximale Anzahl von Verbesserungen ist. Sollten mehr Iterationen notwendig sein, gilt
auch hier der Polygonzug als nicht approximierbar. Insgesamt betrigt die Gesamtrechenzeit damit
O((n+1) + (k1 + k2) - (n+1)).

8.4 Kombiniertes Verfahren

In dem Abschnitt 8.3.2 wurde ein Verfahren beschrieben, anhand dessen eine Folge von Kontrollpunk-
ten generiert werden kann, in die schlieBlich die Kreisbogen G'-stetig eingepasst werden konnen.
Dieses Verfahren orientiert sich an der Kriimmung der Kurve. Im Allgemeinen kann davon ausge-
gangen werden, dass diese Kriimmungsinformationen eine fast minimale Anzahl von Kreisbdgen
erzeugen. Allerdings ist dieses Verfahren rein heuristisch.

Zumindest vergleichbare Qualitiit sollte daher eine Kombination der Methode von Rossignac [65]
und dem hier vorgestellten Verfahren liefern. Konkret sollen die ersten Kontrollpunkte durch die
Kreisbogen bestimmt werden, die durch Anwendung des Verfahrens von Rossignac entstehen wer-
den. Das Verfahren garantiert eine minimale Anzahl von Kreisbogen, so dass erwartet werden kann,
dass zundchst weniger Kontrollpunkte entstehen, als auf Basis der Kriimmung ermittelt werden. An-
schlieBend werden die Punkte aus dem hier beschriebenen Algorithmus abgearbeitet und eine Kreis-
bogenapproximation an den gegebenen Polygonzug erzeugt.

Weil die restlichen Punkte des Verfahrens die Einhaltung der Fehlerschranke kontrollieren, ist es
zudem zweckmifig, Kreisbogen von Rossignac [65] mit groem Radius zu 16schen. Dadurch wird
die Anzahl der Kontrollpunkte weiter verringert. Ein Vergleich der verschiedenen Verfahren ist im
Abschnitt 8.5.2 zu finden.

8.5 Experimentelle Analyse

In diesem Abschnitt wird eine experimentelle Analyse des Verfahrens vorgenommen. Dabei wird
zunichst anhand von vier Beispielen die Funktionsweise des Algorithmus aus Abschnitt 8.3 bespro-
chen. Anschliefend wird dieses Verfahren mit anderen Verfahren verglichen und die Resultate disku-
tiert.

8.5.1 Beispiele

Ein Ergebnis dieses Verfahrens ist in der Abbildung 8.3 dargestellt. Abbildung 8.4 zeigt ein Rohr,
in dem die Leitlinie als Zusammensetzung kubischer Polynome (gelbe Kurve) und deren Anndhrung
durch Geradensegmente und Kreise (griine Kurve) dargestellt ist. Das Rohr ist dabei ein Beispiel aus
der Praxis, bei dem nicht planare Offnungen vorhanden sind. In diesem Fall sind fiinf Kreisbogen
verwendet worden, wobei als Fehlerschranke

(8.6) €=
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Abbildung 8.3: Beispielrohr mit Kurvenapproximation

Abbildung 8.4: Verbesserte Nidherung an die Leitlinie

benutzt wurde. Hierbei ist L die Bogenlidnge der Leitlinie und n + 1 deren Punktanzahl. Eine solche
Fehlerschranke hat sich in empirischen Tests als giinstig erwiesen. In der Regel kann um so grober
approximiert werden, je linger das Rohr ist und je weniger Punkte die Leitlinie hat. Bei dem vor-
liegenden Beispiel ist ¢ = 5.32, mit L = 606.61 und n + 1 = 57. Die Berechnung der ersten
Approximation, die aus zwei Bogen besteht, hat einen Fehler von 9.05 (vgl. Abbildung 8.5, blaue
Kurve).

Der Fehler der ersten Verbesserung mit drei Kreisbdgen betrdgt noch 8.68, der der zweiten Verbesse-
rung mit vier Kreisbogen 5.88 und schlielich der der dritten Verbesserung mit fiinf Kreisbogen 4.41.

Durch Reduktion von ¢ auf

L

(8.7) €= my

d.h. e = 1.06, sind insgesamt sechs Verbesserungen erforderlich, so dass schlielich eine U-Spline-
Kurve mit sieben Kreisbogen entsteht.

An dieser Stelle sollen zwei weitere Beispiele gezeigt werden. Sie sind jedoch fiir das gegebene
Problem, die Erzeugung einer Biegelinie, ungeeignet, da Rohre mit diesen Leit- beziehungsweise
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Abbildung 8.5: Erste Nidherung an die Leitlinie

Biegelinien in der Regel aus technischen Griinden nicht hergestellt werden konnen. Allerdings kann
so dieses Verfahren mit anderen Methoden verglichen werden. Das erste Beispiel ist eine Spirale (vgl.
Abbildung 8.6).

Abbildung 8.6: Spirale

In diesem Beispiel sind der gegebene Polygonzug P gelb und die Kreisbogenapproximation rot dar-
gestellt. Die Spirale ist parametrisiert als

H : RDOI—-R?
(8.8) H.(t) := <r - 8in (410 't) , T COS (410 't) ,t)T, r>0.

Der gegebene Polygonzug ergibt sich mit 7 = 60 und I = [0, 12.475 - 7] zu
(8.9) P = [Heo(0), Heo(1), Heo(2), - - -, Heo(499)].
Durch das vorgestellte Verfahren werden ¢ := 2.0 mit insgesamt 37 Kreisbogen erzeugt. Da € im

Verhiltnis zur Spiralgrofie sehr klein ist, ist in der Abbildung 8.6 eigentlich nur eine Kurve zu sehen.

Die Spirale besitzt keine Minima beziiglich der Kriimmung. Daher wird in dem Algorithmus ~Erzeu-
gung einer U-Spline-Kurve” zunéchst nur ein Kreisbogen ermittelt. Dieser reicht natiirlich nicht aus,
so dass der Kreisbogen unterteilt wird. Dies geschieht dann solange, bis die gewiinschte Genauigkeit
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erreicht wurde.

Ein weiteres theoretisches Beispiel ist in der Abbildung 8.7 zu sehen.

o

.
—

Abbildung 8.7: Leitlinie mit S-Kurve

Diese S-Kurve ist auf Grund ihrer engen Bdgen fiir das Rohrbiegen uninteressant. Die Bogenlidnge
dieser blau dargestellten Kurve ist 361.31 und besteht aus 42 Punkten. Der Algorithmus produziert 6
Bogen (griine Kurve), um die Kurve innerhalb der Toleranz von ¢ := 2.0 zu approximieren.

Ergebnis:
Durch die Approximation mittels einer U-Spline-Kurve wurden insgesamt wesentlich weniger Kreise
als die Punktanzahl der Leitlinie verwendet.

Es ist natiirlich denkbar, dass die bei Durchfiihrung des Verfahrens ermittelte Approximation durch
Geradensegmente und Kreise nicht den Erwartungen der Anwendenden entspricht. Ein Ansatz zur
Verbesserung des Ergebnisses ist die halbautomatische Nachbearbeitung, indem einzelne Radien
der Kreise sowie der Polygonzug der mittleren Kontrollpunkte verdndert werden, wobei insbeson-
dere Kreisbogen interaktiv entfernt und hinzufiigt werden konnen, indem Punkte in diesem Poly-
gonzug geldscht beziehungsweise eingefiigt werden. Nachdem gegebenenfalls ein neuer Polygonzug
aus mittleren Kontrollpunkten entstanden ist, konnen in diesen durch Ausfithrung von Schritt 2 des
Algorithmus “Erzeugung einer U-Spline-Kurve” die Kreisbogen zu den gegebenen Radien eingepasst
werden.

Fiir die bereits erwdahnte Sammlung aus 100 Testrohren aus der Praxis konnte so, gegebenenfalls
durch geringe Modifikationen, stets ein gewiinschtes Ergebnis erzielen werden.

8.5.2 Vergleich verschiedener Verfahren

In der Einleitung wurde erwihnt, dass mit dem hier vorgestellten Verfahren nicht notwendigerweise
eine minimale Kreisbogenanzahl erzeugt wird. Dies war Gegenstand des Verfahrens von Safonova
und Rossignac [65], das allerdings nicht glatte Arc-Splines erzeugt. Das in der Einleitung aufgefiihrte
erste Verfahren von Lauert [44] liefert durch Einfiigen zusitzlicher Kreisbdgen glatte Arc-Splines.
Beide Verfahren generieren jedoch in der Regel keine U-Splines. Wegen der Verwandtschaft der U-
Spline- und Arc-Spline-Approximation erscheint dennoch ein Vergleich der Verfahren angebracht.
Tabelle 8.1 zeigt exemplarisch die Anzahlen der erzeugten Kreisbogen fiir eine Spirale, die sich mit
diesen drei Ansitze bei unterschiedlichen Fehlerschranken ergaben.

Die Daten aus dem Rossignac-Algorithmus wurden mit dem in der Diplomarbeit von Kudlacik [39]
implementierten Verfahren ermittelt. Es zeigt sich, dass das Verfahren von Lauert eine obere Schranke
fiir die hier vorgestellte Approximation ist. Dies bedeutet, dass das vorliegende Resultat besser ist, als
das Ergebnis von Rossignac herzunehmen und die Kreisbogen G'-stetig durch weitere Kreisbogen
zu verbinden.

Bei einem Vergleich des urspriinglichen Verfahrens mit der Verbesserung durch das Rossignac-
Verfahren aus Abschnitt 8.4 kann zunachst beobachtet werden, dass an gidngigen Bauteilen aus der
Umformtechnik mit beiden Verfahren nahezu die gleiche Anzahl von Kreisbogen erzielt wird. In der
Tabelle 8.2 sind exemplarisch die Resultate fiir das in der Abbildung 8.3 gezeigte Rohr dargestellt,
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Fehlerschranke & [ 0.01]01]05]21
Rossignac [65] 15 7 5 4
Lauert [44] 43 |19 | 13 | 11
Wortmann (Abschnitt 8.3) 38 18| 9 8

Tabelle 8.1: Experimentell ermittelte Anzahl von Kreisbogen durch verschiedene Verfahren fiir eine
Helix; Grundlage der Messungen ist eine Helix mit Radius 10, Hohe 24, die fiir e = 0.01
und € = 0.1 durch einen Polygonzug mit 600 dquidistanten Punkten, fiir ¢ = 0.5 und
€ = 2.1 mit 100 dquidistanten Punkten dargestellt wurde. Bei dem hier vorgestellten
Verfahren wurden nur die Kreisbogen gezihlt, die zumeist sehr kurzen Geradenstiicke
wurden nicht beriicksichtigt.

wihrend die Tabelle 8.3 die Resultate fiir das in der Abbildung 8.4 gezeigte Rohr zusammenfasst.

H Fehlerschranke ¢ ‘ Anz. Kreisbogen

Rossignac [65] 1.5 7
Wortmann (Abschnitt 8.3) 1.8 12
Rossignac / Wortmann (Abschnitt 8.4) 1.6 13

Tabelle 8.2: Experimentell ermittelte Anzahl von Kreisbogen durch verschiedene Verfahren fiir das
Beispielrohr aus der Abbildung 8.3; die Leitlinie hat eine Linge von 562.17 und besteht
aus 76 Punkten. Es wurden fiir die in diesem Kapitel vorgestellten Methoden lediglich
die Kreisbogen gezihlt.

H Fehlerschranke ¢ ‘ Anz. Kreisbogen

Rossignac [65] 4.5 4
Wortmann (Abschnitt 8.3) 4.2 )
Rossignac / Wortmann (Abschnitt 8.4) 4.9 4

Tabelle 8.3: Experimentell ermittelte Anzahl von Kreisbogen durch verschiedene Verfahren fiir das
Beispielrohr aus der Abbildung 8.4; die Leitlinie hat eine Linge von 606.61 und besteht
aus 57 Punkten. Es wurden fiir die in diesem Kapitel vorgestellten Methoden lediglich
die Kreisbogen gezihlt.

Dieses Resultat kann jedoch nicht erreicht werden, wenn mit der Kombination die Spirale approxi-
miert werden soll. Dann ist es durchaus moglich, dass die Anzahl der Kreisbogen deutlich grofer ist,
als die mit dem urspriinglichen Verfahren. Dies wird in der Tabelle 8.4 gezeigt.

Das Verfahren von Rossignac erzeugt fiir die géngigen Rohre aus der Umformtechnik bei hinrei-
chend grofler Toleranz in der Regel neben den Kreisbogen auch Geradensegmente beziehungsweise
Kreisbogen mit sehr groBem Radius. Bei der Approximation der Helix dagegen erzeugt die Methode
von Rossignac ausschlieBlich Kreisbdgen. Sollte das Ergebnis von Rossignac nach der beschriebenen
Art und Weise in eine G''-stetige Kurve umgewandelt werden, approximieren die neuen Kreisbogen
den Polygonzug in der Regel nicht mehr innerhalb der gewiinschten Toleranz. Dadurch werden neue
Kreisbogen eingefiigt, wodurch sich auch benachbarte Kreisbogen verdndern. Die Verschiebung be-
stehender Kreisbogen durch diese neuen Kreisbdgen ist um so geringer, je linger das Geradenseg-



140 KAPITEL 8. KURVENAPPROXIMATION

Fehlerschranke ¢ H 0.1 ‘ 0.5 ‘ 2.1
Rossignac [65] 7 5 4
Wortmann (Abschnitt 8.3) 18 1 9 8
Rossignac / Wortmann (Abschnitt 8.4) || 27 | 13 | 10

Tabelle 8.4: Experimentell ermittelte Anzahl von Kreisbogen durch verschiedene Verfahren fiir eine
Helix; die Daten der Helix entsprechen denen aus Tabelle 8.1. Bei dem hiervorgestellten
Verfahren wurden nur die Kreisbogen gezihlt, die zumeist sehr kurzen Geradenstiicke
wurden nicht beriicksichtigt.

ment zwischen neu eingefiigten Kreisbogen und bestehenden Kreisbogen ist. Weil bei der Helix je-
doch kein Geradensegment zwischen den Kreisbdgen zu finden ist, verschlechtert das Einfiigen neuer
Kreisbogen die Qualitdt der Approximation benachbarter Kreisbdgen in der Art, dass das Einfiigen
weiterer Kreisbogen im Bereich der benachbarten Kreisbdgen erforderlich ist. Dies erklért, warum
das hier vorgestellte Verfahren zusammen mit der Methode von Rossignac bei einer Helix eine so
viel hthere Anzahl an Kreisbogen erzeugt.

Das Kreisbogenoptimierungsverfahren von Lauert [44] verbessert die Winkel zwischen den Tangen-
ten benachbarter Kreisbogen. Fiir die Helix, die mit einer Genauigkeit von 0.5 approximiert wird,
erzeugt der Rossignac-Algorithmus Winkel zwischen benachbarten Kreisbogen im Bereich zwischen
140 und 150 Grad. Diese werden durch das Verfahren von Lauert auf Winkel in dem Bereich zwischen
150 und 160 verbessert. Bei der Genauigkeit von 0.01 dagegen erzeugt das Verfahren von Rossignac
Winkel in der Groenordnung von 179.9. Diese werden durch Lauert und Rossignac in Winkel der
GroBenordnung von 179.96 verbessert. Diese Winkel sind dagegen eher fiir eine Biegelinie geeignet.
Hierbei ist allerdings zu beriicksichtigen, dass die Rechenzeit ein bis zwei Minuten betrédgt, wohin-
gegen die hier vorgestellte urspriinglichen Methode wenige Sekunden benoétigt. Alternativ kann mit
Hilfe des Rossignac-Verfahres beispielsweise mit der Toleranz von 0.1 eine Approximation ermittelt
werden, die dann mit der Methode von Lauert und einer groberen Toleranz von 0.5 optimiert wird.
Dann sollte die Verbesserung der Winkel besser werden, da so das Optimierungsverfahren mehr Spiel-
raum hat. Es wurde fiir eine Helix festgestellt, dass die Rossignac-Approximation insgesamt sieben
Kreisbogen erzeugt, wobei der Winkel an benachbarten Kreisbogen im Bereich von 160 bis 165 Grad
liegt. Durch das Verfahren von Lauert werden diese in dem Bereich von 170 bis 175 Grad verbessert.
Im Vergleich wird mit der hier vorgestellten urspriinglichen Methode eine U-Spline-Kurve mit neun
Kreisbogen berechnet, so dass zusammenfassend festgestellt werden kann, dass die urspriingliche
Methode das vorliegende Problem mit einer nahezu gleichen Kreisbogenanzahl in wesentlich gerin-
gerer Rechenzeit 10st. Ferner generiert auch dieses zweite Verfahren von Lauert [44] keine U-Splines.

SchlieBlich besteht noch die Moglichkeit mit Hilfe des Rossignac-Algorithmus eine Kreisbogenap-
proximation zu erzeugen, die dann mit dem hier vorgestellten Verfahren in eine G'-stetige Kurve
umgewandelt wird. Hierbei werden lediglich die Kontrollpunkte aus dem Rossignac-Verfahren ver-
wendet und die Kreisbogen G'-stetig eingebettet. Es werden keine neuen Kreisbogen generiert. Da-
durch erhoht sich zwangsldufig der Fehler. Allerdings wurde beobachtet, dass das dadurch erzeugte
Ergebnis durchaus vergleichbar mit dem Ergebnis ist, was bei dem hier vorgestellten Verfahren ermit-
telt worden ist. Beispielsweise erzeugt die G''-stetige Verbesserung der Helix mit einer Genauigkeit
von 0.1, die aus sieben Kreisbogen besteht, einen Fehler von 0.5. Das hier vorgestellte Verfahren er-
zeugt mit dieser Genauigkeit eine Approximation mit neun Kreisbogen. Das Problem ist, dass vorher
nicht abgeschitzt werden kann, wie gro der Fehler ist, der durch G'-stetige Verbesserung entsteht.

Zusammenfassend kann daher gesagt werden, dass eine Kombination von dem Rossignac-Verfahren
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mit der hier vorgestellten Heuristik nicht notwendigerweise garantiert, dass das Ergebnis besser ist.
Ferner wurde festgestellt, dass die urspriingliche Methode stets ein besseres Ergebnis als das G-
stetige Verfahren von Lauert generiert. Sollte die nicht G''-stetige Variante von Lauert verwendet
werden, muss mit einer sehr hohen Genauigkeit gerechnet werden, um das Ergebnis als Biegelinie
verwenden zu konnen. Da die Ergebnisse durchaus vergleichbar sind, sollte wegen der wesentlich
geringeren Laufzeit die hier vorgestellte urspriingliche Methode verwendet werden.



Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

Ubergeordnetes Thema der Dissertation ist das Reverse Engineering von Rohren. Reverse Enginee-
ring bedeutet, ein Fertigungsverfahren fiir Rohre aus zylinderformigen Rohlingen dadurch herzulei-
ten, indem ausgehend vom Rohr durch Riickwirtsdeformation ein geeigneter zylinderférmiger Roh-
ling hergeleitet wird. Der hier verfolgte Ansatz besteht darin, in das gegebene Rohr einen moglichst
gut passenden Schlauch einzupassen, wobei ein Schlauch etwa als ein gekriimmter Zylinder angese-
hen werden kann, eventuell mit variablen Radien. Die algorithmische Losung des Schlaucheinpas-
sungsproblems stellt den Schwerpunkt der Arbeit dar.

Weitere Schritte fiir ein komplettes Reverse Engineering, die nicht Gegenstand der Arbeit waren, sind
die Deformation des Rohres auf den eingepassten Schlauch, sowie die Deformation des Schlauches
zu einem Zylinder. Mathematisch gesehen kann die Rohr-Schlauch-Deformation als das Auffinden
einer Parametrisierung des Rohres liber dem Schlauch aufgefasst werden. An die Parametrisierung
sind Anforderungen zu stellen, die sich aus der Fertigungstechnologie ergeben. Eine Anforderung
konnte die Vermeidung starker Verzerrungen sein.

Im Zusammenhang mit der Schlauch-Zylinder-Deformation wurde das Problem der U-Spline-
Approximation von Kurven aufgegriffen. U-Spline-Kurven setzen sich alternierend aus Strecken
und Kreisbogensegmenten zusammen. Hintergrund ist die technische Deformation von zylindrischen
Rohlingen mit Biegescheiben. Die Kreisbogensegmente beschreiben die Stellen entlang eines Roh-
res, an denen die Biegescheiben anzusetzen sind.

Der erste Schritt bei der Bearbeitung des Schlaucheinpassungsproblems war die Modellierung der
Problemstellung in einer Form, die sie der algorithmischen Losung zuginglich macht (Kapitel 2).
Eine Schwierigkeit war dabei die Definition von Rohren. Anschaulich gesehen ist es klar, was unter
einem Rohr zu verstehen ist, eine prizise mathematische Definition, die hinreichend umfassend ist,
aber pathologische Sonderfille im Hinblick auf die Wirklichkeit ausschlief3t, ist jedoch nicht trivial.
Es wurde eine tragfihige Definition présentiert.

AnschlieBend wurden auf Basis dieses Rohrbegriffes hilfreiche Definitionen und Hilfsmittel ein-
gefiihrt, von denen die Begriffe eines Rohrschnittgebietes und eines Teilrohres zentral waren. Auf
deren Grundlage wurde die Approximation eines Rohres durch einen Schlauch auf zwei Weisen for-
muliert: als Approximation durch einen Schlauchstiitzstellenkantenzug und als stiickweise lineare
Schlauchapproximation. Schlielich wurde ausgehend davon das Schlaucheinpassungsproblem als
Optimierungsproblem formuliert, dem mehrere Teilzielfunktionen zu Grunde liegen, die die Qualitit
einer Schlaucheinpassung beschreiben.

Ferner wurde beobachtet, dass die Klassifikation von trennenden Rohrschnittgebieten iiber die
Schnittanzahl mit einer Kurve, die auf der Oberflache des Rohres verlduft und die die beiden Rand-
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kurven des Rohres verbindet, erfolgen kann. Die Verwendung einer solchen sogenannten Konnekti-
vitdtslinie ist aus algorithmischer Sicht ein sehr niitzliches Hilfsmittel, um effizient festzustellen, ob
ein Rohrschnittgebiet trennend ist oder nicht.

In der Praxis ist die Reprisentation von Rohren durch Dreiecksnetze von groBer Bedeutung. Aus
diesem Grund wurde diese Reprisentationsform fiir die Implementierung der entwickelten Verfah-
ren verwendet. Es wurden effiziente algorithmische Realisierungen der wichtigsten Operationen auf
Dreiecksnetzen angegeben, die fiir die Verfahren der Schlaucheinpassung benétigt werden (Kapitel
3). Hier sind der Test einer Strecke auf Schnitt mit einem Dreiecksnetz, Uberpriifung der Trenn-
eigenschaft eines Rohrschnittgebietes, die Berechnung von Rohrschnittgebieten, die Erzeugung ei-
ner stiickweise linearen Schlauchapproximation sowie die Berechnung einer Konnektivititslinie als
kiirzester Weg zu nennen.

In Kapitel 4 wurde die erwdhnte Formulierung des Schlaucheinpassungsproblems als Optimierungs-
problem prézisiert, indem eine Reihe konkreter Teilzielfunktionen zur Qualititsbeschreibung einer
Schlaucheinpassung angegeben wurden: die Kriimmungsgiite, die Zentrumsgiite, die Umfangsgiite,
die Flachengiite, die Parallelitétsgiite, die tangentiale Ausrichtungsgiite sowie die Oberflichenstei-
gungsgiite.

Die resultierende Optimierungsaufgabe #hnelt dem Optimierungsproblem zur Einpassung aktiver
Konturen, die etwa in der Bildverarbeitung im Zusammenhang mit der Bildsegmentierung starkes
Interesse gefunden hat. Zur Losung des Problems der aktiven Konturen sind diverse Mdoglichkeiten
bekannt. Unter diesen wurde ein Ansatz aufgegriffen, der auf diskreter dynamischer Programmie-
rung beruht. Ein Grund lag in der Unstetigkeit einzelner verwendeter Zielfunktionen, die Ansitze,
welche auf Variationsrechnung beruhen, nicht unmittelbar anwendbar machen. Ferner wird auf diese
Weise die Gefahr gemindert, ein lokales Minimum zu finden, das nicht global ist. SchlieBlich lassen
sich die Zielfunktionen flexibel austauschen. Basierend auf dem genannten Ansatz wurde ein Verfah-
ren fiir die Schlaucheinpassung auf Grundlage der dynamischen Programmierung entwickelt, das die
Problemstruktur zur Reduktion des Suchraums ausnutzt (Kapitel 5). Die experimentelle Analyse auf
Rohren unterschiedlicher Charakteristik zeigt die grundsitzliche Funktionsfidhigkeit des Ansatzes.

Ein Nachteil der Methode der dynamischen Programmierung ist der hohe Rechenaufwand. Als Alter-
native wurde ein intuitives adaptives Unterteilungsverfahren aufgegriffen, das auf den Autor zuriick-
geht und das sich in der industriellen Anwendung bewéhrt hat (Kapitel 6). Das Verfahren generiert in
einem ersten Schritt eine initiale Schlaucheinpassung, welche dann in einem zweiten Schritt optimiert
wird. Eine Analyse zeigte, dass es passieren kann, dass das Verfahren nicht terminiert. Fiir eine etwas
erweiterte Version wurden Bedingungen formuliert, deren Erfiillung in der Regel plausibel ist und
unter denen die Terminierung des Verfahrens nachgewiesen werden kann.

Die experimentelle Analyse beider Verfahren zeigte, dass sie in der Lage sind, gute Schlauchein-
passungen zu finden. Ausgehend davon wurden verschiedene weitere Aspekte diskutiert (Kapitel
7). So wurde festgestellt, dass sich weitere Moglichkeiten etwa durch deren Kombination erdffnen
konnen, beispielsweise durch Anwenden des einfachen, schnellen adaptiven Verfahrens bei unkriti-
schen Rohren und des komplexen, aber aufwindigen Verfahrens der dynamischen Programmierung
auf dabei moglicherweise gefundene kritische Teilrohre. Ferner wurden die Grenzen der vollautoma-
tischen Losung angesprochen und auf Moglichkeiten des interaktiven Eingriffs eingegangen.

Fiir das zu Beginn des Kapitels erwéhnte Problem der Approximation von Polygonziigen durch
U-Spline-Kurven mit moglichst wenigen Segmenten wurde ein heuristisches Verfahren angegeben
(Kapitel 8). Dieses Verfahren basiert auf einer Kriimmungsanalyse des gegebenen Polygonzuges. Es
wurden zwei Alternativen der Kriimmungsanalyse verfolgt. Die eine war kriimmungskreisbasiert und
passte Kreise an Stellen starker Kriimmung ein. Die zweite griff das Verfahren von Safonova und
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Rossignac [65] zur Approximation mit Kreisbogen-Spline-Kurven auf, um dessen Kreissegmente als
Basis zur Konstruktion einer tangentialstetigen U-Spline-Kurve zu nehmen, in der Absicht, ausgehend
von dessen minimaler Anzahl von Kreissegmenten eine geringe Anzahl von U-Spline-Segmenten zu
erzielen. Eine experimentelle Analyse zeigte, dass sich die einfachere erste Version praktisch minde-
stens genau so gut wie das aufwéndigere Verfahren verhilt.

Als Fortfithrung dieser Arbeit ist eine “explizitere” Schlaucheinpassung durch geeignete Mafle von
Interesse, die die Abweichung zwischen Rohrfliche und Schlauchfliche genauer angeben, z.B. auch
fiir Schlduche mit nicht kreisférmigem Querschnitt. Damit kdnnte eventuell auch die Anforderung
aufgegeben werden, dass die Leitlinie im Inneren des Rohres verlaufen muss. Ferner konnte der geo-
metriebasierte Ansatz der Arbeit durch eine physikbasierte Vorgehensweise ersetzt werden, etwa in-
dem die physikalischen Eigenschaften von realem Blech bei der Definition von Einpassungsmaf3en
beriicksichtigt werden. Dies wiirde eine realitdtsnihere Planung erlauben, allerdings bei vermutlich
deutlich hoherem Rechenzeitbedarf. Die Ersetzung der Geometrie durch Physik gilt gleichermalen
fiir die U-Spline-Approximation.

Aus Sicht der Heuristikanalyse wire der Ausbau des Konzeptes von Vorbedingungen, unter denen
die Funktions- oder Leistungsfihigkeit von Heuristiken beweisbar garantiert ist, ein erstrebenswertes
Ziel. Je schwicher die Vorbedingungen desto niitzlicher und einsichtiger ist die Heuristik.

Eine Rohrdefinition ist ideal, wenn sie moglichst alle Formen, die anschaulich als Rohre zu verstehen
sind, abdeckt und zudem die Eigenschaft hat, dass alle Schnittgebiete, eventuell abgesehen von ein-
zelnen singuldren Situationen, zerlegend sind. Die in der Arbeit prisentierte Definition von Rohren ist
in Kombination mit der Charakterisierung von zerlegenden Rohrschnittgebieten ein Schritt in diese
Richtung. So scheint die Menge der Rohre, bei denen eine fiir den in dieser Arbeit verfolgten Ansatz
der Schlaucheinpassung hinreichende Anzahl an Rohrschnittgebieten die Charakterisierung erfiillen,
viele praktische auftretende Rohrformen zu erfassen. Aus mathematischer Sicht stellt sich jedoch die
Frage, ob eine weitergehende Definition im oben genannten idealen Sinne moglich ist.



Anhang A

Geometrische Berechnungen

A.1 Berechnung eines Umkreises

In diesem Abschnitt wird zu drei nicht kollinearen Punkten p, ¢ und t ein Umkreis ermittelt.

Fiir die Bestimmung des Umkreises ist lediglich der Mittelpunkt m dieses Kreises erforderlich, da so
der Radius als
r = d(m,p) = d(m,t) = d(m, q)
gegeben ist.
Fiir den Mittelpunkt m gilt:

m ist der gemeinsame Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten des Dreiecks [10]. Somit konzentriert
sich die Suche des Mittelpunktes darauf, den Schnittpunkt zweier Geraden zu finden. Dies ist jedoch
im Allgemeinen relativ schwierig, da die beiden Geraden im IR liegen. Dagegen ist es relativ einfach,
einen Schnittpunkt einer Ebene mit einer Geraden zu ermitteln.

Zunichst wird eine Mittelsenkrechte bestimmt. Seien

(A.1) d == q-p
(A.2) d = t—q
zwel der drei Seitenvektoren des Dreiecks. Dann ist
d1 X d2

(A.3) np = ———

[d1 x daf|
der Normalenvektor des Dreiecks. SchlieBlich ist

x d

(A.4) ny = A xXa&

[na X dy]

der Richtungsvektor der Mittelsenkrechten des Dreiecks fiir die Kante {p, q}. Die Mittelsenkrechte
ist demnach gegeben durch

1
(A.5) Mg, (\) = 5(p+q)+A-nL, A€ R.

Bemerkung 1
Wegen numerischer Ungenauigkeiten ist es stabiler, bevor na als Kreuzprodukt von d, und dy ermit-
telt wird, beide Vektoren zu normieren. Andernfalls konnte wegen

[nall = |[di x dof| < [[di]] - [[ds]]

(vgl. [10]) die Norm von n sehr klein sein, falls die Norm von d; und dy sehr klein ist.
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Statt eine weitere Mittelsenkrechte zu erzeugen, wird nun eine Ebene bestimmt, die diese Mittelsenk-
rechte enthilt. Dabei muss beachtet werden, dass diese Ebene zusitzlich den Normalenvektor des
Dreiecks na enthilt. Da na senkrecht zu beiden Mittelsenkrechten ist, ist somit der Schnittpunkt der
Ebene mit My, gleich dem Schnittpunkt der beiden Mittelsenkrechten. Die betreffende Ebene ist in
der "Hesse-Normalform™ gegeben durch

_ (! 4z
(A.6) Eq, = <2<q+t), Hd2||> .

Die hier beschriebene Rechnung wird in der Abbildung A.1 zusammengefasst. Dabei ist die Ebene
Ejq, als eine Gerade dargestellt. Der fehlende Richtungsvektor na steht senkrecht zur Papierebene.

Abbildung A.1: Umkreis

Der Schnittpunkt und damit der Mittelpunkt des Umkreises ldsst sich mit

1

(A.7) fp = 5(q +1t)
do

(A8) np = 2

[da|

1
(A9) g, = 5;(P+a)
berechnen.
Fiir den Schnittpunkt von Mg, und Eq, gilt
(A.10) (fe,np) = (g, +A-ng,ng)

(fp,ng) — (g, nE)
(nz,ng)

(A.11) & A =
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Damit kann der Mittelpunkt m als

B (fp,ng) — (g1, nE)
(A.12) m=g; + (. ng) n

berechnet werden.

Bemerkung 2
Hierbei ist stets

(A.13) (np,ng) # 0,
da andernfalls
(A.14) n;, | ng

gelten wiirde, was wiederum bedeutet, dass die Punkte des Dreiecks auf einer Linie ldgen, also kolli-
near sind.

A.2 Das Problem Bogen in Bogen

In diesem Abschnitt wird ein Verfahren vorgestellt, das zwei Kreisbogen neu berechnet, die nicht G'*
stetig miteinander verbunden werden kénnen. Eine solche Situation ist in der Abbildung 8.2 darge-
stellt. Der hier vorgeschlagene Losungsweg verwendet den Strahlensatz.

Seien hierfiir beziiglich der Notation vom Abschnitt 8.3.5 K; und K, zwei Kreisbogen, die nicht
Gl-stetig an der Strecke zwischen t; und t;;; verbunden werden konnen. Zunichst muss ein Punkt
auf dieser Strecke ermittelt werden, der der neue Endpunkt beider Kreise wird. Dieser Punkt m kann
beispielsweise relativ zu den unterschiedlichen Radien berechnet werden, d.h.

Ti+1

A.15 m=t; t,—t; —
( ) i+1 + ( 7 z+1) Tit1 T

Wenn ¢; den Mittelpunkt des Kreisbogens K; und e; den urpriinglichen Endpunkt des Kreisbogens
K ; bezeichnet, ist der neue Mittelpunkt gegeben durch €; = t; + % - I3 - d, wobei

¢ —t
(A.16) d = (et
(A.17) Iy = d(m,t;)
(A.18) ly = d(e;t;)
(A.19) I3 = d(e;,t).

Analog wird die Verbesserung fiir den anderen Kreisbogen durchgefiihrt. Diese Berechnung wird in
der Skizze A.2 verdeutlicht.
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A

A
v
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i+l

Abbildung A.2: Anpassung des Mittelpunktes
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