Entwicklung statistischer Tests

mit computergestiitzter Algebra

Dissertation

zur Erlangung des Grades
eines Doktors der Naturwissenschaften

der Technischen Universitat Dortmund

technische universitat
dortmund

Der Fakultat Statistik

der Technischen Universitat Dortmund

vorgelegt von

Anne Krampe

Dortmund 2008



1. Gutachter Prof. Dr. Ursula Gather
2. Gutachter PD. Dr. Sonja Kuhnt
Tag der miindlichen Priifung: 20.10.2008



INHALTSVERZEICHNIS

Einleitung

Strukturmodellierung
2.1 Log-lineare Modelle . . . . . . . . . .. ... ... ... ...

2.2 Graphische Modelle . . . . . . . .. ...

Algebraische Statistik
3.1 Varietdten und Ideale . . . . . . . . ... .o
3.2 Struktur von Polynomidealen — Grébner-Basis . . . . . . . .. .. ...

3.3 Der Diaconis-Sturmfels-Algorithmus . . . . . . . . ... ... ... ...

Algebraische Testprozeduren und Konfidenzintervalle

4.1 Symmetriemodelle . . . .. ..o o
4.1.1 Neue Tests fiir Symmetriemodelle . . . . . . .. ... ... ...
4.1.2 Simulationsstudie . . . . . . .. ..o
4.1.3 Datenbeispiele . . . . . . ..o

4.2 Identifikation von Risikofaktoren. . . . . . . . . ... ...
4.2.1 Ein neues Konfidenzintervall fiir das Odds Ratio . . . . . . . ..
4.2.2  Simulationsstudie . . . . .. ..o

4.2.3 Datenbeispiele . . . . . . ..o

10

19
20
22

27



11 INHALTSVERZEICHNIS

5 Algebraische Modellselektion 69
5.1 Methoden zur Modellselektion . . . . . ... ... .. ... ... .... 70
5.2 Neue algebraische Modellselektionsprozeduren . . . . . . . ... .. .. 72
5.3 Simulationsstudie . . . . . . ..o o 81
5.4 Datenbeispiele . . . . . ..o 85

6 Ausblick 93

7 Zusammenfassung 101

A Anhang 107
A.1 Buchberger Algorithmus . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 107
A.2 Anhang zu Algebraische Testprozeduren und Konfidenzintervalle . . . . 109
A.3 Anhang zur Modellselektion . . . . . . .. ... ... ... ... 115

Symbolverzeichnis 119

Literaturverzeichnis 124



KAPITEL 1

EINLEITUNG

Die Computergestiitzte Algebra hat sich in den 1960er Jahren als Teilgebiet der Mathe-
matik etabliert und hat seitdem immer mehr an Bedeutung gewonnen. Bruno Buch-
berger leistete hierzu 1965 mit seiner Dissertationsschrift einen weitreichenden Bei-
trag. Begriindet auf eine Idee seines Doktorvaters Wolfgang Groébner entwickelte er
den nach ihm benannten Algorithmus zur Bestimmung von Grébner-Basen. Eine eng-
lische Ubersetzung der Dissertationsschrift ist 2006 zu Ehren Buchbergers erschienen,
Buchberger (2006). Neben dem Fortschritt in der Computertechnologie ist vor allem
die gute Anwendbarkeit vieler Methoden der computergestiitzten Algebra im ingenieur-
und naturwissenschaftlichen Bereich ausschlaggebend fiir die heutige Bedeutung dieses
Teilgebiets der Mathematik, siehe beispielsweise Buchberger und Winkler (1998), Heldt
et al. (2006) sowie Carbonell und Sickmann (2004).

Diaconis und Sturmfels begriindeten ein relativ junges Forschungsgebiet, die Verwen-
dung der computergestiitzten Algebra in der Statistik, mit einer Arbeit, die 1993 als
Manuskript eingereicht und schlieflich 1998 als Artikel in den Annals of Statistics
veroffentlicht wurde. Fiir die Analyse kategorialer Daten verwendeten sie Markov
Chain Monte Carlo-Methoden als Briicke zwischen computergestiitzter Algebra und
Statistik. Dazu haben sie statistische Fragestellungen als polynomiale Gleichungssy-
steme dargestellt, welche anschlieBend mit Methoden der computergestiitzten Algebra
gelost werden konnten. Die zweite grundlegende Arbeit fiir dieses Forschungsgebiet
lieferten Pistone und Wynn (1996), in der sie den Nutzen von Grobner-Basen in der
statistischen Versuchsplanung aufzeigten. Pistone et al. (2000) prigten schliefllich
den Begriff der ,algebraischen Statistik“. Verschiedene Autoren haben die Ansétze
von Diaconis und Sturmfels (1998) und Pistone et al. (2000) aufgegriffen und
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damit vielfiltige Anwendungsmoglichkeiten der algebraischen Statistik geschaffen,
vergleiche z.B. Viana und Richards (2002). Giglio und Wynn (2004) verwendeten
Verfahren der computergestiitzten Algebra in der Zuverlassigkeitstheorie. Der Nutzen
der algebraischen Statistik fiir biologische und genetische Untersuchungen wurde
unter anderem von Pachter und Sturmfels (2005), Sturmfels und Sullivant (2005)
sowie Allman und Rhodes (2007) herausgestellt. Ferner erwiesen sich Methoden der
computergestiitzten Algebra als hilfreich fiir Maximum-Likelihood-Schétzungen, siehe
beispielsweise Dinwoodie (2002), Sturmfels (2002), Abschnitt 8, und Drton (2006).
Drton et al. (2007) beschrieben eine algebraische Faktoranalyse. Angestofien durch den
Artikel von Diaconis und Sturmfels (1998) erwiesen sich insbesondere graphische Mo-
delle als wichtiges Anwendungsgebiet der algebraischen Statistik. Ein herausragendes
Ergebnis ist hier die algebraische Formulierung des bekannten Hammersley-Clifford

Theorems, siche Geiger et al. (2006).

Die Beschreibung struktureller Zusammenhénge zwischen Komponenten multivariater
Zufallsvektoren ist eine wichtige Aufgabe in der Statistik. Dazu wird ein Modell
gesucht, so dass die gemeinsame Verteilungsfunktion des Zufallsvektors geeignet be-
schrieben werden kann. Die Beurteilung der Anpassungsgiite des betrachteten Modells
erfolgt anhand verschiedener Kriterien; in der vorliegenden Arbeit werden dazu Anpas-
sungstests verwendet, wobei die Testentscheidung traditionell auf asymptotischen oder
exakten Ergebnissen basiert. Oftmals ist dabei eine Anndherung der Verteilung einer
zur Modelliiberpriifung geeigneten Teststatistik nicht gerechtfertigt, beispielsweise
wenn der Stichprobenumfang nicht ,ausreichend grof} ist. Andererseits ist die exakte
Berechnung héaufig sehr aufwéindig. Das Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung neuer
algebraischer Tests unter Verwendung des Diaconis-Sturmfels-Algorithmus (1998).
Diese Tests erweisen sich als wertvolle Ergénzung zu anderen herkémmlichen Metho-
den. Soweit nicht anders erwdhnt, werden hierzu die Programme CoCoA 4.3 sowie R

2.5.0 verwendet.

In Kapitel 2 werden log-lineare und graphische Modelle zur Beschreibung moglicher
Abhéngigkeitsstrukturen in einem Datensatz herangezogen. Liegen ausschlief3-
lich kategoriale Merkmale vor, so konnen mit log-linearen Modellen verschiedene

Abhéngigkeitsrelationen dargestellt werden. Graphische Modelle repriasentieren Unab-



héngigkeitsbeziehungen zwischen den Komponenten eines multivariaten Zufallsvektors
durch einen Graphen. Darroch et al. (1980) bringen log-lineare und graphische
Modelle miteinander in Verbindung. Die Arbeit von Wermuth (1976) bildet die
Grundlage fiir die Verwendung graphischer Modelle bei multivariat normalverteilten
Zufallsvektoren. Lauritzen und Wermuth (1989) beschreiben graphische Modelle fiir
gemischt stetige-diskrete Daten. Wesentliche Vorteile graphischer Modelle sind ihre
gute Anwendbarkeit in verschiedenen Anwendungsgebieten der Statistik und die
intuitive Darstellung komplexer Abhéangigkeitsstrukturen durch Kombination kleinerer

Teilgraphen.

In Kapitel 3 werden die verwendeten Begriffe der computergestiitzten Algebra, Ideale
und Varietédten, eingefithrt und ihre Struktur charakterisiert. Insbesondere kann
jedes Polynomideal durch eine Grobner-Basis erzeugt werden. Darauf aufbauend
wird der Algorithmus von Diaconis und Sturmfels (1998) eingefiihrt. Dieser ist der
Eliminationstheorie der computergestiitzten Algebra entlehnt und ermoglicht die
Simulation aus der bedingten Verteilung einer diskreten Exponentialfamilie mit

beobachteter suffizienter Statistik.

Nachfolgend werden neue Verfahren aus dem Bereich der algebraischen Statistik vor-
geschlagen. In Kapitel 4 werden algebraische Testverfahren entwickelt. Liegen der sta-
tistischen Untersuchung so genannte gepaarte Beobachtungen zugrunde, so sind héu-
fig strukturelle Ubereinstimmungen der Realisationen von besonderem Interesse. Der
Bowker-Test priift, ob der vorliegende Datensatz der Hypothese perfekt symmetrischer
Zellwahrscheinlichkeiten widerspricht. Weitere Tests auf perfekte Symmetrie wie der
stetigkeitskorrigierte Anpassungstest, vgl. Edwards (1948), oder der Test von May
und Johnson (2001) werden ebenfalls betrachtet. Haufig ist jedoch diese Symmetrie-
forderung zu restriktiv und tatséchlich vorhandene Symmetriestrukturen werden nicht
entdeckt. Daher werden zudem alternative, , gewichtete* Symmetriemodelle wie das
bedingte, das diagonale sowie das ordinale Quasi-Symmetriemodell, vgl. McCullagh
(1978), Goodman (1979) und Agresti (1983), betrachtet. Die Testentscheidungen be-
ruhen iiblicherweise auf traditionellen asymptotischen oder exakten Methoden. Unter
Verwendung des Algorithmus von Diaconis und Sturmfels werden fiir die vorgestellten

Tests neue algebraische Verfahren eingefiihrt. Die Eigenschaften des neuen und der
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herkémmlichen Verfahren werden in einer Simulationsstudie vergleichend untersucht.

Bei der Analyse kategorialer Daten ist hdufig nicht nur von Interesse, ob strukturelle
Abhéngigkeiten zwischen den erhobenen Merkmalen bestehen, sondern es interessiert,
wie stark diese Zusammenhédnge sind. Ein wichtiges Beispiel hierzu findet man in
der Epidemiologie, in der die Identifizierung von Risikofaktoren fiir Krankheiten von
besonderer Bedeutung ist. Fiir den Fall einer 2 x 2-Kontingenztafel wird iiblicher-
weise das Odds Ratio (OR) und das zugehorige Konfidenzintervall als Maf fiir den
Zusammenhang zwischen einer Krankheit und der Exposition mit einem potenziellen
Risikofaktor verwendet. Die Konfidenzintervalle werden hiufig entweder approximativ
oder exakt berechnet, sieche Kreienbrock und Schach (1995). In der vorliegenden
Arbeit wird ein alternatives algebraisches Konfidenzintervall fiir das Odds Ratio
entwickelt. Das Konzept des neuen Konfidenzintervalls fiir das OR fiir eine 2 x 2-Tafel
kann auf den allgemeineren Fall eines 2 x 2 x K-Datensatzes iibertragen werden. In
einer Simulationsstudie werden anschliefend die FEigenschaften des vorgeschlagenen

algebraischen sowie des asymptotischen und exakten Konfidenzintervalls untersucht.

Am Beispiel der Modellselektion fiir graphische Modelle sowie fiir die in Kapitel 4
beschriebenen Symmetriemodelle wird in Kapitel 5 gezeigt, wie der nétige Simula-
tionsaufwand fiir algebraische Tests reduziert werden kann. Fiir eine Analyse der
Abhéngigkeitsstrukturen in einem Datensatz wird oftmals aus einer Menge moglicher
Modelle dasjenige Modell ausgewéhlt, das geméfl einem gewéihlten Kriterium am
geeignetsten erscheint. In dieser Arbeit werden Modellselektionsstrategien verwendet,
die auf Anpassungstests beruhen, wobei die Testentscheidungen traditionell auf der
Asymptotik der kritischen Werte oder exakten Berechnungen beruhen. Liegt der Un-
tersuchung ein kategorialer Datensatz zugrunde, so erméglicht der Diaconis-Sturmfels-
Algorithmus alternative algebraische Anpassungstests. Der Simulationsaufwand fiir
eine algebraische Modellselektion nach Diaconis und Sturmfels ist jedoch erheblich und
in der Praxis oft nicht realisierbar, da fiir jedes Modell eine separate Simulation erfor-
derlich ist. Weisen die interessierenden Modelle eine hierarchische Struktur auf, so kann
der nétige Simulationsaufwand z.T. erheblich reduziert werden. Insbesondere wird
bewiesen, dass das Ideal eines Modells im Ideal eines Untermodells enthalten ist; diese
Hierarchie wirkt sich entsprechend auf die Grobner-Basen aus. Fiir die graphischen

Modelle wird gezeigt, dass mit der Grobner-Basis des Unabhéngigkeitsmodells jede



weitere Grobner-Basis der iibrigen Modelle dargestellt werden kann. Entsprechend
ist eine Simulation gemé&fli dem Unabhéngigkeitsmodell ausreichend, um algebraische
Tests fiir alle darauf aufbauenden Modelle durchzufiihren. Fiir eine neue algebraische
Modellselektion ersetzen die so generierten algebraischen p-Werte die entsprechenden
asymptotischen bzw. exakten p-Werte in bekannten Modellselektionsverfahren. Die in
Kapitel 4 vorgestellten Symmetriemodelle weisen ebenfalls eine hierarchische Struktur
auf; so reicht hier eine Simulation geméafl dem perfekten Symmetriemodell, um einen
algebraischen Test fiir das bedingte, diagonale und ordinale Quasi-Symmetriemodell
durchzufiihren. In einer Simulationsstudie werden asymptotische Modellwahlverfahren,
die ,herkémmliche® sowie die neue algebraische Modellselektionsprozedur miteinander

verglichen und ihre Eigenschaften analysiert.

Weitere Herausforderungen und offene Forschungsfragen der algebraischen Statistik
werden in Kapitel 6 diskutiert. Der Fokus liegt hier auf der Verwendung des Diaconis-
Sturmfels-Algorithmus bei gemischt stetigen-diskreten Datensétzen. Hierzu werden
Losungsansitze und offene Probleme beschrieben. Abschlieend werden in Kapitel 7

die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit zusammenfassend dargestellt und diskutiert.






KAPITEL 2

STRUKTURMODELLIERUNG

In diesem Kapitel werden Methoden fiir die Beschreibung struktureller Zusammen-
hénge zwischen Komponenten eines multivariaten Zufallsvektors vorgestellt. Fiir eine
geeignete Darstellung der gemeinsamen Verteilungsfunktion des betrachteten Zufalls-
vektors existieren in der Statistik verschiedene Ansétze. Eine so genannte Copula-
Funktion ermoglicht beispielsweise die Zerlegung der gemeinsamen multivariaten Ver-
teilungsfunktion in die einzelnen univariaten Randverteilungen sowie die zugehorige
Abhéngigkeitsstruktur, siehe z. B. Nelsen (2006). In dieser Arbeit werden log-lineare
sowie graphische Modelle betrachtet. Liegen der Untersuchung ausschliellich katego-
riale Merkmale zugrunde, so ermdoglichen log-lineare Modelle die Beschreibung verschie-
dener Abhéngigkeitsstrukturen, wie z. B. Symmetrie- oder Unabhéngigkeitsbeziehun-
gen. Die Grundlage graphischer Modelle bildet die Graphentheorie, deren Konzepte in
verschiedenen Wissenschaftsgebieten wie z. B. in der Physik und der Genetik angewen-
det werden, siehe z. B. Volkmann (1996), Bodendiek und Lang (1995). Fiir graphische
Modelle ist kennzeichnend, dass Unabhéngigkeitsbeziehungen zwischen einzelnen Kom-
ponenten eines multivariaten Zufallsvektors durch einen Graphen reprasentiert werden
und dadurch ein Teil der gemeinsamen Verteilungsfunktion spezifiziert wird. Darroch et
al. (1980) stellen eine erste Beziehung zwischen graphischen Modellen und log-linearen
Modellen fiir die Analyse kategorialer Daten her. Die Klasse der log-linearen Modelle
umfasst unter anderem ungerichtete, einfache graphische Modelle mit multinomialver-
teiltem Zufallsvektor. Bereits 1976 beschreibt Wermuth eine Analogie zwischen log-
linearen Modellen und Kovarianz-Selektionsmodellen fiir multivariat normalverteilte
Zufallsvariablen. Die damit verbundene Anwendungsmoglichkeit graphischer Modelle

fiir stetige Merkmale wird von Lauritzen und Wermuth (1989) fiir gemischt stetige-
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diskrete Variablen erweitert. Die Vorteile dieses Ansatzes sind vielféltig, so umfasst die
Klasse der graphischen Modelle zum einen verschiedene bekannte multivariate Analyse-
modelle als Spezialfiille; zum anderen werden graphische Modelle z. B. auch erfolgreich
in der Zeitreihenanalyse eingesetzt, vgl. beispielsweise Dahlhaus (2000). Ein weiterer
wichtiger Vorteil dieser Modellklasse ist die intuitive und einfache Darstellung komple-
xer Abhéngigkeitsstrukturen durch Kombination kleinerer Teilgraphen. Nachfolgend
werden zunéchst log-lineare Modelle fiir die Analyse kategorialer Datensétze beschrie-

ben, anschliefend werden graphische Modelle eingefiihrt.

2.1 Log-lineare Modelle

In verschiedenen Anwendungsgebieten der Statistik wie z.B. der Medizin oder den
Sozialwissenschaften werden héufig kategoriale Daten erhoben, d.h. das Skalenniveau
ist nominal oder ordinal mit endlich vielen moglichen Realisationen. Die Modellklasse
der log-linearen Modelle ist dadurch gekennzeichnet, dass der Logarithmus der
erwarteten Zellhdufigkeiten, oder dquivalent der Zellwahrscheinlichkeiten, als lineare
Funktion unbekannter Parameter repréasentiert wird. Auf diese Weise kénnen verschie-
dene Abhéngigkeitsstrukturen in einem kategorialen Datensatz beschrieben werden.
Oftmals werden hierarchische log-lineare Modelle betrachtet. Es sei nachfolgend stets
angenommen, dass die Haupteffekte aller untersuchten Variablen im Modell vorhanden
sind. Die getroffenen Aussagen stiitzen sich im Wesentlichen auf Agresti (2002), Bishop
et al. (1995), Christensen (1997) sowie Lauritzen (1998).

Im Weiteren sei A = {1,2,...,¢} eine endliche Indexmenge und X = (Xs)sen
ein g-dimensionaler, kategorialer Zufallsvektor. Die Realisation eines beliebigen
Merkmals X5, § € A, sei mit is bezeichnet und nehme einen Wert in der endlichen
Menge Zs = {1,...,Is} an. Die gemeinsame Héufigkeitsverteilung kategorialer
Zufallsvariablen wird {iiblicherweise in einer Kontingenztafel tabellarisch dargestellt.
Die Zellen ¢ = (is)sea einer solchen Tafel stammen aus dem Kartesischen Produkt
der Mengen der moglichen Realisationen der einzelnen Variablen: 7 = XgscaZs. Die
Anzahl der Variablen ist die Dimension der Tafel, d.h. es liegt eine ¢-dimensionale

bzw. [} x Iy x ... x I,-Kontingenztafel vor. Ein Zelleintrag der Tafel sei n;, die
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beobachtete Anzahl der untersuchten Objekte mit Merkmalskombination ¢ € Z, d. h.

i,y Fiir den Stichprobenumfang n gilt: n = )~ n,. Alternativ kann auch die
i€

i,y mit der fiir Xa die Ausprégung i beobachtet wird

.....

Wahrscheinlichkeit m; = 7

.....

ein Eintrag der Kontingenztafel sein, dabei gilt > m; = 1. Hiufig werden so genannte
Randtafeln betrachtet. Die beobachteten Objektzgzwerden hier gemé&f einer Teilmenge
der untersuchten Merkmale ¢ C A in einer |a|—dimensionalen Tafel angeordnet.
Damit stammen die Zellen einer Randtafel i, = (is)se, aus der Menge Z, = XgscoZs.
Durch Summation iiber die Ausprigungen der iibrigen Merkmale A \ {a} kénnen die

Zelleintrage n;, der Randtafel berechnet werden.

Im Folgenden sei angenommen, dass die kategoriale Stichprobe aus einer Multinomial-
verteilung stammt. Die Ergebnisse dieser Arbeit lassen sich allerdings auch auf die
Poisson- oder die Produktmultinomial-Erhebungstechnik iibertragen. Gemafi Edwards

(2000), Kapitel 2.2, wird ein log-lineares Modell wie folgt definiert:

Definition 2.1.1  ((Hierarchisches) log-lineares Modell)

Es sei Xa = (X1,...,X,)" ein Zufallsvektor und i = (iy,...,1,)", i € T = XseaZs
sei eine Realisation von Xa. Die erwarteten absoluten Zellhdufigkeiten werden als
mg, i € I, beschrieben. Weiter seien \{, € IR, a C A, unbekannte Parameter, Effekte
genannt.

Das saturierte oder auch vollstindige log-lineare Modell kann dargestellt werden als

log(m;) = > A{. Ein hierarchisches log-lineares Modell wird durch eine Erzeugen-
{aCA}
denmenge d = {dy,...,d,} mit d; C A, j=1,...,r, und log(m;) = > Y
{aCA|Fj:ald;}
definiert.

Das saturierte log-lineare Modell enthélt alle weiteren moglichen hierarchischen log-
linearen Modelle als Spezialfille, indem nicht wirksame Effekte sowie alle darauf auf-
bauenden Effekte wie hohergradige Interaktionen gleich Null gesetzt werden. Um die
Eindeutigkeit und damit die Schétzbarkeit der Parameter zu gewéhrleisten, miissen zu-
sitzliche Restriktionen an diese gestellt werden, z. B. durch Festlegung einer Referenz-
zelle 7 mit A} = 0, falls i5 = i3, 0 € a € A. Weitere mdogliche Restriktionen finden
sich in McCullagh und Nelder (1999), Kapitel 3.5.
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2.2 Graphische Modelle

Graphische Modelle beschreiben die Beziehungen zwischen den einzelnen Kompo-
nenten eines multivariaten Zufallsvektors durch einen Graphen, siehe z. B. Edwards
(2000), Lauritzen (1998) und Whittaker (1990).

Ein Graph G = (V| E) ist ein Paar, das aus einer endlichen Knotenmenge V' (set of
vertices) und einer Kantenmenge E (set of edges) besteht. Ublicherweise wird die
Knotenmenge V' mit einer Teilmenge der natiirlichen Zahlen {1,2, ..., k} identifiziert.
Die einzelnen Knoten repréasentieren die untersuchten Variablen, daher wird V' auch
abkiirzend synonym fiir die Menge der zugrunde liegenden Zufallsvariablen verwen-
det. Haufig wird die Menge der diskreten Variablen durch A und die der stetigen
durch I' bezeichnet. Liegen der Untersuchung gemischt stetige-diskrete Merkmale
zugrunde, so ist also V. = A U T'; der zugehorige Graph wird dann als markierter
Graph (marked graph) bezeichnet. Die diskreten Variablen werden durch einen Punkt
(dot fiir discrete) bzw. die stetigen durch einen Kreis (circle fiir continuous) im
Graphen symbolisiert. Die Beziehungen zwischen den Variablen werden durch die
Kantenmenge FE, d.h. durch Verbindungen bzw. durch das Fehlen von Verbindungen
zwischen den jeweiligen Variablen im Graphen spezifiziert. Allgemein ist F eine
Menge von geordneten Paaren unterschiedlicher Knoten und damit eine Teilmenge
von V x V. Es existiert eine gerichtete Kante (directed edge) im Graphen G von v
nach w, v,w € V, falls das geordnete Paar (v,w) in der Kantenmenge E enthalten
ist. Ist zusétzlich (w,v) € E, so ist die Kante ungerichtet (undirected edge). Ein
Graph heifit ungerichtet, falls alle Kanten ungerichtet sind (undirected graph). Wenn
bekannt ist, dass ein ungerichteter Graph vorliegt, wird iiblicherweise eine ungerichtete
Kante (v,w), (w,v) € E abkiirzend durch (v,w) € E dargestellt. Soweit nicht
anders erwihnt, werden in dieser Arbeit ausschlieBlich ungerichtete, einfache (simple)
Graphen betrachtet, d.h. es werden weder multiple Kanten (multiple edges) noch
Schleifen (loops) zugelassen. Zwei Knoten v und w heiBen benachbart (neighbors),
wenn sie durch eine ungerichtete Kante miteinander verbunden sind, d.h. (v,w) € E.
Die Menge aller Nachbarn (boundary) eines Knoten v wird mit bd(v) bezeichnet
und es gilt: bd(v) = {w : (v,w) € E,v,w € V, v # w}. Es bezeichne A C V eine

Teilmenge von Knoten. Dann ist die Menge aller Nachbarn von A gegeben durch
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bd(A) = {w : w e bd(v),v e A CV,weV\{A}}. Der Abschluss (closure) von A
wird mit cl(A) abgekiirzt und besteht aus der Menge aller Nachbarn von A und A
selbst, es ist also cl(A) = bd(A) U A. Der durch A induzierte Untergraph G4 enthilt
ausschlieBSlich Knoten v € A und Kanten von G, die nur Knoten aus A verbinden. Ein
Graph oder ein Untergraph heifit vollstindig (complete), wenn alle Knoten benachbart
sind. Eine Teilmenge A C V heifit vollstdndig, wenn sie einen vollstdndigen Graphen
bzw. Untergraphen induziert. Eine vollstandige Teilmenge heifit Cligue (clique), wenn
sie einen maximalen vollstdndigen Untergraphen induziert, d.h. durch Hinzufiigen
jedes weiteren Knotens wére der so induzierte Untergraph nicht mehr vollstdndig. Fin
Pfad (path) der Lange [ von Knoten v zu Knoten w ist eine Folge v = vy, ..., v = w
von verschiedenen Knoten, fiir die gilt: (ve_1,v.) € E fiir alle e = 1, ..., [. Existiert ein
Pfad zwischen v und w, so sind diese Knoten verbunden (connected). Eine Teilmenge
von Knoten S C V separiert (separate) die Knoten v und w, v,w € V, wenn alle
Pfade von v nach w durch Knoten s aus S fithren. Weiter seien A, B, S paarweise
disjunkte Teilmengen von V. Dann wird A von B durch S separiert, wenn jeder Pfad
fiir alle v € A nach w € B durch mindestens einen Knoten s € S fithrt. Eine niitzliche
Eigenschaft von Graphen ist ihre Zerlegbarkeit in Teilgraphen. Dazu seien A, B, C
paarweise disjunkte Teilmengen der Knotenmenge V' = AU B U C' eines ungerichteten,
markierten Graphen G. A, B und C zerlegen (strong decomposition) den Graphen G
in die Komponenten G4 ¢ und Ggye, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 7)
C' separiert A von B; ii) C ist eine vollstindige Teilmenge von V' und i) C' C A oder
B C T'. Fiir schwache Zerlegbarkeit muss die Bedingung iii) nicht notwendigerweise
gelten. Diese zerlegbaren Modelle konnen sukzessiv in kleinere, den einzelnen Cliquen
entsprechende Modelle zerlegt werden. Zudem erleichtern verschiedene theoretische
Ergebnisse die Handhabung solcher graphischen Modelle, vgl. Frydenberg und Laurit-

zen (1989), und es existiert die explizite Darstellung der Maximum-Likelihood-Schétzer.

Im Folgenden bezeichne X = (X,)aey = (Xi,...,X) einen Zufallsvektor und
V = {1,...,k} die entsprechende Indexmenge fiir die Knoten, die die untersuchten
Variablen représentieren. Wie iiblich beschreibe {7,0, P} das zugrunde liegende sta-
tistische Modell und {77,(, P} entsprechend den Wahrscheinlichkeitsraum, wobei die
nicht-leere Menge .77 den Stichprobenraum symbolisiert; (I ist eine o-Algebra iiber J#

und als solche der Definitionsbereich fiir jedes P € P, der Familie von Wahrscheinlich-
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keitsmaflen P auf (. Die Kanten aus F bzw. vielmehr das Fehlen von Kanten in dem
Graphen spezifizieren die Abhéangigkeitsstrukturen zwischen den betrachteten Merk-
malen X,, a = 1,...,k, und charakterisieren somit die gemeinsame Verteilung P
von X. Je nachdem, ob die fehlenden Kanten bedingte oder marginale Unabhéngigkei-
ten beschreiben, heifien die resultierenden Graphen (bedingter) Unabhéngigkeitsgraph
oder Konzentrationsgraph. Die vorhandenen Kanten werden durch eine durchgezogene
bzw. gestrichelte Linie symbolisiert. In der vorliegenden Arbeit werden ausschliefilich

Unabhéngigkeitsgraphen betrachtet.

Definition 2.2.1  (Unabhingigkeitsgraph, graphisches Modell)

Es sei X ein k-dimensionaler Zufallsvektor. Ein bedingter Unabhdingigkeitsgraph (oder
kurz: Unabhdngigkeitsgraph) von X ist der ungerichtete Graph G = (V, E') mit Knoten-
menge V = {1,...,k} und Kantenmenge E, fir die gilt: Eine Kante (v,w), v,w €V,
st genau dann nicht in E enthalten, wenn X, bedingt unabhdngig ist von X, gegeben
X\ fow}; i Zeichen: X, 1L X, | Xv\{vwy- Lin zugehoriges graphisches Unabhdingig-
keitsmodell M (G) (oder kurz: graphisches Modell) ist eine Familie von Wahrscheinlich-
keitsmaflen P = { Py, 0 € ©} aller P € P fir die gilt:

Xy W Xy | Xonpowy, YV (v,w), & E.

Definition 2.2.1 basiert auf der paarweisen Markov-Eigenschaft. Wichtig werden im

Folgenden aber auch lokale und globale Markov-FEigenschaften sein.

Definition 2.2.2  (Markov-Eigenschaft)
Es sei X = (Xo)acv ein Zufallsvektor und G = (V, E) ein ungerichteter Graph. Ein
Wahrscheinlichkeitsmaf$ P iber dem Graphen G = (V, E) erfillt

e die paarweise Markov-Eigenschaft, wenn fir jedes Paar (v, w) nicht benachbarter

Knoten gilt: v 1L w|V \ {v,w};

e die lokale Markov-FEigenschaft, wenn fiir jeden Knoten v € V' gilt:
v 1LV \ el(v)|bd(v);
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e die globale Markov-FEigenschaft, wenn fir jedes Tripel (A, B,S) paarweise dis-
Junkter Teilmengen von V' qilt:

S separiert A von B in G, dann folgt A 1L B|S.

FEine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaffen P weist die paarweise, lokale oder globale

Markov-Eigenschaft auf, wenn jedes P € P die jeweiligen Bedingungen erfillt.

In dieser Arbeit werden WahrscheinlichkeitsmaBe betrachtet, fiir die die Aquivalenz
dieser drei Eigenschaften gilt. Ausgehend vom Wahrscheinlichkeitsmafi P kann der
zugehorige Unabhéngigkeitsgraph konstruiert werden. Umgekehrt kénnen vom Gra-
phen G alle bedingten Unabhéngigkeiten abgelesen und somit auch die Verteilung des
betrachteten multivariaten Zufallsvektors X charakterisiert werden. Ahnlich dem Mul-
tiplikationssatz (vgl. Mood, Graybill und Boes (1974), Theorem 13) kann ein zum
Graphen G gehorendes Wahrscheinlichkeitsmafl P wie folgt faktorisiert werden:

Korollar 2.2.3 (Faktorisierungssatz)

Es seien { A,P} ein Wahrscheinlichkeitsraum, G = (V| E) ein zugehdriger Graph
und C' C V eine vollstindige Teilmenge von V. O. B.d. A. sei angenommen, dass C
eine Clique von G ist. Die Menge aller Cliquen von G sei mit € bezeichnet. Dann
faktorisiert das Wahrscheinlichkeitsmaf8 P gemdfs G, wenn fir alle C' € € eine nicht-
negative Funktion o sowie ein Produktmafl p = X,evp, auf O existiert, so dass die
Wahrscheinlichkeitsfunktion von P beziiglich p gegeben ist durch

f@) = 1] velzo).
cew

Die Beziehung zwischen der Faktorisierung von P und den Markov-FEigenschaften wird
fiir einen ungerichteten Graphen G durch die folgende Hierarchie beschrieben: Kann
das Wahrscheinlichkeitsmafl P geméfl G faktorisiert werden, so folgt daraus, dass P die
globale, die lokale und schliellich die paarweise Markov-Eigenschaft erfiillt, Lauritzen
(1998), S. 35.

Hammersley und Clifford haben gezeigt, dass unter bestimmten Voraussetzungen fiir
das Wahrscheinlichkeitsmaf P die Aquivalenz der Faktorisierungseigenschaft (Korollar
2.2.3) und der paarweisen Markov-Eigenschaft (Definition 2.2.2) gilt:
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Theorem 2.2.4 (Hammersley und Clifford)

Es sei G = (V. E) ein ungerichteter Graph und {s€ (,P} der zugehirige Wahrschein-
lichkeitsraum. Das Wahrscheinlichkeitsmaf$ P besitze eine positive Wahrscheinlich-
keitsfunktion f beziiglich eines Produktmajes p. Dann erfillt P die paarweise Markov-

Eigenschaft beziiglich G genau dann, wenn P gemdf G faktorisiert werden kann.

Beweis: Besag (1974), S. 196 ff. fiir den diskreten Fall;
Lauritzen (1998), S. 36 f fiir den stetigen Fall.

Die Multinomialverteilung als gemeinsame Verteilung der Zellhdufigkeiten erfiillt zum
Beispiel Theorem 2.2.4. Wie bereits erwédhnt ist ein graphisches Modell mit multino-
mialverteiltem Zufallsvektior immer auch ein hierarchisches log-lineares Modell. Die
Umkehrung gilt, wenn die Erzeuger di, ..., d, des hierarchischen log-linearen Modells
den Cliquen des Unabhéngigkeitsgraphen entsprechen, vgl. Whittaker (1990), Propo-
sition 7.3.1.

Bisher wurden Modellierungsmoglichkeiten fiir Datensétze mit ausschlieBlich diskre-
ten Variablen vorgestellt. Liegen der Untersuchung nur stetige Merkmale zugrunde, so
wird den Variablen oftmals eine multivariate Normalverteilung unterstellt. Die Arbeit
von Wermuth (1976) begriindet fiir diesen Fall die Verwendung graphischer Modelle
fiir eine Analyse der Abhéngigkeitsstrukturen. Die so genannten graphischen Gauf-
Modelle sind ausfiihrlich z.B. in den Biichern von Lauritzen (1998) und Whittaker
(1990) beschrieben und werden in dieser Arbeit nicht weiter erldutert. Vielmehr inter-
essieren nun graphische Modelle fiir gemischt stetige-diskrete Variablen. Dazu schlagen
Lauritzen und Wermuth (1989) die Familie der bedingten Gaufiverteilung (conditional
Gaussian, CG-Verteilung) als Verteilungsannahme fiir den zugrunde liegenden Zufalls-
vektor vor. Diese Verteilungsfamilie wird im Folgenden beschrieben und anschlieBend
in einen graphentheoretischen Kontext gesetzt. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung sei

auf Lauritzen und Wermuth (1989) sowie Lauritzen (1998) verwiesen.

Es sei angenommen, dass insgesamt ¢ diskrete und r stetige Merkmale betrachtet
werden. Die Indexmenge der diskreten Variablen wird mit A = {1,... ¢}, die der
stetigen mit I' = {1,...,r} bezeichnet. Wie im rein diskreten Fall werden diese
Mengen synonym fiir die jeweilige Menge der Variablen und im graphentheoretischen

Kontext fiir die Knotenmenge V= A U verwendet. Ein Randvektor ist gegeben
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durch (X, X;)’ mit a C A und b C I'. Als gemeinsame Verteilung des Zufallsvektors
X = (Xo)aev = (X4, X[)" wird die bedingte GauBverteilung eingefiihrt. Alternative
Modellverteilungen wie z. B. die Koehler-Symanowski Verteilung, vgl. Caputo (1998),

werden in dieser Arbeit nicht beriicksichtigt.

Definition 2.2.5 (bedingte Gaufiverteilung, CG-Verteilung)

Es sei X = (X4, X[)" ein Zufallsvektor bestehend aus q diskreten und r stetigen
Variablen. Eine Beobachtung von X sei mit (i',3y')' bezeichnet, wobei y € IR,
1 € T = XgsenZs, und Iy ist die Menge aller mdéglichen Ausprigungen fir X5, 6 € A. Die
Wahrscheinlichkeit, dass fiir X die Realisation i beobachtet wird, sei P(Xa = 1) =: m;,
1€ X, und es gilt Z 7 = 1. Ferner sei Xp|Xa multivariat normalverteilt mit Erwar-
tungswert E(XF\XZZI: i) = p; und Varianz Var(Xp|Xa =1i) = 5.

Dann besitzt Xy eine strikt positive Dichte fix, x.) beziiglich des Produktes des Zdhl-
mafes auf T mit dem Lebesque-Mafi auf IR, genannt bedingte Gaufverteilung, die

sich wie folgt darstellen ldsst:
; -1 1 IN—1
foxaxey (i y) = i (20572 - exp{— (y — pa) i (y — pa) }-

Die Parameter {m;, u;, ¥ }ier sind die so genannten Momentenparameter der (hetero-
genen) CG-Verteilung. Gilt zusdtzlich fir alle i € Z, dass ¥; konstant ist, d. h. ¥; = X,

so heiffit die bedingte Gauffverteilung homogen.

Neben der oben beschriebenen Darstellung der CG-Verteilung existieren verschiedene
weitere Parametrisierungen. Eine sehr wichtige ist die kanonische, mit der die Dichte

dargestellt werden kann als
. / 1 /
Jixaxo(i,y) = exp {ai + 6y — 3y Qy} ;

die Parameter {o;,5;,$;}ier heilen entsprechend kanonische Parameter der CG-
Verteilung. Die Transformation von der Momenten-Parametrisierung in die kanonische
erfolgt durch ; = 371, 3, = S, a; = log(m;) —5 log(|%i[)—3 Mézflﬂi—% log(27).

Die Reparametrisierung von der kanonischen in die Momenten-Darstellung ist analog
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und wird daher nicht vorgefiihrt.

Fiir eine Analyse der Abhéngigkeiten zwischen Variablen aus X = (X, X{.) wird im
Weiteren die kanonische Darstellung der CG-Verteilung verwendet. Die entsprechenden
Parameter {a;, 5, }ier konnen nicht den verschiedenen Unabhéingigkeitsstrukturen
zugeordnet werden. Um dies zu gewahrleisten und damit die Testbarkeit aller moglichen
graphischen Modelle herzustellen, werden die kanonischen Parameter der bedingten
Gauflverteilung ,ausgedehnt”. Mogliche solcher Erweiterungen sind beispielsweise in
Darroch und Speed (1983) beschrieben. In der vorliegenden Situation erfolgt die Para-
meterausdehnung in Analogie zu der Darstellung log-linearer Modelle, vgl. Lauritzen
und Wermuth (1989), d.h. oy = > A, Gi= > 0% Q= > )"

{a:aCA} {a:aCA} {a:aCA} "
Um die Eindeutigkeit der Parameter zu gewéhrleisten, miissen zusétzliche Bedingungen
erfiillt sein. Analog zu den Restriktionen fiir die Parameter im log-linearen Modell wird

auch hier eine Referenzzelle i* festgelegt und es gilt:

Ay = 0, fallsis = i3, d € a C A,
nyt = 0, fallsig=1i5, 0 ca C A, yel,
P =0, fallsig =i, 0 €a C A, v, uel.

(2

Damit kann nun die Dichte der CG-Verteilung wie folgt beschrieben werden:

foaxn(by)=expq > Mo+ Y Z”xa%_% DD DR AT

{a:aCA} {a:aCA} vel’ {a:aCA} v, uel’

A¢ beschreibt die Wechselwirkungen der diskreten Variablen aus a € A. Ist |a| = 1,
so wird A? als Haupteffekt des Merkmals a bezeichnet; fir a = () ist A eine
Normalisierungskonstante. Die Parameter 1,”* und 1]"*" représentieren die Interaktio-
nen zwischen den stetigen und den diskreten Variablen, bzw. fiir a = () die jeweiligen
Haupteffekte der stetigen Variablen. Speziell beschreibt 7 die so genannte ,lineare
Wechselwirkung®, d. h. die Wechselwirkung zwischen einer stetigen Variable v und einer
Menge a von diskreten Merkmalen. Ist a = 0, so ist 7° der lineare Haupteffekt von ~.
1 stellt entsprechend die ,,quadratische Wechselwirkung®, also die Interaktion zwi-

schen zwei stetigen Variablen v, p und a C A dar. Ein quadratischer Haupteffekt liegt
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vor, wenn 7y = p ist und a = (). Lauritzen und Wermuth (1989) haben fiir diese Darstel-
lung der CG-Verteilung gezeigt, dass zwei Merkmale genau dann voneinander bedingt
unabhéngig sind, gegeben alle anderen Variablen, wenn alle Interaktionseffekte, die

diese beiden Variablen beinhalten, gleich Null sind.

Satz 2.2.6

Essei X = (X4, X{) ein g+r-dimensionaler Vektor gemischt stetiger-diskreter Zufalls-
variablen mit einer CG-Verteilung als Modellannahme gegeben. Diese CG-Verteilung
erfillt die Markov-Figenschaften gemafS Definition 2.2.2 diber dem Graphen G, wenn
die zugehirigen erweiterten Interaktionsparameter der C'G-Verteilung folgende Bedin-

gungen erfillen:

Ap =0, aufser wenn a C A wvollstindig ist,

not =0, aufer wenn a U {v} vollstindig ist, a C A, v €T,

Y _ aufler wenn a U {v, p} vollstindig ist, a C A, y,p € I

1la )

Beweis: Lauritzen (1998), S. 174 f.

Die Reprisentation dieses Modells durch einen (ungerichteten) Unabhéngigkeits-
graphen erfolgt geméf Definition 2.2.1. Dabei bleibt unberiicksichtigt, ob die zugrunde
liegende CG-Verteilung homogen ist, d. h. ein Graph stellt immer sowohl das homogene

als auch das entsprechende heterogene Modell dar (vgl. Definition 2.2.5).

Gilt fiir die Menge der stetigen Variablen I" = (), so entspricht die Klasse der graphischen
Modelle der Klasse der graphischen log-linearen Modelle; werden ausschliefSlich stetige
Merkmale untersucht, d.h. A = (), so reduziert sich die Klasse der graphischen Modelle
zur Klasse der graphischen Gaufl-Modelle.






KAPITEL 3

ALGEBRAISCHE STATISTIK

In dem folgenden Kapitel werden die verwendeten Begriffe sowie Methoden der
algebraischen Statistik beschrieben. Hierbei handelt es sich um ein junges Forschungs-
gebiet der Statistik, das Verfahren aus der computergestiitzten Algebra zur Losung
statistischer Fragestellungen anwendet. Diaconis und Sturmfels (1998) entwickeln neue
algebraische Methoden zur Analyse kategorialer Daten. Die zweite grundlegende Ar-
beit stammt von Pistone und Wynn (1996), in der ein algebraischer Ansatz fiir die

statistische Versuchsplanung beschrieben wird.

Im Fokus der vorliegenden Arbeit steht der von Diaconis und Sturmfels vorgeschlagene
Algorithmus, siehe Diaconis und Sturmfels (1998). Dieser verbindet wichtige Begriffe
der computergestiitzten Algebra wie Ideale, Varietdten und Grobner-Basen mit Mar-
kov Chain Monte Carlo- (MCMC-) Methoden, um eine Stichprobe aus der bedingten
Verteilung einer diskreten Exponentialfamilie mit beobachteter suffizienter Statistik zu
simulieren. Auf dieser Grundlage kénnen beispielsweise neue algebraische Testverfah-
ren entwickelt werden, die als bedingte Tests in k-parametrigen Exponentialfamilien
bestimmte Optimalitdtseigenschaften aufweisen (vgl. Witting (1985), Kapitel 3.3 und
Ferguson (1967), Kapitel 5). Damit liefert der Algorithmus von Diaconis und Sturmfels
eine wichtige und niitzliche Ergéinzung zu traditionellen asymptotischen und exakten

Verfahren.

Es folgt zunéchst eine kurze Einfithrung in die computergestiitzte Algebra. Dazu wer-
den Varietéiten und Ideale definiert und ihre Struktur anhand von Grobner-Basen spe-
zifiziert. Mit dieser Grundlage kann anschliefend der Diaconis-Sturmfels-Algorithmus
eingefiithrt werden. Als verwendete Literatur sei auf die Biicher von Cox et al. (1997),

Kreuzer und Robbiano (2000) sowie Pistone et al. (2000) verwiesen.

19
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3.1 Varietaten und Ideale

In diesem Abschnitt werden Ideale und Varietdten als Grundbegriffe der computer-
gestiitzten Algebra beschrieben. In der vorliegenden Arbeit erweist es sich als zweck-
méfBig, diese direkt iiber den Spezialfall eines Polynomringes zu definieren. Anschliefend
wird die Beziehung zwischen Idealen und Varietéten spezifiziert. Fiir den algebraischen
Hintergrund sei auf Heinhold und Riedmiiller (1975), Fischer und Sacher (1978) sowie
Artin (1993) verwiesen.

Definition 3.1.1 (Monom und Polynom)

1) Es seien oy, ..., o, € Z~q. Ein Produkt der Form x® := x5 - x25% - ... - 2% wird
) ) >0 1 2 n

als Monom bezeichnet. Der Grad des Monoms betrdgt |a] :== oy + ... + .

ii) Es seien K ein beliebiger Korper und N* eine endliche Teilmenge von ZZ,. Dann

heifst ein Ausdruck der Form

— o aq (%
p= E Ao T~ = E Aag,.om) L1 v m T

aEN* (a1yeeeyan ) EN*

mit a, € K und a = (aq,...,a)" € Z%, Polynom in den Unbestimmten

1, ..., T, Uber dem Korper K. Weiter gilt:

- Ist an # 0, so heifit a,x® Term des Polynoms p

- Der totale Grad von p, deg(p), ist der mazimale Grad |c| aller im Polynom

vorkommenden Monome.

Es bezeichne K[| die Menge aller Polynome in einer Unbestimmten x iiber dem Korper
K. Mit der iiblichen Definition fiir die Summation und Multiplikation von Polynomen
ist (Kx],+,-) ein kommutativer Polynomring mit Einselement (vgl. z.B. Heinhold und
Riedmiiller (1975), S. 56f.). Ublicherweise wird fiir den Ring (K[x],+,-) abkiirzend
K|[z] geschrieben, wenn bekannt ist, welche Ringstruktur auf K[z] zugrunde liegt. Da
in dieser Arbeit ausschliefllich kommutative Polynomringe mit Einselement betrachtet

werden, wird der Begriff des Polynomrings synonym verwendet. Grundlegend fiir die



3.1 VARIETATEN UND IDEALE 21

weiteren Ausfithrungen sind Polynomringe in endlich vielen Unbestimmten. Diese kon-
nen rekursiv aus Polynomringen in einer Unbestimmten hergeleitet werden, siche z.B.
Fischer und Sacher (1978), Kapitel 2. Dies ermoglicht nun die Definition von Varietdten

und Idealen:

Definition 3.1.2 (Varietit)
Es seien K ein Korper und {p1,...,ps} eine Menge von Polynomen in Klxi, ..., x,].

Dann heifst
V(pi,...,ps) ={(a1,...,a,) € K" :pi(ay,...,a,) =0 firalle 1 <i<s}

eine (affine) Varietit. Sie wird bestimmt durch {p1,...,ps}.

Als Losungsmenge des polynomialen Gleichungssystems pi(zy,...,2,) = ... =
ps(1,...,7,) = 0 hingt eine Varietdt von der Menge ab, aus der die Unbestimmten
T1,...,T, entstammen, so hat z.B. 22 — 1 = 0 in IR keine Losung. Damit ist V(2% — 1)

die leere Menge in [R; in C ist die Losung {i, —i}.

Definition 3.1.3 (Polynomideal)

Es sei K[y, ..., x,] ein kommutativer Polynomring mit Einselement. Eine Teilmenge
S wvon Klxy,...,x,| heifft Polynomideal (oder kurz: Ideal) von K|xq,...,x,], wenn
gilt: 1) 0e 7,

it) Sind p,g € &, dann folgt p+ g € I ,;
iti) Istp € S und h € K[xy,...,x,|, dann ist (h-p) € 7.

Die Kombination der Bedingungen i) und i) aus Definition 3.1.3 fiithrt zur folgenden

Darstellung eines Ideals:

Definition 3.1.4

Es sei {p1,...,ps} eine Menge von Polynomen in K|xy,..., x,]. Setze

<P1yePs > = {Zhipi1h1,---,hsGK[!E1,---,!En]}-
i=1
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Dann beschreibt < py,...,ps > ein durch {p1,...,ps} erzeugtes Ideal von Klx1, ..., x,]
(ideal generated by polynomials). {p1, ..., ps} wird als Basis des Polynomideals bezeich-

net.

Die Menge {p1,...,ps} erzeugt ein Ideal, vgl. Cox et al. (1997), S. 29. Im Allgemeinen
hat ein Ideal keine eindeutige Basis, sieche Cox et al. (1997), S. 31 fiir ein Beispiel.

In dem folgenden Satz wird die Beziehung zwischen Idealen und Varietéten beschrieben.
So héngen Varietdten von Polynomidealen bzw. deren Basen ab, d.h. verschiedene

Basen eines Ideals erzeugen dieselbe Varietét.

Satz 3.1.5

Es seien {p1,...,ps} und {g1, ..., 9.} Basen desselben Ideals in K[x1,...,x,], so dass

< PlyeyDs >=<G1,. .., Gu >. Dann folgt: V(py,...,ps) =V(91,---,Gu)-

Beweis: Diese Eigenschaft kann unter Verwendung von Definition 3.1.4 verifiziert wer-

den.

3.2 Struktur von Polynomidealen — Grébner-Basis

Im Weiteren wird der Aufbau und die Struktur eines Ideals charakterisiert. Die
Polynomdivision erweist sich hierfiir als wertvolles Hilfsmittel. Thre Anwendung bei
Polynomen in mehreren Unbestimmten erfordert eine Vergleichbarkeit der Monome,
d.h. es wird eine Ordnung in den Unbestimmten benotigt. Haufig existiert keine na-
tiirliche Reihenfolge, so dass eine geeignete Ordnung vorzugeben ist. Zur Beschreibung

der Idealstruktur eignet sich insbesondere eine so genannte Grobner-Basis.

Monome z% = 7" - z3% - ... - 2% lassen sich aus den Exponentenvektoren a =
(aq,...,ap) € Z%, rekonstruieren. Daher kann eine Ordnung > auf ZZ, auf Mono-
me in K[xq,...,x,] iibertragen werden.

Definition 3.2.1 (Monomordnung)
Eine Monomordnung auf K|xy, ..., x,] ist eine Ordnung = auf 7%, oder dquivalent

eine Ordnung > auf der Menge der Monome x*, o € Z2, fiir die gilt:
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i) = ist eine totale Ordnung auf Z%,, d.h. « = 3, a = [ oder a < B fiir alle
a, B e€Zl;
i) Ist a = 3 und a, 3, v € Z%, dann ist a + v = 3 +7;

i) = ist wohlgeordnet auf ZZ,, d.h. es existiert ein kleinstes Element.

Es gibt verschiedene Monomordnungen; im Folgenden werden zwei sehr gebréuchliche
kurz vorgestellt. Die lexikographische Ordnung erstellt die Reihenfolge der Terme eines
Polynoms geméf einer zugrunde liegenden Ordnung wie dem Alphabet:
Es seien o = (v, -+, )" und 8 = (By, - -+ 8,) € Z%,. Dann gilt:
Qa >ep f < es existiert ein i € {1,2,...,n} mit:
ar =B =0,a— =0, , ;1 — -1 =0und a; — §; > 0,
d.h. der erste Eintrag der Vektordifferenz o — 8 € Z™ ungleich Null ist positiv. Damit

ist 2% >, 20, wenn a e, .

Die gradlezikographische Ordnung beriicksichtigt den Grad des Monoms sowie zusétz-
lich die lexikographische Ordnung;:
Es seien o = (v, -+, @) und 8 = (By, - -+ 8,) € Z%,. Dann gilt:
agriea B ol =300 00 > (8] =300, B
oder |a| = |G| und a > e (.

Betrachtet wird beispielsweise das Polynom p = 5z%y + y* — 7Tz2® € Z[z,y, 2]. Die
lexikographische Anordnung der Monome dieses Polynoms ist p = sz?y — 7223 + y2.

Fiir die gradlexikographische Monomordnung gilt p = —7x23 + 522y + y2.

Geméf der gewdhlten Monomordnung kann nun eine Reihenfolge der Monome inner-
halb eines Polynoms erstellt werden. Zudem ergeben sich niitzliche Merkmale von Po-

lynomen beziiglich der zugrunde liegenden Monomordnung.

Definition 3.2.2
Es seip =Y a.x® ein von Null verschiedenes Polynom in Klx, ..., x,] und > sei

eine beliebige Monomordnung. Dann bedeutet

- Multigrad von p: multideg(p) = max(a € Z2, : aq # 0).
(Die Bildung des Mazximums erfolgt beziglich der Monomordnunyg.)
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- Leitkoeffizient von p: LC(p) = Gmuitideg(p) € K.
- Leitmonom von p: LM (p) = a™e9(®) “aobei der Koeffizient 1 betrdgt.

- Leitterm von p: LT (p) = LC(p) - LM (p).

Damit kann die Polynomdivision wie folgt beschrieben werden:

Definition 3.2.3 (Polynomdivision mit Rest in mehreren Unbestimmten)
Es seien = eine Monomordnung auf Z%, und (py,...,ps) ein entsprechend geordnetes
s-Tupel von Polynomen in Klzy,...,x,]. Dann ist jedes p € Klz1,...,x,] darstellbar
als p=apr+ agps + ... +asps +r mit a;,r € Koy, ..., x,],0=1,...,8, und es
qgilt:

i) Der Rest r ist gleich Null oder r ist eine Linearkombination von Monomen und

keines von thnen ist teilbar durch LT (py),..., LT (ps).

i1) Ist a;p; # 0, dann folgt: multideg(p) > multideg(a;p;).

Eine wichtige Eigenschaft der Polynomdivision ist, dass das Ergebnis von der Reihen-
folge der Divisoren abhéngt, sieche Cox et al. (1997), S. 60 und S. 64 fiir ein Beispiel.

Fiir die Strukturbeschreibung eines Ideals ist die Definition des so genannten Leitterm-

ideals notwendig.

Definition 3.2.4
Es sei S C K|y, ..., x,] ein von Null verschiedenes Ideal und = die gewdhite Monom-

ordnung. Dann ist

i) LT(I) = {cx® : es existiert ein p € & mit LT (p) = cx}

die Menge der Leitterme von Elementen aus & beziiglich ».

ii) < LT(F) > das von den Elementen von LT (%) erzeugte Ideal, das Leittermideal
beziiglich > (ideal of leading terms).
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Mit Hilfe der Polynomdivision und Definition 3.2.4 kann nun der Aufbau eines Ideals
S C K[xy,...,x,] wie folgt beschrieben werden:

Theorem 3.2.5 (Hilbertscher Basissatz)
Jedes Ideal ¥ C Klxy,...,x,| hat eine endliche Basis, d.h. es existiert eine Menge

{91, -, 9.}, so dass gilt: I =< g1,...,9, >.

Beweis: Cox et al. (1997), S. 74.

Mit Definition 3.2.3 und Theorem 3.2.5 wird die Bedeutung der Polynomdivision fiir
die Strukturbeschreibung eines Ideals deutlich: Ein Polynom p ist Element eines Ideals
J =< ¢1,...,9, >, wenn es sich als Linearkombination (ohne Rest) durch die Basis-
polynome darstellen ldsst. Wie bereits angemerkt, kann ein Ideal verschiedene Basen
besitzen. Zudem ist das Ergebnis der Polynomdivision im Allgemeinen von der Reihen-
folge der Divisoren abhéingig. Fine Grobner-Basis ist eine spezielle Basis eines Ideals

mit besonders niitzlichen Eigenschaften.

Definition 3.2.6 (Groébner-Basis)

Es seien = eine festgelegte Monomordnung auf K[xq,...,x,], & C Klxy,...,2z,] ein
Ideal und 4 = {g1,...,9.} eine endliche Teilmenge des Ideals .#. Dann heifst 4
Grobner-Basis, wenn gilt: < LT (q1), ..., LT (g,) >=< LT(.¥) >.

Fiir eine beliebige Basis {p1,...,ps} gilt fiir alle 1 < i < s: LT(p;) € LT(.#) C
< LT () >. Daraus folgt, dass < LT (p1), ..., LT (ps) >C< LT(.#) >, wobei LT(.¥)
strikt grofer sein kann. Mit der Definition einer Grébner-Basis wird auflerdem deutlich,

dass ¢ eine Grobner-Basis beziiglich der festgelegten Monomordnung > ist.

Satz 3.2.7
FEs sei eine Monomordnung > auf Kxy,...,x,| festgelegt. Dann besitzt jedes von {0}
verschiedene Ideal % C Klxy,...,x,] eine Grobner-Basis. Zudem ist jede Gréobner-

Basis eines Ideals .# eine Basis des Ideals.
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Beweis: Cox et al. (1997), S.75.

Die Bedeutung der Groébner-Basis wird anhand ihrer Eigenschaften deutlich:

Satz 3.2.8
Es sei 9 = {qg1,...,9.} eine Grobner-Basis fir ein Ideal & C Klxy, ..., x,], und ein

Polynom p sei aus Klxy,...,x,|. Dann gilt:

i) Wird p durch gi,...,q, dividiert, so existiert ein eindeutiger Rest r mit den

folgenden Eigenschaften:

- Kein Term von r ist durch ein LT (q1), ..., LT (g,) dividierbar.

- Es gibt ein g € 7, so dass p= g+ r gilt.

it) Es gilt p € F genau dann, wenn der Rest r bei der Division von p durch ¢ Null

18t.

Beweis: Cox et al. (1997), S. 79f.

Begriindet auf eine Idee seines Doktorvaters Wolfgang Grobner entwickelte Buchberger
in seiner Dissertation 1965 den nach ihm benannten Algorithmus zur Bestimmung von
Grébner-Basen, vgl. Cizmér (2002). Aufgrund der zentralen Bedeutung dieser Disser-
tation ist 2006 eine englische Ubersetzung erschienen (Buchberger (2006)). Fiir eine
Beschreibung des Buchberger-Algorithmus sei auf den Anhang A.1 verwiesen. Insbe-
sondere liefert dieser fiir jedes Polynomideal .# # {0} C K][xy,...,x,] in endlich vielen
Schritten eine Grobner-Basis. Der damit verbundene Rechenaufwand und somit auch
die bendtigte Rechenzeit kann allerdings noch optimiert werden. Fiir eine Beschrei-
bung einiger Modifikationen des Buchberger-Algorithmus sei z.B. auf Cox et al. (1997),
Kapitel 2.9, verwiesen. Das Vorgehen von Buchberger liefert eine Grobner-Basis, die

haufig grofer ist als notig.
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Definition 3.2.9 (reduzierte Grdbner-Basis)

Es sei G eine Grobner-Basis fir ein Polynomideal % . Gilt zusdtzlich
i) LC(p) =1 fir alle Polynome p € ¢,

i1) fir alle Polynome p € 94 ist kein Monom von p Element von < LT(9 \ {p}) >,
dann heifst 4 die reduzierte Grobner-Basis fir 7.

Die reduzierte Grobner-Basis weist zwei wichtige Eigenschaften auf: Zum einen ist
sie minimal, d.h. sie enthélt keine iiberfliissigen Basispolynome. Zum anderen ist sie

eindeutig bestimmt, siche z.B. Cox et al. (1997), S. 89f.

3.3 Der Diaconis-Sturmfels-Algorithmus

Diaconis und Sturmfels (1998) leisten einen herausragenden Beitrag zur Verwen-
dung der computergestiitzten Algebra in der Statistik. Dabei nutzen sie Markov
Chain Monte Carlo-Verfahren fiir die Simulation einer Stichprobe aus der bedingten
Verteilung einer diskreten Exponentialfamilie mit gegebener suffizienter Statistik.
Die Schnittstelle beider Disziplinen bildet der Metropolis-Hastings-Algorithmus als
verwendete MCMC-Methode. Im Folgenden werden zunidchst Markov-Ketten sowie
der Metropolis-Hastings-Algorithmus vorgestellt. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung
dieser Thematik sei auf Fahrmeir et al. (1981), Chib und Greenberg (1995), Sgrensen
und Gianola (2002), Robert und Casella (2004) sowie Rubinstein und Kroese (2008)
verwiesen. Anschliefend wird die Beziehung zwischen dem Metropolis-Hastings-
Algorithmus und der computergestiitzten Algebra spezifiziert: Diaconis und Sturmfels

(1998) schlagen eine Grobner-Basis fiir die Konstruktion der Markov-Kette vor.

Ein stochastischer Prozess 2~ = { X, s € INg} mit diskretem Zustandsraum FE heifit ge-
nau dann (diskrete) Markov-Kette, wenn fiir alle s € INy und fiir alle j, i, i5_1, ..., iy €
E gilt: P(Xgp1 =7 | Xs =1, X521 =0s5-1,..., X0 =1p) = P(Xs11 = 7| Xs =1).

Die stochastische Abhéngigkeit zweier Zustdnde ¢ und j einer Markov-Kette wird mit

Ubergangswahrscheinlichkeiten p*+1%) (i, j) := P(X,,1 = j|X, = i) beschrieben. In der
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vorliegenden Arbeit werden ausschliellich so genannte homogene Markov-Ketten be-
trachtet, d.h. es gilt fiir alle s, s’ € INg, dass pCT19) (i, §) = p*' 15 (i, §) =: p(4, j). Diese
werden in der Ubergangsmatrix P := {p(i, j)}i jer angeordnet und fiir alle i, j € F gilt:
p(i,j) >0 und >, p(i,j) = 1. Die Zustandswahrscheinlichkeit einer Markov-Kette
2 ={X,,s € INy} wird durch 7 (i) := P(X, = i), i € E, beschrieben. Entsprechend
stellt 7() := (70)(4));ep die Zustandsverteilung der Markov-Kette dar. Fiir s = 0 heifit
70 Anfangsverteilung. Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt fiir alle
s > 0, dass 7(*) = 7(s=1. p. Damit ist die Zustandsverteilung einer Markov-Kette gege-
ben durch 7() = 79 . ps. Konvergiert () fiir s — oo unabhingig von 7(*) gegen eine
Verteilung, so wird die Markov-Kette stationédr genannt. Der Zeilenvektor 7 = (7 (1) );cp
heiflt stationédre Verteilung dieser Markov-Kette genau dann, wenn gilt: 7 = 7+ P und

w1 =1, wobei 1 der entsprechende Einservektor ist.

Jede irreduzible, aperiodische, positiv rekurrente Markov-Kette besitzt eine stationére
Verteilung, siehe etwa Fahrmeir et al. (1981). Diese Eigenschaften werden nachfolgend
kurz erlautert. Eine Markov-Kette heifit irreduzibel, wenn jeder Zustand der Markov-
Kette aus jedem anderen Zustand in endlich vielen Schritten erreicht werden kann,
d.h. fiir alle ¢ und j gibt es mindestens ein s > 0, so dass gilt P(X,,, = j|X, =1i) > 0,
1,7 € E, r € INyg. Ein Zustand ¢ € E einer Markov-Kette heifit aperiodisch, wenn es
ein r € INy gibt, so dass gilt: P(X, = i|Xy = i) und P(X,11 = i|Xy = i) > 0. Eine
Markov-Kette heifit aperiodisch, wenn alle Zustédnde ¢ € E aperiodisch sind. Ein Zu-
stand ¢ heiflt positiv rekurrent, falls die Riickkehrwahrscheinlichkeit gleich Eins und die
erwartete Riickkehrzeit endlich ist, vergleiche Sgrensen und Gianola (2002), Kapitel 10.

Markov Chain Monte Carlo-Methoden erméglichen die Simulation von Stichproben
aus einer interessierenden Verteilung, der so genannten Zielverteilung. Dazu wird eine
Markov-Kette generiert, deren stationdre Verteilung die Zielverteilung ist. Ein beson-
ders wichtiges MCMC-Verfahren ist der Metropolis-Hastings-Algorithmus. Dieser ba-
siert, auf Arbeiten einer Forschergruppe um Nicholas C. Metropolis im Jahr 1953 und

wurde 1970 von W. Keith Hastings verallgemeinert.

Der Metropolis-Hastings-Algorithmus kann fiir Markov-Ketten mit stetigem und dis-
kretem Zustandsraum E angewendet werden. Befindet sich die Markov-Kette derzeit

im Zustand ¢ € E, wird zunédchst mit Wahrscheinlichkeit ¢(i,j) der Zustand j € E



3.3 DER DIACONIS-STURMFELS-ALGORITHMUS 29

vorgeschlagen. ¢(i, j) bezeichnet die so genannte Vorschlagsdichte (proposal distributi-
on) und im Fall eines diskreten Zustandsraums E ist > ¢(i,j) = 1. AnschlieBend wird
der potenzielle neue Zustand j der Markov-Kette angjgr?ommen oder abgelehnt. Die so
genannte Reversibilitdtsbedingung sichert ab, dass die Markov-Kette genau so héufig
von ¢ nach j wie von j nach ¢ wechselt. Diese Bedingung wird durch Einfiihrung der
Akzeptanzwahrscheinlichkeit a(z, j) kontrolliert. Damit wechselt die Markov-Kette von

1 nach j, i, j € E geméf

o q(i,j) - (i, j), fallsi# j,
p(i, j) =
0, sonst.

Unter Beachtung der Reversibilitdtsbedingung wird die Akzeptanzwahrscheinlichkeit o

bestimmt durch
ofi. ) = min(S09EL 1) falls 7 (i)q(i, ) > 0,
1, sonst,

wobei 7* die Wahrscheinlichkeitsfunktion der Markov-Kette bezeichne. Fiir die An-
wendung des Metropolis-Hastings-Algorithmus muss daher 7* bekannt sein. Ist ¢
symmetrisch, so entspricht der Metropolis-Hastings-Algorithmus dem urspriinglichen
Metropolis-Algorithmus. Ublicherweise wird dieses Verfahren dennoch als Metropolis-
Hastings-Algorithmus bezeichnet. Da diese MCMC-Methode fiir die vorliegende Arbeit

von grofler Bedeutung ist, wird der Pseudocode angegeben.

Korollar 3.3.1 (Metropolis-Hastings-Algorithmus)
Initialisierung:
- Wahl des Startwertes iy und der Vorschlagsdichte q(-,-)
- Festlequng der Kettenlinge [
Wiederhole firs=1,---,1:
- Ziehung einer Zufallszahl j aus q(i,-) und u aus Gleichverteilung auf [0, 1]
- Gilt: uw < (i, 7), so wird j als neuer Zustand der Markov-Kette
angenommen: setze Xy = 7 andernfalls Xy =1
Stoppe:  wenn s =1

Ausgabe:  Markov-Kette { X7, Xo, -+, X}
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Aufgrund der Konstruktion des Metropolis-Hastings-Algorithmus ist die so gene-
rierte Kette reversibel. Die Markov-Kette ist aperiodisch und irreduzibel, wenn die
Vorschlagsdichte ¢(-,-) positiv ist und den gleichen Trager hat wie 7*(-) oder wenn
q(+, ) einen beschréankten Tréger hat, vgl. Chib und Greenberg (1995).

Die Wahl der Vorschlagsdichte bestimmt den Metropolis-Hastings-Algorithmus ent-
scheidend. Oftmals ist es schwierig, ein geeignetes ¢(-, -) zu finden; Chib und Greenberg
(1995) beschreiben hierzu einige Moglichkeiten. Diaconis und Sturmfels (1998) schlagen
fiir die Simulation aus der bedingten Verteilung einer diskreten Exponentialfamilie mit

beobachteter suffizienter Statistik eine Markov-Basis zur Bestimmung von ¢(-, -) vor.

Der Stichprobenraum 77 sei eine endliche Menge. Die Grundlage weiterer Betrach-
tungen sind diskrete Exponentialfamilien, d.h. die gemeinsame Wahrscheinlichkeits-

funktion von i.1. d. verteilten Zufallsvariablen X, ..., Xy ist gegeben durch

ZB(G ZT(x
P9<X1:x17"'7XN:'rN):CL(e)NeZ ! ch']

mit Parameter € ©, B := (By,...,By) : © - R*und z; € ', j =1,...,N. a(f)
ist eine Normierungskonstante und ¢ eine Funktion ¢ : % — [0,00). Die suffiziente
Statistik 7" fur 6 € @ wird beschrieben durch T' := (T%,...,Ty)’ mit T : S — IN?

und es ist T(X) = Z T'(X;), siehe beispielsweise Witting (1985), Kapitel 1.7. Damit

kann die Menge aller moghchen Datensétze mit beobachteter suffizienter Statistik ¢ =
(t1,...,tq)" dargestellt werden als
={z: > IN: > z(x)T"(z) =t},
xzeH
wobei T% : # — IN? aufgrund der getroffenen Modellannahmen festgelegt ist. Die
Funktion z : s — IN stellt die Zelleintrédge der Kontingenztafel dar. Die Menge Z;
ist endlich und nicht leer. Die bedingte Verteilung einer diskreten Exponentialfamilie

mit beobachteter suffizienter Statistik ist die Verteilung auf Z;; diese ist hypergeome-

trisch mit Dichte H(z) = T N)G%,JC!ZN Ta)=0] [Lexr (1),, vergleiche Diaconis
Tl yeees x . e Ty)= 2(z

und Sturmfels (1998), S. 365 ff. und Rapallo (2003).
Definition 3.3.2 (Markov-Basis)
Eine Menge von Funktionen my,mso, ... ,my : € — Z, wird als Markov-Basis oder

,Bewegungen® bezeichnet, wenn gilt:
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i) Fir jedesi mit 1 <i< List Y, my(x)T(x)=0;
xeH

it) Fir jedest und z,2' € 24 existiert eine Folge von ,Bewegungen® (m;,,...,m;,)

sowie eine Folge (€1,...,e4) mite; ==£1, j=1,..., A, A€ IN, so dass

A a
z':Z+Zejmij und z+ZejmijZO firl<a<A.
j=1

Jj=1

Die Forderungen an eine Markov-Basis stellen sicher, dass der Wert ¢ der suffizienten
Statistik im neuen Zustand z’ der Markov-Kette unverindert bleibt und dass die so
generierte Markov-Kette irreduzibel ist, vgl. Rapallo (2003). Im Allgemeinen ist es
schwierig, eine geeignete Markov-Basis zu finden. Diaconis und Sturmfels (1998) fiihren
eine polynomiale Darstellung der interessierenden statistischen Fragestellung ein und
ermoglichen damit die Anwendung von Methoden der computergestiitzten Algebra zur
Bestimmung der gesuchten Markov-Basis. Dazu wird im Folgenden die verwendete

Notation eingefiihrt und wichtige Begriffe erlautert.

Die Grundlage weiterer Betrachtungen sei ein Polynomring K [.7#] mit endlichem Stich-
probenraum 5. Eine Funktion f : J# — IN sei im Folgenden durch ein Monom

[T 2/® reprisentiert. Weiter sei eine Funktion 7™ beschrieben durch den Ringhomo-
xeH
morphismus

o« K[| — Klty,...,t4]
o tle(:v)th‘(r) - _thJ(J»‘) T (@)

Der Kern des Ringhomomorphismus ¢z~ ist fiir diese Arbeit von zentraler Bedeutung;

er entspricht einem so genannten , Torischen Ideal“ (toric ideal) I« = {p € K[.7] :

wr+«(p) = 0}, siche Diaconis und Sturmfels, Kapitel 3.1. Fiir eine formale Definition

sowie effizienter Berechnungsalgorithmen Torischer Ideale sei auf Bigatti et al. (1999)

sowie Bigatti und Robbiano (2001) verwiesen.

Allgemein kann jede Funktion m : ¢ — 7Z durch die Differenz m(z) = m*(z) —
m~(z), mt,m™ : A — IN, mit m*(z) := max(m(z),0) und m~(x) := max(—m(z),0)
dargestellt werden. Daraus ergibt sich dann die polynomiale Beschreibung einer

. - +
Markov-Basis: 2™ — 2™ .
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Theorem 3.3.3
Eine Menge von Funktionen my,...,my : € — Z ist genau dann eine Markov-Basis

gemdp Definition 3.5.2, wenn die Menge 7™ @ —gmi @) .= [ 2™ @— [] o™ @),
reHN e
1 <i < L, das Polynomideal I« = {p € K[H] : pr-(p) = 0} erzeugt.

Beweis: Diaconis und Sturmfels (1998), S. 375 f.

Da nach Satz 3.2.7 jedes Ideal eine Grobner-Basis besitzt, ist die Suche nach einer ge-
eigneten Markov-Basis dquivalent zur Bestimmung einer Grébner-Basis des Ideals .#p-.
Diaconis und Sturmfels (1998) beschreiben das zugrunde liegende statistische Modell
anhand einer Varietdt. Mit 27 und insbesondere mit 7™ legen sie eine polynomiale
Parametrisierung @ = 77 ) dieser Varietit fest, wobei 7 die Menge der einzelnen
Eintrége der suffizienten Statistik ist. Das Ziel ist nun, diese polynomiale Parametrisie-
rung in definierende Gleichungen fiir die kleinste affine Varietét zu iibertragen, die diese
Parametrisierung enthélt. Damit ist der Diaconis-Sturmfels-Algorithmus als Spezialfall
des Algorithmus fiir die implizite Darstellung einer polynomialen Parametrisierung der
so genannten Eliminationstheorie der computergestiitzten Algebra entlehnt, siehe Cox
et al. (1997), Kapitel 3.

Theorem 3.3.4 (Algorithmus von Diaconis-Sturmfels)

Es sei A eine endliche Menge und T = {T},...,T;} die Menge der einzelnen Eintrage
der suffizienten Statistik des interessierenden statistischen Modells. Ferner seien T™ :
H — INY mit T* = (Ty,...,T;) und eine Monomordnung = auf S gegeben. Diese
Ordnung wird erweitert fiir 6 U T, so dass'T; = x, x € 7, T, € T,i=1,...,d.
Definiere das Hilfsideal .7, = {x — T @) v € A} C K[, T|, wobei gilt T *) =
TlTl*(m) . TQT;(:E) co ng(x). Dann ist Ip = SN K[, Fiir die Bestimmung einer
Grobner-Basis 9 von Jp- wird zundchst eine reduzierte Gribner-Basis 9,.,; von F

berechnet. In ¢4 sind alle Polynome aus 9, enthalten, die ausschlieflich Terme aus

F€ beinhalten.

Diese Grobner-Basis beschreibt eine geeignete Vorschlagsdichte im Metropolis-

Hastings-Algorithmus fiir die Simulation aus der bedingten Verteilung einer diskreten
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Exponentialfamilie mit beobachteter suffizienter Statistik.

In dieser Arbeit ist die Analyse struktureller Zusammenhéinge multivariater katego-
rialer Zufallsvektoren von besonderem Interesse. Ausgehend vom Diaconis-Sturmfels-
Algorithmus werden nachfolgend neue algebraische Tests fiir kategoriale Daten ent-
wickelt. Diese weisen als bedingte Tests in einer k-parametrigen Exponentialfamilie
Optimalitdtseigenschaften auf, vergleiche Witting (1985), Kapitel 3.3, und bilden eine
wertvolle Erginzung zu traditionellen Testmethoden. Die Simulationsergebnisse der

vorliegenden Arbeit basieren auf der folgenden Vorgehensweise:

Gemifl Korollar 3.3.1 und Theorem 3.3.4 sei eine Grobner-Basis 4 = {g1,..., g} fiir
den Vorschlag eines neuen Zustandes der Markov-Kette gegeben. Mit Wahrschein-
lichkeit 1/L wird eine Bewegung g, € ¢ ausgewéhlt. Unabhingig davon wird mit
Wahrscheinlichkeit 1/2 eine Richtung dieser Bewegung ¢ = +1 festgelegt. Die Kette
befinde sich im Zustand z € %;. Dann wird im néchsten Schritt 2/ = 2z + €g, € 2

T z(2)!
. T . o . H(z/) . : ze A
mit Wahrscheinlichkeit o = min ( 0 1) = min EH%(Z(r) T 1] angenommen,

wobei H die oben angegebene hypergeometrische Dichte bezeichnet. Ist ein Zelleintrag
einer potenziellen neuen Kontingenztafel kleiner als Null, so ist dieser Zustand nicht
Element von ;. H(z') und folglich « sind dann ebenfalls Null und die Kette verweilt

in ihrem Zustand.

Enthélt der betrachtete Datensatz strukturelle Nullzellen, so umfasst 2; alle Da-
tensdtze mit denselben Nullzellen sowie demselben Wert der suffizienten Statistik.
Die Grobner-Basis fiir das interessierende Modell muss entsprechend der Position
der Nullzellen modifiziert werden; es handelt sich demnach immer um Sonderfil-
le. Nachfolgend wird davon ausgegangen, dass die betrachteten Datensétze keine
strukturellen Nullzellen aufweisen. Aoki and Takemura (2005) sowie Rapallo (2006)
haben fiir verschiedene log-lineare Modelle und unter Beriicksichtigung solcher Zellen

Grobner-Basen hergeleitet.

Gebriuchliche Verfahren zur Uberpriifung der Anpassungsgiite eines Modells bei ka-
tegorialen Daten sind der x2- sowie der Likelihood-Quotienten-Test G. Liegt bei-

spielsweise eine [; x Ir-Kontingenztafel vor, so sind die jeweiligen Teststatistiken ge-
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11 12 Il 12

geben durch x* = 37 37 W bzw. G = 230 3 Nu, log(ri\%—ﬁ), wobei
Tiyi, die Maximum—ﬁi_lgezﬁﬁz)od—Schéitzer fir die Zellwafl;l;;czl%lénlichkeiten Tirins 11 =
1,..., 11,19 = 1,..., 15, fiir das zu testende Modell sind. Beide Teststatistiken sind
asymptotisch y2-verteilt, die Anzahl der Freiheitsgrade richtet sich nach den Para-
metern des jeweiligen Modells, vgl. Good (1973). Diese Approximation beruht auf
der Annahme eines ,ausreichend grofien* Stichprobenumfangs. Géngige Faustregeln
hierfiir stammen von Cochran (1954) und Conover (1971). So empfiehlt Cochran fiir
2-Approximationen mit mehr als einem Freiheitsgrad die Bedingung, dass alle er-
warteten Zelleintrage grofler als 1 und mindestens 80 % davon grofier gleich 5 sein
sollten. Conover sieht die Approximation gerechtfertigt, wenn fast alle erwarteten Zell-
eintrage von gleicher Grofenordnung und grofler gleich Eins sind. Bei geringem Stich-
probenumfang bieten exakte Verfahren eine Alternative zu den approximativen Metho-
den. Grundlage hierfiir ist 2, die Menge aller moglichen Datensétze mit beobachteter
suffizienter Statistik ¢. Wie bereits erwéhnt ist die Verteilung auf Z; hypergeometrisch.
Fiir eine exakte Testentscheidung werden daher alle Werte der hypergeometrischen
Dichte aufsummiert, deren zugehoriger Wert der Teststatistik grofler oder gleich dem
Wert der beobachteten Teststatistik ist. Jedoch wird | 2| schnell sehr gro8, so dass die

Berechnung des exakten p-Wertes oft zu aufwéndig ist.

Simulationsbasierte Tests nach Diaconis und Sturmfels (1998) bieten eine wichtige Er-
gianzung zu den traditionellen Testmethoden. Nachfolgend wird das Vorgehen fiir die
Entwicklung neuer algebraischer Tests beschrieben. Wie in Korollar 3.3.1 bezeichne [
die Lénge der generierten Markov-Kette. Um fiir die weiteren Betrachtungen sowohl
Abhéngigkeiten zwischen dem zugrunde liegenden Datensatz und der Markov-Kette als
auch zwischen den einzelnen Zusténden zu verhindern, werden die ersten b Datensétze
in der so genannten Einschwingphase (,,burn-in-Phase) vernachlissigt und nur jede
ste Tafel beriicksichtigt, d.h. s entspricht der Schrittlange. Fiir jede der iibrigen LZ_TI’J
Zusténde wird anschliefend z.B. die interessierende Teststatistik berechnet und ihre

Verteilung unter der Nullhypothese simuliert. Somit ist z. B. der algebraische p-Wert
1152

gegeben durch p = FébJ z=21 1 {X%eobzxf}(i)’ wobei X7, den beobachteten Wert der

x>-Teststatistik und x? die entsprechenden Werte der simulierten Datensiitze bezeich-

nermn.

Die Parameter [, b und s beeinflussen das Simulationsergebnis. Im Fokus dieser Ar-
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beit liegen Anwendungen und Erweiterungen des Diaconis-Sturmfels-Algorithmus.
Daher werden im Folgenden verschiedene Parameterwerte und ihr Einfluss auf das
Simulationsergebnis untersucht, umfangreiche Simulationsstudien hierzu werden aber
nicht préasentiert. Fiir eine entsprechende theoretische Betrachtung der Konvergenz von
Markov-Ketten sei z. B. auf Diaconis und Sturmfels (1998) sowie Diaconis und Saloft-

Coste (1995) verwiesen.






KAPITEL 4

ALGEBRAISCHE TESTPROZEDUREN UND

KONFIDENZINTERVALLE

In diesem Kapitel werden neue FEinsatzmoglichkeiten des Diaconis-Sturmfels-
Verfahrens entwickelt. In verschiedenen Anwendungsgebieten der Statistik wie z.B.
der Epidemiologie oder den Sozialwissenschaften liegen hiufig so genannte gepaarte
Beobachtungen (matched pairs data) vor. Fiir solche Daten ist die Analyse struk-
tureller Ubereinstimmungen von besonderem Interesse. Der Fokus liegt zunichst
auf Symmetrieuntersuchungen geméfl dem Bowker-Test sowie zweier Modifikationen
dieses Tests. Dabei wird iiberpriift, ob der zugrunde liegende Datensatz der Hypothese
perfekt symmetrischer Zellwahrscheinlichkeiten widerspricht. Da perfekte Symmetrie
sehr restriktiv ist, werden oftmals andere vorhandene Symmetriestrukturen nicht
entdeckt. ,Gewichtete* Symmetriemodelle wie das bedingte Symmetriemodell (con-
ditional symmetry, triangular symmetry, siehe Bishop et al. (1995) und McCullagh
(1978)), das diagonale Symmetriemodell von Goodman (1979) (diagonal symmetry)
sowie das ordinale Quasi-Symmetriemodell (ordinal quasi symmetry, siehe Agresti
(1983)) sind sinnvolle andere Maoglichkeiten. Gemé&fi dem Verfahren von Diaconis
und Sturmfels (1998) werden fiir diese Modelle neue algebraische Tests entwickelt. In
einer Simulationsstudie werden anschlielend die Eigenschaften der neuen Verfahren
untersucht und mit den entsprechenden approximativen und exakten Methoden
verglichen. Fiir die Analyse gepaarter Beobachtungen sind das Quasi-Symmetrie- und
das Quasi-Unabhéingigkeitsmodell bzw. Cohen’s k ebenfalls interessant, sie sind jedoch
schwer zu interpretieren (siehe z. B. Agresti (2002), Kapitel 10, Chichetti und Feinstein
(1990) sowie Feinstein und Cichetti (1990)). Rapallo (2005) betrachtet fiir diese

37
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Modelle algebraische Testprozeduren gemifl dem Diaconis-Sturmfels-Algorithmus.

Oftmals ist fiir die Analyse kategorialer Daten nicht nur von Bedeutung, ob ein Zusam-
menhang zwischen den erhobenen Merkmalen besteht, sondern es interessiert zudem
die Stérke dieses Zusammenhangs. So ist beispielsweise die Identifizierung so genannter
Risikofaktoren eine wichtige Zielsetzung epidemiologischer Studien. Das relative Risi-
ko und das Odds Ratio sind géangige Mafe fiir die Beurteilung der Beziehung zwischen
Krankheit und Exposition mit einem potentiellen Risikofaktor, vgl. Agresti (2002). Ob-
wohl die Interpretation des relativen Risikos besonders intuitiv ist, wird es in der vor-
liegenden Arbeit nicht weiter erdrtert, da es je nach Studientyp beliebig manipulierbare
Ergebnisse liefern kann, siche Agresti (1996), Kapitel 2.3.4, fiir ein Beispiel. Fiir 2 x 2-
Kontingenztafeln wird nachfolgend das Odds Ratio betrachtet, sieche Kreienbrock und
Schach (1995). Auf der Grundlage des in Kapitel 3 vorgestellten Algorithmus von
Diaconis und Sturmfels wird ein algebraisches Konfidenzintervall fiir das Odds Ratio
entwickelt. Die vorgestellte Vorgehensweise zur Bestimmung algebraischer Konfidenz-
intervalle kann auf weitere Parameter wie das Relative Risiko bei 2 x 2-Tafeln sowie
das Odds Ratio bei 2 x 2 x K-Datensétzen iibertragen werden. In einer anschlieBenden
Simulationsstudie werden die iiblicherweise verwendeten approximativen und exakten

Konfidenzintervalle mit den neuen Konfidenzintervallen verglichen.

4.1 Symmetriemodelle

Héufig liegen der statistischen Analyse kategorialer Daten so genannte gepaarte Be-
obachtungen zugrunde; d.h. der Datensatz besteht aus zwei voneinander abhéngigen
Stichproben, wobei jede Realisation der einen Stichprobe zu genau einer Beobachtung
aus der anderen Stichprobe gehort. Eine solche Situation liegt z. B. in Gutachterver-
lasslichkeitsstudien vor, wenn zwei Gutachter, X; und Xs, unabhéngig voneinander n
Objekte (oder Subjekte) in I vorab definierte Kategorien einteilen. Die Beurteilungen
der Gutachter werden in einer I x [-Kontingenztafel zusammengefasst, I > 2, und
es interessiert, ob eine systematische Ubereinstimmung der Beurteilungen statistisch
nachgewiesen werden kann. Es gibt verschiedene Vorschldge zur Analyse solcher Da-
ten, vgl. Landis und Koch (1975), Bishop et al. (1995) und Agresti (1992, 2002).
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Die einfachste Form der Symmetrie, perfekte Symmetrie (S), liegt vor, wenn die Wahr-
scheinlichkeiten fiir die Realisationen (iy,4s) identisch sind mit den Wahrscheinlich-
keiten fiir (i9,41), d.h. getestet wird Hy : m;,;, = Ty, fiir alle 4y, 49 = 1,..., 1, gegen
Hy : 7, # iy, fir mindestens ein Paar (iq,49). Ist dies erfiillt, so gilt gleichzeitig
die Homogenitédt der Randverteilungen. Die erwarteten Zellhdufigkeiten m,, ;, werden
durch

log(miyi,) = A4 AX+ AL 4+ A

2112

repréasentiert, und es ist A; ;" = Aj ;"%

durch die Restriktionen Z)\Xl = Z)\X2 = A2 = 0 gewiihrleistet. Der ML-

1172
i1

Schétzer der erwarteten Zellhauﬁgkelten im perfekten Symmetriemodell S ist gegeben

durch m$ . = % Basierend auf dem y*-Anpassungstest hat McNemar (1947)

1112

Die Eindeutigkeit der Parameter sei hier

einen Symmetrietest fiir 2 x 2-Kontingenztafeln entwickelt, der von Bowker (1948) fiir

I x I-Tafeln, I > 2, verallgemeinert wurde. Die zugehorige Teststatistik

I-1 I N )2
X2 _ 2 : § : 2122 Z221 .
Bowker Y

ist unter Symmetrieannahme approximativ y?-verteilt mit $7(/ — 1) Freiheitsgraden.

Zur Verbesserung der Approximation schlagt Edwards (1948) eine stetigkeitskorrigierte
Version des McNemar-Tests vor, die auf den Bowker-Test iibertragen werden kann. Die

resultierende Priifgrofie ist

2
X2 § : 2 : 2122 B 1221‘ 1)
Korr *
1112 + ngll

i1=110=11+1

Modifikationen dieses Typs werden allerdings in der Literatur kontrovers diskutiert, sie-
he z. B. Conover (1974), Grizzle (1967), Mantel und Greenhouse (1968) sowie Plackett
(1964). May und Johnson (2001) entwickeln einen modifizierten Wald-Test als Alter-
native zum Bowker-Test. Dazu représentiere der Vektor § = (04, )iy in=1....1,i1<ip di€
Differenzen der Anteile unterschiedlicher Kategoriezuweisungen, d.h. d;;, = ., —

Tiyi, - Durch die Verwendung der modifizierten Kovarianz
g — 0% 0 e 0

el ,

0 T 0 )‘(171)1 - 5(2171)1
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mit Aj i, = Tiyiy + Tigiy, 01 < Z2, ist die Wald-Teststatistik darstellbar als

XIQnOdA Wald (5) 5

0’»
<>

~
—

i (Niliz — Ni2i1>2
0=1 Z122 + leh) - (Niliz - Ni2i1>2.

IIM

Die Testentscheidungen fiir x2_ und x2_, ... erfolgen, wie beim Bowker-Test, gemif

der \3 s -Verteilung.

11(1-1)
Das perfekte Symmetriemodell ist sehr restriktiv und wird in der Regel nicht von den
Daten unterstiitzt. Caussinus (1965) schlagt alternativ das Quasi-Symmetriemodell
(QS) vor, in dem symmetrische Strukturen ausschlieBlich anhand der Interaktions-

parameter J\;;, im log-linearen Modell beschrieben werden und somit heterogene

Randverteilungen zugelassen sind. Dieses Modell umfasst verschiedene andere Model-
le wie z. B. das S-Modell als Spezialfille. Ein wesentlicher Nachteil dieses Modells ist
die schlechte Interpretierbarkeit. Im Folgenden werden verschiedene weitere intuitive

Symmetriemodelle vorgestellt.

In dem bedingten Symmetriemodell (CS, conditional oder auch triangular symmetry)
von McCullagh (1978) wird den gegeniiberliegenden Zellwahrscheinlichkeiten eine kon-
stant proportionale Beziehung unterstellt, d.h. m;;, = cm,;, fir alle iy > 19, 41,79 =

1,...,1, c € R". Aquivalent dazu kénnen die Zellwahrscheinlichkeiten dargestellt wer-

den als
Tﬂ-iig? 11 > 19
7Ti1i2 - %S;Zéa Z.l — i2
(2= 1), i <
mit 7 € (0,2) und ¢ = 3=. Dabei bezeichnet 77, die Zellwahrscheinlichkeit gemé#f

Modell S. Die erwarteten Zellhauﬁgkelten Miyis konnen durch

log(mmg) = )\ + )\ffl + )\;XQ )\XlXQ + lOg(T)]l(i1>i2)((’i1, Zz)) + 10g(2 — T)]l(i1<i2)((’i1, Zz))

1172

X1 X9 X1 X9
)\2112 )‘1211

beschrieben werden, wobei gilt. Fiir die Eindeutigkeit der Parameter

werden dieselben Restriktionen wie fiir das perfekte Symmetriemodell gefordert. Un-
i1 >19 e
Z Nijig
i1 742

ter Verwendung des ML-Schéitzers 7 = 2 - fiir 7 wird die erwartete Tafel
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geschiitzt. Basierend auf iiblichen Anpassungstests wie dem x?- oder dem Likelihood-
Quotienten-Test G kann anschliefend die Proportionalitéitshypothese iberpriift wer-
den. Im Vergleich zum perfekten Symmetriemodell weist das CS-Modell einen zusétz-
lichen Parameter auf. Die Anzahl der Freiheitsgrade der y?-Verteilung betrigt daher
hier (1 + 1)(I —2).

Liegen den betrachteten Datensétzen ordinale Merkmale zugrunde, so bieten sich
Symmetriemodelle an, die diese zusétzliche Information beachten. Goodman (1979)
beachtet fiir das diagonale Symmetriemodell (DS, diagonal symmetry) zusétzlich den
Abstand zwischen den unterschiedlichen Kategorien. Die konstante Proportionalitéts-
beziehung zwischen der oberen und der unteren Dreiecksmatrix des bedingten
Symmetriemodells wird durch Proportionalitdtsfaktoren ay € (0,2) ersetzt, die von
der Entfernung k := |iy —is| € {1,...,] — 1} der betrachteten Kategorien abhéngen,
d.h.

S . .

7T1122 - 7T@'1i27 11 =12
S . .

(2 —o)my,,, i1 <1y

Das CS-Modell ist also ein Spezialfall des DS-Modells, wenn «y, = 7 fiir alle £ gilt. Eine

dquivalente Darstellung dieses Modells ist gegeben durch

log(miyiy) = A+ AN+ AX2 + A2+ log(an) (i s, is—is =k (i1, 12)) +

1112

1Og(2 - ak)ﬂ(i1<i2,\i1—i2\:k)((il7 Z.Q))a

A1 Xe _ 4\ X1X2

und es ist A; ;- i

. Die Eindeutigkeit der Parameter wird wiederum entsprechend

den Restriktionen fiir das S-Modell sichergestellt. Der ML-Schétzer fiir die Proportiona-
Niyi

i1>i27\%—i2\=k '
N;

i1 #iglip —ig|=k

Teststatistikwerte des y?-Anpassungstests sowie des Likelihood-Quotienten-Tests G be-

litdtsfaktoren oy ist oy = 2+ . Damit kénnen nachfolgend die jeweiligen

142

stimmt werden. Entsprechend der Parametrisierung des DS-Modells reduziert sich die

Anzahl der Freiheitsgrade der zugrunde liegenden y?-Verteilung auf %(I —1)(I —2).

In dem DS-Modell werden keinerlei Bedingungen an die Grofle der einzelnen Propor-
tionalitdtsfaktoren a4 gestellt. Liegen ordinale Einteilungen zugrunde, wird héiufig eine
monotone Entwicklung der Parameter ay, k = [i; —is| € {1,...,I — 1}, erwartet.

Agresti (1983) beriicksichtigt diese zusétzliche Information und schlégt fir das ordinale
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Quasi-Symmetriemodell (OQS, ordinal quasi-symmetry) einen log-linearen Zusammen-
hang zwischen den Proportionalitidtsfaktoren oy und der jeweiligen Distanz k vor, d. h.
es gilt ap = oF, k € {1,...,1 — 1}. Das OQS-Modell wird somit dargestellt durch
Tiviy, = Tipi @172 41 > 4y, und es ist ein weiterer Spezialfall des DS-Modells, vgl.
Agresti (1983). Im Folgenden sei eine Menge {uy, ug, ..., ur} mit u; < ug < ... < uy
sowie u; < u; gegeben und reprisentiere die Abstédnde der Kategorien anstelle der
Indizes. Im Falle von dquidistanten u,, ist

log(miliQ) = A+ )‘1)1(1 + >‘zX1 >‘X1X2 + ﬁum

1112

mit )\fSQX = )‘2)21)( > und den Restriktionen wie fiir das Symmetriemodell eine dquiva-

lente Darstellung des ordinalen Quasi-Symmetriemodells. Fiir {u;, = io} kann gezeigt

werden, dass § = —log(«) ist und die Zellwahrscheinlichkeiten kénnen als

2 —Pu; o
Tiig = exp(—fus,) s, ih,ia=1,....1, B € IR,

exp(—fu;, ) exp(—Luy,) %

beschrieben werden, vgl. Kateri und Agresti (2007). Haufig wird o. B.d. A. zusitzlich

Zuw = 0 und Zu = 1 gefordert, um eine verbesserte Interpretierbarkeit von [

zu erreichen. Fur ﬁ = 0 reduziert sich das OQS-Modell zu dem Symmetriemodell S.
Andererseits ist das OQS-Modell ein Spezialfall des Quasi-Symmetriemodells mit )\iQ =
)\52( '+ Bu,,. Die Eignung dieses Modells wird wiederum mit dem - Anpassungstest bzw.
dem Likelihood-Quotienten-Test beurteilt; die zugrunde liegende x2-Verteilung besitzt
$(I +1)(I — 2) Freiheitsgrade.

4.1.1 Neue Tests fiir Symmetriemodelle

Der Diaconis-Sturmfels-Algorithmus ermdoglicht die Generierung einer Stichprobe
aus der bedingten Verteilung einer diskreten Exponentialfamilie mit beobachteter
suffizienter Statistik ¢, siehe Kapitel 3.3. Unter Beriicksichtigung der Multinomial-
Erhebungstechnik sowie der vier interessierenden Symmetriemodelle (S, CS, DS, OQS)
erfiillt die jeweilige gemeinsame Dichte der Zelleintréige die Forderungen an eine diskrete
Exponentialfamilie. Grundlage weiterer Betrachtungen sind ausschlieflich Datensétze

ohne strukturelle Nullzellen. Die suffiziente Statistik fiir die Parameter im S-Modell
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kann dargestellt werden als
T(S)<<i17i2)) = (Nilim 1 =1lg = 17 . [ (NHZQ + qu) Z.17i2 - 17 .- -7[7 1 < Z.2>I-

Anders als in Krampe und Kuhnt (2007) ist hier N;; zusétzlich in T¢) enthalten. Diese
Modifizierung ist hilfreich fiir das spéater betrachtete OQS-Modell, dndert aber aufgrund

der Redundanz von Nj; nicht die Ergebnisse. Eine Erweiterung von T ((i1,i5)) zu
T(S)(<’i1,’i2)) = (Ni1i17 il = ’i2 = 1 ce [ ]\/T“Z2 + Nw“,

. - . /
ngzl + N11227Z1722 = 1, .. .,[, 1 < Z2)

erweist sich als zweckméfig. Die suffizienten Statistiken fiir die Parameter des CS-, DS-

und OQS-Modells sind entsprechend

T ((ir,in)) = (T9((i1,i2)), > Niiy)s

i1>19
T( S)((,Ll ZQ)) = (T(S) Zl 22 Z NZ1Z27"'7 Z Ni1i2)/7
i1—i2=1 i1—io=1—1
TOD((i1,32)) = (T®((ir, 1)) Zuzl in+)
i1=1

Gemafl Kapitel 3.3 ist aufgrund der getroffenen Symmetrieannahme die Menge

i ={z: — IN| > z(x)T*(x) =t} aller moglichen Datensitze mit beobachteter
xeH
suffizienter Statistik und insbesondere 7™ zu bestimmen. Die Anzahl der Elemente

von T™ entspricht dabei der Anzahl der Elemente der zugrunde liegenden suffizienten
Statistik; fur das S-Modell betriagt diese I + 2 E([ —v) = I?. Bei bedingter und

ordinaler Quasi-Symmetrie haben die entsprechenden T* jeweils I? + 1 Eintrige.
Wird das diagonale Symmetriemodell betrachtet, so ist die Lénge von T™ gegeben
durch (I —1)(I +2) + 1. Analog zu den suffizienten Statistiken wird im Weiteren das

zugrunde liegende T™ mit dem dazu gehoérenden Modell identifiziert.

Jedes T kann in I Teile aufgespalten werden; der erste Teil besteht aus I Eintriagen
und repréasentiert die Diagonalelemente N ;,, i1 € {1,...,I}; insbesondere ist der i;te
Eintrag von 7% ((iy,4,)) gleich Eins, alle anderen sind Null. Fiir i, # i sind die ersten
I Eintrége von T ((iy,i5)) Null; die tibrigen I — 1 Teile von 7*® haben die Lénge
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2(I —wv),v = 1,...,1 — 1, und représentieren durch zwei Einsen an der jeweiligen
Stelle die N;,;, + Niyi, und Ny + Niyiy, alle weiteren Eintrége sind Null. Aufgrund der
Symmetrieannahme gilt die Gleichheit von T*®((i1,43)) und T*® ((ig,11)).

Beispiel 4.1.1

Als Erlauterung fir die Zuordnung T*®'((iy,12)) liege eine 4 x 4-Kontingenztafel vor.
Die erweiterte suffiziente Statistik fiir die Parameter im S-Modell ist ein Vektor
der Linge 16. Dieser ist gegeben als T(S)<(i1,i2>) = (Ny1,..., Nyg, Nio + Nog, Nog +
Nig, N13 + N3y, N3; + Nig ..., N3y + Nyg, Nys + Nayg)'. Damit hat T*®((iy,12)) ebenso
16 Eintrdge und es ist

7"((1,1)) = (1,0,0,0, 0,0,0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,
T%((2,2)) (0,1,0,0, 0,0,0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0),
T((3,3)) (0,0,1,0, 0,0,0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0),
T ((4,4)) (0,0,0,1, 0,0,0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0),
T¥((1,2)) (0,0,0,0, 1,1,0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0),
T®((2,1)) (0,0,0,0, 1,1,0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0),
T°¥((1,3)) (0,0,0,0, 0,0,1,1,0,0, 0,0,0,0, 0,0),
T*®((3,1)) (0,0,0,0, 0,0,1,1,0,0, 0,0,0,0, 0,0),
T%((4,3)) (0,0,0,0, 0,0,0,0,0,0, 0,0,0,0, 1,1
—_—— — —— —— ~—~
entspricht (N1ig+Nig1)s (N2jy+Nig2), (N34+Ny3),
Nigi=liod (Nj 14 N14,), i9>1  (Njyo+Noi), ig>2  (Nag+Ns4)

Fiir das bedingte, das diagonale sowie das ordinale Quasi-Symmetriemodell werden die

jeweiligen T aufbauend auf 7% dargestellt:
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T (i1,12)) = (T (i, 2))' Lgsonny (01,62
T9((i1,42)) = (T ((i1,42))"s Ly —io=13 (i1, 42)) -+« Liiy—ip=r-13 (41, 82)))',
TOW)((iy,i3)) = (T*((i1,42))', Y1y Lgmany (i1, 82) ).

Wie in Theorem 3.3.4 erldutert, lassen sich diese 7™ fiir die Bestimmung der Vorschlags-

dichte im Metropolis-Hastings-Algorithmus nutzen.

Beispiel 4.1.2

Gegeben sei eine 4 x 4-Kontingenztafel. Gemdfs Theorem 3.3.4 werden beispielsweise
mit CoCoA Gribner-Basen der folgenden Hilfsideale berechnet:

Fiir das perfekte Symmetriemodell:

fh(zb;])f = {211 — N1, .., Tag — Nag,

712 — (Nig + Not) (Vo1 + Niz), 91 — (Ni2 + Not)(Nog + Nig), ...,

w34 — (N3g + Nuz)(Naz + Nag), 243 — (N3g + Nyz)(Naz + Nag)};

Fiir das bedingte Symmetriemodell:

f;ffff) ={z11 — Ni1, ..., Tag — Ny,

212 — (N12 + Nap) (Nag + Nia), @91 — (N12 + Nop)(Nag + Nia) D Nijigy - - -
11>12

T34 — (Nag + Naz)(Naz + Naa), 243 — (N3g + Nyg)(Naz + Nag) > Nijin }s
11>12

Fiir das diagonale Symmetriemodell:

fh(ﬁf) ={z11 — Ni1, ..., Tyg — Nug,

212 — (N12 + Nap) (Nag + Nia), o1 — (N12 + Nop)(Nag + Ni2) Y. Nijis,
i1—ia=1

213 — (N1 + N31)(Ns1 + Nig), 231 — (N1g + Na1)(Nas + Nis) D>, Nigigy - - -
i1—ia=2

T34 — (N3g + Nug)(Naz + Nayg), @43 — (N3g + Nag)(Naz + Naa) D Niyin b5
i1—ig=1

Fiir das ordinale Quasi-Symmetriemodell:

0Qs
jh(z‘lfQ )= {z11 — Nty oo, 2ag — N,



46 ALGEBRAISCHE TESTPROZEDUREN UND KONFIDENZINTERVALLE

I I
212 — (N12+ Nap ) (Noy +N12)('Z Wiy Niyy), o1 — (N12+ Nap) (Nag + le)(‘z ui1Ni1+>27

11=1 i1=1

I I
T3 — (N1 + N31 ) (Ns1 4+ Nig) (D wi Ny ), @31 — (Niz+ Na1) (Nar + Nig) (D uilNi1+)37

i1=1 i1=1

I I
T34 — (Nag+Naz) (Naz+ Naa ) (D wiy Niy )3, w43 — (Nag+Naz) (Nag+ Nag ) (D7 wiy, Ny 4 )}

i1=1 i1=1

Die gesuchten Gribner-Basen fiir die betrachteten Modelle enthalten alle Basispolyno-
me der jeweiligen Hilfsgrobnerbasis %yr, die ausschlieflich Terme aus dem Stichpro-

benraum € enthalten.

Fiir die Symmetriemodelle sind insbesondere die Zellen aulerhalb der Hauptdiagonalen,
d.h. Zellen, in denen die zugrunde liegenden Objekte bzw. Subjekte unterschied-
lich bewertet werden, von Interesse. Die Grobner-Basis fiir das S-Modell besteht aus
%[ (I — 1) Polynomen, die ausschlieflich Bewegungen zwischen Zelleintragen mit ent-
gegengesetzter Einteilung, d.h. N;;,, und N, i1 # i, zulassen. Die konstante
Proportionalitdtsbeziehung in dem bedingten Symmetriemodell erfordert eine Grébner-
Basis, die symmetrische Strukturen berticksichtigt sowie die Summe der Zelleintrige
unter- und oberhalb der Hauptdiagonalen konstant hélt. Insgesamt besteht diese
Grobner-Basis aus (%I(éfl)) Polynomen. Fiir das diagonale Symmetriemodell wird zu-
satzlich die Entfernung k = |i; — iy der Kategorien berticksichtigt. Damit ist die
Grobner-Basis des DS-Modells eine Teilmenge der Grébner-Basis des CS-Modells.

Bemerkung 4.1.3
Zugrunde liege eine I x [-Kontingenztafel. Die reduzierte Grobner-Basis beziiglich der

gradlexikographischen Monomordnung ist fir das

e S-Modell

e (CS-Modell

g(CS) = {'r2122'r2/11/2 — xizilxiéi/ﬂ 1 < le < ig < [7 1 < ’lll < 2,2 < [},
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e DS-Modell

DS) _
gD8) = {SL’ilzngz"Qi'l = Ligiy L

1i’27 ‘ZQ —Z1| = ‘ZIQ —Z/1| - ]{Z, ’il,ig,ill,ié S {1,,[}},

e OQS-Modell
Die Gréobner-Basis fiir das ordinale Quasi-Symmetriemodell besteht aus verschie-
denen ,Bewegungstypen®. Beispielsweise weist die Grobner-Basis fir eine 4 X 4-
Kontingenztafel insgesamt 45 Basispolynome auf, die sich wie folgt zusammen-

setzen

- vier Basispolynome des Typs
- sechs Basispolynome des Typs
- zwolf Basispolynome des Typs
- drei Basispolynome des Typs
- zwolf Basispolynome des Typs
- wier Basispolynome des Typs
- zwei Basispolynome des Typs

- zwet Basispolynome des Typs

XL12X32 — L21T23,
2 2
L1339 — L9331,
T12223T31 — L13L21T32,
3 3
L14Tyg — L3441,
2 2
T14X32L%3 — L23XL34L41,
L12T23L34T41 — T14T21T32T43,
3

2 3 .2
T4 — LogLyy s

2 2
L1431 Ty9 — L41T13Ty -

Die oben angegebenen Grobner-Basen werden aufgrund der Eliminationstheorie be-
stimmt, vergleiche Kapitel 3.3. Die Uberpriifung dieser Grobner-Basen erfolgt daher
anhand der Grobner-Basis des jeweiligen Hilfsideals sowie der in Definition 3.2.6 an-
gegebenen Figenschaften einer Grobner-Basis. Fiir die Untersuchung der verschiede-
nen Symmetriestrukturen werden entsprechend den Ausfithrungen in Kapitel 3.3 diese
Grobner-Basen fiir die Bestimmung neuer algebraischer Testmethoden verwendet. Auf-
grund der Konstruktion einer Grobner-Basis bzw. des dazugehérenden Ideals werden
im Metropolis-Hastings-Algorithmus ausschlieSlich Datenséitze generiert, die dieselbe
realisierte suffiziente Statistik ¢ aufweisen wie die beobachtete Kontingenztafel. Fiir
ausgewahlte Tafeln wird der Wert der interessierenden Teststatistik berechnet und so-

mit die bedingte Verteilung der Teststatistik bei gegebenem ¢ simuliert.
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4.1.2  Simulationsstudie

Im Folgenden werden 4 x 4-Kontingenztafeln betrachtet. Basierend auf den Tests auf
perfekte Symmetrie werden zunéchst sinnvolle Werte fiir die ,,Parameter® der Markov-
Kette, d.h. der Kettenldnge, Schrittlinge sowie der Einschwingphase, festgelegt. Im
zweiten Teil der Simulationsstudie werden die Eigenschaften der approximativen,
exakten und algebraischen Tests fiir das S-, CS-, DS- und OQS-Modell vergleichend

analysiert.

Fiir die Simulationsstudie werden Modellwahrscheinlichkeiten gewihlt, die einer rea-
len Datensituation entsprechen. Ein Grofiteil der Beobachtungen ist typischerweise auf
der Hauptdiagonalen zu finden; diese représentiert beispielsweise diejenigen Objekte,
die von zwei Gutachtern iibereinstimmend beurteilt wurden. Die gewéhlten Modell-
wahrscheinlichkeiten kénnen Tabelle 4.1 (i) entnommen werden. Unter Beachtung der
Multinomial-Erhebungstechnik miissen alle 7, ;, > 0, i1 # s, 41,92 = 1,...,4, sein. Ist
dies nicht erfiillt, so liegen die geschéitzten Erwartungswerte nicht im zuldssigen Pa-
rameterraum. Derartige Tafeln werden hier von der Untersuchung ausgeschlossen. Fiir
eine entsprechende Simulation von 100 geeigneten Datensétzen aus dem dem S-Modell
wurden bei n = 25 insgesamt 182 Tafeln zufillig generiert.

0,0943 0,0660 0,0377 0,0283 [ 0,0769 0,0192 0,0385 0,0192 ]|

0,0660 0,0943 0,0755 0,0472 0,0577 10,0769 0,0288 0,0385

O | 00377 00755 00943 00566 | | 01154 00865 0.0769 00288 |
0,0283 0,0472 0,0566 0,0943 | 0,0577 0,1154 0,0865 0,0769

0,0990 0,0792 0,0792 0,0099 [ 0,1250 0,0656 0,0515 0,0180 |
(iif) 0,1188 10,0990 0,0198 0,0594 (iv) 0,0594 0,1250 0,0492 0,0258
0,0396 0,0297 0,0990 0,0396 |’ 0,0422 0,0445 0,1250 0,0574
0,0396 10,0297 0,0594 0,0990 | 0,0133 0,0211 0,0520 0,1250

Tabelle 4.1: Zellwahrscheinlichkeiten fiir die Simulationsmodelle bei S (i), CS (ii), DS
(ili) und OQS (iv) Symmetrie.

Algebraische Tests basieren auf einer Markov-Kette der Linge [. Die ersten b Tafeln
werden in der Einschwingphase vernachlissigt und von den iibrigen Zustédnden wird

jede ste Tafel fiir die Berechnung des p-Wertes beriicksichtigt. Nachfolgend wird der
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Einfluss dieser Parameter auf die Konvergenz der Markov-Kette und damit auf das
Ergebnis der vorgeschlagenen algebraischen Tests analysiert. Vorversuche zeigten keine
Wechselwirkungen zwischen den betrachteten Parametern, so dass ihr Einfluss im Wei-
teren separat untersucht wird. Es wird also jeweils eine Parametereinstellung variiert,
die beiden iibrigen bleiben auf dem vorgegebenen Standardwert (,,Ein-Faktor-zur-Zeit-
Methode®, siehe z. B. Weihs und Jessenberger (1999)). Die betrachteten Léngen der
Markov-Ketten sind [ = 70.000, 80.000, 90.000, ..., 1.000.000; die Schrittlinge nimmt
Werte zwischen s = 10 und s = 200, sukzessiv um 10 erhéht, an. Die Einschwingphasen
umfassen b = 0, 5.000, 10.000, ..., 200.000 Zusténde. Die verwendeten Standardwerte
sind { = 500.000, s = 100 und b = 50.000. Um die Testergebnisse aus den verschie-
denen Einstellungen fiir s und b vergleichbar zu machen, werden die algebraischen
p-Werte geméfl der geringsten Anzahl der betrachteten Datensétze adjustiert. Das be-
deutet, dass in diesen Féllen nur w = 3.000 bzw. W = 2.250 Tafeln
fiir die Berechnung des p-Wertes beriicksichtigt werden. Stehen potenziell mehr Tafeln

zur Verfiigung, so werden die Datensétze zufillig ausgewahlt.

Fiir die 100 generierten Kontingenztafeln und jede der Parametereinstellungen werden
die algebraischen p-Werte des Bowker-Tests, des stetigkeitskorrigierten y2-Tests sowie
des Tests von May und Johnson mit den entsprechenden exakten p-Werten verglichen.
Da der exakte Test in dieser Situation als Standardverfahren angesehen wird, bieten
die Differenzen Aufschluss iiber das Konvergenzverhalten der Markov-Kette. Es werden
beispielhaft die Abbildungen fiir den Bowker-Tests prasentiert. Die Ergebnisse sind fiir
den stetigkeitskorrigierten y2-Test sowie den Test von May und Johnson {ibertragbar
und werden daher nicht zuséatzlich diskutiert. Die entsprechenden Abbildungen kénnen

Anhang A.2 entnommen werden.

In Abbildung 4.1 sind die Differenzen der algebraischen und exakten p-Werte bei va-
riierender Kettenldnge abgetragen. Besteht die Markov-Kette aus bis zu 150.000 ge-
nerierten Zusténden, so ist ein deutlicher Unterschied in den p-Werten erkennbar; bei
einer Kettenldnge von 70.000 betréigt die maximale absolute Differenz 0,087 (Bowker-
Test), 0,086 (stetigkeitskorrigierter y*-Test) bzw. 0,087 (Test von May und Johnson).
Bereits bei 250.000 generierten Zusténden erreichen das algebraische und exakte Verfah-
ren vergleichbare Ergebnisse. Besonders im Hinblick auf gréfiere Stichprobenumfénge
wird eine Kettenldnge von 500.000 als Richtwert festgelegt. Sowohl die Schrittldnge als

auch die Einschwingphase scheinen einen geringeren Einfluss auf die Konvergenz der
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Abbildung 4.1: Boxplots der Differenzen der exakten und algebraischen p-Werte des
Bowker-Tests fiir verschiedene Kettenldngen. Die Datengenerierung erfolgt geméafl dem
S-Modell, siehe Tabelle 4.1 (i) mit n = 25.

Markov-Kette zu nehmen als die Kettenldnge, sieche Abbildung 4.2. Fiir die verschie-
denen Schrittlingen sind die maximalen absoluten Differenzen zwischen den exakten
und algebraischen p-Werten kleiner als 0,04 (0,036 Bowker-Test; 0,037 stetigkeitskor-
rigierter y?-Test bzw. 0,036 Test von May und Johnson). Ahnliche Ergebnisse kénnen
fiir variierende Einschwingphasen beobachtet werden (0,027 Bowker-Test; 0,039 ste-
tigkeitskorrigierter x2-Test bzw. 0,027 Test von May und Johnson). Fiir diese beiden
Parameter sind die Unterschiede in den algebraischen und exakten p-Werten gleich-
bleibend gering. Fiir die Festlegung der Standardwerte erscheint eine Schrittlinge von

s = 100 bzw. eine Einschwingphase von b = 50.000 Zustanden gerechtfertigt.

Im zweiten Teil dieser Simulationsstudie werden die Eigenschaften der vorgeschlagenen
algebraischen Symmetrietests mit den Eigenschaften traditioneller Symmetrietests ver-
glichen. Dazu werden von dem perfekten, bedingten, diagonalen und ordinalen Quasi-
Symmetriemodell zuféllig 1.000 Datensétze mit insgesamt n = 25 und n = 100 Beob-
achtungen generiert. Die jeweiligen Modellwahrscheinlichkeiten sind in Tabelle 4.1 an-
gegeben. Ebenso wie fiir das S-Modell werden fiir die weiteren Symmetriemodelle viele
Beobachtungen auf der Hauptdiagonalen erwartet. Diese Elemente haben auf das Er-
gebnis der Symmetrieanalyse keinerlei Einfluss und werden daher gleichgesetzt. Ferner
ist zu beachten, dass gemafl der Multinomial-Erhebungsmethode 7;,;, > 0, i1 # 9, sein

muss. Fiir alle simulierten Datensétze werden das perfekte, bedingte, diagonale und or-
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Abbildung 4.2: Boxplots der Differenzen der exakten und algebraischen p-Werte des
Bowker-Tests fiir verschiedene Schrittléngen (oben) bzw. Einschwingphasen (unten).
Die Datengenerierung erfolgt geméfl dem S-Modell, siehe Tabelle 4.1 (i) mit n = 25.

dinale Quasi-Symmetriemodell anhand der vorgestellten approximativen, exakten sowie
der neuen algebraischen Tests iiberpriift. Die speziellen Modifikationen des Bowker-
Tests werden an dieser Stelle nicht gesondert betrachtet, da die Ergebnisse zu denen

des Bowker-Tests dhnlich sind.

Es folgt eine Analyse der Kontingenztafeln mit Stichprobenumfang n = 25. Fiir die
Simulation von 1.000 geeigneten Datensitzen wurden fiir das S-Modell 1.890 und fiir
das CS-Modell 1.510 Kontingenztafeln generiert; fiir das DS Modell waren insgesamt
2.554 und fiir das OQS-Modell 3.702 Tafeln notig. Aufgrund des geringen Stichproben-
umfangs ist die Eignung asymptotischer Methoden in Frage gestellt, siehe dazu Kapitel
3.3. Beispielhaft werden zunéchst die Datensétze betrachtet, die gemé&fl dem OQS-
Modell generiert wurden. Fiir eine Symmetrieanalyse dieser Tafeln werden die Ergeb-
nisse der approximativen, exakten und algebraischen y2-Anpassungstests auf perfekte,
bedingte, diagonale und ordinale Quasi-Symmetrie zum Niveau o = 0,05 diskutiert.
Die entsprechenden Testergebnisse des Likelihood-Quotienten-Tests konnen Anhang
A.2 entnommen werden. Ein qualitativer Vergleich der Testergebnisse erfolgt anhand
von Streudiagrammen der p-Werte. Die algebraischen und approximativen p-Werte

sind in Abbildung 4.3 zusammenfassend dargestellt. Zwei interessante Beobachtungen
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seien hier beschrieben. Einerseits ist eine grofie Streuung der p-Wert-Paare deutlich
erkennbar, d.h. die betrachteten p-Werte weichen zum Teil sehr stark voneinander
ab. So ist die maximale absolute Differenz der approximativen und algebraischen p-
Werte fiir einen y?-Anpassungstest aller untersuchten Symmetriemodelle grofer als 0,6
(0,623 fiir das S-, 0,608 fiir das CS-, 0,749 fiir das DS- und 0,749 fiir das OQS-Modell).
Zum anderen sind die algebraischen p-Werte iiberwiegend grofler als die entsprechen-
den approximativen. Dies kann insbesondere fiir hohere p-Werte beobachtet werden.
Von 1.000 gemafl dem OQS-Modell generierten Kontingenztafeln fithrt ein Vergleich
der algebraischen und approximativen Testentscheidungen zu insgesamt nur 18 (S), 20
(TS), 11 (DS) bzw. 38 (OQS) unterschiedlichen Beurteilungen der Anpassungsgiite.

Papproximatv

Pappr
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0 02 04 06 08 1.0

Pappr
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Pappr
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 0.8 1.0 0.0 0.2 04 06 08 1.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

T T
00 02 04 06 08 1.0

Palgebraisch Palgebraisch Palgebraisch Paigebraisch

Abbildung 4.3: Vergleich der approximativen und algebraischen p-Werte der y2-
Anpassungstests. Das zu testende Modell wird représentiert durch die Spalten (S-,
CS-, DS-, OQS-Modell, von links nach rechts). Die Datengenerierung erfolgt gemifl
dem OQS-Modell, siche Tabelle 4.1 (iv) mit n = 25.

Die algebraischen und exakten Verfahren bringen sehr &hnliche Ergebnisse hervor, denn
die p-Werte sind auf der jeweiligen Diagonalen angeordnet, siche Abbildung 4.4. Ins-
gesamt wird nur bei einer Kontingenztafel die Hypothese der perfekten Symmetrie mit
dem exakten Test abgelehnt, wihrend der algebraische p-Wert gréfler als das vorgege-
bene Niveau a = 0,05 ist. Allerdings ist die Differenz der beiden p-Werte sehr gering
(palgebraisch = 0,046, poxakt = 0,052). Umgekehrt lehnt der algebraische Test nur
bei einem Datensatz die perfekte (palgebraisch = 0,051, pexakt = 0,049), bei zwei
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Datensétzen die bedingte (palgebraisch = 0,049, pexakt = 0,051; Palgebraisch = 0, 048,
Pexakt = 0.051) und bei drei Datensétzen die ordinale Quasi-Symmetriehypothese
ab (palgebraisch = 0,047, pexart = 0,052 Palgebraisch — 0,047, pexakt = 0,051
Palgebraisch = 0,048, pexakt = 0,056), wihrend der entsprechende exakte Test keine
Abweichung von der Nullhypothese erkennt.

1
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1
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I
Pexakt
I
I

I
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I
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Abbildung 4.4: Vergleich der exakten und algebraischen p-Werte der y?*-Tests. Das zu
testende Modell wird représentiert durch die Spalten (S-, CS-, DS-; OQS-Modell, von
links nach rechts). Die Datengenerierung erfolgt geméfs dem OQS-Modell, siehe Tabelle
4.1 (iv) mit n = 25.

Wie erwartet ist die Anwendung exakter Tests bei Datenséitzen mit geringem Stich-
probenumfang einem approximativen Test vorzuziehen. Daher interessiert nachfolgend
insbesondere der Vergleich der algebraischen Symmetrietests mit den jeweiligen exakten
Verfahren. Die Testergebnisse des y2-Anpassungstests fiir die aus dem S-, CS- und DS-
Modell generierten Daten sind in Abbildung 4.5 abgetragen. Die Spalten dieser Abbil-
dungsmatrix entsprechen den durchgefiihrten Anpassungstests fiir perfekte, bedingte,
diagonale und ordinale Quasi-Symmetrie; die Zeilen repréasentieren das zugrunde lie-
gende Datengenerierungsmodell (S, CS, DS). Insgesamt sind die p-Werte auf der Diago-
nalen angeordnet, was eine gute Ubereinstimmung der Testergebnisse beider Verfahren

anzeigt.
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Abbildung 4.5: Vergleich der exakten und algebraischen p-Werte der y2-Tests. Das zu
testende Modell wird représentiert durch die Spalten (S-, CS-, DS-; OQS-Modell, von
links nach rechts). Die Datengenerierung wird durch die Zeilen wiedergegeben (S-, CS-,
DS-Modell, von oben nach unten, siche Tabelle 4.1 (i)-(iii) mit n = 25).

Die Approximation der Verteilung der Teststatistiken verbessert sich naturgeméifl mit
wachsendem Stichprobenumfang. Im Anschluss werden daher fiir n = 100 die appro-
ximativen und algebraischen Testergebnisse des y2-Anpassungstests analysiert. In Ab-
bildung 4.6 wird wiederum das Datengenerierungsmodell (S, CD, DS, OQS) durch die
Zeilen symbolisiert; die Spalten zeigen das getestete Modell (S, CS, DS, OQS) an. Die
Ergebnisse des entsprechenden Likelihood-Quotienten-Tests sind im Anhang A.2 zu
finden.

Beide Y2-Anpassungstests liefern fiir einen Test auf das bedingte und das ordinale
Quasi-Symmetriemodell sehr &hnliche Ergebnisse; die gepaarten p-Werte sind {iber-
wiegend auf der Hauptdiagonalen angeordnet. Wird das perfekte Symmetriemodell
tiberpriift, so sind die p-Werte in einem kleinen Bogen abgetragen. Die algebraischen

Tests ergeben iiberwiegend etwas groflere p-Werte als die approximativen Pendants.
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Abbildung 4.6: Vergleich der approximativen und algebraischen p-Werte der y2-Tests.
Das zu testende Modell wird représentiert durch die Spalten (S-, CS-, DS-, OQS-Modell,
von links nach rechts). Die Datengenerierung wird durch die Zeilen wiedergegeben (S-,
CS-, DS-, OQS-Modell, von oben nach unten, siche Tabelle 4.1 (i)-(iv) mit n = 100).

Die Ergebnisse der Tests auf diagonale Symmetrie weichen stérker voneinander ab als

bei den anderen untersuchten Modellen; die p-Werte streuen um die Hauptdiagonale.

Fiir eine Symmetrieanalyse wird in der Praxis iiblicherweise eine Kontingenztafel

mit groflen Eintrdgen auf der Hauptdiagonalen erwartet. Die Simulation moglichst

authentischer Datensdtze wurde durch die Datengenerierungsmodelle, siche Tabelle

4.1, gewiihrleistet. Dieses Design hat zur Folge, dass Datensétze selbst bei einem Stich-

probenumfang von n = 100 nur wenige Realisationen auflerhalb der Hauptdiagonalen

aufweisen konnen. Fiir solche Datenséitze ist die Approximation der Verteilung der

Teststatistik eventuell noch nicht gerechtfertigt, siehe Kapitel 3.3.
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4.1.3  Datenbeispiele

Zur Verdeutlichung der vorgestellten algebraischen Tests werden in diesem Abschnitt
die Symmetriestrukturen zweier realer Datensétze analysiert. Fiir alle betrachteten
Modelle wird der y2-Anpassungstest durchgefiihrt, die algebraischen p-Werte basieren

auf den Standardeinstellungen wie in Kapitel 4.1.2 beschrieben.

Zur Illustration ihrer Symmetriemodelle untersuchen McCullagh (1978), Goodman
(1979) und Agresti (1983) die Sehkraft von insgesamt 7477 britischen Frauen, die von
1943 bis 1946 in koniglichen Militdrmaterial-Fabriken arbeiteten. Insbesondere interes-
sierte die Kurzsichtigkeit der Arbeiterinnen. Getrennt voneinander wurde die Sehkraft
des linken und rechten Auges ohne Sehhilfe in vier Kategorien eingeteilt, wobei 1 die
beste und 4 die schlechteste Sehkraft kodiert. Der Datensatz ist in Tabelle 4.2 angege-

ben.

Sehkraft linkes Auge

Sehkraft rechtes Auge | 1 2 3 4
1 1520 266 124 66
2 234 1512 432 78
3 117 362 1772 205
4 36 82 179 492

Tabelle 4.2: Datensatz 4.1. Beobachtete Haufigkeiten der Kurzsichtigkeit des linken und
rechten Auges von 7477 britischen Arbeiterinnen.

Aufgrund der groflen Zelleintréage ist zu erwarten, dass die asymptotischen Tester-
gebnisse addquat sind und mit den simulierten gut {ibereinstimmen. Die Maximum-
Likelihood-Schétzer der Modellparameter sind 7 = 0.926 (CS), a; = 0.924, ay = 0.993,
@3 = 0.706 (DS) und § = —0,10706 (OQS). Weil 7 und dy, k = 1,...,3, kleiner als
Eins sind und B kleiner als Null ist, weisen das CS-, DS- und OQS-Modell auf eine
hohere Wahrscheinlichkeit fiir eine bessere Sehkraft beim rechten als beim linken Auge
hin. Speziell wird fiir das CS-Modell die Wahrscheinlichkeit, dass die Sehstérke des
rechten Auges k Kategorien besser ist als die des linken, geschétzt durch 1,16 mal die
Wahrscheinlichkeit, dass die Sehstédrke des rechten Auges k Kategorien schlechter ist

als die des linken. Fiir das diagonale Symmetriemodell wird :’;: geschétzt durch 1,16;
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1,01 bzw. 1,83; k = 1,2, 3. Unter Annahme des OQS-Modells werden diese Quotienten

geschiitzt als 1,11; 1,24 und 1,38, denn % = 010706 (wimuiyy) — 010706k ] — 1 9 3

In Tabelle 4.3 sind die p-Werte des x?- und des Likelihood-Quotienten-Tests fiir die
perfekte, bedingte, diagonale und ordinale Quasi-Symmetrie angegeben. Das perfekte
Symmetriemodell scheint ungeeignet, Datensatz 4.1 zu beschreiben; das CS- und das
OQS-Modell weisen eine dhnlich gute Anpassung auf. Das diagonale Symmetriemodell

scheint Datensatz 4.1 am besten zu reprasentieren.

p-Wert
approximativ algebraisch

S 0,004 0,002
0,004 0,002

CS 0,202 0,209
0,196 0,205

DS 0,919 0,917
0,919 0,917

0QS 0,201 0,205
0,201 0,204

Tabelle 4.3: p-Werte des y?-Anpassungstests (1. Wert) und des Likelihood-Quotienten-
Tests (2. Wert) fiir perfekte (S), bedingte (CS), diagonale (DS) und ordinale Quasi-
Symmetrie (OQS) fiir Datensatz 4.1.

Der zweite Datensatz entstammt einer retrospektiven Studie iiber Speiserohrenkrebs
bei chinesischen Méannern. Anhand von verschiedenen Kriterien, wie zum Beispiel das
Alter, wurden jedem der insgesamt 80 Speiserchrenkrebs-Patienten vier Kontrollper-
sonen zugewiesen. Beide Gruppen bekamen sehr heifle Getranke angeboten. In Tabelle
4.4 ist die Anzahl der getrunkenen Becher fiir die Patienten und der ersten Gruppe von

Kontrollpersonen zusammengefasst, siche Agresti (1983) und Breslow (1982).

Datensatz 4.2 weist sowohl Nullzellen als auch sehr geringe Zelleintrage auf, so dass
die Approximation der Verteilung der Teststatistik vielleicht nicht gerechtfertigt ist.
Neben den approximativen und algebraischen Tests werden auch die jeweiligen exakten
Tests durchgefiihrt. Fiir das S-Modell umfasst Z; insgesamt 30.240 Kontingenztafeln.
Unter Annahme des CS-Modells gibt es 588, fiir das DS-Modell 12 und fiir das OQS-
Modell 273 Tafeln mit derselben realisierten suffizienten Statistik wie Datensatz 4.2.
Der Parameter 7 des CS-Modells wird durch die Maximum-Likelihood-Methode als
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Kontrollpersonen

Patienten | 0 1 2 3
0 315 5 0

1 2 1 0 0

2 14 1 2 1

3 6 1 1 0

Tabelle 4.4: Datensatz 4.2. Beobachtete Anzahl der getrunkenen Heiflgetrénke von
Speiserohrenkrebs-Patienten und Kontrollpersonen.

7 = 1,522 geschatzt. Fiir die Parameter des DS-Modells ergeben sich als ML-Schétzer
a; = 1,4, as = 1,5 sowie ag = 2,0, und fiir das OQS-Modell ist B = 1,617. In
Tabelle 4.4 sind die p-Werte der y?-Anpassungstests sowie der Likelihood-Quotienten-
Tests aufgefiihrt. Wie erwartet weichen die approximativen p-Werte von den exakten
und algebraischen p-Werten etwas ab. Alle durchgefiihrten Tests kommen aber zum
Niveau o = 0, 05 zu denselben Testergebnissen. Das diagonale und das ordinale Quasi-

Symmetriemodell scheinen die Daten am besten darzustellen.

p-Wert
approx. exakt algebraisch
S 0,019 0,005 0,002
0,005 0,004 0,002
CS 0,608 0,669 0,670
0,376 0,461 0,458
DS 0,762 1,000 1,000
0,646 1,000 1,000
oQS | 0,790 0,829 0,822
0,631 0,807 0,796

Tabelle 4.5: p-Werte des y*-Anpassungstests (1. Wert) und des Likelihood-Quotienten-
Tests (2. Wert) fiir perfekte (S), bedingte (CS), diagonale (DS) und ordinale Quasi-
Symmetrie (OQS) fiir Datensatz 4.2.

Wird das OQS-Modell angenommen, ist die geschitzte Wahrscheinlichkeit, dass
ein Patient & HeiBgetrinke mehr als eine Kontrollperson trinkt 2,061% mal die

Wahrscheinlichkeit, dass ein Patient k& Heiflgetrinke weniger als eine Kontrollperson
trinkt, £ = 1,2,3. Im DS-Modell wird :';i; durch 2,33 bzw. 3 fiir k = 1, 2 geschéatzt.
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Fiir k = 3 ist 714 gleich Null und der Quotient somit nicht definiert.

4.2 Identifikation von Risikofaktoren

Ein wichtiges Anwendungsfeld der Statistik ist die Epidemiologie. Dort ist es héufig
von Interesse, so genannte Risikofaktoren fiir eine Erkrankung zu identifizieren sowie
deren Wirkungsgrad zu quantifizieren. Das Odds Ratio (OR) sowie das zugehorige
Konfidenzintervall geben hierzu beispielsweise Aufschluss. Nachfolgend wird fiir den
Spezialfall einer 2 x 2-Kontingenztafel ein Schétzer fiir das Odds Ratio eingefiihrt
sowie approximative und exakte Konfidenzintervalle fiir das betrachtete Odds Ratio
beschrieben. Auf der Grundlage des Diaconis-Sturmfels-Algorithmus werden anschlie-
Bend neue algebraische Konfidenzintervalle als Alternative zu den herkémmlichen
Verfahren entwickelt. Dieses Vorgehen kann ebenfalls fiir die Konstruktion eines
algebraischen Konfidenzintervalls fiir das Relative Risiko sowie fiir das Odds Ratio

einer 2 x 2 x K-Kontingenztafel erweitert werden.

Zunéchst sei angenommen, dass der zugrunde liegende Datensatz die Beobachtungen
zweier bindrer Merkmale X; und X, umfasst. Analog zu Kapitel 2 bezeichne n;,;,
die beobachteten Zellhdufigkeiten der multinomial verteilten Zufallsvariablen N; ;,,
i1, i = 1,2, mit 22: 22: Ny, = nund ng, € {0,...,n}. Fir die Analyse des moglichen
ZusammenhangszEelrwgrlhobenen Zufallsvariablen wird in der vorliegenden Arbeit das
Odds Ratio verwendet. Da seine Definition auf Wahrscheinlichkeiten basiert, wird die
entsprechende Notation kurz anhand der folgenden Tafel erlautert:
Xo

| X, =1 X, =2
Xi=1|m=PX;=1X,=1) mp=P(X;=1X,=2)
X1 =2|m=PX1=2|Xo=1) mp=P(X; =2|Xy=2)

X4

Das Odds Ratio (abkiirzend auch OR genannt) wird erkldrt durch den Quotienten

OR = T /I2 — i ypd vergleicht somit die so genannte ,,Chance (engl.: odds),
21/ T22 21712

mit der X; = 1 eintritt, wenn X5 = 1 realisiert ist, mit der Chance fiir X; = 1,
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wenn Xy = 2 beobachtet wird. Das Odds Ratio kann Werte zwischen Null und
Unendlich annehmen. Seine Interpretation erfolgt abhidngig vom Parameterwert. Der
Maximum-Likelihood-Schitzer fiir das Odds Ratio ist OR = % Damit existiert

kein ML-Schéatzwert fiir 6?%, wenn n1o bzw. ng; Null sind. Um dies zu umgehen, kann

(N11+0,5)-(N224-0,5)
(N1240,5)-(N21+0,5)

Haldane (1955) und Fleiss et al. (2003), Kapitel 6. Ein weiterer alternativer Schétzer
ist der bedingte ML-Schétzer, siehe z. B. Agresti (2002), Kapitel 3. Im Folgenden wird
jedoch stets der oben beschriebene ML-Schétzer OR fiir das Odds Ratio verwendet.

ein modifizierter Schétzer @mod = verwendet werden, vergleiche

Neben dem Wert des Punktschétzers interessiert ein Konfidenzintervall fiir den
betrachteten Parameter. Die Konstruktion des approximativen Konfidenzintervalls
nach Woolf fiir das Odds Ratio fiir 2 x 2-Tafeln beruht auf der asymptotischen Nor-
malverteilung von log(@) mit Erwartungswert log(OR). Die Varianz wird geschétzt
durch var(log(OR)) = 5o+ 5s +w +wg vergleiche z. B. Fleiss et al. (2003), Kapitel
6. Damit gilt insbesondere

—_

< log(OR) — log(OR)
var(log(OR))

Pl —ui_e <uj_e | ~1—a«
2 2 )

wobei u;_a das (1 — §)-Quantil der Standardnormalverteilung bezeichnet. Nach Um-
formen ergibt sich als approximatives (1 — «) - 100%-Konfidenzintervall fiir das Odds
Ratio einer 2 x 2-Tafel

KI(OR) = [67% . exp {j:ulg : \/\Ta\r(log(@))ﬂ .

Es existieren alternative asymptotische Konfidenzintervalle fiir das Odds Ratio, vgl.
Kreienbrock und Schach (1995), Kapitel 6.2.3, die in der vorliegenden Arbeit nicht
weiter betrachtet werden. Die benétigte Verteilung fiir die Bestimmung dieses Kon-
findenzintervalls ist approximativ und damit nur fiir ,hinreichend grofie” Stichproben
gerechtfertigt. Géangige Faustregeln hierzu werden in Kapitel 3.3 der vorliegenden
Arbeit beschrieben.

Fiir ein exaktes Konfidenzintervall bei 2 x 2-Tafeln wird ausgenutzt, dass das OR

zweier erhobener Merkmale X; und X, genau dann gleich Eins ist, wenn X; und
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X5 stochastisch unabhéngig voneinander sind. Analog zum exakten Test von Fisher
werden die weiteren Betrachtungen auf die zugrunde liegende suffiziente Statistik
T = (N14, Noy, Nyq, Nyo)' fiir die Parameter im Unabhéngigkeitsmodell bedingt. Fiir
den vorliegenden Fall multinomialverteilter Zelleintréage N;,.,, 1,22 = 1,2, hiangt die
bedingte Verteilung von Njj, gegeben die realisierte suffiziente Statistik ¢, nur noch
vom Odds Ratio ab, die entsprechende Dichte f ist die nichtzentrale hypergeometri-
sche Dichte

)G - (OR)”

f(N11 = ZL‘| t,OR) =

, m_o<x<m’;

(") - () - (OR)

mt
u:zn:z u ny1—u

fiir die untere und obere Summationsgrenze gilt: m_ = max(0,n4 + ny; — n) bzw.
mt = min(ny,n.q) (siehe Fleiss et al. (2003), Kapitel 6.4, Metha et al. (1985)
und Zelen (1971)). Damit wird die untere Grenze OR, des exakten (1 — «) - 100%-

Konfidenzintervalls fiir das Odds Ratio wie folgt bestimmt

OR,=0 , falls ni; =m_,

mt
Z f(z|t,OR,) = % . falls m_ <n;; <m™.

r=ni1

Die obere Grenze des Konfidenzintervalls O R* erfiillt die Bedingung;:

nii
Z f(z|t,OR*(ng)) = % . falls m_ <nyy <mt,

T=m—

OR* =00 , falls ny; =mt.

4.2.1 FEin neues Konfidenzintervall fiir das Odds Ratio

Geméf den Ausfithrungen in Kapitel 3.3 wird nachfolgend ein neues algebraisches
Konfidenzintervall fiir das Odds Ratio als Alternative zu den bekannten asymptotischen
und exakten Methoden entwickelt. Basierend auf dem Diaconis-Sturmfels-Algorithmus
und MCMC-Simulation wird dafiir eine Stichprobe aus der bedingten Verteilung einer

diskreten Exponentialfamilie mit beobachteter suffizienter Statistik generiert.
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Das Konstruktionsprinzip des neuen Konfidenzintervalls fiir das Odds Ratio stiitzt
sich sowohl auf das exakte als auch auf das approximative Verfahren. Zunéchst wird
das zugrunde liegende statistische Modell algebraisch dargestellt. Wie beim exakten
Konfidenzintervall fir das Odds Ratio bei 2 x 2-Tafeln wird auch hier die Aquiva-
lenz zwischen dem Odds Ratio-Wert von Eins und der stochastischen Unabhéngigkeit
der beiden betrachteten Merkmale ausgenutzt. Die gemeinsame Verteilung der multi-
nomialverteilten N;,,,, 41,72 = 1,2, ist eine 4-parametrige Exponentialfamilie; eine
suffiziente Statistik 7' fiir die Parameter im Unabhéingigkeitsmodell sind die Zeilen-
und Spaltensummen, d.h. 7" = (Ny,, Noy, N1, Nyo)'. Fiir eine geeignete algebraische
Darstellung des statistischen Modells und damit fiir die Anwendung des Diaconis-
Sturmfels-Algorithmus ist wesentlich, die Menge aller Datensétze mit beobachteter
suffizienter Statistik ¢, d.h. 2y = {2z : & — IN|}_ ., 2(x)T*(x) = t} und damit
auch T* darzustellen, wobei der Stichprobenraum .7 eine endliche Menge ist. Auf-
grund des Unabhéngigkeitsmodells ist mit der suffizienten Statistik 7" auch T™ festge-
legt: T*((i1,12)) ist ein Vektor mit derselben Lénge wie 7', d.h. hier 4. Zwei Eintrige
dieses Vektors sind gleich Eins: an der Stelle i; sowie an der Stelle 2 + 45, die iibrigen
Eintréage sind Null, vergleiche Diaconis und Sturmfels (1998). Fiir eine 2 x 2-Tafel gilt
also im Unabhéngigkeitsmodell
T*((1,1)) = (1,0,1,0), T*((1,2)) = (1,0,0,1),
T*((2,1)) = (0,1,1,0), T((2,2)) = (0,1,0,1)".

Entsprechend Theorem 3.3.4 werden diese 7™ fiir die Bestimmung der reduzierten

Grobner-Basis verwendet. D.h. es wird zunéchst die Grébner-Basis %4 des Hilfsideals

jhilf mit
fhz‘lf =< Ty — N1+N+1,$12 - N1+N+2, To1 — N2+N+1, Tog — N2+N+2 >

berechnet, vergleiche Diaconis und Sturmfels (1998). Die Grobner-Basis fiir das Unab-
héngigkeitsmodell enthélt alle Basispolynome aus %,;;f, die ausschlielich Terme aus

dem Stichprobenraum 7 enthalten.

Bemerkung 4.2.1
Zugrunde liege eine 2 x 2-Kontingenztafel. Unter Beachtung der gradlexikographischen
Monomordnung besteht die reduzierte Grébner-Basis fiir das Unabhdngigkeitsmodell

aus einem Basispolynom, und es ist 4 = {x11 - Xog — T12 - Tog }.
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+ —
Die zuldssige Bewegung im Metropolis-Hastings-Algorithmus ist intuitiv ( )
-+

und dient der Generierung von Datensétzen mit denselben realisierten Zeilen- und
Spaltensummen wie die zugrunde liegende Kontingenztafel, vergleiche Korollar
3.3.1 und Theorem 3.3.4. Entsprechend den Ausfithrungen in Kapitel 3.3 wird nun
eine Markov-Kette der Lange [ generiert, die ersten b Datensidtze werden in der
so genannten Einschwingphase vernachlédssigt und anschlieBend nur jede ste Tafel
beriicksichtigt. Fiir jede der verbliebenen L%j Kontingenztafeln wird der geschétzte
Wert des logarithmierten Odds Ratios log(él\%) berechnet und somit die bedingte
Verteilung von log(é?%) unter der Nullhypothese, d.h. stochastischer Unabhéngigkeit
von X; und X5, bei beobachteter suffizienter Statistik simuliert. Fiir die Bestimmung

des simulierten Konfidenzintervalls wird diese Verteilung standardisiert, d.h. fiir
og(OR) 108(0R) }10chnet. Aufgrund der
\/7ar (log(OR)) s

Unabhéngigkeitsannahme ist der Erwartungswert log(OR) = 0. Entsprechend dem ap-

jede der ausgewihlten Kontingenztafeln wird

proximativen Konfidenzintervall nach Woolf wird fiir das simulierte Konfidenzintervall

ausgenutzt, dass gilt:

log(él\%) —log(OR)

—— <
e

= dsim,1-2

P qsim’%g ~1-—aq,

wobei die Quantile der simulierten standardisierten Verteilung qg,,, die approximativ
giiltigen Standardnormalverteilungsquantile ersetzen. Das algebraische (1 — «) - 100%-

Konfidenzintervall fiir das Odds Ratio ist also gegeben durch

KI(OR) = |OT-exp { ~agim, 1y /T 106(0R)
O oxp { ~agim, s -/ 10x(OR) .

Ein algebraisches Konfidenzintervall fiir das Relative Risiko (RR) wird analog zum

Konfidenzintervall fiir das OR bestimmt und daher nicht vorgefiihrt.
Der Mantel-Haenszel-Schétzer (Mantel und Haenszel (1959)) wird héufig fir die

Schiatzung des gemeinsamen Odds Ratios fiir 2 x 2 x K-Tafeln verwendet. Ein
approximatives und exaktes Konfidenzintervall fiir das OR ;g einer 2 x 2 x K-Tafel

werden dem 2 x 2-Fall entsprechend bestimmt, vergleiche z. B. Fleiss (2003), Kapitel
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10.3 und Kapitel 10.5. Ein algebraisches Konfidenzintervall fiir das O R,y basiert auf
demselben Vorgehen wie fiir das Odds Ratio einer 2 x 2-Tafel und wird daher ebenfalls

nicht weiter ausgefiihrt.

4.2.2  Simulationsstudie

In dieser Simulationsstudie werden das vorgestellte algebraische und die traditionellen
95%-Konfidenzintervalle miteinander verglichen. Die algebraischen Konfidenzgrenzen
basieren auf den Standardeinstellungen wie in Kapitel 4.1.2 beschrieben; die resultie-
renden Markov-Ketten konvergieren. Die Daten fiir diese Simulationsstudie werden aus
zwei moglichst realen Datensituationen generiert. Im ersten Modell wird angenommen,
dass es keinen Zusammenhang zwischen den erhobenen Merkmalen gibt. Im zweiten
Szenario wird eine Abhéngigkeit unterstellt; im epidemiologischen Kontext wird bei-
spielsweise ein schidigender Einfluss des potenziellen Risikofaktors auf die interessie-
rende Krankheit betrachtet. Die gewédhlten Modellwahrscheinlichkeiten sind in Tabelle
4.6 angegeben.

) 0,278 0,278 i) 0,308 0,154
0,222 0,222 |’ 0,154 0,385 |

Tabelle 4.6: Zellwahrscheinlichkeiten fiir die Simulationsmodelle bei einem geschétzten

Wert von OR = 1 (i) und OR=5 (ii).

Unter Beachtung der Multinomial-Erhebungstechnik miissen alle 7;,;, > 0 sein, 1,7 =
1, 2. Ist dies nicht erfiillt, so liegen die geschéiitzten Erwartungswerte nicht im zuléssigen
Parameterraum. Ferner sei angenommen, dass die realisierten Eintrége n;,q,, i1, t2 =

1,2, stets groBer als Null sind und damit ein ML-Schétzwert fiir OR bzw. W(log(al\%))

existiert.

Unter Beachtung des Unabhéngigkeitsmodells (i) werden bei einem Stichprobenumfang
von n = 15 fiir eine Simulation von 100 Datensétzen 103 Tafeln simuliert; fiir das Mo-
dell (ii) werden hierfiir 158 Kontingenztafeln generiert. Fiir jede dieser Kontingenztafeln
werden die asymptotischen, exakten und algebraischen 95%-Konfidenzintervalle fiir das

Odds Ratio bestimmt. Die Approximation der Verteilung von log(@) ist aufgrund des
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geringen Stichprobenumfangs vielleicht noch nicht gerechtfertigt. Fiir die Erstellung der
Grafiken werden die generierten Odds Ratios der Gréfle nach sortiert und die entspre-
chenden Konfidenzintervalle abgetragen. Zur Verbesserug der Ubersichtlichkeit werden
jeweils 25 Datensétze in einer Grafik betrachtet. Es wird eine Auswahl an Grafiken

gezeigt, die {ibrigen konnen Anhang A.2 entnommen werden.

In Abbildung 4.7 sind die kleinsten 25 Werte des geschétzten Odds Ratios mit den
zugehorigen Konfidenzintervallen aus dem Unabhéngigkeitsmodell (i) und Modell (ii)

zusammengefasst.
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Abbildung 4.7: Vergleich der approximativen, exakten und algebraischen 95% Kon-
fidenzgrenzen (obere Grenze: Bild oben; untere Grenze: Bild unten) fiir die 25 klein-
sten ML-Schitzwerte fiir das Odds Ratio aus Modell (i) links, bzw. Modell (ii)
rechts, aus Tabelle 4.6 mit n = 15. Der Wert des geschétzten Odds Ratios wird
durch Punkte représentiert. Die Konfidenzintervalle werden farblich unterschieden
(approximativ: blau, exakt: rot, algebraisch: schwarz).
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Es kann beobachtet werden, dass die unteren Konfidenzgrenzen fiir das Odds Ratio
bei allen angewendeten Prozeduren iiberwiegend gut {iibereinstimmen. Die oberen
Grenzen hingegen weichen zum Teil stark voneinander ab. Insbesondere ist die obere
Grenze des exakten Konfidenzintervalls oftmals deutlich gréfer als die entsprechende
Grenze des approximativen Konfidenzintervalls; die exakte Prozedur ist wie erwartet
konservativ. Die obere algebraische Konfidenzgrenze nimmt in wenigen Féllen den
Wert Unendlich an (beispielsweise Datensatznr. 10, Abbildung 4.7, links). Ursdchlich
hierfiir ist, dass ,,zu viele* Datensédtze mit Nullen in den Zellen nis und no; generiert
werden. Liegt ein Datensatz mit einem geringen Stichprobenumfang vor, so konnte der
modifizierte Schatzer (/)Emod fiir das Odds Ratio das algebraische Konfidenzintervall

verbessern.

Bei einem Stichprobenumfang von n = 50 werden 100 Datensétze geméafl dem Unab-
héngigkeitsmodell (i) sowie geméfl Modell (ii) zufillig generiert. Beispielhaft werden
wiederum aus jedem Szenario 25 Datensétze analysiert, weitere Grafiken befinden sich
im Anhang A.2.
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Abbildung 4.8: Vergleich der approximativen, exakten und algebraischen 95% Kon-
fidenzgrenzen (obere Grenze: Bild oben; untere Grenze: Bild unten) fiir die 25 klein-
sten ML-Schitzwerte fiir das Odds Ratio aus Modell (i) links, bzw. Modell (ii)
rechts, aus Tabelle 4.6 mit n = 50. Der Wert des geschitzten Odds Ratios wird
durch Punkte reprisentiert. Die Konfidenzintervalle werden farblich unterschieden
(approximativ: blau, exakt: rot, algebraisch: schwarz).

Die approximativen, exakten und algebraischen unteren Konfidenzgrenzen sind un-

gefdhr identisch. Die oberen Konfidenzgrenzen weichen stérker voneinander ab. Das
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exakte Verfahren liefert erwartungsgemafl haufig das gréfite und damit konservativ-
ste Konfidenzintervall. Die algebraischen und approximativen Intervallgrenzen unter-
scheiden sich zum Teil nur geringfiigig, wobei das algebraische Konfidenzintervall bei
vielen der betrachteten Datensitze am kleinsten war. Werte von Unendlich als obe-
re algebraische Konfidenzgrenze werden hier nicht angenommen. Die vorgeschlagene
algebraische Prozedur bietet demnach eine wertvolle Ergénzung zu den traditionellen
Konfidenzintervallen fiir das Odds Ratio.

4.2.3  Datenbeispiele

In dem folgenden Kapitel werden fiir reale Datensétze potenzielle Risikofaktoren fiir
eine interessierende Krankheit anhand des algebraischen sowie traditioneller Konfidenz-

intervalle fiir das Odds Ratio untersucht.

Zunéchst interessiert eine Fall-Kontroll-Studie, die zwischen Juni 1985 und Dezember
1988 in Birmingham und Alabama durchgefiihrt wurde. In dieser Studie wurde die Ent-
stehung eines Endometriumkarzinoms untersucht; speziell wurde der Zusammenhang
zwischen dieser Krankheit und den Erndhrungsgewohnheiten der Frauen analysiert.
Dazu haben 103 Patientinnen und 236 Kontrollen einen Fragebogen ausgefiillt. In der
vorliegenden Arbeit wird ein Teildatensatz dieser Fall-Kontroll-Studie ausgewertet, der
in Tabelle 4.7 zusammengefasst ist, siehe Barbarone et al. (1993) sowie Kreienbrock
und Schach (1995), S. 199.

Verzehr von Milchprodukten

‘ Ja Nein
Fall 61 42
Kontrolle | 162 74

Tabelle 4.7: Datensatz 4.3. Beobachtete Anzahl von Endometriumkarzinom-Fallen und
Kontrollen bei regelméffigem Genuss von Milchprodukten.

Das geschitzte Odds Ratio betrédgt 0,663, d.h. es wird zunéchst ein préaventiver Ein-
fluss von Milchprodukten auf die Entstehung eines Endometriumkarzinoms vermutet.

Alle drei 95%-Konfidenzintervalle iiberdecken jedoch die Eins (approximativ: 0,411;
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1,072; algebraisch: 0,389; 1,062; exakt: 0,400; 1.106), so dass zum Niveau a = 0,05
ein Zusammenhang nicht nachgewiesen werden kann. Die Konfidenzgrenzen aller drei

verwendeten Verfahren sind sehr ahnlich.

Der zweite Datensatz entstammt einer retrospektiven Studie. 41 Patienten mit Kehl-
kopfkrebs unterzogen sich einer Operation bzw. einer Strahlentherapie. Zwei Jahre nach
ihrer Behandlung wurde die Anzahl der Rezidive festgehalten, siehe Agresti (2002), S.
107. Dabei interessiert, ob die gewéhlte Therapieform (Operation bzw. Strahlenthe-
rapie) und der Krankheitsstatus bei Kehlkopfkrebs voneinander abhédngen. Die Daten

konnen Tabelle 4.8 entnommen werden.

Therapieform
‘ Strahlentherapie = Operation
Rezidiv 3 2
kein Rezidiv 15 21

Tabelle 4.8: Datensatz 4.4. Beobachtete Anzahl von Rezidivfiallen bzw. Nicht-
Rezidivfallen bei Kehlkopfkarzinom nach einer Operation und nach einer Strahlen-
therapie.

Der Wert des geschitzten Odds Ratios betridgt 2,1. Das bedeutet, dass die Chance,
mit der ein Rezidiv nach erfolgter Strahlentherapie eintritt, 2,1 mal so hoch ist wie
ein Rezidiv nach einer Operation zu erleiden. Dieser Zusammenhang kann wiederum
nicht statistisch nachgewiesen werden, denn die 95%-Konfidenzintervalle iiberdecken
die Eins (approximativ: 0,312; 14,152; algebraisch: 0,334; oo; exakt: 0,209; 27,552).
Die hohe obere Grenze des algebraischen Konfidenzintervalls ist bedingt durch die
kleinen Eintrédge in der ersten Zeile von Datensatz 4.4 im Vergleich zur zweiten Zeile; im
Metropolis-Hastings-Algorithmus werden héufig Datensétze mit Nullzellen generiert.
Dies bereitet Schwierigkeiten fiir eine Schiatzung des jeweiligen Odds Ratios sowie der
zugehorigen Standardabweichung. Abhilfe kénnte hier der in Kapitel 4.2 beschriebene

modifizierte Schatzer @mod schaffen.



KAPITEL 5

ALGEBRAISCHE MODELLSELEKTION

Eine wichtige und grundlegende Aufgabe in der Statistik ist es, Abhéngigkeitsstruktu-
ren in einem Datensatz zu erkennen. So dienen die in Kapitel 2 vorgestellten log-linearen
und graphischen Modelle der Beschreibung verschiedener Unabhéngigkeitsbeziehungen.
Héufig ist von Interesse, aus einer gegebenen Menge méoglicher Modelle dasjenige aus-
zuwéhlen, das die beobachteten Daten geméafl einem bestimmten Kriterium am besten
beschreibt. Da ein Modell aufgrund der zu seiner Bildung herangezogenen Daten beur-
teilt wird, ist eine Modellwahl prinzipiell explorativ zu bewerten, siehe Chatfield (1995)
und Edwards (2000), Kapitel 6.

Es existieren verschiedene Ansétze zur Beurteilung der Anpassungsgiite von Modellen
an Daten. Akaike entwickelt beispielsweise einen Schétzer fiir die erwartete relative
Kullback Leibler-Information basierend auf der maximierten log-Likelihood-Funktion
und einem Korrekturterm fiir die Verzerrung (Burnham und Anderson (2002), Kapitel 2
und 7). In dieser Arbeit werden Strategien betrachtet, die (iiblicherweise approximative
oder exakte) Anpassungstests zur Beurteilung der Modelle nutzen. Wie bereits gezeigt,
bietet der Algorithmus von Diaconis und Sturmfels eine wertvolle Ergénzung zu diesen
traditionellen Testmethoden. Die algebraischen Tests basieren jedoch auf eine separate
Simulation fiir jedes betrachtete Modell, weshalb sie sehr aufwéndig und daher fiir diese

Fragestellung in der Praxis ungeeignet erscheinen.

Weisen die interessierenden Modelle eine hierarchische Struktur auf, so kann der erfor-
derliche Simulationsaufwand deutlich verringert werden. Das vorgeschlagene Verfahren
wird am Beispiel der Modellselektion fiir graphische Modelle sowie der in Kapitel 4.1
vorgestellten Symmetrietests vorgefithrt. Die so generierten algebraischen p-Werte er-

setzen anschlieend die traditionellen asymptotischen bzw. exakten p-Werte.

69
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In einer Simulationsstudie werden traditionelle Modellselektionsmethoden fiir graphi-
sche Modelle mit dem herkémmlichen Diaconis-Sturmfels-Verfahren sowie der neu ein-

gefithrten Methode verglichen.

5.1 Methoden zur Modellselektion

In diesem Abschnitt werden verschiedene gidngige Modellwahlstrategien fiir graphische
Modelle vorgestellt. Die jeweiligen Anpassungen werden mit dem y2-Test oder dem
Likelihood-Quotienten-Test beurteilt. Die weiteren Ausfithrungen stiitzen sich im
Wesentlichen auf Edwards (2000).

Bei der schrittweisen Modellwahl wie der Riickwirtsselektion werden ausgehend von
dem saturierten Modell sukzessiv die Kanten mit dem gréfiten nicht-signifikanten p-
Wert des durchgefiihrten Anpassungstests entfernt. Dabei kann das von Gabriel (1969)
eingefiihrte Prinzip der Kohérenz (coherence) beachtet werden. Wird beispielsweise die
Entfernung einer Ecke in einem Schritt abgelehnt, so kann sie auch in den folgenden
Schritten nicht entfernt werden. Sind alle p-Werte signifikant, so stoppt die Prozedur.
Die Vorwirtsselektion startet hingegen mit dem Unabhéingigkeitsmodell und fiigt in je-
dem Schritt die Kante mit dem kleinsten p-Wert des Anpassungstests hinzu. Auch hier
kann das Kohérenzprinzip beachtet werden. Die Modellwahl ist abgeschlossen, wenn
alle p-Werte nicht-signifikant sind. Die Riickwértsselektion betrachtet im Gegensatz
zur Vorwértsselektion ausschliefllich Modelle, die von den Daten unterstiitzt werden
und wird daher iiblicherweise vorgezogen. Beide Modellwahlprozeduren bieten die
Moglichkeit, Variablen zu fixieren. Bei Durchfithrung der Riickwértsselektion stehen
diese Variablen nicht fiir eine sukzessive Entfernung zur Verfiigung. Haufig wird die
interessierende Modellklasse durch die Forderung nach Zerlegbarkeit eingeschrankt.
Wichtige theoretische Ergebnisse erleichtern die Handhabung dieser Modelle. So stehen

beispielsweise exakte Tests nur fiir zerlegbare graphische Modelle zur Verfiigung.

Die Modellselektion geméafl der Edwards und Havrdanek Prozedur (EH-Prozedur), Ed-
wards und Havranek (1985, 1987), basiert auf einen globalen Suchalgorithmus, der eine

Menge von Modellen auswéhlt, die mit den Daten ‘konsistent’ sind. Zur Vereinfachung
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wird nachfolgend anstelle von ,,das Modell konnte zum Niveau « nicht verworfen wer-
den® ersetzt durch ,das Modell ist zum Niveau « akzeptabel® (accepted). Edwards
und Havranek (1985, 1987) reduzieren die Anzahl der interessierenden Modelle geméf
dem Kohérenzprinzip von Gabriel (1969) wie folgt: Gilt ein Modell als akzeptabel, so
werden die auf diesem Modell aufbauenden weiteren Modelle als schwach akzeptabel
(weakly accepted) angenommen. Wird umgekehrt ein Modell abgelehnt, so sind auch

die Untermodelle schwach abgelehnt (weakly rejected).

Das Ziel der EH-Prozedur ist, fiir die interessierende Menge moglicher Modelle M eine
Menge akzeptabler Modelle A sowie eine Menge abgelehnter Modelle R mit A, R C M
zu finden, so dass jedes weitere Modell als schwach akzeptabel bzw. schwach abgelehnt
eingeordnet werden kann. Dabei ist zu beachten, dass A und R nicht notwendigerweise
eindeutig bestimmt sind, siche Edwards und Havranek (1985). Im Weiteren wird sowohl
eine Teilmenge als auch eine bestehende Hierarchie, wie z. B. ein Untermodell, durch

,C gekennzeichnet.

Mj sei ein Untermodell von My, M; C Ms. Fiir jede Teilmenge von Modellen S C M
werden die komplexesten Modelle (maximal models) aus S bestimmt durch max(S) =
{M; € S: M, C My= My, ¢ S}. Analog dazu sind die einfachsten Modelle (minimal
models) aus S dargestellt als min(S) = {M; € S : My C M; = M, ¢ S}. Eine
Menge von Modellen S heifit nicht vergleichbar (incomparable), wenn keine Modelle
My, My € S existieren, so dass M; C M, gilt.

Die Mengen A und R werden anhand der so genannten r- und a-Duale bestimmt.
Dazu sei S = {My,...M,}, M; € M, i = 1,...,p, eine Menge akzeptabler Mo-
delle. Dann bezeichne I,(S) = {M € M : M, C M fir ein M; € S} die Menge
der schwach akzeptablen Modelle aus M; die iibrigen Modelle werden in I$(S) =
{M e M : M; € M fir ein M; € S} zusammengefasst. Die Menge der maxima-
len (komplexesten) Modelle aus I¢(S) werden als r-Dual, D, (S), von S bezeichnet.
Nun sei S = {My,...M,}, M; € M, i = 1,...,p, eine Menge abgelehnter Mo-
delle. Die Menge der schwach abgelehnten Modelle aus M wird beschrieben durch
I,(S) ={M € M : M C M, fir ein M; € S}. Dann ist das a-Dual von S, D,(5),
die Menge der einfachsten Modelle aus I¢(S) = {M € M : M ¢ M; fiir ein M; € S}.
Insgesamt muss I,(A) N [.(R) = 0 gelten.

Die Edwards-Havréanek-Prozedur erméglicht die Beurteilung der Anpassung aller Mo-
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delle aus der zugrunde liegenden Modellfamilie M in endlich vielen Schritten.

Schritt 1:
Teste die Anpassung der Modelle einer Anfangsmenge Sy und ordne sie entsprechend

der Testergebnisse in die Mengen A und R ein.

Schritt 2:
Ist die Menge der abgelehnten Modelle R leer, so gehe zu Schritt 2a. Ist umgekehrt die
Menge der akzeptablen Modelle A leer, so fiihre Schritt 2b aus. Sind weder A4 noch R

leer, so kann beliebig Schritt 2a oder 2b als néchstes gewahlt werden.

Schritt 2a:

Teste die Anpassung der Modelle aus D,.(A) \ R. Die Prozedur stoppt, wenn
jedes dieser Modelle abgelehnt werden kann. Ansonsten aktualisiere die Mengen
A und R, und gehe zuriick zu Schritt 2.

Schritt 2b:

Teste die Anpassung der Modelle aus D,(R) \ A. Die Prozedur stoppt, wenn
jedes dieser Modelle als akzeptabel angenommen werden kann. Ansonsten

aktualisiere die Mengen 4 und R, und gehe zuriick zu Schritt 2.
Edwards und Havranek (1985, 1987) beschreiben Kriterien fiir die Festlegung der An-

fangsmenge Sy, der , Anpassungsrichtung® sowie des durchzufiihrenden Anpassungs-

tests.

5.2 Neue algebraische Modellselektionsprozeduren

Die vorgestellten Modellselektionsstrategien beurteilen die Modellanpassungen an-
hand approximativer bzw. exakter Tests. Oftmals sind diese Anndherungen nicht
gerechtfertigt oder eine exakte Berechnung zu aufwindig. Algebraische Test geméf
dem Diaconis-Sturmfels-Algorithmus basieren auf Einzelsimulationen fiir jedes be-
trachtete Modell; fiir eine Modellwahl sind sie daher ebenfalls in der Regel ungeeignet.
Am Beispiel graphischer Modelle wird nachfolgend ein algebraisches Verfahren zur
Modellselektion entwickelt. Dazu werden der Diaconis-Sturmfels- Algorithmus sowie die
hierarchische Struktur graphischer Modelle ausgenutzt. Speziell werden algebraische

p-Werte bereit gestellt, die die traditionellen asymptotischen oder exakten p-Werte
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in der gewdhlten Modellselektionsprozedur ersetzen. Dieses neue Verfahren kann
allgemein verwendet werden, falls die interessierende Menge moglicher log-linearer
Modelle eine hierarchische Struktur aufweist. Als weiteres Beispiel werden die in

Kapitel 4.1 eingefithrten Symmetriemodelle betrachtet.

Anhand einer drei-dimensionalen Kontingenztafel wird zunéchst die Modellselektion
gemaf ,herkommlicher® algebraischer Tests beschrieben. Dazu seien drei kategoriale
Variablen X, Xy und X3 mit Iy, I, bzw. I3 moglichen Realisationen gegeben. Die
Menge der interessierenden graphischen Modelle ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Das
saturierte Modell wird nicht betrachtet, da Anpassungstests fiir dieses Modell immer
eine Anpassungsgiite von Eins ergeben. Die entsprechenden log-linearen Modelle mit

zugehorigen suffizienten Statistiken kénnen Tabelle 5.1 entnommen werden.

Modell 1 Modell 2 Modell 3
X4 X4 X4
WATEEEAN A\
Modell 4 Modell 5 Modell 6

X1 X %

/ A

® X, X, ® 0 Xg X Xy

Modell 7
X

1
L)

XZ. .XS

Abbildung 5.1: Graphische Modelle fiir 3-dimensionale Kontingenztafeln.

Bemerkung 5.2.1

Fiir eine Iy x Iy x I3-Kontingenztafel werden die graphischen Modelle anhand log-
linearer Modelle, wie in Tabelle 5.1 gegeben, beschrieben. Die Anwendung des Diaconis-
Sturmfels-Algorithmus erfordert die Spezifizierung der jeweiligen T (X). Diese sind
Vektoren derselben Linge wie die zugehirige suffiziente Statistik T™ (X)), wobei der In-
dexi,i=1,...,7, das betrachtete Modell kennzeichnet. Gemdfl dem zugrunde liegenden

TO(X) kann T*9 (X)) in verschiedene Teile aufgespalten werden. So setzt sich beispiels-
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weise T (X) aus drei Teilen der Lingen Iy, I, und I zusammen. T*7((iy,i,13))
enthdlt an den Stellen i, Iy + io und Iy + Iy + i3 jeweils eine Eins, ansonsten Nullen.
Die Herleitungen der ibrigen T*% i =1,...,6, sind analog, siehe Anhang A.3 fir ein

Beispiel.

Modell 1 1og(myiis) = A+ A0 4 AL2 + A% 4+ AT 4 4025

1112 1213

TY = (Nijiyrriv=1,...., 01, i =1,...,Ip, Nyiigyio=1,....I, ig=1,...,I5)

Modell 2 10g(1i,151,) = A+ AN+ AX2 + A% 4 ATLE2 o (M1
T® = (Nijiyr,iv=1,...., 01, ig=1,..., I, Njjpiy,i1=1,....5, is=1,...,I5)
Modell 3 1og(mMiyiiy) = A+ A0+ AL2 + A% 4+ AT 4 A %25
)

1113 1213

TG = (Nijyigyin=1,...., 01, ig=1,..., I3, Nyiisio=1,....I, ig=1,...,I5)

Modell 4 log(mi,ii,) = A+ A 4+ A2 + A58 4+ A0

1142

TW = (Nijiyrrin=1,...., 0, ia=1,..., I, Nyyis,is=1,...,15)

Modell 5 1og(miyiyis) = A+ At 4 AL2 4 A2 4 A2 X

1213

T(5) — (Ni1++,i1 = 1,...,[1, N+i2i3ai2 = 1,...,[2, ig = 1,...,[3)1

Modell 6 log(miyiyi,) = A+ A 4 A2 + A58 4+ A1

1113

TO® = (Nyjyyyyin=1,...,I, Nijyi,i=1,....5, is=1,...,15)

Modell 7 10g(Miyigis) = A+ Aj 4 A2 + AN®
T(7) — (Ni1++,i1 = 1,...,[1, N+Z‘2+,i2: 1,...,[2, N++Z'3,i3: 1,...,[3)/
i1:17...,[1,’i2:1,...,[27 i3:17...,[3

Tabelle 5.1: Hierarchische log-lineare Modelle und zugehorige suffiziente Statistiken fiir
eine drei-dimensionale Kontingenztafel.

Die Grobner-Basen beziiglich der gradlexikographischen Monomordnung fiir die Model-
le 1-7 sind in Tabelle 5.2 beschrieben. Diese Darstellung ist nicht minimal, d.h. Basis-
polynome koénnen doppelt vorkommen; diese (doppelten) sind nicht zu berticksichtigen.
Zur Verifikation dieser Grobner-Basen werden die Figenschaften der Grébner-Basen des

entsprechenden Hilfsideals nachgewiesen, siche Definition 3.2.6.
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Modell 1:

Modell 2:

Modell 3:

Modell 4:

Modell 5:

Modell 6:

Modell 7:

@)

@(6)

Livigiz Lilinil, — Lifisig Liviails

Liyigiz Liyihil, — Liyihis Livigily

Livigiz Lilihis — Liyibis Litioigs

Liyigiz Lilinily, — Lilinis Livigily

Liyigiz Liyihil, — Liyihis Livigily

:L"iligig :L‘Z/lzézg

Livigiz Liibis

Livigiz Lifjigil

Tiyigily Lifibizs

= Liyiliz Litigiss

J— ZEZ’

x’iligi?, Tt it 1 —

21 2223

Livigiz Liibis

Liyigiz Liyilil

Livigiz Lilihil, —

:L"iligig :L‘Z/lzéz-g,

Liyigig il igil

Vigiz Liigil

Liyihil, Liigiz;

Liyityis Tiligizs
Liyityiz Liyigilys

Liyilyiz Liigily

= Liyiliz Lifigizs

= Tifigiz Ligisily

Livigiz Lilhil, —

:L"iligig xuzézg

Liyigig il ityil,

Z;

Livigig Lif bl

i1:17...,[1,’i2:1,...,[2 undig

Liyityity Tiliniss

.. R
lezzzg leznga

= Tiyilyiz Lifisily

— X

iriail LTilibiss

fiir

fiir

fiir

fiir
fiir

fiir

fiir
fiir

fiir

fiir
fiir

fiir

fiir

fiir

fiir

fiir

fiir

fiir

il - i37
'L.Z - 'L.?n
il - i27
'L.l - 'L.?n
'L.Z - 'L.?n
'L.Z - 'L.Za
il - i27
'L.l - 'L.?n
'L.l - 'L.Za
il - i27
i2 - i37
il - i27
'L.l - 'L.Za
il - i37
il - i27
Z.1 - Z.37
l2 = 13,
12 = 13,
il - i27
Z.1 - Z.37
Z.2 - Z.37
'L.l - 'L.Za
il - i37
l2 = 13,
=1

1y < 2,2, 13 < Zg,
. N .

1 < le, 1y < ZIQ, 13 < Zg,

1 < ’l,l, 13 < Zg,

. -/ . -/ . -/

1 < le, 1y < Z/Q, 13 < Zg,
. -/ . ] . -/

1 < le, 1o < ZIQ,

. ./ . ]

s,

Tabelle 5.2: Reduzierte Grobner-Basen fiir die graphischen Modelle 1-7 einer I x I5 X I3-

Kontingenztafel unter Berticksichtigung der gradlexikographischen Monomordnung.
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Um die approximativen bzw. exakten Anpassungstests durch algebraische Tests
zu ersetzen, wird der Diaconis-Sturmfels-Algorithmus fiir jedes der betrachteten
graphischen Modelle einzeln angewendet. Geméfl den Ausfiihrungen in Kapitel
3.3 wird anschlieBend fiir jedes graphische Modell (gegeben in Tabelle 5.1) jeweils
eine Markov-Kette der Lénge [ generiert. Das weitere Vorgehen entspricht dem
iiblicher MCMC-Prozeduren: Die ersten b Tafeln der Markov-Kette werden igno-
riert, anschlieBend wird fiir jeden sten Datensatz die Teststatistik des x2- bzw. des
Likelihood-Quotienten-Tests berechnet. Die resultierenden Testergebnisse ersetzen
anschliefend die exakten bzw. approximativen p-Werte. Die jeweilige Anzahl der Frei-
heitsgrade ist die Differenz der Dimension des saturierten und zu testenden Modells.
Eine herkémmliche algebraische Modellselektion ist insgesamt simulationsintensiv
und mit zunehmender Anzahl interessierender Modelle nicht mehr durchfithrbar.
Nachfolgend wird gezeigt, wie der notige Simulationsaufwand reduziert werden kann.
Auf dieser Basis konnen anschlieBend neue algebraische Modellselektionsprozeduren

vorgeschlagen werden.

Graphische Modelle fiir kategoriale Daten werden oftmals als hierarchische log-lineare
Modelle dargestellt. Das saturierte log-lineare Modell entspricht einem kompletten
graphischen Modell. Es enthélt alle weiteren hierarchischen log-linearen Modelle als
Spezialfille, vgl. Kapitel 2. Diese Ordnung kann entsprechend fortgesetzt werden; so
schlie3t beispielsweise Modell 1 aus Abbildung 5.1 die Modelle 4, 5 und 7 ein. Eine
solche Hierarchie kann ebenfalls bei den jeweiligen suffizienten Statistiken 7" und da-
mit auch bei 2, den zugehorigen Mengen aller moglichen Datensédtze mit Wert ¢ der
suffizienten Statistik beobachtet werden. Im Folgenden werden zwei verschiedene (gra-
phische) Modelle M1 und M2 fiir denselben Datensatz miteinander verglichen. M1
sei ein Untermodell von M2, M1 C M2, d.h. die Kantenmenge von M1 ist eine Teil-
menge der Kantenmenge von M2. Daraus folgt, dass die suffiziente Statistik 7°(M?2)
fiir die Parameter des Modells M2 die suffiziente Statistik 71 enthilt. Aufgrund
dieser zusétzlichen Restriktionen fiir M2 enthélt Zun) alle Datensétze aus Zar),
d.h. Zin2y C Z,0u. Das Unabhéngigkeitsmodell, repriasentiert durch einen Graphen
ohne Kanten, ist ein Untermodell von jedem moglichen graphischen Modell. Damit
enthélt 2,7 die entsprechenden Mengen fiir alle weiteren graphischen Modelle. Diese

Hierarchie besteht ebenfalls bei den zugehorigen Grobner-Basen.
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Theorem 5.2.2
Es seien M1 und M2 zwei wverschiedene hierarchische log-lineare Modelle mit

M1 C M2. Unter Anwendung des Diaconis-Sturmfels-Algorithmus werden die interes-

sierenden Ideale .MV ynd #M2) bestimmt, dabei qilt g MY 5 g (M2),

Beweis:

Die Menge der Eintrége der suffizienten Statistik fiir die Parameter der Modelle M1
und M2 seien gemiB Kapitel 3.3 mit .7 MY und .7 M2) bezeichnet. Aufgrund der hier-
archischen Struktur der Modelle ist . 7MY vollstéindig durch 7?2 bestimmt, d. h.
TMY C 7M2) - Aus der Definition 3.1.2 einer Varietit folgt weiter, dass VM2 in
VMY enthalten ist, VM) D VM2 wobei VMY und V™2 die durch den Diaconis-
Sturmfels-Algorithmus festgelegten Varietdten der Modelle M1 und M2 sind (verglei-
che Theorem 3.3.4). Dies impliziert . (VMY) O 7(VM2) sieche Cox et al. (1997),
Proposition 8, S. 34.

Fiir die betrachteten Modelle (gegeben in Tabelle 5.1) gilt {71 7@ 7@}
{7W 76 701 > 70 GemiB Theorem 5.2.2 folgt daraus, dass &7
{76 g6 gy D {76 g2 7M1 Die Grobner-Basen fiir die zugrunde liegen-
den Modelle sind in Tabelle 5.2 aufgefiithrt. Die oben beschriebene Anordnung der

v 1

Ideale duBert sich fiir die zugehorigen Grobner-Basen wie folgt: Jede Grobner-Basis der
Modelle 1-6 ist entweder in 47 enthalten oder kann durch eine Linearkombination

der Basispolynome aus 47 dargestellt werden.

Beispiel 5.2.3

Gegeben sei eine 2 x 2 x 2 Kontingenztafel. Die Grébner-Basen beziiglich der gradle-
zikographischen Monomordnung sind fir die zugrunde liegenden Modelle (vgl. Tabelle
5.1) gegeben durch:
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Modell 1: 9V —{g1 ,g }mzt

1 _ 1) _ .
g1 = T121 X222 — T122 L2921, go " = T111 X212 — T112 L211,

Modell 2: 42 = {g1 ,g } mit

(2 _ (2) _ .
g1 = T211 X222 — T212 X221, G = T111 122 — T112 T121;

Modell 3: 9 = {g1 ,g } mit

3) _ (3) _ .
g1 = T112 T222 — X122 212, Go " = T111 T221 — X121 T211,

4 4
Modell 4: 99 = {g\V, g5V, ¢{", 9i", 95", g$P} mit

4 _ 4) _ “4) _
g1 = T211 T222 — X212 X221, Go = X121 Ta22 — T122T221, g3z = T111 T222 — T112 T221,

4) _ 4) _ 4) _ .
g4 = T121 X212 — T122 X211, G5 = T111 X212 — T112 X211, Yg = T111 T122 — T112 T121;

Modell 5: 9®) = {g®, g{? ¢ ¢ 4O O iy

65) _ (5) _ (G
g1 = T121 T222 — T122 X221, Go = X112 X222 — T122T212, g3z = 112 X221 — T121 T212,

(5) _ (5) _ (5) _ .
gy = T111T222 — T122 X211, G5 = T111T221 — T121L211, Yg = T111 X212 — L112 211,

Modell 6: 9 = {g\©, g g$ g'9 ¢l® gl it

6) _ (6) _ (6) _
g1 = T211 X222 — X212 X221, Yo = T112T222 — L122 212, g3z = T112 T221 — T122 T211,

6) _ (6) _ (6) _ .
gy = T111 T222 — 121 X212, G5 = T111T221 — T121L211, Yg = T111L122 — T112 T121;

7 7 7
Modell 7: 90 = {g{7, g8 g5 g7 giD g8 g g0 gEDY mit
) (7) (7)

g1 = T121 Ta22 — T122 221, Go & = T112 X222 — T122 X212, g3 = T111 T222 — T122 L211,
(7 _ o (1 _ o (M _ o

gy = T211 T222 X212 X221, g5 = T111L222 — T121 2212, Jg = T111 L222 112 221,
(1) _ _ (M _ _ (M _ _

g7 = T111 X212 — T112 211, gy = T111 L122 T112 121, Yo = T111 T221 — T121 L211-

Alle Basispolynome von 90,92 und 4O sind Element von 47 ; die Gribner-Basen
der Modelle 46 enthalten jeweils ein Polynom, das nicht direkt in 47 enthalten ist,

aber durch 97 dargestellt werden kann:

4) _ _ _ (D (7)
gy = T121 X212 — T122 T211 = 111 L222 — L122 211 — (!E111 To22 — X121 $212) =093 — G5

(5) _ _ . m (7)
g3~ = T112 X221 — X121 212 = T111 L222 — T121 212 — (1’211 T222 — X212 1’221) =95 —94
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6) _ _ (M (7
g3~ = T112 X221 — T122 T211 = TL111 L222 — T122 211 — (1’211 T222 — X212 1’221) =93 —9s -

Eine geméfl dem Diaconis-Sturmfels-Algorithmus konstruierte Markov-Kette fiir das
Modell 7 kann also jeden moglichen Zustand aller weiteren Modelle erreichen. Damit
konnen fiir jedes betrachtete Modell einzelne Ketten aus der Markov-Kette von Modell 7
extrahiert werden. Die Selektion erfolgt geméf3 der realisierten suffizienten Statistik des
betrachteten Datensatzes fiir die Parameter des interessierenden Modells. Stimmt diese
mit dem jeweiligen Wert der suffizienten Statistik einer generierten Kontingenztafel
iiberein, so ist dieser Zustand der Markov-Kette Element der ,selektierten Kette“. Unter
der Annahme, dass die hypergeometrische Verteilung auf 2 durch die Simulation
gemafl Modell 7 geeignet angenéhert wird, geben die selektierten Ketten eine passende
Approximation der entsprechenden bedingten Verteilungen wieder, d.h.

N |simulierte Tafeln gleich (1, )ze.7|

P(No)ser = (ngc)g&ejﬂT(?) - t(7)) \Simulierte Tafeln‘

fiir alle realisierten Datensétze (n;)zen € {(Na)zew|Ne > 0,3, e = n}. Fiir die
Modelle i = 1,...,6 gilt {(ny)een|T® = tD} C {(n2)eern| T =D}, wobei 7 und
t@ von derselben beobachteten Kontingenztafel berechnet werden. Damit gilt fiir alle
1=1,...,6:

P((Ny)zenw = (nm)mejf|T(i) = t(i))

p(T(i) — t(i)|T(7) — t(7))

__ |simulierte Tafeln gleich (n,),ec» und mit 70 — t(i)|
|simulierte Tafeln mit 7 = ¢ '

Die Simulation einer Markov-Kette gemiafl dem Unabhéngigkeitsmodell (Modell 7, vgl.
Tabelle 5.1) ist ausreichend fiir die Analyse der Abhéingigkeitsstrukturen graphischer
Modelle bei kategorialen Daten. Selektierte Ketten ersetzen nun die einzeln simulier-
ten Markov-Ketten fiir alle betrachteten Modelle. Allerdings hiangt die Approximation
der bedingten Verteilungen und damit auch der Vorteil des neuen Modellselektions-
verfahrens von der Anzahl der generierten Tafeln mit 7) = ¢@) i =1,...,6, ab. Bei
zunehmendem Stichprobenumfang sinkt diese Anzahl. Um die Annéherung dann zu
gewihrleisten, muss die Kettenldnge der generierten Markov-Kette gemafi Modell 7

angepasst werden.
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Korollar 5.2.4 (Neue algebraische Modellselektion)

Es interessiere die Untersuchung der Abhdngigkeitsstrukturen fiir kategoriale Daten,
das Modellwahlkriterium sei ein Anpassungstest. Konnen die interessierenden log-
linearen Modelle wie die betrachteten graphischen Modelle hierarchisch angeordnet wer-

den, so wird das folgende Vorgehen vorgeschlagen:

Schritt 1 Generiere eine Markov-Kette unter Verwendung der Grobner-Basis des
Spezialfalls aller zugrunde liegenden Modelle. Bei den graphischen
Modellen aus Tabelle 5.1 ist dies das Unabhdingigkeitsmodell.

Schritt 2 Extrahiere fir die weiteren Modelle die maéglichen Datensdtze anhand
der Werte der realisierten suffizienten Statistiken. Die so entstandenen
Ketten werden ,selektierte Ketten“ genannt.

Schritt 3 Berechne die algebraischen p-Werte anhand der selektierten Ketten.

Schritt 4 Verwende die p-Werte aus Schritt 3 anstelle der approrimativen oder
exakten p-Werte in den Modellwahlstrategien basierend auf Anpassungs-

tests, vgl. z. B. Kapitel 5.1.

Die in Kapitel 4.1 beschriebenen Symmetriemodelle konnen ebenfalls hierarchisch an-
geordnet werden. Insbesondere ist das perfekte Symmetriemodell ein Spezialfall des
bedingten, diagonalen sowie des ordinalen quasi-Symmetriemodells. Als solches ist die
suffiziente Statistik 7% fiir die Parameter des S Modells in den suffizienten Statistiken
79 TS ynd TO@S) enthalten; daher gilt Zs) 2 { Zcs), Zivs), Zo0as }. Die Ar-
gumentation zur Entwicklung einer neuen algebraischen Modellselektionsprozedur fiir
graphische Modelle gilt folglich auch fiir die betrachteten Symmetriemodelle. Gem&8
Korollar 5.2.4 wird die Grébner-Basis des perfekten Symmetriemodells fiir die Gene-
rierung einer Markov-Kette verwendet. Mit den beobachteten suffizienten Statistiken
der weiteren Modelle werden anschlieend die extrahierten Ketten erstellt. Die Berech-
nung der neuen algebraischen p-Werte erfolgt anhand dieser Ketten. Die resultierenden

Symmetrietests werden an verschiedenen Datenbeispielen vorgefiihrt, siehe Kapitel 5.4.



5.3 SIMULATIONSSTUDIE 81

5.3 Simulationsstudie

In diesem Abschnitt wird insbesondere die herkémmliche Diaconis-Sturmfels-Prozedur
fiir die Abhéngigkeitsanalyse graphischer Modelle kategorialer Daten mit dem
vorgeschlagenen algebraischen Modellselektionsverfahren verglichen. Die gewihlten
Einstellungen des Simulationsdesigns zeigen gutes Konvergenzverhalten der Markov-
Kette; eine Diskussion der Konvergenzrate kann z. B. in Diaconis und Sturmfels (1998)
nachgelesen werden. Fiir eine Anwendung der Diaconis-Sturmfels-Prozedur wird
eine Markov-Kette der Lange 500.000 generiert; die Einschwingphase umfasst 50.000
Datensétze. Von den iibrigen Tafeln wird jede 100ste Tafel fiir die Berechnung des
algebraischen p-Wertes beriicksichtigt. Fiir das neue Modellselektionsverfahren wird
folgendes Simulationsdesign gewdhlt: Gemafi dem Unabhéngigkeitsmodell (Modell 7,
Tabelle 5.1) wird eine Markov-Kette mit 1.000.000 Zusténden simuliert, anschliefend
werden fiir die interessierenden Modelle die selektierten Ketten extrahiert. Die
Anordnung der Zusténde in einer selektierten Kette ist {iblicherweise verschieden von
der Anordnung der Zustédnde in der urspriinglichen Markov-Kette; daher werden nur
noch die ersten 10 Kontingenztafeln der selektierten Kette vernachlissigt, von den
iibrigen Datensétzen wird nun jede 10te Tafel weiter beriicksichtigt. Fiir den Vergleich
beider Methoden ist ferner zu beachten, dass die Lénge einer selektierten Kette vorher

nicht festgelegt ist.

Im ersten Teil dieser Simulationsstudie werden die gemé&fl Theorem 3.3.4 sowie Korollar
5.2.4 gewonnenen (neuen) algebraischen Wahrscheinlichkeiten mit den entsprechenden
theoretischen hypergeometrischen Wahrscheinlichkeiten aller Datensétze aus %), @ =

1,...,7, verglichen. Dazu wird Datensatz 5.1, gegeben in Tabelle 5.3, betrachtet.

1o =1 1dp=2 g =1 1dp=2
1 =2 2 3 1 =2 0 3

i3 =1 i3 =2
Tabelle 5.3: Datensatz 5.1.

Die Mengen aller moglichen Datenséitze mit gleicher suffizienter Statistik wie Daten-
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satz 5.1 umfassen |Z0n)| = 8, |Zo| = 12, |Ze| = 8, |Zw| = 44, |Z»| = 40,
| 2| = 44 sowie | Z,n| = 194 Kontingenztafeln. Da die neue (d.h. ,selektierte®)
algebraische Verteilung auf Zu), ¢ = 1,...,6, mit der entsprechenden exakten hy-
pergeometrischen Verteilung iiberwiegend iibereinstimmt, wird die Qualitdt des neuen
Modellselektionsverfahrens als gut bewertet. Fiir die Modelle 2-6 werden erst ab der
dritten Nachkommastelle Unterschiede beobachtet. Fiir das erste Modell betrigt die
maximale absolute Differenz zwischen exakter und neuer algebraischer Wahrscheinlich-
keit 0,017. Ein Vergleich der herkémmlichen algebraischen Wahrscheinlichkeiten mit
den exakten zeigt, dass auch hier der maximale Unterschied 0,010 betrégt. Dieser Wert
ist einerseits noch ,klein genug®, andererseits erweist er sich nicht als Besonderheit des
neuen Simulationsvorgehens, so dass zusammenfassend die vorgeschlagene Modellse-
lektionsprozedur die hypergeometrischen Verteilungen auf Zu), i = 1,...,6 addquat
simuliert. In Tabelle 5.4 sind die exakten, die algebraischen nach Diaconis und Sturm-
fels sowie die neuen algebraischen Wahrscheinlichkeiten beispielhaft fiir das Modell 2

aufgefiihrt. Die Ergebnisse der weiteren Modelle sind in Anhang A.3 angegeben.

Wahrscheinlichkeit
exakt algebraisch neues Verfahren
0,241 0,231 0,240
0,161 0,171 0,155
0,241 0,232 0,242
0,161 0,164 0,162
0,048 0,051 0,052
0,027 0,022 0,027
0,048 0,049 0,049
0,018 0,018 0,019
0,027 0,030 0,029
0,018 0,022 0,017
0,005 0,006 0,005
0,005 0,004 0,004

Tabelle 5.4: Exakte hypergeometrische und algebraische Wahrscheinlichkeiten fiir alle
Elemente von %) des Datensatzes 5.1.

Im zweiten Teil der Simulationsstudie interessiert insbesondere ein Vergleich der her-
kémmlichen mit den neuen algebraischen p-Werten. Dazu werden fiir den 2 x 2 x 2-Fall
sowohl von Modell 3 als auch von Modell 4 jeweils 100 Datensétze zufillig generiert.

Die erwarteten Zellwahrscheinlichkeiten kéonnen Tabelle 5.5 entnommen werden; der
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betrachtete Stichprobenumfang betriagt jeweils n = 35.

iz =1 iy=2 |ia=1 ip=2
a) i1 =1]0,14286 0,25397 iy =10,20000 0,20000
i =2 ‘ 0,11429 0,20317 i =2 ‘ 0,08571 0,08571
i =1 iz =2
lig =1 iy=2 iz =1 ip=2
b) i1 =1]0,14423 0,22857 iy =1[0,08571 0.,17143
i =2 ‘ 0,14423 0,14423 i =2 ‘ 0,08571 0,08571

i3 =1 i3 =2
Tabelle 5.5: Erwartete Zellwahrscheinlichkeiten fiir die interessierenden Simulationsmo-
delle. a) Modell 3, b) Modell 4.

Am Beispiel der Datenséitze des Simulationsmodells 3 werden die Eigenschaften der
vorgeschlagenen Modellselektionsprozedur untersucht. Dabei dienen die Ergebnisse des
herkémmlichen algebraischen Tests nach Theorem 3.3.4 als Vergleichskriterium. Die
Resultate fiir die Datensétze des Simulationsmodells 4 sind analog und werden daher
nicht weiter beschrieben, vergleiche Krampe und Kuhnt (2008) und Anhang A.3.

Fiir jeden der 100 zufillig generierten Datensétze wird entsprechend dem Unabhén-
gigkeitsmodell eine Markov-Kette der Léange 1.000.000 generiert. Aus diesen werden
anschlielend die selektierten Ketten fiir die Modelle 1-6 extrahiert, vergleiche Korol-
lar 5.2.4. Die resultierende Anzahl von Tafeln mit gleicher beobachteter suffizienter
Statistik ist in Abbildung 5.2 dargestellt.

Auftillig ist, dass fiir die Modelle 46 iiberwiegend mehr Datensétze selektiert werden
als fiir die Modelle 1-3. Dies ist mit den jeweiligen suffizienten Statistiken zu begriin-
den, denn diese dienen als Selektionskriterium. Fiir eine 2 x 2 x 2-Kontingenztafel
miissen fiir die Modelle 1-3 insgesamt acht Werte mit denen des beobachteten Da-
tensatzes iibereinstimmen; fiir die Modelle 4-6 sind es hingegen nur sechs, vergleiche
Tabelle 5.1. AuBerdem ist die Variabilitdt der Anzahl selektierter Datenséitze fiir die
Modelle 1-3 sehr viel geringer als fiir die Modelle 4-6. Die Ursache hierfiir scheinen
die in 47 fehlenden Basispolynome gf), g§5) und géG) zu sein, vgl. Beispiel 5.2.3. Ist
die Kettenldnge der geméafl Modell 7 generierten Markov-Kette addquat gewihlt, so
werden ,ausreichend viele“ Datensétze fiir die zugrunde liegenden Modelle selektiert.

Die Giite des vorgeschlagenen Modellselektionsverfahrens ist damit trotz der groferen
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Abbildung 5.2: Boxplots der Anzahl selektierter Datensétze der Modelle 1-6 bei zu-
grunde liegendem Simulationsmodell 3.

Variabilitat in der Anzahl extrahierter Kontingenztafeln sichergestellt.

Anschlieend werden die Abhéngigkeitsstrukturen der 100 zuféllig aus Modell 3 gene-
rierten Datenséitze untersucht. Dazu werden die Anpassungstests geméfi Diaconis und
Sturmfels als auch die vorgeschlagenen algebraischen Tests durchgefiihrt. In Abbil-
dung 5.3 sind die p-Werte beider Prozeduren als Wertepaare abgetragen. Diese ordnen
sich auf oder sehr nahe der Winkelhalbierenden an. Beide algebraische Testmethoden
liefern also zumeist fast identische Ergebnisse. So stimmen alle Testentscheidungen
beider Tests zum Niveau o = 0, 05 {iberein. Damit erscheinen die neuen algebraischen
p-Werte geeignet, in einem gewéhlten Modellselektionsverfahren die Anpassungsgiite

eines Modells addquat zu beurteilen.
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Abbildung 5.3: Streudiagramme der p-Werte des y*-Anpassungstests (algebraische p-
Werte nach Diaconis und Sturmfels und dem neuen Verfahren) fiir die Modelle 1-6
(beginnend oben von links nach rechts) bei zugrunde liegendem Simulationsmodell 3.

5.4 Datenbeispiele

In diesem Abschnitt werden zunéchst die Abhéngigkeitsstrukturen zweier Datensétze
anhand graphischer Modelle analysiert. Anschliefend wird die algebraische Modell-
selektion auf die in Kapitel 4.1 vorgestellten Symmetrietests angewendet. Entschei-
dungsgrundlage fiir die durchgefiihrten Anpassungstests sind die algebraischen, die
neuen algebraischen und die approximativen p-Werte. Das Signifikanzniveau sei auf

a = 0,10 festgelegt.

In der Zeitung The New York Times wurde 1991 eine Studie veroffentlicht, die den
Effekt einer Antiretroviralen Medizin (Azidohymidin, AZT) auf die Entwicklung von
AIDS-Symptomen untersucht. Die Daten umfassen n = 338 Probanden, deren Immun-
systeme erste Symptome von AIDS aufweisen. Diese Patienten wurden zufillig in zwei
Gruppen unterteilt: Die erste Gruppe erhielt unverziiglich Arzneimittel, bei der zwei-
ten Gruppe wartete man mit der Medikation, bis das Immunsystem von dem HI-Virus
angegriffen wurde, vgl. Agresti (2002), S. 184. Die Behandlung wird durch X; = i; re-
prasentiert mit ¢; = 1 sofortiger Einsatz von AZT, i; = 2 sonst. Der Krankheitsstatus

eines Probanden wird durch Xy = 75 dargestellt, und es ist i, = 1, falls AIDS-Symptome
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entwickelt sind, und iy = 2, falls keine AIDS-Symptome erkennbar sind. Zudem wurde
die Hautfarbe des Patienten X3 = i3 erhoben; i3 = 1 bedeutet weifl und i3 = 2 schwarz.

Die Daten sind in Tabelle 5.6 zusammengefasst.

|ia=1 iy=2 |ia=1 iy=2
1 =1 14 93 1 =1 11 92
1 =2 32 81 1 =2 12 43
’i3 =1 ’i3 =2
Tabelle 5.6: Datensatz 5.2: AIDS-Datensatz, vergleiche Agresti (2002).

Der Stichprobenumfang ist mit n = 338 Probanden im Vergleich zu den vorher
betrachteten Datensédtzen grofl. Die Michtigkeiten der Z,u, ¢ = 1,...,7, der Men-
gen aller moglichen Datensétze mit derselben suffizienten Statistik wie die beobach-
tete Tafel sind entsprechend umfangreich. Um sicherzustellen, dass die Markov-Kette
konvergiert, werden die Simulationsparameter wie folgt angepasst: Fiir die Diaconis-
Sturmfels-Prozedur werden pro Modell 800.000 Zustdnde generiert; fiir das neue Ver-
fahren wird geméaf8 Modell 7 eine Markov-Kette mit 1.600.000 Tafeln simuliert. Die
Einstellungen fiir die Einschwingphase sowie fiir die Schrittldnge bleiben unverédndert,
d.h., es werden die ersten 50.000 (herkémmliches Diaconis-Sturmfels-Verfahren) bzw.
10 (neues Verfahren) Zustdnde vernachlédssigt und anschlieBend jede 100ste bzw. je-
de 10te Tafel weiter beriicksichtigt. Die vorgeschlagene algebraische Modellselektion
basiert fiir Modell 1 auf 4.113, fiir Modell 2 auf 2.545 und fiir Modell 3 auf 83.018
Kontingenztafeln. Weiter werden 40.222, 1.298.307 bzw. 767.278 Datensétze fiir die
Modelle 4-6 selektiert.

Zur Illustration sind in Tabelle 5.7 die p-Werte fiir alle betrachteten Modelle aufge-
fithrt. Es zeigt sich, dass die Testergebnisse der algebraischen Anpassungstests mit den
Testergebnissen der neuen Prozedur fast iibereinstimmen. Die Modellselektion anhand

der y2-Approximation scheint fiir diesen Datensatz ebenfalls geeignet zu sein.

Beispielhaft wird fiir diesen Datensatz die Edwards-Havranek-Prozedur durchgefiihrt.
Als Startmodell wird das Haupteffekt-Modell, Modell 7 aus Tabelle 5.1, gewihlt.
Im ersten Schritt der EH-Prozedur wird festgestellt, dass das Modell 7 zum Niveau
a = 0,10 abgelehnt werden kann. AnschlieBend werden die Modelle mit jeweils
einer Wechselwirkung, Modelle 4, 5, 6, getestet (Schritt 2b). Es zeigt sich, dass das
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p-Werte
approximativ algebraisch neues Verfahren
Modell 1 0,359 0,365 0,361
Modell 2 0,493 0,496 0,490
Modell 3 0,018 0,021 0,017
Modell 4 0,552 0,497 0,550
Modell 5 0,033 0,033 0,031
Modell 6 0,040 0,037 0,039
Modell 7 0,060 0,058 0,059

Tabelle 5.7: Approximative und algebraische (nach Diaconis-Sturmfels und dem neuen
Verfahren) Ergebnisse des y?-Anpassungstest fiir den AIDS-Datensatz.

Modell 4 akzeptabel ist, die beiden iibrigen jedoch abgelehnt werden koénnen. Im
néchsten Schritt (Schritt 2a) ist Modell 3 zu testen, welches zum gewéhlten Niveau
a = 0,10 abgelehnt werden kann; damit bricht die Modellselektions-Prozedur ab. Die
approximative, algebraische und neue algebraische EH-Prozedur schligt somit Modell
4 fiir die Beschreibung der Abhéngigkeitsstrukturen in dem AIDS-Datensatz vor, die
Modelle 1 und 2 sind schwach akzeptabel. Die Medikation mit AZT scheint demnach
abhéngig von dem jeweiligen Krankheitsstatus zu sein. Ein Zusammenhang zwischen
der Behandlung mit AZT und der Hautfarbe des Patienten konnte nicht eindeutig

festgestellt werden.

In dem zweiten Datensatz werden an n = 97 zehnjéahrigen Schulkindern insgesamt drei
Merkmale beobachtet. Lehrer beurteilen das Verhalten der Kinder im Klassenzimmer
X1 =1y, wobei 7; = 1 normales und ¢; = 2 auffalliges Verhalten kodiert. Die hauslichen
Umstéinde der Kinder werden durch X, = iy charakterisiert. Anhand verschiedener
Faktoren wie beispielsweise der Grofle der Familie werden die héuslichen Umsténde
klassifiziert als 75 = 1 nicht gefihrdend und iy = 2 gefdhrdend. Die schulischen Um-
stdnde X3 = i3 werden aufgrund der Anzahl freier Mahlzeiten, der Fluktuation in
der Schiilerzahl, etc. bewertet als i3 = 1 gut, i3 = 2 mittel und i3 = 3 schlecht. Die

Kontingenztafel ist in Tabelle 5.8 angegeben.

Fiir eine 2 x 2 x 3-Kontingenztafel enthilt die Grobner-Basis ¢(7) mehr mogliche Bewe-
gungen als fiir die bisher betrachteten 2 x2x 2-Tafeln. Daher wird das Simulationsdesign

wie folgt angepasst: Fiir die Diaconis-Sturmfels-Prozedur wird eine Markov-Kette der
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i=1] 15 34 ih=1| 5 3
=2 3 8 =2 1 3
ig =1 iy = 2 is = 3

iz =1 iy=2 iz =1 iy=2 |ia=1 iy=2
7
1

Tabelle 5.8: Datensatz 5.3: Schulkinder-Datensatz, vergleiche Everitt (1977), S. 67.

Liange 800.000 generiert. Fiir das vorgeschlagene Verfahren wird eine Markov-Kette
mit 4.000.000 Zusténden generiert. Fiir Modell 1 werden insgesamt 113, fiir Modell 2
hingegen 5.973 und fiir Modell 3 nur 21 Kontingenztafeln selektiert. Fiir die Model-
le 4-6 werden 443.558, 969 bzw. 54.807 Datensétze extrahiert. Insgesamt ist auffillig,
dass die Anzahl selektierter Datensitze stark variiert, insbesondere werden nur sehr
wenige Kontingenztafeln generiert, die aus Z;s) stammen. Urséchlich hierfiir sind zum
einen die suffizienten Statistiken als Selektionskriterium; fiir die Modelle 1-6 ist 7'
mit 12 Eintrdgen der lingste Vektor. Entsprechend besteht die Grébner-Basis 44 aus
nur drei Basispolynomen, vgl. Tabelle 5.2. Die Anzahl vorgeschlagener Bewegungen ist
damit fiir Modell 3 am geringsten. Zum anderen sind diese Bewegungsmoglichkeiten
zusitzlich durch geringe Zelleintridge des betrachteten Schulkinder-Datensatzes beein-
trachtigt. Aufgrund der z. T. geringen Lange der extrahierten Markov-Kette wird hier
fiir die selektierte Simulation die Schrittlinge auf Eins gesetzt. Fiir einen Vergleich der
verwendeten Methoden sind in Tabelle 5.9 die p-Werte aller interessierenden Modelle
zusammengefasst. Wie erwartet scheint das neue Modellselektionsverfahren fiir Modell
3 ungeeignet zu sein; die algebraischen p-Werte der iibrigen Modelle stimmen recht gut
mit den neuen algebraischen p-Werten iiberein. Alle drei Verfahren kommen zum Ni-
veau o = 0, 10 zu denselben Testergebnissen; dennoch empfiehlt sich eine Modifikation

der Simulations-Parameter wie z. B. eine Verldngerung der Kette.

Die Abhéngigkeitsstrukturen in dem Schulkinder-Datensatz werden ebenfalls exempla-
risch mit der EH-Prozedur analysiert. Das Haupteffekt-Modell, Modell 7 aus Tabelle
5.1, sei das Startmodell. Im ersten Schritt ist dieses Modell zum Niveau o = 0,10
abzulehnen. Von den anschliefend zu testenden Modellen, Modell 4, 5, 6, ist das Modell
5 akzeptabel; die beiden iibrigen Modelle kénnen abgelehnt werden (Schritt 2b). Wird
anschlieBend Schritt 2a der EH-Prozedur ausgefiihrt, so ist das Modell 2 zu testen.
Dies kann zum Niveau a = 0,10 abgelehnt werden und die EH-Prozedur bricht ab.

Die asymptotische, algebraische und neue algebraische Edwards-Havranek-Prozedur
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p-Werte
approximativ algebraisch neues Verfahren
Modell 1 0,341 0,351 0,495
Modell 2 0,025 0,006 0,024
Modell 3 0,600 0,724 0,273
Modell 4 0,020 0,020 0,022
Modell 5 0,288 0,293 0,330
Modell 6 0,027 0,018 0,019
Modell 7 0,016 0,019 0,019

Tabelle 5.9: Approximative und algebraische (nach Diaconis-Sturmfels und dem neuen
Verfahren) Ergebnisse des y?-Anpassungstest fiir den Schulkinder-Datensatz.

wahlt jeweils Modell 5 fiir eine Beschreibung des Schulkinder-Datensatzes aus. Als
schwach akzeptabel werden die Modelle 1 und 3 angenommen. D.h. die hiuslichen
und schulischen Umsténde scheinen einander zu beeinflussen, eine direkte Beziehung

zu dem Klassenzimmerverhalten der Kinder kann nicht eindeutig nachgewiesen werden.

Fiir die algebraische Untersuchung der Symmetriestrukturen in einem Datensatz
kann ausgenutzt werden, dass das perfekte Symmetriemodell S ein Spezialfall aller
betrachteten Symmetriemodelle, bedingte, diagonale und ordinale Quasi-Symmetrie
(CS, DS bzw. 0QS), ist, vergleiche Kapitel 4.1. Nach Theorem 5.2.2 ist also eine
Simulation geméfl S ausreichend, um auch die Anpassungsgiite der weiteren Modelle

zu testen; die Grébner-Basis von S umfasst nach Bemerkung 4.1.3 die Grobner-Basen
von CS, DS und OQS.

NN =
[ )
N W = O
DN = s

Tabelle 5.10: Datensatz 5.4.

Nachfolgend wird zunéchst eine geméfl Tabelle 4.1 (i) simulierte Kontingenztafel mit
n = 25 betrachtet; diese ist in Tabelle 5.10 angegeben. Fiir das herkommliche Diaconis-
Sturmfels-Verfahren wird eine Markov-Kette der Lénge 500.000 generiert, die Ein-
schwingphase wird auf 50.000 festgesetzt und anschlieBend wird jede 100ste Tafel fiir

die Berechnung des p-Wertes beriicksichtigt. Das neue Verfahren stiitzt sich auf eine



90 ALGEBRAISCHE MODELLSELEKTION

Kettenldnge von 1.000.000. Insgesamt konnten fiir das CS Modell 167.472 Kontingenz-
tafel extrahiert werden, fiir DS waren es 33.822 und fiir QOS wurden 89.910 Datensitze
extrahiert. Im Weiteren werden die ersten 10 Zustdnde der selektierten Ketten vernach-
lassigt und jede 10te Tafel weiter verwendet. Ein Vergleich der exakten, asymptotischen

und der beiden algebraischen p-Werte des y?-Anpassungstests ist in Tabelle 5.11 an-

gegeben.
p-Werte
approximativ exakt algebraisch neues Verfahren
Modell S 0,177 0,131 0,131 0,131
Modell CS 0,116 0,086 0,088 0,083
Modell DS 0,048 0,048 0,048 0,049
Modell OQS 0,093 0,105 0,093 0,103

Tabelle 5.11: Approximative, exakte und algebraische (nach Diaconis-Sturmfels und
dem neuen Verfahren) Ergebnisse des y?-Anpassungstest fiir Datensatz 5.4.

Es zeigt sich eine gute Ubereinstimmung der exakten und der beiden algebraischen
p-Werte. Zum gewéhlten Niveau o = 0,10 konnen weder der approximative, der
exakte noch die algebraischen Anpassungstests das perfekte Symmetriemodell fiir

Datensatz 5.4 ablehnen.

Im Weiteren wird der in Kapitel 4.1 bereits betrachtete Datensatz 4.2 erneut untersucht.
Das Vorgehen bei der Diaconis-Sturmfels-Prozedur entspricht dem oben beschriebe-
nen Verfahren. Fiir die vorgeschlagene Modellselektion wird geméfl dem S-Modell eine
Markov-Kette der Lange 2.200.000 generiert. Aus dieser Kette entsprechen insgesamt
318 Tafeln dem CS-; 17 dem DS- und 82 dem OQS-Modell. Die Einschwingphase ist
hier wieder auf 10 Tafeln festgesetzt. Aufgrund der zum Teil geringen Anzahl selektier-
ter Datenséitze wird analog zu dem Schulkinder-Datensatz anschlieSend jede der iibri-
gen Tafeln fiir die p-Wert Bestimmung beriicksichtigt. Zur besseren Ubersichtlichkeit
werden die approximativen, exakten und algebraischen (nach Diaconis und Sturmfels)

p-Werte erneut angegeben.



5.4 DATENBEISPIELE 91

p-Werte
approximativ exakt algebraisch neues Verfahren
Modell S 0,019 0,005 0,002 0,002
Modell CS 0,608 0,669 0,670 0,682
Modell DS 0,762 1,000 1,000 1,000
Modell OQS 0,790 0,829 0,822 0,958

Tabelle 5.12: Approximative, exakte und algebraische (nach Diaconis-Sturmfels und
dem neuen Verfahren) Ergebnisse des Pearson Anpassungstest fiir Datensatz 4.2.

Das neue Verfahren identifiziert dieselben Symmetriestrukturen wie der exakte und der
herkémmliche algebraische Test, vergleiche Tabelle 5.12. Insbesondere werden das DS-
sowie das OQS-Modell von den Daten unterstiitzt. Fiir das vorgeschlagene algebraische
Verfahren konnten, trotz der angepassten Lénge der generierten Markov-Kette, nur
wenige Datenséitze mit derselben realisierten suffizienten Statistik extrahiert werden, so
dass die Ergebnisse nicht notwendigerweise verldsslich sind. Urséchlich hierfiir scheinen
die groflen Unterschiede in der Méchtigkeit der jeweiligen %), ¢ = S, C'S, DS, OQS,
zu sein, siehe Kapitel 4.1.3. So umfasst %) insgesamt 30.240 Kontingenztafeln, Z;ps)

besteht jedoch nur aus 12 Datensétzen.






KAPITEL 6

AUSBLICK

Die computergestiitzte Algebra liefert vielversprechende Losungsansitze fiir verschie-
dene statistische Fragestellungen. Die meisten Untersuchungen zur Verwendung der
algebraischen Statistik setzen jedoch diskrete Variablen voraus. Eine Erweiterung mog-
licher Anwendungsgebiete steht daher im Fokus aktueller Forschung. Drton (2006)
nutzt algebraische Methoden zur Untersuchung stetiger Variablen. Speziell definiert
er den Begriff des ,algebraischen Gaufl-Modells* und fiihrt an ausgewihlten Beispielen
die Verwendung der algebraischen Statistik fiir eine Analyse normalverteilter Daten vor.
In Drton et al. (2007) wird eine algebraische Faktoranalyse eingefithrt. Matis (2005)
beschreibt bedingte Unabhéngigkeiten zweier Variablen eines normalverteilten Zufalls-
vektors anhand von Idealen. Lnéicka und Matus (2007) erweitern diesen Ansatz fiir
gleichzeitig auftretende bedingte Unabhéngigkeiten von Teilvektoren eines multivariat

normalverteilten Zufallsvektors.

Zentraler Bestandteil der vorliegenden Arbeit ist die Anwendung des Diaconis-
Sturmfels-Algorithmus in der Statistik. Dieser erweist sich fiir die Analyse kategorialer
Daten als wertvolle Ergéinzung zur traditionellen Asymptotik und zu exakten
Berechnungen. In diesem Kapitel interessiert speziell die Untersuchung gemischt
stetiger-diskreter Variablen unter Verwendung des Diaconis-Sturmfels-Algorithmus.
Nachfolgend werden verschiedene Losungsanséitze vorgestellt und die damit verbunde-

nen Probleme erldutert.

Zugrunde liege ein Zufallsvektor X = (X4, X[)’, wobei A = {1,...,q} die Index-

menge der diskreten und I' = {1,...,r} die der stetigen Merkmale bezeichne, ver-
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gleiche Kapitel 2.2. Graphische Modelle bieten eine geeignete Moglichkeit fiir die Dar-
stellung der Abhéngigkeitsstrukturen zwischen den Komponenten von X. Die gemein-
same Verteilung von X sei die CG-Verteilung, siehe Definition 2.2.5, die hier als ho-
mogen angenommen wird. Mit der kanonischen Parametrisierung kann gezeigt wer-
den, dass die CG-Verteilung aus einer Exponentialfamilie stammt, siehe Lauritzen
und Wermuth (1989). Die Identifizierung von Unabhéngigkeitsbeziehungen erfolgt an-
hand der ,ausgedehnten® kanonischen Parametrisierung. Damit ist die Dichte der CG-

Verteilung darstellbar als

fixaxe) (i, y) = exp Z Nia T Z ana;ay“f_% Z Zw;a%ay'yyu )

{a:aCA} {a:aCA} vel’ {a:aCA} v, uel’

siehe Kapitel 2. Eine homogene CG-Verteilung weist keine gemischten quadratischen
Effekte auf, d.h. 4" ist gleich Null, wenn a € A # 0, siehe Lauritzen (1998), Kapitel
6.24. Weiter sind zwei Merkmale genau dann voneinander bedingt unabhéngig, gegeben
die iibrigen Variablen, wenn alle Interaktionseffekte, die diese beiden Variablen bein-
halten, gleich Null sind. Die Bestimmung der suffizienten Statistik fiir die Parameter
des zugrunde liegenden Modells erfolgt geméfl Lauritzen und Wermuth (1989):
Der Zufallsvektor X = (X4, X}) habe N Realisationen 2z, ... ™) mit ) =
(@Y = (¥ 5 € A, 4V v € T), wobei i) € T, und ) € IR ist, vgl. Kapitel
2. Weiter bezeichne

N die Menge der Cliquen in G = (A, Ea);

En(7) die Menge der Untermengen d von A, so dass d U {7} eine Clique in

G = (AU}, Bavgy) ist;
En(v, ) die Menge der Untermengen d von A, so dass dU {~} U{u} eine Clique

in G = (AU {v} U{u}t, Eavgyyugu) ist.

Damit ist die beobachtete suffiziente Statistik fiir die Parameter des interessierenden

Modells gegeben durch
n(id), de CKA,
s(ia)y: splia)yy, v €T, d € Caly),
Sp(l.d)’\/lh {/%:u} S EFa de %A(Vaﬂ)a
mit n(i) = > 1,s(i)= S y®, sp(i)= Y y®y®'. Wie iiblich werden fiir die

v =g v =4 v =g
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entsprechenden Zufallsvariablen Grofbuchstaben verwendet, N(iq), S(ia)y, SP(id)yu-

Unter Verwendung von MOCMC-Verfahren ermoglicht der Diaconis-Sturmfels-
Algorithmus einen ,exakten“, bedingten Test in einer k-parametrigen diskreten
Exponentialfamilie. Speziell liefert er eine Grobner-Basis zur Bestimmung der je-
weiligen Vorschlagsdichte im Metropolis-Hastings-Algorithmus. Die Elemente einer
Grobner-Basis bewirken eine Verdnderung der zugrunde liegenden Kontingenztafel.

Beispielsweise ist das Bewegungsmuster fiir einen Test auf Unabhéngigkeit zweier

+1
diskreter Merkmale gegeben durch ) Die Schritte sind diskret und nicht
-1 +1

direkt auf den stetigen Fall iibertragbar.

Ein moglicher Losungsansatz konnte jeweils ein separater Vorschlag fiir die Beobach-
tungen der diskreten und der stetigen Variablen sein. Speziell konnte der Diaconis-
Sturmfels-Algorithmus zunéchst fiir den Vorschlag eines neuen Zustandes der diskre-
ten Beobachtungen verwendet werden. Fiir die entsprechenden stetigen Ausprigungen
werden dann alternative Prozeduren fiir den Vorschlag eines moglichen Datensatzes
mit derselben beobachteten suffizienten Statistik gesucht. Beide Verfahren kénnten an-

schlielend im Metropolis-Hastings-Algorithmus zusammengefiihrt werden.

Im Folgenden werden zerlegbare graphische Modelle betrachtet, denn diese weisen fiir
die Herleitung bedingter Tests in einer k-parametrigen Exponentialfamilie giinstige
Eigenschaften auf. Lauritzen (1998), Kapitel 6.3.3, beschreibt exakte Test auf bedingte
Unabhéngigkeit zweier diskreter, zweier stetiger Variablen bzw. einer stetigen und einer
diskreten Variable, gegeben die iibrigen Variablen. Fiir die Konstruktion solcher Tests
ist es erforderlich, dass der k-dimensionale Parametervektor in einen eindimensionalen
zu testenden Parameter und k — 1 Storparameter affin transformiert werden kann.
Frydenberg und Lauritzen (1989) nutzen Eigenschaften zerlegbarer graphischer Mo-
delle aus, um das interessierende Testproblem zu vereinfachen. Dazu sei angenommen,
dass beide zugrunde liegenden graphischen Modelle M (G) und M(G’) zerlegbar sind
und M(G') eine Kante weniger aufweist als M(G). Es bezeichne C* die eindeutige
Clique des Graphen G, die diese Kante enthélt. Dann ist der Likelihood-Quotient der
Modelle M(G) und M(G’) gleich dem Likelihood-Quotienten der durch C* induzierten
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Modelle M(Ge+) und M(G ).

Nachfolgend werden zwei bindre und zwei stetige Variablen betrachtet, A = {1, 2} und
[' = {3,4}. In Abbildung 6.1 ist eine Auswahl zerlegbarer Graphen angegeben, die sich

in dieser Reihenfolge nur durch eine Kante von ihrem Nachbarn unterscheiden.

X, X, X, X, X,

X,

X,

Abbildung 6.1: Beispiele fiir zerlegbare Graphen mit V' = {A UT'}, wobei A = {1,2}
und I' = {3, 4}.

Zugrunde liege das bedingte Unabhéngigkeitsmodell Xy 11 X3[{X;, X4} aus Abbil-
dung 6.1 (a). Um die Eindeutigkeit der Parameter zu gewihrleisten, sei i* = (1,1) als
Referenzzelle festgelegt. Im Folgenden interessiere beispielhaft ein Test fiir Modell (a)
gegen Modell (b). Das Testproblem kann somit ausgedriickt werden als

Hy : 77;-9’1;1 = 77?11122 =0 VS. Hy : n?fl # 0 und bzw. oder 77;9’”122 # 0.
C* = (X4, X3, Xy) ist die eindeutige Clique von Graph (a) aus Abbildung 6.1, die
die zu testende Kante enthélt. Nach Frydenberg und Lauritzen (1989) werden nun die
durch C* induzierten graphischen Modelle (a’) und (b) aus Abbildung 6.2 verglichen.
Das obige Testproblem kann somit umformuliert werden, so dass eine eindimensionale

Komponente des Parametervektors zugrunde liegt:
3;1 31
Hi:n)” =0 vs. Hy:n #0.

Gemaéf den obigen Ausfithrungen setzt sich die suffiziente Statistik fiir die Parameter
in Modell (b") zusammen aus N (iy), S(i1)4, SP(i1)s. Damit bleibt auf eine eindimen-

sionale Komponente des interessierenden Parametervektors zu testen.

Weitere nétige Schritte fiir die Herleitung bedingter Tests in einer k-parametrigen
Exponentialfamilie sind in Ferguson (1967), Kapitel 5.4 beschrieben. So ist beispiels-
weise die Verteilung auf Z;, der Menge aller moglichen Datenséitze mit beobachteter

suffizienter Statistik ¢, zu bestimmen. Die Hauptschwierigkeit dieses Ansatzes ist die
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Abbildung 6.2: Durch das Testproblem (a') und (b’) aus Abbildung 6.2 induzierte
graphische Modelle nach Frydenberg und Lauritzen (1989).

Generierung weiterer Datensétze mit vorgegebener realisierter suffizienter Statistik.
Denkbar wére, den zugrunde liegenden Datensatz in eine diskrete und eine stetige
Komponente aufzuteilen. Wie in Kapitel 3.3 beschrieben, wird mit dem Diaconis-
Sturmfels-Algorithmus ein neuer Zustand der diskreten Beobachtungen vorgeschlagen.
Gesucht wird nun eine Vorschlagsdichte fiir die stetigen Variablen, die ausschlieBlich
Datensétze generiert, die denselben Wert der zugrunde liegenden suffizienten Statistik
aufweisen wie der beobachtete Datensatz. Lindquist und Taraldsen (2005 und 2007)
greifen eine Idee von Trotter und Tukey (1956) auf, um hierzu Algorithmen vorzu-
schlagen. In den so genannten ,conditional Monte Carlo“-Verfahren werden bedingte
Stichproben durch adéquat gewichtete unbedingte Stichproben generiert. Diese Me-
thode produziert nicht direkt Datenséitze mit der gegebenen suffizienten Statistik; eine
Implementierung als Vorschlagsdichte im Metropolis-Hastings-Algorithmus scheint

daher zu rechenintensiv zu sein.

Ein vielversprechender Ansatz fiir die Verwendung des Diaconis-Sturmfels-Algorithmus
bei der Analyse gemischt stetiger-diskreter Variablen ergibt sich durch eine von Ed-
wards (2000), Kapitel 5.4, beschriebene Darstellung des gegebenen Datensatzes. Es
sei angenommen, dass die zugrunde liegenden Daten unabhéngig und identisch ver-
teilte Beobachtungen einer diskreten Variablen X; mit /; moglichen Auspriagungen
und einer stetigen Variablen X, mit Realisationen aus IR umfassen. Getestet wird die
Unabhéngigkeit dieser beiden Merkmale. Edwards (2000) verwendet die geordneten
Beobachtungen des stetigen Merkmals und stellt somit den Datensatz als Kontingenz-

tafel dar. Treten bei den Beobachtungen der stetigen Variable Bindungen auf, so ist
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der vorliegende Datensatz darstellbar als

Loy - T2(0)

=1 ny e n10

T =1 np1 - Mo
wobei  Z3(1),..., Ta(0) die verschiedenen ~Werte der geordneten Statistik
Xoq),--., Xo(0) sind. n;,, bezeichne die Anzahl der Beobachtungen mit

ry = 4,0 = 1,..., 0, und 23 = Ty(,), 12 = 1,...,0. Der Unabhéngigkeitstest
eines stetigen und eines diskreten Merkmals ist somit zuriickgefithrt auf einen
entsprechenden Test zweier diskreter Variablen. Damit kann der Algorithmus von
Diaconis und Sturmfels fiir diese gemischt stetigen-diskreten Daten verwendet werden.
Die suffiziente Statistik besteht aus den Zeilen- und Spaltensummen der zugrunde
liegenden Kontingenztafel. Die Verteilung auf der Menge aller mdoglichen Tafeln mit
identischer beobachteter suffizienter Statistik ist hypergeometrisch. Dieses Vorgehen
kann fiir einen Test auf bedingte Unabhéngigkeit, X; 1l X5|X3, erweitert werden,
wobei X; und X3 diskret und X, stetig oder diskret sein kann. Das in Kapitel
5 beschriebene Vorgehen kann unmittelbar auf diese Situation iibertragen werden
und wird daher an dieser Stelle nicht vorgefiihrt; das zugrunde liegende Modell
entspricht damit Modell 3 aus Abbildung 5.1. Je nach Anzahl der verschiedenen
Auspragungen der stetigen Variable besteht die zugehorige Grobner-Basis aus sehr
vielen Polynomen. Beispielsweise seien X; und X3 bindr und X, besitze nur zehn
unterschiedliche Realisationen. Dann setzt sich die Grobner-Basis fiir das bedingte
Unabhéngigkeitsmodell bereits aus 90 Basispolynomen zusammen. Zudem besitzt
die interessierende Tafel aufgrund des Konstruktionsprinzips iiberwiegend Eintrége
von Null und Eins. Damit ist zu erwarten, dass viele vorgeschlagene neue Zusténde
negative Eintréige besitzen. Geméafl den Ausfithrungen in Kapitel 3 verweilt die Kette
dann in ihrem vorherigen Zustand. Fiir eine addquate Anndherung der Verteilung
auf Z;, der Menge aller moglichen Datensétze mit demselben realisierten Wert der

suffizienten Statistik ¢, wird daher vermutlich eine sehr lange Kette benotigt.
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Die Verwendung des Diaconis-Sturmfels-Algorithmus ist prinzipiell auch bei ge-
mischt stetigen-diskreten Variablen moglich. Der damit verbundene Simulationsauf-
wand scheint jedoch sehr grofl zu sein, so dass alternative Verfahren fiir die praktische

Anwendung geeigneter erscheinen.






KAPITEL 7

ZUSAMMENFASSUNG

Die Analyse struktureller Abhéngigkeiten der Komponenten eines multivariaten
Zufallsvektors ist eine wichtige Aufgabenstellung in der Statistik. Zur Bewertung
solcher Abhéngigkeitsstrukturen wurden in der vorliegenden Arbeit Anpassungstests
bzw. Konfidenzintervalle als Kriterium herangezogen. Diesen liegen oftmals eine
Approximation der Verteilung der jeweiligen Teststatistik oder exakte Berechnungen
zugrunde. Unter Verwendung von MCMC-Methoden ermdoglicht der Algorithmus von
Diaconis und Sturmfels (1998) die Simulation aus der bedingten Verteilung einer dis-
kreten Exponentialfamilie mit beobachteter suffizienter Statistik. Die so konstruierten
Tests weisen als ,,exakte” Tests in einer k-parametrigen Exponentialfamilie bestimm-
te Optimalitdtseigenschaften auf, siehe z.B. Witting (1985). Speziell beschreiben
Diaconis und Sturmfels die Konstruktion der Vorschlagdichte im Metropolis-Hastings-
Algorithmus. Darauf basierend wurden in dieser Arbeit alternative algebraische Tests

und Konfidenzintervalle entwickelt.

In den Kapiteln 2 und 3 wurden die theoretischen Grundlagen dieser Arbeit erldutert.
Fiir die Beschreibung struktureller Zusammenhéinge multivariater Zufallsvektoren
wurden log-lineare und graphische Modelle herangezogen. Liegen der Untersuchung
ausschliefllich kategoriale Merkmale zugrunde, so kénnen mit log-linearen Modellen
verschiedene Abhéngigkeitsstrukturen in einem Datensatz wie z. B. Symmetrie- oder
Unabhéngigkeitsbeziehungen dargestellt werden. Graphische Modelle représentieren
die Unabhéngigkeitsbeziehungen zwischen den Komponenten eines multivariaten
Zufallsvektors durch einen Graphen. Einfache graphische Modelle mit multinomial-

verteiltem Zufallsvektor sind in der Klasse log-linearer Modelle enthalten. Graphische
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Modelle konnen zudem auch fiir Datensédtze mit stetigen oder gemischt stetigen-
diskreten Merkmalen angewendet werden. Nach Lauritzen und Wermuth (1989) wurde
fiir den interessierenden Fall gemischt stetiger-diskreter Variablen die Familie der

CG-Verteilungen als gemeinsame Verteilung eingefiihrt.

Es folgte die Darstellung der verwendeten Begriffe und Verfahren der computer-
gestiitzten Algebra bzw. der algebraischen Statistik. Es wurden Ideale und Varietdten
definiert, ihr Zusammenhang erklért sowie ihre Struktur anhand einer Grobner-Basis
charakterisiert. Darauf aufbauend konnte der Diaconis-Sturmfels-Algorithmus einge-
fiihrt werden, der anschliefend fiir die Entwicklung neuer algebraischer Tests und
Konfidenzintervalle verwendet wurde. Dabei wurden keine Datensétze mit strukturellen
Nullzellen betrachtet. Eine resultierende Grobner-Basis miisste entsprechend der Po-

sition der strukturellen Nullzelle modifiziert werden und ist somit immer ein Sonderfall.

Liegen der Untersuchung so genannte gepaarte Beobachtungen zugrunde, so ist héu-
fig von Interesse, ob die Zellwahrscheinlichkeiten des interessierenden Datensatzes eine
Symmetriestruktur aufweisen; ein wichtiges Beispiel hierfiir sind Gutachterverlésslich-
keitsstudien. Zunéchst wurde das perfekte Symmetriemodell betrachtet. Dieses ist je-
doch sehr restriktiv, so dass zusétzlich einige alternative Modelle, speziell das bedingte,
diagonale sowie das ordinale Quasi-Symmetriemodell, vorgestellt wurden. Es wurde die
polynomiale Parametrisierung dieser Modelle bestimmt und die jeweiligen Groébner-
Basen berechnet. Diese wurden anschliefend im Metropolis-Hastings-Algorithmus im-

plementiert und so die Verteilungen der jeweiligen Teststatistiken simuliert.

Exemplarisch wurden fiir den Test auf perfekte Symmetrie der Einfluss der Parameter
der Markov-Kette auf das Testergebnis analysiert. Da Voruntersuchungen bereits ge-
zeigt hatten, dass keine Wechselwirkungen zwischen der Ketten- und Schrittlange sowie
der Einschwingphase zu erwarten sind, wurde jeweils ein Parameter variiert, wihrend
die iibrigen auf festgelegten Standardwerten verblieben. Dabei zeigte sich, dass insbe-

sondere die Kettenldnge adédquat gewahlt werden muss.

Lag der Untersuchung ein Datensatz mit geringem Stichprobenumfang zugrunde,
so wurden die neuen algebraischen Tests (auf perfekte, bedingte, diagonale und

ordinale quasi-Symmetrie) mit den entsprechenden exakten Verfahren verglichen.
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Hier zeigte sich eine gute Ubereinstimmung der Testergebnisse. Bei einem gréferen
Stichprobenumfang erfolgte ein Vergleich der approximativen und algebraischen
Tests. Die p-Wert-Paare stimmten zum groflen Teil iiberein, allerdings konnten einige
Abweichungen entdeckt werden. Urséchlich hierfiir scheinen die betrachteten Simu-
lationsmodelle (vgl. Tabelle 4.1) zu sein, die einer moglichst realistischen (Daten-)
Situation entsprechen sollen. Selbst bei einem Stichprobenumfang von n = 100
werden nur wenige Realisationen auflerhalb der Hauptdiagonalen erwartet, so dass die

Approximation noch nicht gerechtfertigt scheint.

Héufig ist nicht nur von Bedeutung, einen Zusammenhang zwischen zwei kategorialen
Merkmalen zu erkennen, sondern zusétzlich die Starke der Abhéngigkeit zu quantifizie-
ren. Das Odds Ratio sowie das zugehorige Konfidenzintervall geben hierzu Aufschluss.
Das Konstruktionsprinzip eines algebraischen Konfidenzintervalls stiitzt sich sowohl auf
das exakte wie auch auf das approximative Verfahren. So wurde ausgenutzt, dass ein
Wert des Odds Ratios von Eins dquivalent ist zur Unabhéngigkeit der beiden erhobenen
Merkmale. Mit der polynomialen Parametrisierung des Unabhéngigkeitsmodells wurde
die zugehorige Grobner-Basis bestimmt. Damit konnten anschliefend die Normalvertei-
lungsquantile des approximativen Verfahrens durch die algebraischen Quantile ersetzt

werden.

Es zeigte sich, dass das algebraische Konfidenzintervall bei einem Datensatz mit
kleinem Stichprobenumfang h&ufig Unendlich als obere Grenze angibt. Dies ist der
Fall, wenn ,zu viele* Datensétze mit Eintrigen nio bzw. ng; gleich Null generiert
werden. Abhilfe kann der ebenfalls eingefiihrte modifizierte Schétzer fiir das Odds
Ratio éﬁmod schaffen.

Interessieren verschiedene mogliche Modelle zur Beschreibung der Abhéngigkeits-
strukturen in einem Datensatz, so sind algebraische Anpassungstests nach Diaconis-
Sturmfels moglich; der nétige Simulationsaufwand ist jedoch grofl und in der Praxis
oft nicht zu erbringen. Am Beispiel der Graphischen Modelle fiir kategoriale Daten
sowie der betrachteten Symmetriemodelle wurde gezeigt, wie der erforderliche Simula-
tionsaufwand z.T. erheblich verringert werden kann. Haufig weist die interessierende

Modellklasse eine hierarchische Struktur auf; das bedeutet, es gibt in dieser Modell-
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klasse ein Modell, das ein Spezialfall (Untermodell) aller weiteren betrachteten Modelle
ist. Diese Anordnung findet sich ebenfalls in der suffizienten Statistik und damit auch
in der Menge aller moglichen Datensétze mit beobachteter suffizienter Statistik wieder
und konnte fiir die Entwicklung einer algebraischen Modellselektion ausgenutzt wer-
den. Speziell konnte gezeigt werden, dass das Ideal eines Modells die Ideale aller darauf
aufbauenden Modelle enthélt. Entsprechend gilt, dass die Grobner-Basis fiir das Un-
termodell entweder die Basispolynome aller weiteren Modelle enthélt oder diese durch
Linearkombination darstellen kann. Die vorgeschlagene algebraische Modellselektion
beruht daher auf der Simulation gem#fl der Grobner-Basis des Untermodells. Anschlie-
Bend werden die verschiedenen Markov-Ketten anhand der beobachteten suffizienten
Statistik extrahiert und so die jeweilige Verteilung der Teststatistik simuliert. Die re-
sultierenden algebraischen p-Werte konnen dann fiir ein gewéhltes Modellselektions-

verfahren, wie z. B. die Edwards-Havranek-Prozedur, verwendet werden.

Diese neue Strategie erwies sich insbesondere bei kleinen Datensétzen als sinnvolle
Alternative zu traditionellen asymptotischen und exakten Verfahren oder zur her-
kémmlichen Diaconis-Sturmfels Methode. Die hypergeometrische Verteilung auf %,
der Menge aller moglichen Datenséitze mit realisierter suffizienter Statistik ¢, konnte
addquat angenidhert werden. Der zusiétzliche Selektionsschritt in der entwickelten
Methode bedeutete oftmals einen geringeren Aufwand als einzelne Simulationen fiir
jedes betrachtete Modell. Anhand der Datenbeispiele wurden aber auch die Grenzen
der vorgestellten Strategie deutlich: Insbesondere die Méchtigkeit von 2 beeinflus-
ste den Nutzen des neuen Verfahrens. So musste der nétige Simulationsaufwand
beispielsweise bei groflem Stichprobenumfang entsprechend adjustiert werden. Fiir
Datensatz 4.2 konnten trotz der grofen Anzahl generierter Zustdnde nur sehr wenige
Kontingenztafeln extrahiert werden, die dieselben beobachteten suffizienten Statistiken
fiir die Modelle CS, DS und QOS aufweisen wie der zugrunde liegende Datensatz. Die
Anndherung der hypergeometrischen Verteilung auf 2 und damit die Aussagekraft
des neuen Verfahrens war daher fiir diesen Datensatz fraglich. Ein weiterer wichtiger
Aspekt ist die Dimension der zugrunde liegenden Kontingenztafel, denn die Anzahl
der Basispolynome erhoht sich entsprechend. Ein zusétzliches Problem fiir eine
algebraische Analyse hoherdimensionaler Kontingenztafeln ist die hohe Berechnungs-
zeit der entsprechenden Grobner-Basen. Dobra (2003) sowie Dobra und Sullivant (2004)

haben in diesem Kontext effiziente Verfahren zur Bestimmung von Groébner-Basen
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entwickelt. Takemura und Aoki (2004) leiten charakteristische Eigenschaften einer
Markov-Basis her, die eine irreduzible Markov-Kette generiert. Hogten und Sullivant
(2007) zeigen, dass sich unter bestimmten Voraussetzungen die Markov-Basis einer
multidimensionalen Tafel aus Markov-Basen kleinerer Tafeln zusammensetzt. Es er-

scheint sinnvoll, diese Methoden fiir weitergehende Untersuchungen zu implementieren.

Die FErschlieBung weiterer Anwendungsgebiete der Algebraischen Statistik ist
Gegenstand aktueller Forschung. In dieser Arbeit wurde der Nutzen des Diaconis-
Sturmfels-Algorithmus bei gemischt stetigen-diskreten Variablen diskutiert. Liegen
der Untersuchung eine stetige und eine bzw. zwei diskrete Variablen zugrunde, so
beschreibt Edwards (2000) eine diskretisierte Darstellungsmoglichkeit des zugrunde
liegenden Datensatzes. Damit ist der Diaconis-Sturmfels-Algorithmus prinzipiell auch
fiir einige Testsituationen bei gemischt stetigen-diskreten Datensdtzen anwendbar.
Allerdings scheint der notige Simulationsaufwand so grof, dass ein Gebrauch in der

Praxis noch nicht zu erwarten ist.

Weitere interessante Forschungsfragen ergeben sich aufgrund des verwendeten MCMC-
Verfahrens. Fiir eine Analyse des Konvergenzverhaltens der generierten Markov Ketten
sollte speziell die Wahl der Ketten- und Schrittlange sowie der Einschwingphase Ge-
genstand einer umfassenden Simulationsstudie sein. Mogliche Verfahren zur Bewertung
des Konvergenzverhaltens konnen beispielsweise El Adlouni et al. (2006) sowie Robert
und Casella (2004), Kapitel 12, entnommen werden. Zudem wire ein weiterer Vergleich
der algebraischen, asymptotischen und exakten Verfahren mit weiteren Methoden wie
z.B. anderen simulationsbasierten Verfahren interessant. Insbesondere fiir die Modell-
selektion bei log-linearen Modellen bietet sich das von Booth und Butler (1999) und
von Caffo und Booth (2001) weiterentwickelte Verfahren an.
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A.1 Buchberger Algorithmus

Nachfolgend wird der Algorithmus von Buchberger zur Bestimmung einer Grobner
Basis beschrieben. Dazu bezeichne p ¥ den Rest aus der Polynomdivision eines Poly-
noms p durch das s—Tupel P = {p1,...,ps}. Weiter seien p und g € K[xy,...,z,]
zwei von Null verschiedene Polynome mit multideg(p) = (aq,...,q,) =: « und
multideg(g) = (B1,...,0n) = B, «a,8 € Z%;. Dann heifit 27 = (z]*,...,2)") das
kleinste gemeinsame Vielfache von p und g, wobei gilt v = (y1,...,7.) € Z%, und
vi = max(ay, 5;), i = 1,...,n. Grundlegend fiir den Buchberger-Algorithmus zur Be-

stimmung von Groébner Basen ist das so genannte S-Polynom.

Definition A.1.1 (S-Polynom)
Es seien p,g € Klxy,...,x,| zwei von Null verschiedene Polynome mit multideg(p) =

a=(ay,...,a,) und multideg(g) = B = (b1, ..., 0n). Dann heifit

x7 x7

) P I

S(p,9) g

das S-Polynom von p und g.

Sind also die Polynome p und g Elemente eines Ideals .#, dann ist auch S(p, g) aus
. Aufgrund der Konstruktion des S-Polynoms S(p, g) heben sich die Leitterme von
p und g auf. Weitergehend kann gezeigt werden, dass jede Aufhebung der Leitterme
von Polynomen mit gleichem Multigrad auf das Prinzip des S-Polynoms zuriickgefiihrt

werden kann, vgl. Cox et al. (1997), Kapitel 2.6. Unter Ausnutzung der Definition
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sowie der Eigenschaften von S-Polynomen kann das so genannte Buchberger-Kriterium

bewiesen werden.

Theorem A.1.2 (Buchberger-Kriterium)
Sei S C Klxy,...,x,] ein Polynomideal und 9 = {q, ..., g:} eine Basis von .. Dann

ist 9 genau dann eine Grobner Basis von &, wenn bei der Division von S(g;, g;) durch

G der Rest Null ist fir alle i # j.

Beweis: Cox et al. (1997), S. 82f.

Der Algorithmus von Buchberger zur Bestimmung von Grobner Basen beruht auf die-

sem Kriterium. Aufgrund seiner grofien Bedeutung wird der Pseudocode angegeben.

Theorem A.1.3 (Buchberger-Algorithmus)
Es sei I =< p1,...,ps ># {0} C Klxq,...,x,] ein Polynomideal und » eine fest
gewdhlte Monomordnung. Die Bildung einer Grobner Basis fiir Z erfolgt in endlich

vielen Schritten nach dem Pseudocode:

Eingabe: P=(p1,...,ps)
Ausgabe: Grobner Basis Y = (g1, ...,¢9:) fir & mit PC ¥
Setze g =P
Wiederhole
g =9

Berechne fiir jedes Paar {g,q}, g # q von

/

Polynomen aus 94" S = S(g,q)
Ist S # 0, dann setze 4 := 94" U{S}
Stoppe, wenn gilt: ¢ = 4’

Beweis: Cox et al (1997), S. 87f.
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A.2 Anhang zu
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Abbildung A.1: Boxplots der Differenzen der exakten und algebraischen p-Werte des
stetigkeitskorrigieren y2-Tests fiir verschiedene Kettenlingen. Die Datengenerierung
erfolgt gemaf dem S Modell, siche Tabelle 4.1 (i) mit n = 25.
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Abbildung A.2: Boxplots der Differenzen der exakten und algebraischen p-Werte des
Tests von May und Johnson fiir verschiedene Kettenldngen. Die Datengenerierung er-

folgt geméf dem S Modell, sieche Tabelle 4.1 (i) mit n = 25.
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Abbildung A.3: Boxplots der Differenzen der exakten und algebraischen p-Werte des
stetigkeitskorrigieren y2-Tests fiir verschiedene Schrittlingen (oben) bzw. Einschwing-
phasen (unten). Die Datengenerierung erfolgt geméfi dem S Modell, sieche Tabelle 4.1

(i) mit n = 25.
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Abbildung A.4: Boxplots der Differenzen der exakten und algebraischen p-Werte des
Tests von May und Johnson fiir verschiedene Schrittlingen (oben) bzw. Einschwing-
phasen (unten). Die Datengenerierung erfolgt geméfi dem S Modell, siehe Tabelle 4.1

(i) mit n = 25.
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Abbildung A.5: Vergleich der exakten und algebraischen p-Werte der Likelihood-
Quotienten-Tests. Das zu testende Modell wird reprisentiert durch die Spalten (S-,
CS-, DS-, OQS-Modell, von links nach rechts). Die Datengenerierung wird durch die
Zeilen wiedergegeben (S-, CS-, DS-, OQS-Modell, von oben nach unten, siche Tabelle
4.1 (i)-(iv) mit n = 25).
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Abbildung A.6: Vergleich der approximativen und algebraischen p-Werte der
Likelihood-Quotienten-Tests. Das zu testende Modell wird représentiert durch die Spal-
ten (S-, CS-, DS-, OQS-Modell, von links nach rechts). Die Datengenerierung wird
durch die Zeilen wiedergegeben (S-, CS-, DS-;, OQS-Modell, von oben nach unten, sie-
he Tabelle 4.1 (i)-(iv) mit n = 100).
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Abbildung A.7: Vergleich der approximativen, exakten und algebraischen 95% Konfi-
denzgrenzen (obere Grenze: Bild oben; untere Grenze: Bild unten) fiir die 26-50 (links),
51-75 (Mitte) bzw. 76-100 (rechts) kleinsten ML-Schétzwerte fiir das Odds Ratio aus
Modell (i), aus Tabelle 4.6 mit n = 15. Der Wert des geschétzten Odds Ratios wird
durch Punkte représentiert. Die Konfidenzintervalle werden farblich unterschieden (ap-
proximativ: blau, exakt: rot, algebraisch: schwarz).
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Abbildung A.8: Vergleich der approximativen, exakten und algebraischen 95% Konfi-
denzgrenzen (obere Grenze: Bild oben; untere Grenze: Bild unten) fiir die 26-50 (links),
51-75 (Mitte) bzw. 76-100 (rechts) kleinsten ML-Schétzwerte fiir das Odds Ratio aus
Modell (ii), aus Tabelle 4.6 mit n = 15. Der Wert des geschéitzten Odds Ratios wird
durch Punkte représentiert. Die Konfidenzintervalle werden farblich unterschieden (ap-
proximativ: blau, exakt: rot, algebraisch: schwarz).
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Abbildung A.9: Vergleich der approximativen, exakten und algebraischen 95% Konfi-
denzgrenzen (obere Grenze: Bild oben; untere Grenze: Bild unten) fiir die 26-50 (links),
51-75 (Mitte) bzw. 76-100 (rechts) kleinsten ML-Schétzwerte fiir das Odds Ratio aus
Modell (i), aus Tabelle 4.6 mit n = 50. Der Wert des geschétzten Odds Ratios wird
durch Punkte représentiert. Die Konfidenzintervalle werden farblich unterschieden (ap-
proximativ: blau, exakt: rot, algebraisch: schwarz).
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Abbildung A.10: Vergleich der approximativen, exakten und algebraischen 95% Konfi-
denzgrenzen (obere Grenze: Bild oben; untere Grenze: Bild unten) fiir die 26-50 (links),
51-75 (Mitte) bzw. 76-100 (rechts) kleinsten ML-Schétzwerte fiir das Odds Ratio aus
Modell (ii), aus Tabelle 4.6 mit n = 50. Der Wert des geschéitzten Odds Ratios wird
durch Punkte représentiert. Die Konfidenzintervalle werden farblich unterschieden (ap-
proximativ: blau, exakt: rot, algebraisch: schwarz).
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A.3 Anhang zur Modellselektion

Beispiel A.3.1

Gegeben sei eine 2 X 2 x 2-Tafel und es interessieren die in Tabelle 5.1 angegebenen
log-linearen Modelle. Dann sind die entsprechenden T*% i =1,...,7 gegeben durch
7MW ((1,1,1)) = (1,0,0,0,1,0,0,0), 7MW ((1,1,2)) = (1,0,0,0,0,1,0,0),
7*M((1,2,1)) = (0,1,0,0,0,0,1,0), ..., T*1((2,2,2)) = (0,0,0,1,0,0,0,1)

T®((1,1,1)) = (1,0,0,0,1,0,0,0),  T*3((1,1,2)) = (1,0,0,0,0,1,0,0),
T+?((1,2,1)) = (0,1,0,0,1,0,0,0), ..., T*®((2,2,2)) = (0,0,0,1,0,0,0,1)’;
T®)((1,1,1)) = (1,0,0,0,1,0,0,0),  T*®)((1,1,2)) = (0,1,0,0,0,1,0,0),
7*®)((1,2,1)) = (1,0,0,0,0,0,1,0), ..., T*®)((2,2,2)) = (0,0,0,1,0,0,0,1)’;

T*®((1,1,1)) = (1,0,0,0,1,0,  T*®W((1,1,2)) = (1,0,0,0,0,1)’,
T*™((1,2,1)) = (0,1,0,0,1,0), ..., T*"((2,2,2)) = (0,0,0,1,0,1)’;

T*®)((1,1,1)) = (1,0,1,0,0,0),  T*G)((1,1,2)) = (1,0,0,1,0,0)’,
T7*4)((1,2,1)) = (1,0,0,0,1,0), ..., T*®((2,2,2)) = (0,1,0,0,0,1)’;

T*®((1,1,1)) = (1,0,1,0,0,0),  T*9((1,1,2)) = (1,0,0,1,0,0)’,
T*©((1,2,1)) = (0,1,1,0,0,0), ..., T*9((2,2,2)) = (0,1,0,0,0,1)’;

T*M((1,1,1)) = (1,0,1,0,1,07,  T*M((1,1,2)) = (1,0,1,0,0,1),
T ((1,2,1)) = (1,0,0,1,1,0), ..., T*M((2,2,2)) = (0,1,0,1,0,1)".
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Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit
exakt algebraisch neues Verfahren || exakt algebraisch neues Verfahren
0,29 0,28 0,27 0,21 0,22 0,21
0,21 0,22 0,21 0,21 0,20 0,21
0,19 0,18 0,21 0,21 0,22 0,22
0,14 0,15 0,14 0,04 0,04 0,04
0,05 0,05 0,05 0,04 0,03 0,04
0,07 0,07 0,07 0,21 0,21 0,22
0,03 0,03 0,03 0,04 0,03 0,04
0,02 0,02 0,02 0,04 0,04 0,04

Tabelle A.1: Exakte hypergeometrische und algebraische Wahrscheinlichkeiten fiir alle

Elemente von 21 (links) und Zs) (rechts) des Datensatzes 5.1.

Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit
exakt algebraisch neues Verfahren || exakt algebraisch neues Verfahren
0,01 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01
0,09 0,09 0,09 0,02 0,02 0,02
0,04 0,04 0,04 0,01 0,01 0,01
0,06 0,06 0,06 0,04 0,04 0,04
0,09 0,09 0,09 0,01 0,01 0,01
0,04 0,05 0,04 0,01 0,01 0,01
0,04 0,05 0,04 0,01 0,02 0,01
0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,01 0,01 0,02 0,01 0,01 0,01
0,01 0,01 0,01 0,01 0,00 0,00
0,02 0,02 0,02 0,00 0,00 0,00
0,04 0,04 0,04 0,00 0,00 0,00
0,03 0,03 0,03 0,01 0,01 0,01
0,04 0,04 0,04 0,00 0,00 0,00
0,06 0,06 0,06 0,00 0,00 0,00
0,03 0,03 0,03 0,00 0,00 0,00
0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01
0,12 0,12 0,12 0,00 0,00 0,00
0,01 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00
0,02 0,01 0,02 0,00 0,00 0,00
0,01 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00
0,01 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00

Tabelle A.2: Exakte hypergeometrische und algebraische Wahrscheinlichkeiten fiir alle

Elemente von %4 des Datensatzes 5.1.
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Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit
exakt algebraisch neues Verfahren || exakt algebraisch neues Verfahren
0,02 0,02 0,02 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,01 0,05 0,05 0,05
0,08 0,08 0,08 0,01 0,01 0,01
0,08 0,08 0,08 0,08 0,07 0,08
0,05 0,05 0,06 0,01 0,01 0,01
0,08 0,07 0,08 0,03 0,03 0,03
0,06 0,07 0,06 0,03 0,02 0,03
0,04 0,04 0,04 0,02 0,02 0,02
0,12 0,13 0,12 0,01 0,01 0,01
0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,05 0,05 0,06 0,01 0,01 0,01
0,04 0,04 0,04 0,01 0,01 0,01
0,03 0,03 0,03 0,00 0,00 0,00
0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,01 0,01 0,01
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,01 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00
0,01 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00
0,01 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00

Tabelle A.3: Exakte hypergeometrische und algebraische Wahrscheinlichkeiten fiir alle

Elemente von %) des Datensatzes 5.1.
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Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit
exakt algebraisch neues Verfahren || exakt algebraisch neues Verfahren
0,04 0,04 0,05 0,01 0,01 0,01
0,04 0,04 0,05 0,04 0,05 0,05
0,04 0,04 0,05 0,01 0,01 0,01
0,01 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01
0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,14 0,13 0,13 0,02 0,02 0,02
0,07 0,07 0,07 0,01 0,01 0,01
0,04 0,05 0,04 0,01 0,01 0,01
0,04 0,04 0,04 0,01 0,01 0,01
0,04 0,05 0,04 0,01 0,01 0,01
0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,07 0,07 0,07 0,00 0,01 0,01
0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01
0,01 0,01 0,01 0,00 0,01 0,00
0,00 0,00 0,00 0,02 0,03 0,02
0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,04 0,04 0,04 0,00 0,00 0,00
0,07 0,07 0,07 0,01 0,01 0,01
0,04 0,05 0,04 0,00 0,00 0,00
0,01 0,01 0,01 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

Tabelle A.4: Exakte hypergeometrische und algebraische Wahrscheinlichkeiten fiir alle

Elemente von Ze des Datensatzes 5.1.
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Anzahl extrahierter Datensatze
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Abbildung A.11: Boxplots der Anzahl selektierter Datenséitze der Modelle 1-6 bei zu-
grunde liegendem Simulationsmodell 4.
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Abbildung A.12: Streudiagramme der p-Werte des y?-Anpassungstests des bekannten
Diaconis-Sturmfels-Verfahrens und der neuen Prozedur fiir die Modelle 1-6 (beginnend

oben von links nach rechts) bei zugrunde liegendem Simulationsmodell 4.






SYMBOLVERZEICHNIS

ALLGEMEIN
N Menge der natiirlichen Zahlen
7 Menge der ganzen Zahlen
Lo N U{0} =Ny
Q Menge der rationalen Zahlen
R Menge der rationalen Zahlen
C Menge der komplexen Zahlen

N C M N ist Teilmenge von M

N C M N ist echte Teilmenge von M

N UM  Vereinigung der Mengen N und M
N N M  Durchschnitt der Mengen N und M

|N| Miéchtigkeit der Menge N
N\ {n} Menge N ohne Element n
0 leere Menge

STRUKTURMODELLIERUNG

A={1,...,q}

Xa = (X5)sea

15

endliche Indexmenge fiir kategoriale Variablen,
synonym fiir Menge kategorialer Variablen
g-dimensionaler, kategorialer Zufallsvektor

Realisation von X5, 6 € A
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Is=A{1,...,Is}  endliche Menge moglicher Realisationen eines

kategorialen Merkmals

i = (is)sen Zelle einer Kontingenztafel

T = Xgen Kartesisches Produkt iiber alle I5,6 € A

n Stichprobenumfang

Ty = T(i1,..in) Wahrscheinlichkeit fiir Auspragung Xa = ia

n;, Zelleintrége einer Randtafel

AL Effekte eines log-linearen Modells

m; erwartete Zellhdufigkeit

d=A{dy,...,d;} Erzeugendenmenge eines hierarchischen log-linearen Modells
G=(V,E) Graph mit Kantenmenge £ und Knotenmenge V/
bd(v) Menge aller Nachbarn eines Knoten v € V/

cl(A) bd(A) U A, A CV Abschluss von A

Ga durch A induzierter Untergraph von G

r synonym fiir Menge stetiger Variablen

I endliche, nicht-leere Menge, Stichprobenraum
(A, A, P) statistisches Modell

(A, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum

Xi 1L Xj|Xv\(ijy  Xi unabhingig von X, gegeben Xy ;1

M(G) graphisches Modell

ALGEBRAISCHE STATISTIK

p(z) =Y ax’ Polynom in der Unbestimmten z iiber dem Korper K,
1€INg
a; € K
deg(p) Grad des Polynoms p
x® =l - xf? - x% Monom in xy, ..., z, mit aq,...,q, € INg
Klxy, ..., 2, kommutativer Polynomring mit Einselement in den

Unbestimmten x4, ..., x, iiber einem Korper K
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V(pi,...,ps) affine Varietét
I Polynomideal oder kurz: Ideal

<p17"'7ps>
-

LC(p)
LM (p)
LT(p)

I =<z:a€Zf >

LT(5)

I =< LT(5) >
V(S)

G =191, 9t}

2 ={X,,s€ S}

ein durch py, ..., ps erzeugtes Ideal
Monomordnung

lex: lexikographische Ordnung
grlex:  gradlexikographische Ordnung
Leitkoeffizient von p

Leitmonom von p

Leitterm von p

Monomideal

Menge der Leitterme von Elementen aus
dem Ideal .#

Leittermideal

Varietédt des Ideals .7

Grobner Basis

Stochastischer Prozess mit Parameterraum S
und Zustandsraum F

Ubergangsmatrix

Grenzverteilung der Markov Kette
stationdre Verteilung der Markov Kette
Markov Basis

Torisches Ideal

Menge aller Datensétze mit realisierter
suffizienter Statistik ¢

Hypergeometrische Wahrscheinlichkeitsfunktion

Menge der einzelnen Eintrédge der suffizienten Statistik

ALGEBRAISCHE TESTPROZEDUREN UND KONFIDENZINTERVALLE

X2 X>-Teststatistik des Bowker-Tests

XZ..  x*-Teststatistik des stetigkeitskorrigierten Bowker-Tests
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2

X waa X -Teststatistik des Tests von May und Johnson
S perfektes Symmetriemodell

CcSs bedingtes Symmetriemodell

DS diagonales Symmetriemodell

oS ordinales Quasi-Symmetriemodell

OR Odds Ratio

OR ML-Schétzer fiir das Odds Ratio

KI Konfidenzintervall

ALGEBRAISCHE MODELLSELEKTION

M Menge betrachteter Modelle

A Menge akzeptabler Modelle

R Menge abgelehnter Modelle
NCM N ist Teilmenge von M

M1 C M2 M1 ist ein Untermodell von M2
I, Menge der schwach akzeptablen Modelle
I, Menge der schwach abgelehnten Modelle
D, r-Dual
D

u a-Dual
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