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KAPITEL 1

Einleitung

Statistische Verfahren dienen im Allgemeinen dazu, aus Daten wie z. B. wiederhol-
ten Messungen relevante Informationen zu extrahieren. In der Regel werden bei der
Verwendung eines statistischen Verfahrens Annahmen getroffen, die sicherstellen, dass
das statistische Verfahren die gewiinschten Informationen aus dem zugrunde liegen-
den Datenmaterial zu extrahieren vermag. Eine der hiufigsten Bedingungen ist die
stochastische Unabhéngigkeit von wiederholten Messungen. Auch wenn bei wiederhol-
ten Messungen die stochastische Unabhéngigkeit plausibel erscheint, so ist es dennoch
schwierig, diese sicherzustellen. Werden beispielsweise Blutdruckwerte von verschiede-
nen Versuchspersonen erhoben, dann erscheint es plausibel, dass die Messungen sich
nicht gegenseitig beeinflussen, und diese deshalb als stochastisch unabhéngig angesehen
werden kénnen. Werden allerdings die Blutdruckwerte am gleichen Ort zu nacheinander
folgenden Zeitpunkten erhoben, so konnen die Messergebnisse voneinander stochastisch
abhéngig sein, wenn der Blutdruck beispielsweise iiber eventuelle Wetterfiihligkeit der
Versuchspersonen vom Wetter beeinflusst wird. Zeitnahe Messungen kénnten iiber die-
sen Effekt stochastisch abhéngig sein.

Bei Belastungstests ist es aus Kostengriinden wiinschenswert, an einem Testobjekt
mehrere Belastungstests durchzufiihren, um beispielsweise elastische Verformungen zu
messen, anstatt bei jedem Experiment ein neues Testobjekt zu verwenden. Auch hier
ist nicht ohne weiteres davon auszugehen, dass die Testobjekte gedéchtnislos sind. Das
Ausmaf der experimentell herbeigefithrten Verformungen kénnte die darauf folgenden
Messergebnisse beeinflussen, so dass die stochastische Unabhéngigkeit der Messergeb-
nisse nicht mehr gegeben ist.

Die Daten aus einer jahrlichen Erhebung einer Tierpopulation in einem beschriankten



2 Einleitung

Gebiet (um beispielsweise Aussagen iiber die mittlere Tierpopulation zu treffen) werden
in der Regel ebenfalls nicht stochastisch unabhéingig sein. Auch bei sich nicht dndern-
den Umwelteinfliissen wird eine gemessene Populationsgréfie Einfluss auf die darauf

folgende Messung haben.

Eine Modellierung der Abhéngigkeitsstrukturen konnte sich in solchen Féllen als
schwierig erweisen. Trotz dieser Betrachtung wird in vielen Féllen der Standpunkt ver-
treten, dass die stochastische Abhéngigkeit nicht allzu grof§ und damit vernachléssigbar
ist. Dabei stellt sich aber die Frage, ob nicht auch schwach ausgeprigte stochastische
Abhéngigkeit erheblich verzerrenden Einfluss auf Resultate, die mit statistischen Me-
thoden gewonnen werden, haben kann. Insbesondere stellt sich hier auch die Frage, was
,wenig“ bzw. , geringe“ stochastische Abhéngigkeit bedeutet.

Ein Aspekt robuster Statistik ist die Analyse des Verhaltens statistischer Verfahren
unter Storung gewisser Voraussetzungen. Beispiele zur Modellierung solcher Stérungen
sind Ausreiflermodelle, oder auch semiparametrische Modelle.

In Kapitel 2 werden beispielhaft statistische Standardverfahren genannt, bei deren An-
wendung in der Regel die stochastische Unabhéngigkeit der eingehenden Daten voraus-
gesetzt wird, und welche im weiteren Verlauf auch detaillierter behandelt werden.
Diese Arbeit untersucht die Effekte leichter Verletzungen stochastischer Unabhéngig-
keit auf statistische Methoden. Dazu werden in Kapitel 3 zunédchst Mafle fiir Abhén-
gigkeit eingefiihrt, um stochastische Abhéngigkeit zu quantifizieren.

In Kapitel 4 werden Voraussetzungen charakterisiert, unter welchen die Auswirkungen
auf statistische Methoden beliebig klein sind, wenn nur die Verletzung stochastischer
Abhéngigkeit im quantitativen Sinne hinreichend klein ist. Die néchsten Kapitel be-
handeln das asymptotische Verhalten statistischer Methoden, wenn die eingehenden
Daten stochastisch abhéngig sind.

In Kapitel 5 werden hinreichende Bedingungen fiir die Konsistenz von bestimmten
Schétzerfolgen bei Abhéngigkeit hergeleitet. Insbesondere wird das Verhalten der em-
pirischen Verteilungsfunktion in Bezug auf Konsistenz untersucht, da sich viele Schétzer
als Funktionale der empirischen Verteilungsfunktion darstellen lassen.

In Kapitel 6 werden Mittel geliefert, um asymptotische Verteilungen fiir Schétzerfolgen
bei Abhéangigkeit zu ermitteln. Dazu wird zunéchst ein Zentraler Grenzwertsatz bewie-
sen, der beispielsweise in Kombination mit der Delta-Methode zur Bestimmung asym-

ptotische Verteilungen vieler Schétzerfolgen verwendet werden kann. Dariiber hinaus



wird auch das asymptotische Verhalten der empirischen Verteilungsfunktion in Bezug
auf schwache Konvergenz untersucht. Dafiir wird ein abstrakter funktionaler Zentraler
Grenzwertsatz bei Abhéngigkeit hergeleitet, der die schwache Konvergenz der empiri-
schen Verteilungsfunktion als Spezialfall mitbehandelt.

In Kapitel 7 werden einige Anwendungsmoglichkeiten der Resultate aus Kapitel 6 de-
monstriert. Dazu werden die asymptotischen Verteilungen einiger Statistiken bei sto-
chastischer Abhéangigkeit bestimmt.

Die Arbeit schliefft mit Kapitel 8 ab, das sowohl eine Zusammenfassung der gewon-
nenen Resultate beinhaltet, als auch Ansétze zur weiterfithrenden Untersuchung auf

diesem Gebiet aufzeigt.






KAPITEL 2

Motivation

In diesem Abschnitt soll anhand von Beispielen die Bedeutung stochastischer Unab-
héngigkeit in der Statistik kurz aufgezeigt werden, und die Problematik, die sich durch
die Verletzung stochastischer Unabhéngigkeit ergibt. Diese Beispiele sollen auch im
Verlauf dieser Arbeit behandelt werden. Ferner soll die in dieser Arbeit aufgegriffene

Idee zur mathematischen Beschreibung stochastischer Abhéngigkeit erldutert werden.

Bei vielen statistischen Verfahren werden Bedingungen vorausgesetzt, unter denen ein
giinstiges bzw. wiinschenswertes Verhalten des statistischen Verfahrens gezeigt wer-
den kann. Ist beispielsweise X, X, ... eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen mit der
gleichen Verteilungsfunktion F'; dann bildet die Statistik

1
X, .., X, =X = — X;
1[ 1 ) ] n;

ein Verfahren zur Schétzung einer Lokation der Verteilungsfunktion F'. Wird zusétzlich
vorausgesetzt, dass F[|X;|] < oo Vi € N und dass die Zufallsvariablen X7, X5, ... stocha-
stisch unabhéngig sind (Notation u.i.v.), dann stellt das starke Gesetz der grofien Zahl
die fast sichere Konvergenz der Schitzerfolge T1[ X7, ..., X,,] gegen den Erwartungswert
E[X;] der Zufallsvariablen X; fiir n — oo sicher. Die Statistik

1 _
DXy, o Xa] 1= = ) (X = X)?
=1

bildet ein Verfahren zur Schétzung eines Streuungsmafles der Verteilung F. Unter
der stiirkeren Voraussetzung, dass FE[(X;)?] < oo und die Zufallsvariablen Xi, X, ...

stochastisch unabhéngig sind, folgt ebenfalls mit dem starken Gesetz der grofien

5



6 Motivation

Zahl die fast sichere Konvergenz der Schéitzerfolge T5[ X7, ..., X,] gegen die Varianz
Var[X;] :== E[(X; — E[X;])?] der Zufallsvariable X;. Unter den selben Voraussetzungen
folgt

falls Var[X;] > 0, wobei ,~~* die Verteilungskonvergenz symbolisiert, und mit N (0, 1)
die Standardnormalverteilung bezeichnet wird. Das Lemma von Slutzky (vgl. van der
Vaart (1998), Lemma 2.8) liefert

12 X — E[X)]

S~ N, (2.1)

wobel

SIX1, o X = (nil Zn:(Xi—Y)Qy. (2.2)

i=1
Wird zusétzlich vorausgesetzt, dass die Verteilungsfunktion F' eine Normalverteilung

mit Erwartungswert p und Varianz ¢? ist (Notation X; ~ N(p,0?)), dann ist eine

exakte Bestimmung der Verteilungen der Zufallsvariablen in (2.1) moglich:

12 X — E[X)]

el el BRI 2.3
S[X1, ..., X,] ! (2:3)

wobei t,,_; die t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden bezeichnet. Die Kenntnis der
Verteilung der Statistik in (2.3) erlaubt die Herleitung des klassischen Einstichproben
t-Tests und dquivalent dazu die Bestimmung von exakten (1 — a)-Konfidenzintervallen
fiir das Funktional p := E[X;]. Ist die Voraussetzung X; ~ N(u,0?) nicht gegeben,
sondern lediglich

X1, Xs, ... "% F mit B[(X;)?] < oo,

dann kann die beim ¢-Test verwendete Teststatistik wegen (2.1) weiterhin fiir einen
asymptotischen Test verwendet werden. Die empirische Verteilungsfunktion soll im Fol-
genden mit F;,, gegeben durch
B = 231X < 1)
n L n (— 9

=1



bezeichnet werden, wobei 1 fiir die Indikatorfunktion steht. Erfiillen die Zufallsvariablen

X1, Xo, ... L F, so folgt aus dem Satz von Glivenko-Cantelli, dass fiir n — oo
|En(-) — F(-)][oo — 0 fast sicher.

Ist ein Funktional 7" hinreichend glatt an der Stelle F', dann folgt damit auch
T|F,] — T[F] fast sicher.

Viele Statistiken und Schétzer lassen sich als Funktionale der empirischen Verteilungs-

funktion schreiben. So gilt beispielsweise
Xy, ... X, = E[F,], TaXi,..X,)=VarlF,],

wobei E[F,] und Var[F,] den Erwartungswert bzw. die Varianz einer Zufallsvariablen
mit der Verteilungsfunktion F,, bezeichnen. Sei R := R U {—00,00} mit der Metrik
d(s,t) := |arctan(s) — arctan(t)| versehen. Erfiillen die Zufallsvariablen X1, X5, ... "~
F, dann folgt gemé&fl dem Satz von Donsker (vgl. van der Vaart (1998), Theorem 19.3),

dass
n'2(F,(-) = F()) ~ Br(-).

Dabei bezeichnet Br eine F-Brownsche Briicke, und die schwache Konvergenz bezieht
sich auf die Supremumsnorm auf dem Raum D[—oc,00] der auf R definierten, reell-
wertigen, rechtsstetigen Funktionen mit existierenden linksseitigen Grenzwerten. Die
Supremumsnorm als Abbildung von D[—o0, co] nach R ist stetig, und mit dem Satz

von der stetigen Abbildung folgt

A2 FL () = F() o = 1B () e

Ist die Verteilungsfunktion F stetig, dann hangt die Verteilung von || Br(t)||oo nicht von
F ab. Fiir eine Verteilungsfunktion Fy kann dann n'/?||F,(-) — F(-)||s als Teststatistik
fiir das Testproblem

HoiF:FO VS. HllF#FO

verwendet werden. Diese Uberlegung fithrt schlieflich zum klassischen Kolmogorov-

Smirnov-Test. Durch Analyse der vom Stichprobenumfang n abhéngigen Verteilung



8 Motivation

der Teststatistik n'/2||F,,(-) — F(-)||s ist hier ein exakter statistischer Test moglich.
Bei all diesen Verfahren stellt sich die Frage, wie sich diese verhalten, wenn die Vor-
aussetzung der stochastischen Unabhéngigkeit verletzt ist. Oftmals werden, abhéngig
von Sachverhalt, fiir erhobene Messreihen Modelle aufgestellt, die eventuelle Abhén-
gigkeitsstrukturen moglichst gut erfassen. Die Moglichkeiten sind vielfdltig. In einer
Situation erscheint vielleicht ein ARMA-Modell vielversprechend. Wenn aus dem Sach-
zusammenhang plausibel hervorgeht, dass sich bei einer Zeitreihe (oder auch bei einem
stochastischen Prozess) der Einfluss aus der Vergangenheit mafigeblich durch den zu-
letzt beobachteten Zustand erkléren ldsst, dann erscheint moglicherweise die Modellie-
rung durch eine Markovkette oder durch ein Martingal sinnvoll. Weitere Moglichkeiten
bietet hierbei auch die Ergodentheorie. Sachzusammenhénge und daraus resultierende
Abhéngigkeitsstrukturen bei stochastischen Prozessen kénnen oftmals auch differen-
zierter iiber stochastische Differentialgleichungen modelliert werden.

In dieser Arbeit soll aber nicht die Modellierung von Abhéngigkeitsstrukturen im Mit-
telpunkt stehen, sondern moglichst strukturlose Beschrankung stochastischer Abhéan-
gigkeit. An Stelle von Einschréinkungen durch ein Modell soll hier stets ein quantitativ
beschreibbares und beschrinktes Ausmafl der stochastischen Abhéngigkeit verwendet
werden. Es sollen also ,,Umgebungen” um den Fall stochastischer Unabhéngigkeit be-
trachtet werden. Dazu ist es notwendig, einen Abstand zum Fall der stochastischen
Unabhéngigkeit quantitativ zu beschreiben. Das néchste Kapitel behandelt daher Ma-
Be fiir Abhéngigkeit.



KAPITEL 3

Abhingigkeitsmafle

Zu den wichtigsten Konzepten in der Wahrscheinlichkeitstheorie gehort das Konzept
der stochastischen Unabhéngigkeit. Anschaulich gesprochen sind zwei Zufallsvariablen
stochastisch unabhéngig, wenn durch Beobachtung der einen Zufallsvariablen keine
Information iiber den Ausgang der anderen Zufallsvariable gewonnen werden kann. Die

folgende Definition formalisiert diese Uberlegung.

Definition 3.1 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, T eine Indexmenge, und
(Ap)ier eine Familie von Unter-o-Algebren von A. Die o-Algebren (Ay)ier heifen sto-
chastisch unabhdngig, wenn fir je endlich viele, verschiedene Indizes ty,....,t, € T,

die zugehorigen o-Algebren Ay, ..., Ay, stochastisch unabhingig sind, d. h. wenn fir

u

beliebige Mengen Ay, € Ay, ... Ay, € Ay,

gilt. Sei (Xy)er eine Familie von Zufallsvariablen. Die Zufallsvariablen (Xy)ier heifen
stochastisch unabhdngig, wenn die durch die Zufallsvariablen induzierten o-Algebren

(0(X¢))ter stochastisch unabhingig sind (vgl. Kallenberg (2002), Chapter 3).

Wiéhrend stochastische Unabhéngigkeit ein genau definierter Begriff ist, liefert dieser
kein kanonisches Konzept, um Abhéngigkeit quantitativ zu messen. Viele statistische
Methoden sind auf Daten aus wiederholten Messungen zugeschnitten, fiir welche die
stochastische Unabhéngigkeit vorausgesetzt wird. Auch wenn die stochastische Unab-

héngigkeit von wiederholten Messungen aufgrund eines sorgsam erstellten Versuchs-

9



10 Abhéngigkeitsmafle

plans zur Erhebung der Daten sehr plausibel erscheint, so ist sie damit nicht sicherge-
stellt. Allerdings fithren geringfiigige Abweichungen von der Unabhéngigkeitsannahme
bei vielen statistischen Methoden méglicherweise zu nur geringfiigig abweichenden Re-
sultaten. Um Abweichungen von der stochastischen Unabhéngigkeit zu quantifizieren,
werden zunéchst Konzepte und Mafle fiir Abweichungen von der stochastischen Unab-
héngigkeit, also Abhéngigkeitsmafle, benotigt. Als das Gegenstiick zur stochastischen
Unabhéngigkeit zweier Zufallsvariablen X, Y koénnte ein bestehender funktionaler Zu-

sammenhang zwischen zwei Zufallsvariablen von der Form

Y = f(X) fast sicher, f messbar, (3.2)

betrachtet werden. Sind zwei Zufallsvariablen stochastisch unabhéngig, dann gibt es,
bis auf triviale Fille, zwischen diesen keinen solchen Zusammenhang. Angenommen
zwei Zufallsvariablen X, Y mit Werten in R* bzw. R wéren stochastisch unabhéngig,
und es gibe eine messbare Funktion f, so dass (3.2) erfiillt ist. Dann sind auch Y und
f(X) stochastisch unabhéingig, und fiir jede Borelmenge A € B(R") gilt

PYeA)=PY e A f(X)e A
=P(Y e A)P(f(X) € A)
= (P(Y € A))%

Fiir jede Borelmenge A folgt daraus, dass entweder P(Y € A) =1 oder P(Y € A) =0,
also ist Y fast sicher eine Konstante. Es erscheint daher naheliegend, stochastische
Abhéngigkeit durch einen Anteil eines funktionalen Zusammenhangs zu quantifizieren.
Allerdings erscheint dieser Ansatz zu einer Quantifizierung stochastischer Abhéngigkeit
nicht erfolgsversprechend, wie das folgende Beispiel veranschaulicht: Ist X eine auf dem
Intervall [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable, dann ist Y, := f,,,(X) := 10™X —[10™X],
fir m € N ebenfalls auf [0, 1] gleichverteilt, wobei [¢] die kleinste ganze Zahl bezeichnet,
die nicht kleiner als ¢ ist. Uberdies sind die Zufallsvariablen (X — 10~™Y},) und Y,
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stochastisch unabhéngig. Sind Iy, I beliebige Intervalle in [0, 1], dann folgt deswegen

P(X el) P(Y, € L) —10"™ —10"™P(Y,, € I,)
=(P(XehL)—10™) P(Y,, € IL)—10™™

< P(X -10""Y,,) € I,) P(Y,, € I) — 10™™
=P(X—-10"Y,) €1}, YV, €L)—10™™

< P((X —=107"Y,,) +107™Y,, € I, Y,, € I,
=P(Xeh,Y,ecl).

Mit der gleichen Argumentation folgt auch
P(Xel,Yyoel)<P(Xelh)PY,€l)+100"+10"P(Y,, € I5).

Da natiirlich P(Y;, € I1) € [0, 1], kann die Differenz zwischen P(X € I, Y,, € I5) und
P(X € I,) P(Y,, € I,) demnach eingeschachtelt werden durch
2 2
—Tom < PXel, Y,el)—PXel) P, el)< Tom
und damit gilt

|P(X el,, Yi,elh)—P(Xel)P(Y,, e )| <

10m

fiir alle Intervalle Iy, I,. Obwohl zwischen X und Y,, ein funktionaler Zusammenhang
der Form (3.2) besteht, verhalten sich diese Zufallsvariablen fiir grofie Werte m fast
so, als seien sie stochastisch unabhéngig. Dieses Beispiel ist nicht auf gleichverteil-
te Zufallsvariablen eingeschrankt. Wenn beispielsweise F, G stetige, streng monoton
wachsende Verteilungsfunktionen auf R sind, dann koénnen statt X und Y,, auch F(X)
und G(Y,,) in gleicher Weise wie oben betrachtet werden, und F(X), G(Y;,) haben die
Verteilungsfunktionen F' bzw. G. Daher soll zur quantitativen Bewertung stochastischer

Abhéngigkeit eine andere Strategie verfolgt werden.

3.1 Abhingigkeitsmafle zwischen zwei Zufallsvariablen

Zunéchst wird ein klassisches Konzept betrachtet. Eines der bekanntesten Mafle fiir die
Abhéngigkeit zweier o-Algebren eines Wahrscheinlichkeitsraums ist der strong-mixing-
oder auch a-Koeffizient, welcher auf die Arbeit Rosenblatt (1956) zuriickgeht.
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Definition 3.2 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, und Ay, und As seinen

Unter-o-Algebren von A. Dann ist durch

a(Ay, Ag) :=sup{|P(A1 N Ay) — P(A1)P(Ay)|, A1 € Ay, Ay € Ay} (3.3)
ein Maf fir die Abhdingigkeit zwischen den o-Algebren Ay und As gegeben.

Mit diesem Mafl kann auch die Abhéngigkeit zwischen zwei Zufallsvariablen X :
(A, P) — (R, B(R*)) und Y : (2, A, P) — (R", B(R")) quantitativ bewertet
werden, indem die von den Zufallsvariablen induzierten o-Algebren betrachtet werden.

Die Zufallsvariablen X, Y sind genau dann unabhéngig, wenn
a(X,Y) i= alo(X), 0(Y)) = 0, (3.4)

wobei ¢(X) und o(Y') die von den Zufallsvariablen X bzw. Y induzierten o-Algebren
bezeichnen. Sind zwei reellwertige Zufallsvariablen XY : (Q,A4, P) — (R, B(R))
quadratisch integrierbar, so sind die Kovarianz und die Korrelation zwischen X und Y
definiert durch
Con[X, Y] = E[(X ~ BIX)(Y ~ B[Y))],
Cov[X,Y] (3.5)
(Var X|Var[Y])V/2

Die Kovarianz und die Korrelation zwischen zwei Zufallsvariablen ist 0, wenn diese

Corr[X,Y] =

stochastisch unabhéngig sind, der Umkehrschluf§ ist i. A. falsch. Ein aus der Korre-
lation abgeleitetes Maf3 fiir Abhéngigkeit zwischen zwei o-Algebren ist die maximale

Korrelation.

Definition 3.3 Es gelten die Voraussetzungen von Definition 3.2, und

Ag(Ay) ={X : (Q, A, P) — (R,B,R), X messbar bzgl. Ay, X € Ly},

Ng(Ag) == {X : (Q, A, P) — (R,B,R), X messbar bzgl. A2, X € Lo}
bezeichne die reellwertigen, quadratisch integrierbaren Zufallsvariablen, welche bzgl. Ay

bzw. As messbar sind. Durch

p(Ay, Ag) :=sup{|Corr[X, Y]], X € Ay(A)), Y € Ay(Az)} (3.6)

wird ein Abhdngigkeitsmafl zwischen zwei o-Algebren definiert, bezeichnet als maximale

Korrelation zwischen A; und As.
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Wie in (3.4) kann auch hier p(X,Y) := p(c(X),0(Y)) gesetzt werden. Durch Betrach-

tung von Indikatorfunktionen kann gezeigt werden, dass
da(Ar, Az) < p(Ai, Az)

(vgl. Hall und Heyde (1980), Chapter 5.5). Wenn p(A;,.A2) = 0, dann ist also auch
a(A;, As) = 0. Somit sind auch die o-Algebren A; und A, voneinander unabhéngig.
Die folgende Definition stellt noch weitere Abhéngigkeitsmafie vor, die nach dhnlichen

Prinzipien konstruiert sind.

Definition 3.4 Es gelten die Voraussetzungen aus Definition 3.2, und Ay, Ay seien
zwei Unter-o-Algebren von A. Durch folgende Grofien sind Mafle fiir Abhdngigkeit

zwischen Ay und Ay gegeben:

&( Ay, Az) := sup {‘% — P(A)]|,

L P(A; N Ay)
Vi As) = {’m -1

B(Ar, Az) := sup {

Ay e Ay, Ay € Ay, P(Ay) > 0}7

, A1 GAl,AQ EAQ,P(Al) >O,P(A2) >0},

DO | =
™
M- 3
~
}
5
£>

(Al,i)P(Az,j)|} ,

wobei fir f( Ay, As) das Supremum tber alle endlichen Partitionen {Ay1, ..., A1 1} und
{Asq, ..., As s} von Q mit Ay; € Ay bzw. As; € Ay gebildet wird.

Die Abhéngigkeitsmafie aus Definition 3.2 - 3.4 werden auch in Bradley (2005) vorge-
stellt. Eine ausfiihrlichere Untersuchung dieser Abhéngigkeitsmafe ist in Bradley (2007)
enthalten. Fiir die vorliegende Arbeit sind der a-Koeffizient a(A4;,.Az), die maxima-
le Korrelation p(Aj, Az), sowie eine Abwandlung des Abhéngigkeitsmafies (A1, As)
von Bedeutung. Weitere Moglichkeiten ergeben sich durch die Betrachtung bedingter
Erwartungswerte. Fiir eine L,-integrierbare Zufallsvariable X und eine o-Algebra M
kann die Grofie

|EXIM] — E(X]], = (B[ E[X|M] — E[X]P)3

Aspekte der Abhéngigkeit zwischen der Zufallsvariablen X und der o-Algebra M be-
leuchten. Offensichtlich nimmt diese Gréfie den Wert 0 an, wenn X und M voneinander

stochastisch unabhéngig sind. Anstatt die Zufallsvariable X direkt zu verwenden, kann
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auch die Zufallsvariable g(X) fiir eine entsprechend messbare Abbildung g verwendet
werden. Diese Uberlegung fiihrt zu GréBen der Form ||E[g(X)|M] — E[g(X)]|,- Dies
kann beispielsweise hilfreich sein, wenn die Zufallsvariable X selbst nicht L,-integrierbar
ist. Haufig wird zur Definition eines Abhéngigkeitsmafies auch das Supremum solcher

Groflen iiber eine Funktionenklasse G herbeigezogen. Sei d eine Metrik auf R” und
Lip(g) = inf{L € Ry, |g9(z) — g(y)| < Ld(z,y) Vx,y € R"}

die Lipschitzkonstante von g, wobei hier inf{(} := co. Mit
AD(d) = {g:R" — R, Lip(g) <1}

wird die Klasse der Lipschitz-stetigen Funktionen g mit Lipschitzkonstanten nicht gro-
Ber als | bezeichnet. Wenn X eine L,-integrierbare Zufallsvariable ist, d die euklidi-
sche Metrik und g € AW (d), dann ist auch g(X) eine L,-integrierbare Zufallsvariable.
Mittels dieser Funktionenklasse wird ein Maf fiir Abhéngigkeit definiert (vgl. auch
Dedecker und Prieur (2005), Section 1).

Definition 3.5 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, M eine Unter-o-Algebra
von A, d die euklidische Metrik auf R”, und X : (2, A, P) — (R", B(R")) sei L,-

integrierbar fir ein p > 1. Dann stellt
Op(M, X) := sup{|| E[g(X)|M] — E[g(X)][l, , g € AV(d)} (3.7)

ein Maf fir die Abhingigkeit zwischen der o-Algebra M und der Zufallsvariablen (bzw.
des Zufallsvektors) X dar.

Dieses Abhéngigkeitsmafl zeigt ein vielfaltiges Konzept auf, um weitere Mafle fiir Ab-
héngigkeit zwischen einer Zufallsvariablen und einer o-Algebra zu definieren. Dazu kann
zum einen die Funktionenklasse variiert werden, zum anderen kann auch die Bildung
der L,-Norm mit der Bildung des Supremums vertauscht werden. Diese Uberlegung lie-
fert ein weiteres Maf fiir Abhéngigkeit (vgl. auch Dedecker und Prieur (2005), Section
7).
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Definition 3.6 Unter den Voraussetzungen von Definition 3.5 sei 7,(M, X), definiert
durch

(M, X) :=

sup {/k g(t)E[I{X <t} M]dt
® (3.8)
- [ aEn{x < tiar g€ A(D(d)}

p
Dieses Abhéngigkeitsmafl erlaubt es, eine reellwertige Zufallsvariable X, welche von der
o-Algebra M stochastisch abhéingig ist, durch eine reellwertige Zufallsvariable X* in
Li-Norm quantitativ zu approximieren. Unter leichten Regulatitdtsbedingungen gibt
es immer eine von der o-Algebra M unabhéngige Zufallsvariable X*, so dass X* X
die gleiche Verteilung besitzen und || X — X*||; = (M, X) (vgl. Dedecker und Prieur
(2005), Lemma 2). Zusammenhéange dieser Art werden oftmals dazu genutzt, um Fille
von Abhéngigkeit auf Falle von Unabhéngigkeit zuriickzufithren. Sei nun d die euklidi-
sche Metrik auf R. Ein weiteres Maf fiir Abhéngigkeit liefert die Wahl einer Teilklasse
von A(d). Seien

Aeos = {9 : R — R, g(x)

Agn :={9:R—R, g(z)

Atri = Acos U Asin,

wobei a V b, a A b das Maximum bzw. Minimum zweier Zahlen symbolisiert. Jede

(|t| v 1) cos(tx), t € R},
(|t| v 1)~ 'sin(tx), t € R} und

Funktion g € Ay ist Lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante Lip(g) < 1, da fiir jede
Funktion g € A;,; die Ableitung % g betragsmafig nicht grofer als 1 ist. Zusétzlich sind
die Funktionen g € A;,; selbst betragsméfig nicht grofler als 1. Analog zur Definition 3.5

kann mittels dieser Funktionenklasse ein weiteres Abhéngigkeitsmafl definiert werden.

Definition 3.7 Sei, wie in Definition 3.5, (0, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, M
eine Unter-o-Algebra von A und X : (Q, A, P) — (R,B(R)) eine Zufallsvariable.
Dann sei ky(M, X) gegeben durch

rip(M, X) := sup{[| E[g(X)|M] = E[g(X)]ll, , g € Aui}- (3.9)

Bereits in Definition 3.6 tauchten die Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors X und
die auf eine o-Algebra bedingte Verteilungsfunktion auf. Es ist naheliegend, stochasti-
sche Abhéngigkeit durch die Unterschiede oder Differenzen zwischen einer Verteilungs-

funktion und einer bedingten Verteilungsfunktion zu quantifizieren. Hierfiir sind einige
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Definitionen notwendig. Zunéchst wird eine Ordnungsrelation auf R* und der Begriff

des multivariaten Intervalls eingefiihrt.

Definition 3.8 Sei s,t € R*. Dann sei s <t:&s; <t; Vi=1,....,u und,
[s,t] := [s1,t1] X ..o X [Su, tu),
(s,t] == (s1,t1] X ... X (Su, tu], (3.10)
(s,t] :=[s,t] :=0, falls s; > t; fir eini € {1,...,u}.

In natiirlicher Weise konnen damit bedingte Verteilungsfunktionen iiber bedingte Er-

wartungswerte definiert werden.

Definition 3.9 Seiw € Q2 und M eine Unter-o-Algebra von A. Die durch M bedingte
Verteilungsfunktion Fxa des Zufallsvektors X : (2, A, P) — (R*, B(R")) und die

Verteilungsfunktion Fx von X sind definiert bzw. gegeben durch

Fxpm(t)(w) == E[I{X <t} M](w),
Fx(t) = E[I{X < t}],

wobei die bedingte Verteilungsfunktion Fx iy bis auf eine Nullmenge eindeutig ist.

Da R" ein polnischer Raum ist, gibt es eine Version von Fx|y(-)(w), die fast sicher
eine Verteilungsfunktion ist. Es gilt sogar, dass es ein M € M mit P(M) = 1 gibt,
so dass Fiyjam(+)(w) eine Verteilungsfunktion fiir jedes w € M ist (vgl. Dudley (2002),
Theorem 10.2.2). Im Folgenden ist stets eine derartige Version gemeint. Fiir das néch-
ste Abhéngigkeitsmafl wird ein Abstandsmafl zwischen Funktionen benétigt, das die

folgende Definition liefert.

Definition 3.10 Se: T C R* und f : T — R, und \* bezeichne das Lebesguemaf§ auf
R*. Dann definiert

esssup f(t) :=inf{u € RU{o0}, f(t) <uVte T\ N, \(N) =0}

teT

das essentielle Supremum von f auf T und

£l = essonp (1) (3.11)
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die Supremumsnorm auf T'. Fir T = R" heifst

[ flloo := 1l f1loo ke

Supremumsnorm von f .

Es ist naheliegend, mittels der Supremumsnorm ein Abhéngigkeitsmaf} einzufiihren,
das auf der Differenz zwischen einer Verteilungsfunktion und einer bedingten Vertei-

lungsfunktion basiert (vgl. auch Dedecker und Prieur (2005)).

Definition 3.11 Sei X : (2,4, P) — (R*, B(R")). Fir eine Unter-o-Algebra M C
A sei

EM,X) == E [|Fxm — Fx|l] - (3.12)

D. h. §(M, X) ist der erwartete Supremumsabstand zwischen der Verteilungsfunktion
von X und der auf M bedingten Verteilungsfunktion von X.

3.2 Abhingigkeitsmafle bei Folgen von Zufallsvariablen

Mit Hilfe von Abhéngigkeitsmaflen zwischen o-Algebren und Zufallsvariablen, oder al-
ternativ zwischen zwei o-Algebren, konnen auch Abhéngigkeitsstrukturen von Folgen
von Zufallsvariablen (X;);cz charakterisiert werden. Liegt eine Folge (X;);cz von Zu-
fallsvariablen vor, dann ist in vielen Féllen aus der Praxis die Annahme plausibel, dass
die Zufallsvariablen (X;);<, keinen grofien Einfluss auf die Zufallsvariablen (X;);>n1
haben, wenn k € N groB ist. Wird die Folge (X;);cz als Zeitreihe aufgefasst, so bedeu-
tet dies anschaulich gesprochen, dass die Vergangenheit keinen groflen Einfluss auf eine
zeitlich weit entfernte Zukunft hat. Sei
A, =0(X;, i <n),
(3.13)
A" = o0(X;, i >n),
wobei X; : (Q,A4, P) — (R*,B(R"%)), i € Z, eine Folge von Zufallsvektoren mit
Werten in R" ist. Die folgenden Definitionen zeigen Konzepte zur Beschreibung von
Beschrankungen von Abhéngigkeitsstrukturen bei Folgen von Zufallsvariablen auf, die

grofitenteils mittels obiger Abhéngigkeitsmafle formuliert werden kénnen.
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Definition 3.12 Fine Folge von Zufallsvektoren X; : (Q, A, P) — (R*, B(R")), i €
Z (bzw. i € N), heifst m-dependent, falls (fir den Wert m € N) die o-Algebren A,
und A" fiir jeden Wert n € Z (bzw. n € N) und fiir jeden Wert | > m stochastisch

unabhdngig sind.

In Bezug auf das in Definition 3.2 gegebene Abhingigkeitsmaf fithrt die gleiche Uber-
legung zur folgenden Definition.
Definition 3.13 Firl > 0 sei

a(l) = sup{a(A,, A", n € Z} bzw.

a(l) = sup{a(A,, A"™), n € N},

(3.14)

wobei (X;)iez oder (X;)ien eine Folge von Zufallsvektoren mit Werten in R* ist, und
Ay, AV wie in (8.13) definiert sind. Die Folge heifit a-mizing, falls a(n) — 0 fiir
n — oo.

Analog dazu kann anstelle des Abhéngigkeitsmafles a das Abhéngigkeitsmafl p gesetzt

werden.

Definition 3.14 Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Definition 3.13 sei fiir
[>0

p(1) := sup{p(A,, A"™), n € Z} bzw.

p(l) := sup{p(A,, A"), n € N}.

(3.15)

Die Folge wird p-mizing genannt, falls p(n) — 0 fiir n — oc.

Ein im gewissen Sinne weniger einschréinkendes Maf fiir Abhéngigkeit als p(l) liefert

die folgende Definition.

Definition 3.15 Firl > 0 set

m~+n—+l
kp(l) == sup kK, (An, Z Xi> bzw.

nezZ,meN imnti41

(3.16)
m4n+l1
kp(l):= sup &k, | An, Xi |,
0 neN,meN P( i:anr;+1 >

wobei (X;)iez bzw. (X;)ien eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen ist.
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Fiir x1(n) kann mit Hilfe der GréBle p(n) eine Abschéitzung formuliert werden. Dafiir

wird zunéchst folgendes Lemma benotigt.

Lemma 3.16 Sei X : (2,4, P) — (R,B(R)) mit E[X] = 0 und |X| < 1 fast
sicher, A* und A, Unter-o-Algebren von A, und X sei A*-messbar. Dann gibt es
Zufallsvariablen Y, Z, so dass Z messbar ist beziiglich A*, Y messbar beziiglich A,
ElY|=FE[Z] =0, VarlY]| =Var[Z] =1 und

E[|E[X|AJ|] < |E[ZY]| = |Corr|Z,Y]]. (3.17)

Beweis. Sei E[X|.A,] eine Version des bedingten Erwartungswerts. Die Mengen
A% = {w e Q. E[X|A] >0},
A" ={we, FIX|A]<0}
sind in A, enthalten. Nach Definition bedingter Erwartungswerte gilt
E[|EIX|A] = E[I{AT}E[X]A] + 1{A"}E[X|A.]|
[I{ATEX|A] - I{AT}E[X|A]]
[
[

IN

E[X|AJ(I{AT} - 1{A7})]
X(1{AT} = 1{A7}),

E
E
E

da 1{A*} — 1{ A~} messbar ist beziiglich A,. Seien

V=Var[l{A*} —1{A7}],

1{A"} —1{A"}
E=FK Vi ,
1{A"} —1{A"}
Y = TR - F,
B X
- (Var[x])t?

Da |X|,[1{A*} — 1{A~}| < 1, folgt Var[X] < 1und V < 1. Angenommen V*/2 > 0.
Weil E[X]| = 0 folgt
EX(I{AT} = 1{A™})] < [EX(1{A7} — 1{A7})]]
< |EX(Y + B)]| = [E[XY]]
< |B[zY]),
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wobei Z messbar ist beziiglich A* und Y beziiglich A,, womit die Behauptung fiir den
Fall V1/2 > ( bewiesen ist.

Falls Var[1{A*} — 1{A"}] = V = 0, folgt unmittelbar F[X|A,] = C fast sicher,
C € R, und wegen FE[X] = 0 gilt F[X|A,] = 0 fast sicher, und (3.17) gilt in diesem

Fall auch wenn beispielsweise Y = Z = 0 gesetzt wird. O

Mittels Lemma 3.16 konnen der maximale Korrelationskoeffizient p(n) und der Abhén-

gigkeitskoeffizient k1(n) in Relation gesetzt werden.

Lemma 3.17 Fir eine reellwertige Folge von Zufallsvariablen (X;)icz bzw. (X;)ien

folgt
k1(n) < 2p(n). (3.18)

Beweis. Seien n € Z, [,m € N und

l+n+m l+n+m
X :=(jt|v1) < > X) (Jt| v 1)~ ( > X)]
i=l+n+1 i=l+n+1

Die Betrachtung von X zeigt F[X/2] = 0 und |X/2| < 1. Mit Lemma 3.16 und der

Definition des maximalen Korrelationskoeffizienten p(l) folgt
Bl EX| A < 2p(1).

Die gleiche Argumentation mit der Funktion sin(¢) ergibt

I+n+m I+n+m
(Jt| v 1)~ sin ( > X) 1B, sin (t > X)] < 2p(1).
i=l+n+1 i=l+n+1
Die Definition des Abhéngigkeitskoeffizienten (1) liefert schliefllich
k(1) < 2p(1). (3.19)

Damit wire die Konvergenz p(n) — 0 fiir n — oo eine stéirkere Forderung als

k1(n) — 0.
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3.3 Abhingigkeitsmafle zwischen den Komponenten von Zufallsvektoren

Auf dhnliche Weise konnen Abhéngigkeiten innerhalb eines Zufallsvektors X =
(X1, ..., X;,) mit Werten in R™ (wobei n hier als fester Wert betrachtet wird) quantita-
tiv beurteilt werden. Sei dazu X’ := (X7, ..., X)) ein Zufallsvektor mit unabhéngigen
Komponenten X/, so dass X; und X/ fiir jedes ¢ die gleiche Verteilung haben. Eine erste
einfache Moglichkeit bietet beispielsweise der direkte Vergleich zwischen der Verteilung

von X und X’ anhand der totalen Variation.

Definition 3.18 Sei X ein Zufallsvektor mit Werten in R"™. Maje fiir die Abhdngigkeit
innerhalb der Zufallsvektors X sind durch

a(X) = sup{|P¥(B) — PX(B)|, B € B(R")},
PX(B)
PX'(B)

(3.20)

Y(X) :zsup{‘ —1’, B e B(R"), PX(B) >0}

gegeben, wobei PX bzw. PX' das Bildmaf von X bzw. X' bezeichnet.

Wenn «(X) = 0, dann sind offensichtlich auch X7, ..., X, stochastisch unabhéngig. Mit
dem Abhéngigkeitsmaf ¢ aus (3.20) verhélt es sich genauso. Angenommen (X ) = 0.
Dann folgt PX(B) = PX'(B) falls PX'(B) # 0. Dies gilt insbesondere fiir alle Mengen
B von der Form (—o0,t] = (—00,#1] X ... X (—00,t,] C R"™ Sei nun (—o0,t], so dass
PX'((—o0,t]) = 0. Wegen der Unabhingigkeit von X!, ..., X’ ist dies gleichbedeutend

mit
P(X] € (—o0,t1])P(X; € (—00,ts]) -+ - P(X] € (—00,t,]) = 0.
Da X; und X! fir jedes i € {1,...,n} die gleichen Verteilungen besitzen, folgt
P(X; € (—o0o,t;]) =0 fiir ein i € {1,...,n} bzw.
P(X € (—o0,t]) = 0.
Zusammenfassend ergibt sich
PX((—o0,t]) = P ((—00,t]) VteR™

Demnach sind die Verteilungen P¥X und PX’ gleich, und damit sind auch Xi, ..., X,

stochastisch unabhéngig.
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Uber die Definition 3.13 kann fiir eine Folge (X;)icz von Zufallsvariablen mit
a((Xi)iez) :=sup{a(l), | € N} (3.21)

ebenfalls ein Maf} fiir Abhéngigkeit innerhalb der Folge (X;);cz definiert werden. Mit
den GroBen p(l), k,(l) aus Definition 3.14 bzw. Definition 3.15 kann gleichermafien

verfahren werden. Fiir einen Zufallsvektor X = (X, ..., X,,) sei analog zu (3.13)

Ay =0(Xy, .., X)), A" i=0(Xn, ..., Xn).

Definition 3.19 Fir einen Zufallsvektor X = (Xq, ..., X,,) sei
ax(l) = sup{|P(A; N Ay) — P(A))P(Ay)|, AL € A, Ay € A™ 1 <m <n-—1},

Ex(1) == sup{&(Am, Xpmy1), 1 <m <n—1}.

Der Unterschied von «(l) aus Definition 3.13 und ax(l) aus Definition 3.19 besteht
nur darin, dass im letzteren Fall Zufallsvektoren und nicht Folgen wie z. B. (X});ez

betrachtet werden.

Bemerkung 3.20 Ist X ein Zufallsvektor wie X, so dass einige (oder gar alle) Kom-

ponenten X; aus X durch u.i.v.-Kopien X; in X ersetzt werden, dann gilt offensichtlich
ax(l) < ax(l).

Die folgenden Abhéngigkeitsmafe sind von dhnlicher Gestalt wie in (3.21) und entspre-

chen einfach deren Ubertragung auf Zufallsvektoren.

Definition 3.21 Flir einen Zufallsvektor X mit Werten in R™ sei
o (X) :=sup{ax(l), 1 <l<n-1}

§(X) = sup{éx(l), L <1< n—1}.

(3.22)

Wie bei den Abhéngigkeitsmafien aus (3.20) folgt aus o/(X) = 0 ebenfalls die sto-
chastische Unabhéngigkeit von X7, ..., X,,. Die stochastische Unabhéangigkeit von X;
und X5 geht unmittelbar aus o/ (X) = 0 hervor. Dariiber hinaus ist (X7, Xs) von X3,
(X1, Xs, X3) von Xy, usw. stochastisch unabhéngig. Nach Korollar 7.3 in Bauer (2002)
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folgt daraus, dass die Zufallsvariablen X, ..., X,, stochastisch unabhéngig sind. Im néch-
sten Kapitel werden Voraussetzungen genannt, unter denen aus £(X) = 0 ebenfalls die
stochastische Unabhéngigkeit der Komponenten X1, ..., X,, folgt.

Weitere Moglichkeiten zur Definition von Abhéngigkeitsmafien liefen sich durch die
Betrachtung von Copulae gewinnen. Sei X ein Zufallsvektor mit Werten in R* und Ver-
teilungsfunktion F'. Hinsichtlich Sklar’s Theorem (vgl. Nelsen (2006), Theorem 2.10.9)
kann, anschaulich gesprochen, die Verteilungsfunktion zerlegt werden in ihre Randver-
teilungen und eine Copulafunktion, welche die Abhéngigkeitsstrukturen der Kompo-
nenten von X untereinander widerspiegelt. Die analytische Handhabung von Copulae
scheint allerdings schwierig zu sein. Diese Mdéglichkeit wird deshalb nicht weiter ver-

folgt.






KAPITEL 4

Qualitative Robustheit bei Abhéngigkeit

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wie sich geringe Abweichungen einer Zu-
fallsstichprobe vom Unabhéngigkeitsfall auf die Verteilung von Schétzern auswirkt. Ein
quantitatives Maf fiir die Abweichung von Verteilungen ist durch die Prohorovmetrik

gegeben. Zu jeder Teilmenge B C R" und jedem € > 0 sei
B¢ = R*, inf
{x €R*, inf d(z,y) < 6} ,

wobei d die euklidische Metrik bezeichnet.

Definition 4.1 Seien F,G Verteilungen auf R*, dann ist durch
dp(F,G) = inf{e > 0, F(B) < G(B) +¢, B € BR")} (4.1)
eine Metrik auf der Klasse aller Verteilungen auf R" gegeben.

Diese Metrik induziert die schwache Konvergenz auf der Klasse der Verteilungen auf
R* (vgl. Huber (2004), Theorem 3.8). Sei (Xj)ren eine Folge von Zufallsvektoren
X1 = (Xq1, oo, Xin), Xo = (Xo1, ..., Xon), X3 = ... Sei a = a(X}y) ein Abhéngigkeits-
maf fiir die Komponenten der Zufallsvektoren Xy, und (Xj)gen erfiille a(Xy) — 0 fiir
k — oo. Ferner sei T : P — R ein Funktional, und F* sei die empirische Vertei-
lungsfunktion der Komponenten des Zufallsvektors X}, wobei mit P eine Klasse von
Verteilungen bzw. Verteilungsfunktionen bezeichnet wird. Es stellt sich die Frage, ob
sich eine Statistik T'(FF) fiir groe Werte k& im Verhalten kaum noch von der gleichen
Statistik im Unabhéngigkeitsfall unterscheidet, genauer ob

T(FF) ~ T(F!) fiir k — oo (4.2)

25
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gilt. Dabei sei F die empirische Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors X =
(X;,...,X,) mit wiv Komponenten X, so dass X; und X}, die gleiche Verteilung
F; fiir jedes k € N haben. F), sei entsprechend die empirische Verteilungsfunktion eines

Zufallsvektors X mit Dimension n. D. h. wenn das Funktional 7" als Abbildung
T:P— P, pXuXa), pT(F)

betrachtet wird, so ist es in Bezug auf das Abhéngigkeitsmafl ¢ im Sinne von (4.2)

gewissermafen stetig an Stellen PX1-%Xn)

. Dabei ist P der Raum der Verteilungen
auf R™ und P’ der Raum der Verteilungen auf R". Anschaulich bedeutet dies, dass
kleine Abweichungen von der Unabhéngigkeitsforderung nur kleine Auswirkungen auf
die Verteilung des Schétzers T haben konnen.

Wenn das Funktional 7" als Abbildung 7" : X" — R", wobei X" der Stichprobenraum
ist, fast iiberall stetig ist (fast iiberall bzgl. der Verteilung von (X7, ..., X,)), dann kann
der Satz von der stetigen Abbildung verwendet werden (vgl. van der Vaart (1998),

Lemma 2.3), und (4.2) folgt aus

/

(X1, ooy Xoom) ~ (X1, .., X)) fiir b — 0. (4.3)

Beispiel 4.2 Der FEinstichproben-t-Test ist beziiglich einer Verletzung der Unabhdn-
gigkeitsforderung gemessen durch das Abhdngigkeitsmafl a robust, weil das Funktional

T der Teststatistik T Xy, ..., X,] = nlﬂ%, mit S = (=530 (X — X)?)V2, als

n—1

Funktion von R™ nach R (bis auf einer Nullmenge) stetig ist, insofern die Verteilungen

der Zufallsvariablen X; nicht alle die gesamte Masse auf den gleichen Wert legen.

Es soll daher das Ziel sein, unter gewissen Voraussetzungen die Giiltigkeit von (4.3) zu
zeigen, bzw. zu zeigen, dass der Prohorovabstand zwischen der gemeinsamen Verteilung
von Zufallsvariablen X, ..., X,, und ihrer Produktverteilung beliebig klein wird, wenn
ein bestimmtes Abhéngigkeitsmafl hinreichend klein wird. Zunéchst wird ein einfacher
Fall betrachtet. Wenn a(Xj) — 0 fiir & — oo, dann folgt aus der Definition fiir das
Abhéngigkeitsmafl « in (3.20) insbesondere, dass

lim sup P**(B) = pX (B)

k— 00
fiir jede abgeschlossene Menge B. Nach dem Portmanteau-Lemma (vgl. van der Vaart

(1998), Lemma 2.2) ist dies dquivalent zu (4.3). Nun soll der etwas kompliziertere Fall
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des Abhéngigkeitsmafles o’ aus der Definition 3.21 betrachtet werden. Wie oben sei X},
eine Folge von Zufallsvektoren, so dass die Komponenten X;; eine von k£ unabhéngige

Verteilungsfunktion F; haben.

Theorem 4.3 Wenn o/ (Xy) — 0 fir k — oo, dann folgt

I

(Xt ooy Xoon) ~ (X1, X)) fiir k — o0 (4.4)

Beweis. Die Schwierigkeit besteht — im Gegensatz zum vorherigen Fall — nun darin,
dass die Definition von o' eine Abschéitzung bzgl. eines Mengensystems liefert, welches
kleiner ist als die ganze Borel-o-Algebra. Insbesondere liefert die Voraussetzung von

Theorem 4.3 fiir beliebiges B € B(R™) nicht mehr zwangsldufig

wobei mit P! @ P? die Produktverteilung von P! und P? bezeichnet wird. Stattdessen
werden nun halbabgeschlossene Intervalle B; = (a;,b;], wobei auch B; = () moglich
sein soll, und halbabgeschlossene multivariate Intervalle By x ... x B,, betrachtet. Die

Forderung o/ (X}%) — 0 impliziert, dass fiir K — oo

Q1 = [P X (By X X By) — PY¥Y(By) PX# % (By X .. X By)| — 0,
Qy = ‘PXM ..... X;m<BZ N Bn) _ PXk2<Bz)PXk3 ..... an(B3 X ..X Bn)‘ — 0,
Q3 — |PXk3 ----- an(BS X ... X Bn) _ PXkB(BS)PXk4 """ an(B4 X ... X Bn)| — O;

Fiir den ersten Term folgt die Aussage unmittelbar aus den Voraussetzungen. Wird

beispielsweise

Ay :={Xk € B1} und Ay :={ X2 € By, ..., Xin € B}
gesetzt, dann folgt

|P(A; N Ag) — P(A1)P(Ag)] < o/ (Xy).

Auch fiir die restlichen Terme gilt die Konvergenz gegen 0, da das Abhéngigkeitsmaf
o/(X) nur kleiner werden kann, wenn anstelle eines Zufallsvektors X derjenige Zufalls-

vektor eingesetzt wird, welcher durch Streichung der ersten Komponente in X entsteht.
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(Die Konvergenz gegen 0 gilt dariiber hinaus noch fiir weitere Mengen, aber hier ge-
niigt die Betrachtung der multivariaten, halbabgeschlossenen Intervalle.) Es wird noch

folgende elementare Ungleichung benétigt. Seien py, pa, p1.ms P2, P3n € [0, 1]. Dann gilt

P15 — P1(D2p30)| = P10 — P1P2.0 + P1D20 — P1(D2D31)]
< |p1.n — P1D2.n| + [P1l|P2.n — P2P3 4l
< |p1n — P1D2.n| + |P2.n — D2D3 -

Seien nun pi, P, P3, P1.ns P2y Pam, Pan € [0,1]. Eine zweifache Anwendung obiger Un-
gleichung ergibt

D10 — P1DP2D3Pan)| < |P1n — P1DP2P3n| + |P3.0 — P3Pan]

< |p1n — P1P2.a| + P2 — DaDsn| + P30 — P3Pan|-

Entsprechend gilt

| PXst Xk (B x X By) — PX#(By) PA¥2(By) PX# ™k (B x ... X By
< |PXeXin (B x L x By) — PXR(By)PXrXin(By x .. x By))|
+ \PXkZ""’Xk"(BQ X ... X By) — PXk2<B2>PXk3,...,an(B3 X .. X By)|
= Q1+ Q,
bzw.
| PXsvXin(By x .. x By) — PX¥(By) PX%2(By) PXk (By) PXsXin(By x .. x B,)|
< Q1+ Q2+ Qs

Eine iterative Fortsetzung dieses Arguments liefert die Abschétzung
| PXkteXin (B x . x By,) — PX¥(By)PX%2(By)...PX(B,)| < Q1 + ... + Qn,

und ()1 + ... + @, konvergiert fiir &k — oo gegen 0. Das System aller multivariaten,
halbabgeschlossenen Intervalle By x...x B, ist schnittabgeschlossen. Ein Mengensystem,
das unter Schnitten abgeschlossen ist, wird auch als m-System bezeichnet. Zudem kann
jede offene Menge in R™ durch eine abzéhlbare Vereinigung solcher Mengen gebildet

werden. Damit folgt nach Theorem 2.2 in Billingsley (1999), dass

n
PXktesXin ® PXM,

i=1
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bzw. es folgt (4.4). O

Damit ist z. B. wiederum der Einstichproben-t-Test in Bezug auf kleine Verletzung der

Unabhéngigkeitsforderung — klein im Sinne des Abhéngigkeitsmafies o’ — robust.

Etwas aufwindiger ist die Betrachtung des Abhéngigkeitsmafes £(X) aus Definition
3.21. Zunéchst soll gezeigt werden, dass zu jeder Menge T" C R*, deren Komplement
T° eine Nullmenge ist, eine dichte, abzdhlbare Teilmenge von T existiert, die gegeniiber

Lrationalen Translationen“ invariant ist.

Definition 4.4 Mit e; wird der i-te Einheitsvektor bezeichnet, und
W .= {w ‘R — R", w(t) =t+ Z%Gi, q; € Q} (4.5)
i=1

bildet eine Untergruppe der Gruppe der Translationen. Zu jeder Menge T C R™ wird
eine Menge T C T durch

T:=Jw (ﬂ w(T)) (4.6)

weW weWw

definiert.

Offensichtlich gilt, dass (e w(T) C T. Das folgende Lemma zeigt, dass Verschie-

bungen von (), o w(7T') durch w € W ebenfalls Teilmengen von T sind.

Lemma 4.5 Sei T C R* und T wie in Definition 4.4 definiert, dann folgt T C T.
Beweis. Es gilt:

1) Zu jedem t; € (e w(T') und jedem w € W gibt es ein ¢ € T' mit w(t) = ;.

2) Nach Definition von T' gibt es zu jedem ¢ € T ein wy € W, so dass wy(t) €
ﬂweww(T)'

Sei £ € T beliebig, wy wie in 2), und t; = w(f). Nach 1) gibt es zu jedem w € W ein
t € T mit w(t) = t; = wy(t). Wird nun w = wy gesetzt, dann folgt wy(t) = wy(t). Dies

impliziert ¢ = ¢. Da also zu jedem ¢ € T ein ¢t € T gefunden werden kann, so dass
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t=1, folgt T C T. O

Genau dann, wenn 7° C R* eine Nullmenge ist, erfiillt 7" fiir jedes multivariate Intervall
[a, b]

(T Na,b]) = X([a,b]), (4.7)

wobei \* das Lebesguemafl bezeichnet. Das folgende Lemma zeigt, dass diese Eigen-

schaft beim Ubergang von T zu T erhalten bleibt.

Lemma 4.6 Seien T und T wie in Definition 4.4. Wenn T¢ eine Nullmenge ist, dann

ist T° auch eine Nullmenge.

Beweis. Dazu soll ({0, oy w(T))° betrachtet werden. Wenn T (4.7) erfiillt, dann auch
w(T'). Nach dem de Morganschen Gesetz gilt

(ﬂ w(T)) - U w(my- (4.8)

weW weW
Fiir jedes w € W ist (w(T))¢ eine Nullmenge, und jede abzihlbare Vereinigung von
Nullmengen ist auch eine Nullmenge. Da die Gruppe W nach Konstruktion eine
abzdhlbare Menge ist, ist auch J, .y (w(T))¢ eine Nullmenge. Wegen (4.8) wird also
(4.7) von (,ew w(T') erfiillt. Da T per Definition aus der Vereinigung von Mengen
besteht, welche (4.7) erfiillen, muss T selbst diese Eigenschaft auch erfiillen. a

Mittels obiger Konstruktion von T kann die Existenz einer weiteren Teilmenge T” von
T gezeigt werden, die einige hilfreiche Eigenschaften besitzt. Im weiteren Verlauf kann
diese Menge verwendet werden, um unter gewissen Voraussetzungen Verteilungskon-

vergenz zu beweisen.

Lemma 4.7 Sei T' C R" und erfille (4.7). Dann gibt es eine Menge T' C T mit

folgenden FEigenschaften:

i) T" ist abzdhlbar.

ii) T' liegt dicht in R".
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iii) Zu je zwei Punkten s,t € T" mit s < t liegen auch die Eckpunkte des multivariaten

Intervalls (s,t] in T".

Beweis. Nach Lemma 4.6 erfiillt 7' (4.7). Damit liegt 7" auch dicht in R*. Sei f € T

beliebig, und sei

weW

Nach Definition von T gilt 77 C T, und T’ liegt offensichtlich dicht in R* und ist
abzahlbar, weil W abzahlbar ist. Zu je zwei Punkten s,t € T” gibt es nach Konstruktion
von 7" eine Abbildung w € W mit w(f) = s. Nach Definition von W kann diese
Abbildung zerlegt werden in w(t) = wy o ... o w,(t) mit w;(t) = t + ge;. Wenn s < ¢
bzw. wenn (s, t] # (), kann offensichtlich jeder Eckpunkt v; von (s, ] dargestellt werden
durch v; = w;(t) = w;, o...ow;, (t) mit {iy, ..., i} C {1,...,u}. Daw; € Wund t € T",
folgt nach Definition von 7", dass auch w;(t) € T". Also erfiillt 7" iii). O

Bemerkung 4.8 Die Menge der halbabgeschlossenen multivariaten Intervalle, die

durch T" erzeugt werden, sei durch
MI(T) :={(s,t], s, t €T’}

definiert. Nach der Figenschaft iii) in Lemma 4.7 ist MI(T") stabil unter Schnitten,
d. h. wenn A, B € MI(T"), dann ist auch AN B € MI(T"). Demnach ist MI(T") ein
m-System. Dartiber hinaus folgt aus i) und i) in Lemma 4.7, dass jede offene Menge

aus R durch abzihlbare Vereinigung von Mengen aus MI(T") gebildet werden kann.

Wie bereits beim Beweis von Theorem 4.3 ist die Konstruktion eines solchen 7-Systems
hilfreich, wenn Verteilungskonvergenz bewiesen werden soll. Das folgende Lemma soll
helfen, aus fast iiberall punktweiser Konvergenz einer Folge von Verteilungsfunktionen

die schwache Konvergenz dieser Verteilungen zu folgern.

Lemma 4.9 Sei T C R* und erfille (4.7). Weiterhin sei Py eine Folge von Verteilun-

gen und P eine Verteilung, so dass

P((—00,t]) — P((—00,t]) fiirk — coVt € T. (4.10)
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Dann existiert T" C T, so dass T' die Figenschaften aus Lemma 4.7 erfillt und
Pu((s,t]) — P((s,t]) firk — ocoVs<t, s,t T

Beweis. Sei nun 7" wie in Lemma 4.7 konstruiert, s,t € T" und s < t. Die Eckpunkte
des multivariaten Intervalls (s,¢] (bis auf den Eckpunkt s) werden mit vy, ..., vgu_1

bezeichnet. Es gilt

(—00,1] = (s, 1] U U (—o0,v;] und
(—o0,t] D U (—o0, v4].

Mittels der Siebformel von Poincaré und Sylvester (vgl. Billingsley (1995), Chapter 1.2)
folgt daraus

2v—1

Pi((s.1)) = Pil(=oe,t]) = Bi( | (—o0.v1)
= Pi(=o0,]) = | 2 Pul(=00,0]) = 3 Pil(=00,v1,] N (=00,03))

11 <i9

oo+ Y (=D PP((—00, v, NN (=00, iy, ]) |-

11<...<iqu_1
In der obigen Gleichung kann P, auch durch P ersetzt werden. Fiir die Schnittmengen

in den Termen der rechten Seite gilt:
(—00,v;,] N ... N (—=00,v;,] = (—00,v] filr ein v' € T".

Da Py((—o00,t]) — P((—o0,t]) fir &k — oo fur jedes t € T, gilt dies auch fiir
jeden Summanden auf der rechten Seite der oberen Gleichung. Da es nur endlich viele

Summanden sind, gilt die gewiinschte Konvergenz auch fiir die Summe, also
P((s,t]) — P((s,t]) fiir k — oo.

O

Bemerkung 4.10 Wenn die Verteilungen Py in Lemma 4.9 zufdllig sind, und die
Konvergenz in (4.10) nur in Wahrscheinlichkeit gilt, dann folgt unmittelbar

Bi((s,1]) —a P((s,t]) fiir k — o0
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Dabei steht ,— g “ fiir stochastische Konvergenz bzw. fiir Konvergenz in Wahrschein-

lichkeit.

Lemma 4.11 Seien X}, und Y}, Folgen von Zufallsvektoren und T' eine Menge mit den
FEigenschaften aus Lemma 4.7. Die Verteilungen P** =: PX seien von k unabhdngig.
Die Verteilungen PYr seien von k unabhdngig oder konvergieren schwach gegen eine
Lebesgue-stetige Verteilung PY. Wenn fiir jede Menge A = (s,t] mit s,t € T', also
Ae MI(T"), gilt

E[{Xy € A}o(Yi)] — E[1{X}), € A} = 0p(1) fir k — oo,
dann gilt auch

pPXeYe s PX g PY.

Beweis. Sei A, = A und A, eine Borelmenge, und fiy bezeichne das topologische Inne-
re von A,. Sei PY Lebesgue-stetig und P** ~» PY. Dann ist P (Ay \ Ay> = 0, wobei

A\ /oly den topologischen Abschluss von A, \ jly bezeichnet. Nach dem Portmanteau-

Lemma (van der Vaart (1998), Lemma 2.2) gilt

Jim PY:(A,) = PY(A,). (4.11)
Falls PY* nicht von k abhingt, dann gilt (4.11) trivialerweise auch wenn PY nicht
Lebesgue-stetig ist. Nach der Definition bedingter Erwartungswerte und nach Voraus-

setzung gilt:
/ 1{X, € A, }dP = / E[1{X; € A.}|o(Yy)]|dP
{YreAy} {YreAy}

- / 1{Yi € A} (E[1{X, € A,}] + 0,(1))dP
Q
— E[1{X}), € A,}]P" (A,).
Dabei folgt die Konvergenz, weil E[1{X} € A,}|o(Y))] nicht negativ und beschrénkt

ist und in Wahrscheinlichkeit gegen eine Konstante E[1{X; € A,}| (konstant, weil

PX* von k unabhiingig) konvergiert. Demnach gilt
/ 1{X},, € A, 1{Y}, € A, }dP = PX+Ys(A, x A,)
Q

— PX X PY(Az X Ay).
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Alle Mengen der Form A, x A, bilden nach Bemerkung 4.8 ein 7-System fiir den
Wertebereich R* der Zufallsvariablen (X, Yy). Zudem kann jede offene Menge aus R
durch eine abzihlbare Vereinigung solcher Mengen gebildet werden. Nach Theorem
2.2 aus Billingsley (1999) folgt damit PXrYe ~» PX @ PY, O

Das néchste Theorem zeigt, dass die gemeinsame Verteilung zweier Folgen von Zufalls-
variablen schwach gegen die Produktverteilung konvergiert, wenn das Abhéngigkeits-
maf} aus Definition 3.11 fiir diese Zufallsvariablen gegen 0 konvergiert. An dieser Stelle
wird zunéchst die Landau-Notation eingefiihrt. Sei (X;);cn eine Folge von Zufallsvaria-
blen (oder Zufallsvektoren).

X, =op(R,) falls X,, = R,Y,, und ||Y,|| —s O,
X, = Op(R,) falls X,, = R,Y,, und fiir jedes ¢ > 03 M > 0 mit (4.12)
lim P(||Y,] > M) <e

Die erste Definition besagt anschaulich, dass Y, asymptotisch vernachlassigbar ist,
die zweite Definition besagt, dass Y,, stochastisch beschriankt ist. Sei (z;);eny nun eine

(deterministische) Zahlenfolge.

z, = o(ry,) falls x,, = rpy, und ||Y,| — 0,
(4.13)
x, = O(ry) falls z, = rpy, und ||Y,|| beschrinkt.

Theorem 4.12 Seien Xy, Y Folgen von Zufallsvariablen oder Zufallsvektoren wie in

Lemma 4.11. Wenn &(o(Yy), Xi) — 0 fiir k — oo, dann folgt PXYe ~s PX @ PY.

Beweis. Sei Hy(t)(w) = |[Fx,ovy)(t)(w) — Fx,(t)|. Nach Voraussetzung gilt nun
im0 E[||Hk||oo] = 0 und offensichtlich ||Hg(w)|leo > 0 Vw € Q. Unter Verwendung
der Markov-Ungleichung folgt

| Hkl|oo = 0,(1), filr k — 0. (4.14)
Sei (€)en eine streng monoton fallende Nullfolge und sei

T, :={t € R, P(|Hy(t)| > €¢) #/— 0} fiir 1=1,2,...
Ty :={t e R" Je>0, P(|Hi(t)| > ¢€) /— 0}.
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Es soll nun gezeigt werden, dass T, eine Lebesgue-Nullmenge ist, also \*(T,) = 0. Sei
nun [ € N. Angenommen \*(7;) # 0. Nach Definition 3.10, der Definition von 7; und
mit der Annahme \*(7}) # 0 gilt

P(|Hglloo.; > &) #— 0.

Wegen ||Hg(w)||o > ||Hk(w)|| 0o, Wiirde also auch

P(||Hylloo > &) #— 0

gelten, was ein Widerspruch zu (4.14) ist. Also ist A\*(7};) = 0 fiir jedes [ € N. Weil
T = U,en 11 aus einer abzéhlbaren Vereinigung von Nullmengen besteht, ist 7o, auch

eine Nullmenge. Sei T := (T )¢. Nach Definition von T, gilt demnach
|Hi(t)| = op(1) Vt €T,

und 7 erfiillt (4.7). Eine Umformulierung ergibt fiir & — oo
E1{X) <t}lo(Yr)] — E[I{Xy <t}] =0p(1) Vt € T.

Nach Lemma 4.9 und Bemerkung 4.10 gibt es eine Menge 7" C T mit den Eigenschaften

aus Lemma 4.7, so dass fiir k — o0
B[1{s < Xy, < t}]o ()] — E[1{s < X; < 1}] = op(1) Vs, € T".

Lemma 4.11 liefert nun PX#Ys ~v PX & PY, O

Wie zuvor wére auch hier Verteilungskonvergenz gegen die Produktverteilung der Ein-
zelkomponenten eines Zufallsvektors wiinschenswert. Das nachste Theorem liefert im
Zusammenhang mit dem Abhéngigkeitsmafl £(X) aus Definition 3.21 Bedingungen da-

fiir.

Theorem 4.13 Sei Xy = (Xk1, ..., Xpu) €ine Folge von Zufallsvektoren mit Werten in
RP. Weiterhin seien die Verteilungen PX* der Komponenten der Zufallsvektoren X

von k und ¢ unabhdngig und Lebesque-stetig. Ferner gelte

E(Xy) — 0 fiir k — oc. (4.15)



36 Qualitative Robustheit bei Abhiingigkeit

Wenn die Folge Xy, in Verteilung gegen einen Zufallsvektor Y = (Y1, ..,Y,) konvergiert,
dann gilt

Pre X vy PR ®@ P = PN @ L@ P = Pt
D. h.'Y hat zwangsliufig stochastisch unabhdngige Komponenten Y;.

Beweis. Wegen (4.15) und Theorem 4.12 folgt unmittelbar
PXeXez o pXi @ pXr2 — pY1 g pY2 — PYLYQ’ (4.16)

wobei die Verteilung von Y] Lebesgue-stetig und die Verteilung von (Y;,Y3) durch
PY1 @ PY2 gegeben ist. Demnach sind Y7, Y5 stochastisch unabhiéingig. Nochmals wegen
(4.15), (4.16) und Theorem 4.12 gilt

PXenXe2Xes L, pY1Y2 ® PXks — pY.Ya ® PYs — PY1,Y2,Y3’

wobei die Verteilung von (Y7, Ys) wieder Lebesgue-stetig und (Y7, Y5) von Y3 stocha-

stisch unabhéngig ist. Die iterative Anwendung dieses Arguments ergibt

PXrtXke L pXi ® PXr2e — pn ® pY2 — PYLYQ’

Xk1,X k2, Xk Y1,Y2 Xk3 _ pY1,Y2 Y3 __ pY1,Y2,Y3
pXiXie X, pYYe @ pXis — pYiYe @ pY¥s — pNYas,

Nach Korollar 7.3 in Bauer (2002) ist dies hinreichend dafiir, dass

prote = plig @ P

Sei X = (Xi,...,X,) ein Zufallsvektor mit Werten in R* und £{(X) = 0. Wird
(Xk1y oo, Xgw) = (Xy, ..., Xu) gesetzt, so folgt wegen Theorem 4.12 und der gleichen

Argumentation wie im Beweis von Theorem 4.13
PY =P .. @ P

Der Zufallsvektor X hat also stochastisch unabhéngige Komponenten.



KAPITEL 5

Konsistenz bei Abhingigkeit

Ziel dieses Abschnitts ist es, das Konvergenzverhalten von Punktschétzern bei Verlet-
zung von u.i.v.—Forderungen zu untersuchen. Diese Punktschétzer sollen als Funktio-
nale T'(F},) von empirischen Verteilungen betrachtet werden. Die Funktionale 7" sind
von der Form T : P — RY, und P bezeichnet eine Menge von Verteilungen, die die
diskreten Verteilungen enthélt. Die Konsistenz solcher Schétzer resultiert haufig aus
Stetigkeits- oder besser Glattheitseigenschaften des Funktionals 7" und der Konsistenz
der empirischen Verteilungsfunktion F,, fiir die ,,wahre* Verteilungsfunktion F'. Unter
der Bedingung, dass X7, X/, ... eine Folge von unabhéngigen, reellwertigen Zufallsva-

riablen mit Verteilung F' ist, gilt nach dem Satz von Glivenko-Cantelli

|F — F||loc — 0 fiir n — oo fast sicher. (5.1)

/

Dabei ist F) die empirische Verteilungsfunktion, resultierend aus Messungen z, ..., ),

der Zufallsvariablen X7, ..., X!. Dieses Resultat geht auf die Arbeiten von Glivenko
(1933) und Cantelli (1933) zuriick. Fiir groie Stichprobenumfénge n ist F), dann ,,nahe“
an F, und unter hinreichenden Glattheitseigenschaften des Funktionals 7" ist T'(F))
damit ,nahe“ an T'(F).

5.1 Glivenko-Cantelli-Sitze

Um die Robustheit solcher Schétzer gegeniiber Verletzung der stochastischen Unabhén-
gigkeit in der u.i.v.-Forderung der Messungen zu untersuchen, scheint es unausweichlich,

Satze vom Typ Glivenko-Cantelli unter gewissen Verletzungen der u.i.v.-Forderungen

37
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zu beweisen oder zu widerlegen. Dafiir werden in dieser Arbeit stets Wahrscheinlich-
keiten fiir Folgen von Ereignissen abgeschétzt und auf diese Abschitzungen das 0-1
Gesetz von Borel-Cantelli angewendet. Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts haben
alle Zufallsvariablen in Folgen X7,..., X/, ... und Xj,..., X,,, ... die gleiche Verteilung,
in der Folge Xj,..., X,,... sind diese aber nicht mehr zwangslaufig unabhangig. Mit
F) bzw. F,, wird die empirische Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen (X7, ..., X])
bzw. (Xi, ..., X,) bezeichnet. Der allen Zufallsgroen zugrunde liegende Wahrschein-
lichkeitsraum sei (€2, .4, P). Fiir die erste Konsistenzaussage wird eine Abschétzung
fiir Wahrscheinlichkeiten der Form P(||F,, — F||~ > €) benétigt, wie sie das folgende

Lemma liefert.

Lemma 5.1 Sei X = (X1, ..., X,)) ein Zufallsvektor mit abhdngigen Komponenten, so
dass alle Zufallsvariablen X; die gleiche Verteilungsfunktion F' haben, wobei F eine

Verteilungsfunktion auf R ist. Es gelte 1)(X) < oo (vgl. Definition 3.18). Dann folgt

P(|Fy — Flla > €) < (1 + (X)) P(|F. — Fllw > ¢) Vn € N und Ve > 0.
(5.2)

Beweis. Sei X' = (X1, ..., X)) ein Zufallsvektor mit stochastisch unabhéngigen Kom-
ponenten die ebenfalls die Verteilungsfunktion F besitzen. Mit PX, PX" werden die
Verteilungen von X bzw. X’ bezeichnet. Sei n € N und B € B(R") beliebig mit
PX'(B) # 0. Angenommen PX(B) > PX'(B), dann folgt aus (3.20)

PX(B)/PX(B) — 1 < ¢(X) (5.3)
und damit
PX(B) < (1+9(X))PYX(B). (5.4)

Wird umgekehrt angenommen, dass PX(B) < PX'(B), dann gilt trivialerweise wegen
(X) > 0 ebenfalls (5.4). Nun werden folgende Borelmengen aus B(R") betrachtet:

Bx :={z € R", |F,, — F|loc > €} und

(5.5)
By = {x € R", ||[F}, = Fllo > €},
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wobei die empirischen Verteilungsfunktionen, gegeben anhand der Vektoren x bzw. 2/,

mit F,,, F bezeichnet werden. Es gilt
P¥(Bx) = P(|Fy = Fllow > €) und PY(Bx:) = P(|E, = Flloo > €). (5.6)

Tatsache ist, dass weder Bx noch Bx: von den Verteilungen PX(B) bzw. PX'(B)
abhéngen, sondern lediglich von € und der Verteilungsfunktion F', d. h. Bx = B’.. Mit
(5.4) folgt daher

P(|F, = Fllo 2 €) < (1 + (X)) P(|F, = Flloc = €). (5.7)
Aus Griinden der Vollstandigkeit muss noch gezeigt werden, dass gilt:
P(|F, = Flls 2€) =0 = P([|[F, = Fllx =€) =0. (5.8)

Angenommen, die Verteilung der Zufallsvariablen X/ hat einen Tréger mit Lebesgue-
maB gréBer als 0, und angenommen, PX'(B;) = 0, aber PX(B;) = §; > 0 fiir ein
By € B(R™). Dann gibt es einen hinreichend kleinen Wert d, > 0, so dass g—; > p(X)+1,
und es gibt ein By € B(R™) mit By N By = () und PX' (B, U B,) = §,. Daraus folgt
auch, dass PX(By U By) > §; bzw.

P¥(BiUBy) 4

B UR) 5 Y0+ (5.9)

Damit steht (5.9) im Widerspruch zur Definition in (3.20), woraus in diesem Fall (5.8)
folgt. Angenommen, die Verteilung von X/ hat einen Tridger mit Lebesguemafl 0, und
P*(c) =4 > 0 fiir ein ¢ = (¢, ..., ¢,) € R™. Dann folgt

PX/(c) = P(X:/L =, ,X;L = Cn) = P(X]i = Cl) .. P(X;L — Cn)
> PX(¢)--- PX(0)
=0" >0,

womit (5.8) bewiesen ist. Also gilt (5.7) auch unter der Voraussetzung, dass
P(||F] — F||s > €) = 0, woraus (5.2) folgt. O

Mit Lemma 5.1 kann ein Glivenko-Cantelli-Satz fiir abhéngige Zufallsvariablen gezeigt

werden.
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Theorem 5.2 Sei X = (X1, ..., X,,) wie in Lemma 5.1, und es gelte

P(X) < p(n)Vn €N, (5.10)
wobei p(n) ein beliebiges Polynom mit p(n) > 0 Vn € N ist. Dann folgt

|Fy, — F|loo — 0 fiir n — oo fast sicher. (5.11)

Beweis. Die Beweisidee unterscheidet sich im Grunde nicht von der des klassischen
Glivenko-Cantelli-Satzes. Dafiir wird die Dvoretzky-Kiefer-Wolfowitz-Ungleichung
(DKW) aus Dvoretzky et al. (1956) verwendet. Die Terme P(||F,, — F|lo > ¢) fal-
len mit steigendem n sehr schnell , d. h. wegen Lemma 5.1 und der DKW-Ungleichung
gilt Vn € N, Ve > 0

P(|F, = Fllo 2 €) < (1 4+ p(n)) P(|F}, = Flloc = €)

(5.12)
< O(1 4 p(n)) exp(—2€*n) fiir ein C' € Rx,.

Die Folge C(1+p(n)) exp(—2¢*n) konvergiert mit steigendem n gegen 0, woraus die sto-
chastische Konvergenz von || F;, — F||» gegen 0 folgt. Die Terme C(1+p(n)) exp(—2€*n)
summieren sich iiberdies fiir jeden Wert € > 0 iiber n € N zu einem endlichen Wert, die
Terme P(||F,, — F||oo > €) demnach ebenfalls. Nach dem 0-1-Gesetz von Borel-Cantelli
folgt daraus

|F, — F|loc — 0 fiir n — oo fast sicher. (5.13)

O

Bemerkung 5.3

a) Theorem 5.2 lasst sich problemlos auf eine Vielzahl weiterer Normen und Pseu-

donormen verallgemeinern. Wird fiir Verteilungen F,G auf R und fiir eine VC-

Klasse C C B (vgl. Definition 7.1)
|F = Gl == sup [F(C) — G(C)| (5.14)
cec

gesetzt, dann liefert eine kombinatorische Betrachtung im w.i.v.-Fall statt der

DKW-Ungleichung die Ungleichung

P(||E — Fll¢ > €) < p'(n) exp(—2€n) (5.15)
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b)

fir ein Polynom p' (vgl. Pollard (1984), Chapter II). Wird diese Ungleichung
wie im Beweis von Theorem 5.2 mit Lemma 5.1 (entsprechend fir || - ||c abgedn-
dert) kombiniert, so resultiert dies wieder in fast sicherer Konvergenz (unter den

Bedingungen von Lemma 5.1), also

|F, — Fllc — 0 fiir n — oo fast sicher.

Im weiterem Verlauf soll aber weiterhin die Supremumsnorm betrachtet werden.

Aus der Ungleichung (5.12) kann direkt

|Fy — Flloo = 0p(n™) fiir jedes o < 1/2 (5.16)
abgeleitet werden, nicht aber

|F = Flloo = Op(n~'/?). (5.17)

Die Relation (5.17) gilt, wenn das Polynom p in Theorem 5.2 durch eine nicht

negative, beschrinkte Funktion ersetzt wird.

Wird das Polynom p aus Theorem 5.2 durch
aj exp(agn®) mit ay,as € Rsp, a < 1 (5.18)
ersetzt, dann gilt weiterhin

|F, — Flloo — 0 fiir n —> oo fast sicher. (5.19)

Eine Rechnung wie oben liefert die Konvergenzrate

|EFy — Flloo = 0p (n%) fiir jedes < a. (5.20)
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d) Der Wert « in c¢) kann i. A. nicht mehr erhoht werden: Wird oo = 1 erlaubt, dann
erfillt die Folge von (stark) abhingigen Zufallsvariablen X1 = Xo = ... = X,, mit
X1 ~ Bin(1,1/2) die Ungleichung

exp(In(2) n) .

5 (5.21)

P(X) <

Es ist aber in diesem Fall offensichtlich, dass ||F,, — F||c #— 0 fiir n — oo.

In vielen Situationen erscheint es plausibel, dass die Abhéngigkeit von Zufallsgrofien
mit zeitlichem Abstand abnimmt. Dazu soll der m-dependence Fall aus Definition 3.12

betrachtet werden. Hierfiir wird folgendes Lemma benétigt:

Lemma 5.4 Seien x1, ..., z, reelle Zahlen, N := {1,...,n} und Ny, ..., N, eine disjunk-
te Zerleqgung von N, d. h.

N=NUN,U..UN,,. (5.22)

F, bezeichne die empirische Verteilungsfunktion der Punkte (x;)icn, und F eine Ver-

teilungsfunktion auf R. Dann gilt:

| VA
N[

[N

|
| En, — F|| 4+ .. + —
[N

[Fn = F|| < [ (5.23)

fiir jede Norm ||-|| auf dem Raum der Verteilungen auf R, wobei mit |N| die Kardinalitdit
der Menge N bezeichnet wird.

Beweis. Der Beweis wird hier nur exemplarisch fiir eine disjunkte Zerlegung N = N; U
Ny gefiihrt:

I = 1 = | g (M1 + 1Nl = (130 + 1D )|
1
— g I, — INGIF + [l — V]
< M| [ V2|
Fy, — F Fn, — F||.
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Theorem 5.5 Die Folge (X;)ien sei m-dependent (vgl. Definition 3.12), so dass die
Folgeglieder X; die gleiche Verteilungsfunktion F' auf R besitzen. Dann gilt

|Fn — Flle — 0 fiir n — oo fast sicher, und (5.24)

|E, — Flle = Op(n=/?). (5.25)

Beweis. Zunichst wird folgende disjunkte Zerlegung von N := {1, ...,n} gebildet:

Ny ={1,14+m,1+42m,...,1+ kym} mit ky := max{k, 1 +km € N},
Ny :={2,24+m,2+2m,...,2 + kom} mit ko := max{k, 2+ km € N},

Ny = {m,m +m,m+ 2m,....m + k,m} mit k,, := max{k, m + km € N}.

Nach Voraussetzung sind {X;}en, fiir jedes j € {1,...,m} unabhéngig identisch ver-

teilte Zufallsvariablen. Ferner wird noch

m' = max {1 /INTH ™ (5.26)

-----

definiert. Da || N;|—|N;|| < 1Vi,j € {1,...,m}, gilt auch [m—m/| < 1. Eine Anwendung
von Lemma 5.4 und der DKW-Ungleichung ergibt

| N1 | Non|
P(|Fy — Fllooc 2 €) <P Fy, — Flloo + ... Fy —Fllx >

H
m
il

P (LB~ Pl ot S, Fll > )
m

max {||FN — Flloo} > e)

jefl,..

Fn, — FHOO > € oder...oder —,HFNm — Flloo > e>
m

m'e
< — >

2.2

<m Cexp <—2m 5
m

[n/m]) fiir ein C' € Ry,

da |N;| = [n/m] + 1 oder |N;| = [n/m] ist. Dabei wurde die Notation [t] := min{n €
Z, n >t} verwendet. Diese Ungleichung impliziert (5.25) (dazu kann e durch e/n'/2
ersetzt werden) und mit dem 0-1-Gesetz von Borel-Cantelli auch (5.24). O



44 Konsistenz bei Abhéngigkeit

Theorem 5.5 lésst sich mit der selben Beweisidee verallgemeinern. Statt m-dependence
wird nun a-mixing betrachtet. Um Theorem 5.2 und Theorem 5.5 zu beweisen, wurde
der Abhéngigkeitsfall im Wesentlichen auf den bekannten Fall der Unabhéngigkeit zu-
riickgefithrt. Um eine Verallgemeinerung von Theorem 5.5 zu erhalten, wird fiir diese

Strategie folgendes Lemma bendotigt.

Lemma 5.6 Sei X = (Xi,...,X,,) wobei X; reellwertig sind und die gleiche Vertei-
lungsfunktion I haben. Seien n,m € N mit m < n, und N; fir j = 1,...,m wie im
Beweis von Theorem 5.5. Ferner sei X° 1= (Xi)ien, fiir ein j, und X eine u.i.v.-Kopie
der Zufallsvektors X°, und Fyo, Fxo, ... bezeichnen die empirischen Verteilungsfunkti-

on der Zufallsvektoren X°, X, .... Dann gilt
P(|Fxo = FIl > ) < P|Fyo = Fl| > &)+ [n/m] ax (m) (5.27)

falls X° die Linge [n/m] + 1 hat, und

P(IFyo— Fll 2 ) < P(IFyw — FIl 2 )+ (n/m] 1) ax(m)  (5.28)
falls X° die Linge [n/m] hat.

Beweis. Nach der Definition der Partition der Indexmenge N = {1,...,n} in die
Teilmengen Nj, j = 1,...,m haben die Zufallsvektoren (X;)icn, entweder die Lange
[n/m] 41 oder [n/m]. Sei (X;)ien, von der Léange [n/m]+ 1. O.B.d.A sei

(Xi)ien; = (X1, Xim, Xivam, s X14[2]m)-
Zunichst werden folgende Zufallsvektoren definiert:
X0 = (X1, Xt Xigam, oo X1t (2)m)

XY= (X7, Xigm, Xigam, o) Xlﬂﬁ]m)’
X2 = (X1, X s Xiszms oo X1 (2m),

)([%H_1 = (XivX{—i—m?X{-ﬁ-Qm’ Y {-5-[%]771)7

d. h. die Komponenten X; der Zufallsvektoren werden nach und nach durch u.i.v.-
Kopien X! ersetzt, bis X %1 nur noch stochastisch unabhiéingige Komponenten ent-

hilt, also die gleiche Verteilung besitzt wie X' Diese Bedingung wird allerdings bereits
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von X'lm! erfiillt. Nun gilt
P([|[Fxo = Flloo = €) < P(|[Fx1 = Flloc 2 €) 4+ ax(m)
< P(|Fx: = Fllos > €) +2ax(m)

< P([Fyiz = Flloo 2 €) + [n/m]ax(m),
wobei die erste Ungleichung direkt aus Definition 3.19 fiir ax(m) und der gleichen

Uberlegung wie beim Beweis von Lemma 5.1 folgt. Dazu muss lediglich B := {z €
RIV/™AL | By g1 — Flloo > €} betrachtet werden. Es gilt

Die restlichen Ungleichungen folgen aus der Definition von ax(m) und Bemerkung
3.20. Falls nun (X;);en, die Lange [n/m] besitzt, dann fiithrt die gleiche Argumentation

zu

P([[Fxo = Flloo = €) < P([|Fyizim1r = Flloo = €) + ([n/m] = ax(m).

Das néchste Theorem iibertréagt den Fall von m-dependence, wie er in in Theorem 5.5

betrachtet wurde, auf den Fall von a-mixing.

Theorem 5.7 Sei X wie in Theorem 5.5 aber nicht zwangsliufig m-dependent, und es

gelte

ax(m) = O(m™) fiir ein 3 > 2. (5.29)
Dann folgt (wie in Theorem 5.5)

|F, — F|loo —0 fiir n — oo fast sicher. (5.30)

Beweis. Mit Fx/, Fx, ... werden die empirischen Verteilungsfunktionen zu den Zufalls-
vektoren (X7,..., X)), (X1,...,X,), ... bezeichnet. Sei m = m(n) eine Folge mit den
Eigenschaften

m(n) =0(n") mit y <1, m(n)<n Vn, (5.31)
m(n) € NVn, m(n) monoton steigend. '
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Die Zufallsvariablen X4, ..., X,, werden wie im Beweis von Theorem 5.5 aufgeteilt. Dies

liefert wie im Beweis von Theorem 5.5 die Ungleichung

/
P(||Fx = Fllo =€) <m max P (HFNJ, — Fllo > m€> |
<m m

1<y
wobei m' = m/(n) wie in (5.26) definiert ist, und m//m — 1 fiir n — oo erfiillt.

Lemma 5.6 und die DKW-Ungleichung implizieren nun

m'e m'?e?

m max P (HFN]- = Flle 2 — ) <m Cexp (—2 — [n/m]>
+m [2} a(m, X)

m (5.32)

12 2

— Clexp (_zmmj [n/m] + ln(m))

+m [%} a(m, X).

Der erste Summand im letzten Term von (5.32) erfiillt fiir jedes € die Summierbarkeits-
bedingung, wenn m(n) die Eigenschaften aus (5.31) einhélt. Fiir den zweiten Summan-
den gilt
n
m [E] alm, X) = O(n'=9).
Da 3 > 2 und v < 1 beliebig nahe an 1 gewéhlt werden kann, wird v so gewéhlt, dass
1 — By < —1. Damit erfiillt der zweite Summand ebenfalls die Summierbarkeitsbedin-

gung, und nach dem 0-1-Gesetz von Borel-Cantelli folgt wieder (5.30). a

Es gibt noch viele weitere Moglichkeiten, das Glivenko-Cantelli Theorem zu verallge-
meinern. So wird z. B. in Tucker (1959) ein Ansatz aus der Ergodentheorie verwendet
und damit auch ein Glivenko-Cantelli Theorem fiir abhéngige Zufallsvariablen bewie-
sen. Auch fiir unabhéngige Zufallsvariablen gibt es viele Moglichkeiten der Verallgemei-
nerung, indem beispielsweise grofiere Indexmengen verwendet werden, wie auch bereits

in Bemerkung 5.3 a) angedeutet wurde.

5.2 Konsistenz von Schitzerfolgen

Ausgehend von der Giiltigkeit der fast sicheren, gleichméaffigen Konvergenz der empi-

rischen Verteilungsfunktion F;, gegen F' und unter gewissen Verletzungen der u.i.v.-
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Voraussetzung, d. h.

|F, — F|loo —0 fiir n — oo fast sicher, (5.33)

kann das asymptotische Verhalten statistischer Funktionale 7' = T[F},] bei Abhéngig-

keit analysiert werden.

Theorem 5.8 Sei T' : P — RY ein Funktional, wobei P eine Teilmenge der Ver-
teilungen auf R bezeichnet. X = (Xq,...,X,,) erfille die Voraussetzungen aus Theo-
rem 5.2, Fx, Fx: seien wie im Beweis von Theorem 5.7, X; ~ F, und T erfiille die

(Lipschitz-)Stetigkeitsbedingung

IT(G) = T(F)| < L|G = Fl|s fiir ein L >0,V G € P (5.34)
bzgl. einer beliebigen Norm || - || auf R”. Dann gilt
en
P(|T(Fx) = T(Fx))l 2 ) < 2+ p(n))exp | 575 |, (5.35)
2
falls exp (—%) <1/2, und
2e*n
PUIT(Fx) = TR = €) < (14 p(m) exp (~ 2. (5:30

2¢2n

falls exp (— 73 ) <1/2.

Beweis. Zum Beweis von (5.35) wird folgende Ungleichungskette betrachtet, die sich an
einer Stelle auf eine genauere Spezifikation der Konstanten C' in der DKW-Ungleichung
stiitzt. Massart (1990) beweist, dass die Konstante C' = 2 generell gew&hlt werden kann.
Wenn n so groB ist, dass exp(—2¢*n) < 1/2, kann sogar C' = 1 gewiihlt werden. Diese
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Wahl der Konstanten kann im Wesentlichen nicht mehr verbessert werden.
P(|IT(Fx) = T(Fx))| =€)

= P(H(T(Fx) —T(F) = (T(Fx) = T(F))|| = ¢)
PIT(Fx) =TE)[ + [ T(Fx) = T(F)| = €)
PRmax{||T(Fx) = T(F)|,[T(Fx) = T(F)[[} =€)
P(IT(Fx) = T(F)|| = /2 oder ||T(Fx:) = T(F)|| = ¢/2)

< (L+pm)P(LI[Exr = Flloo > €/2) + P(L||Fx' = Flloo > €/2)

= 24 p)P(L||[Fxr = Flloo = €/2)

2 2
§(2+p(n))exp( ;LZ) falls eXp( ;LZ)gl/Q,

wobei die vorletzte Ungleichung aus Lemma 5.1 und (5.34), und die letzte Ungleichung
aus Massart (1990), Theorem 1 folgt. Dies impliziert (5.35). In gleicher Weise folgt auch
(5.36) wegen

P([T(Fx) =T(F))| =€)

< (1 +pm)P(L|Fx = Fllo > €) (5.37)
262n, 2¢2n,
< (1+p(n))exp (— 732 ) , falls exp (— 72 ) <1/2,
womit der Beweis abgeschlossen ist. O

Natiirlich impliziert Theorem 5.8 wiederum die fast sichere Konvergenz von T'(Fx) ge-
gen T'(F') (bzgl. einer Norm || - || auf R”), und es kénnen wiederum Konvergenzraten
fir ||[(T'(Fx) — T'(F)|| ermittelt werden. Zudem liefert (5.37) (nichtasymptotische) Ab-
schétzungen fiir Wahrscheinlichkeiten vom Typ P(||T(Fx) — T(F))|| > €), welche also
auch fiir endliche Stichproben X gelten. Leider ist (5.34) eine sehr starke Forderung.
So existiert beispielsweise kein Lokationsfunktional, welches diese erfiillt. Allerdings
kann ein Satz von der Form Glivenko-Cantelli mittels analytischer Betrachtungen auch
auf eine Reihe von Schétzern bzw. Funktionalen aus der robusten Statistik, wie z. B.
den Median, angewendet werden. Die Konsistenz des Medians unter der Voraussetzung
(5.33) kann direkt gezeigt werden. Diese ergibt sich aber auch aus der Betrachtung der
Klasse der M-Schétzer.

Ein weiteres Beispiel liefert der folgende Lokationsschétzer. Fiir das a-getrimmte Mit-

tel kann unter einigen Voraussetzungen ebenfalls Konsistenz gezeigt werden. Fiir einen
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Wert 0 < o < 1/2 und eine Verteilungsfunktion F* auf R ist das a-getrimmte Mittel
gegeben durch

T[F]:= ! /1aF1(t)dt

1 -2«

(vgl. Huber (2004), Example 3.3). Angenommen die Einschrankung
F:[F'a)—eF'1—a)+e—[a—=6,1—a+d) (5.38)

ist stetig und bijektiv bzw. streng monoton steigend fiir beliebig kleine Werte €, 01, 05 >
0. Fiir T[F] gilt die Identitét

1 F_l(lfoz)
TIF| = tdE(t).
A= g [, TR0

Die Stetigkeit und die Monotonie der eingeschréinkten Abbildung in (5.38) erzwingt

zusammen mit (5.33), dass fiir n — oo gilt:
F 'a) — F(a) fast sicher und
F ' (1—a) — F'(1—a) fast sicher.
Wegen (5.33) konvergiert natiirlich auch die Einschrankung von F,, auf dem kompakten

Intervall [F~'(a) — ¢, F7}(1 — a) + €] fast sicher gleichméBig gegen die eingeschrinkte
Abbildung in (5.38). Zusammen mit der Beschrianktheit der Funktionen F,,, F' folgt

1 Frl(1—a)
Tih] = 1= / t dF,(t)
8] F{l(a)
1 F1(1-a)
12 /1(a) t dF,(t) + o(1) fast sicher
1 F~1(1-a)
~ 1 -9 /Fl(a) tdF(t) +o(1) fast sicher

=TI[F]+ o(1) fast sicher,

und damit die Konsistenz der Schétzerfolge.

Das néchste Beispiel behandelt eine ganze Schétzerklasse aus der robusten Statistik.
Eine Klasse von konsistenten Lokationsschétzern liefert die Klasse der M-Schétzer. Sei
F' eine Verteilungsfunktion auf R und ¢ : R — R eine Funktion. Ein Lokations-M-
Funktional T[F] ist eine Losung der Gleichung

/¢t— dF(t) = 0. (5.39)
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Diese ist nicht immer eindeutig. Falls aber die Losung der Gleichung (5.39) fir die
Verteilungsfunktion F' eindeutig und die Funktion ¢ zudem monoton steigend und be-
schréankt ist, so folgt die schwache Stetigkeit des Funktionals 7" (vgl. Huber (2004),
Theorem 2.6). Unter diesen Voraussetzungen konvergiert also jede Folge von Losun-
gen T'[F,] gegen T[F], falls F,, ~» F. Die Bedingung (5.33) impliziert die schwache

Konvergenz F,, ~» F fast sicher, also impliziert (5.33) auch
T|F,] — T[F] fir n — oo fast sicher,

wenn T'[F,] fiir jedes n € N eine Losung geméf der Gleichung (5.39) ist. Der Median
Med|F| kann beispielsweise als ein Lokations-M-Funktional wie in (5.39) geschrieben
werden, wenn fiir ¢ die Funktion t +— sign(t) gesetzt wird, wobei mit sign(t) die
Vorzeichenfunktion bezeichnet wird. Da die Vorzeichenfunktion monoton steigend und
beschrankt ist, folgt aus (5.33) auch

Med|F,] — Med[F] fiir n — oo fast sicher,

falls Med[F] eindeutig ist.

Hinreichende Voraussetzungen fiir schwache Stetigkeit bei R-Schétzern (vgl. Chapter
3.4 in Huber (2004)) liefert auch Theorem 4.1 in Huber (2004), so dass auch fiir R-
Schitzer Konsistenz unter der Voraussetzung (5.33) gezeigt werden kann.

Das gleiche Argument schldgt fehl, wenn nicht schwach stetige Funktionale wie z. B.
der Erwartungswert betrachtet werden. Dennoch kann unter gewissen Voraussetzungen
auch asymptotische Konsistenz fiir das arithmetische Mittel bei stochastische Abhén-

gigkeit gezeigt werden. Das néchste Kapitel liefert u.a. Bedingungen dafiir.



KAPITEL 6

Asymptotische Verteilung bei Abhingigkeit

In vielen Situationen stellt sich die Frage nach der asymptotischen Verteilung einer
Schétzerfolge. Ein Schétzer bzw. eine Schétzung kann beispielsweise durch die An-
gabe eines asymptotischen Konfidenzbereichs quantitativ bewertet werden. Der klas-
sische Zentrale Grenzwertsatz ermoglicht es, das asymptotische Verteilungsverhalten
von Mittelwerten zu bestimmen. Mit der Delta-Methode kann das asymptotische Ver-
halten vieler weiterer Schétzer ermittelt werden. Andererseits treten viele Schétzer als
Funktionale der empirischen Verteilungsfunktion auf. Es ist naheliegend anzunehmen,
dass das asymptotische Verhalten solcher Schitzer mafigeblich durch die asymptotische
Verteilung der empirischen Verteilungsfunktion mitbestimmt wird. Die asymptotische
Verteilung der empirischen Verteilungsfunktion kann oftmals mittels eines Funktionalen
Zentralen Grenzwertsatzes durch einen Gaufprozess beschrieben werden. Sowohl der
klassische Zentrale Grenzwertsatz wie auch der klassische Funktionale Grenzwertsatz
fiir empirische Verteilungsfunktionen nach Donsker setzen stochastische Unabhéngig-
keit der Eingangsdaten voraus. Dieses Kapitel beschéftigt sich mit den Auswirkun-
gen stochastischer Abhéngigkeit auf Mittelwerte und empirische Prozesse in Bezug auf

asymptotisches Verteilungsverhalten.

6.1 Ein Zentraler Grenzwertsatz bei Abhingigkeit
Es sind eine Reihe von Zentralen Grenzwertsétzen bei Folgen von abhéngigen Zufalls-

variablen X7, X, ... bekannt. Viele solcher Sétze setzen neben Regularitdtsbedingungen

auch Bedingungen an Summen von Kovarianzen zwischen Zufallsvariablen X und Zu-

ol
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fallsvariablen E[X,|o(X})] voraus, die Bedingungen an die Abhéngigkeitsstruktur der
Folge X1, Xs, ... darstellen (vgl. Hall und Heyde (1980), Theorem 5.2). Das folgende
Theorem ist ein hadufig verwendetes Mittel, um Verteilungskonvergenz gegen eine Nor-

malverteilung nachzuweisen.

Theorem 6.1 (Satz von Lindeberg-Feller) Sei X,,;, 1 <i < k(n), n € N, k(n) — oo
ein Dreiecksschema von zeilenweise stochastisch unabhdngigen und reellwertigen Zu-
fallsvariablen, d. h. fiir jedes n € N sind X, 1, Xy, 2, ..., Xy x(n) stochastisch unabhdngig.

Ferner sei E[X,, ;] = 0Vn,i. Wenn fir jeden Wert e > 0 und fiir n — oo

k(n)
> E[M{|X| > e} X2,] — 0 und
=1

k(n)
B[ Xoil < e}X3,] — 1,
i=1

dann folgt fiir n — oo
(Xn1+Xno+ .+ Xogm) ~> N(0,1).

Beweis. Siehe Gnedenko und Kolmogorov (1954), Chapter 4, Theorem 3. a

Zentrale Grenzwertsétze konnen auch unter Beschrinkung der Abhéngigkeiten mittels
Abhéngigkeitskoeffizienten bzw. Abhéngigkeitsmaflen gezeigt werden. Beispiele finden
sich in Hall und Heyde (1980), Corollary 5.1, in welchem Abhéngigkeit mittels des -
mixing-Koeffizienten beschréinkt wird, oder im folgenden Theorem, bei dem die Abhén-
gigkeit durch den maximalen Korrelationskoeffizienten aus Definition 3.15 beschrankt

wird.

Theorem 6.2 Sei X; : (2, A, P) — (R,B(R)), i € Z, eine stationdre und ergodi-
sche Folge von reellwertigen Zufallsvariablen (vgl. Kallenberg (2002), Chapter 10) mit
E[X;| =0Vi € Z. Sei S, := Y 1 Xi, und es gelte o2 := Var[S,] — oo. Fir einen
Wert § > 0 sei E[|X;|*™] < co Vi € Z, und der mazimale Korrelationskoeffizient p(n)

konvergiere fiir n — oo gegen 0. Dann folgt

& ~» N(0,1).

On
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Beweis. Siehe Hall und Heyde (1980), Theorem 5.6. O

Es wére wiinschenswert, die Beschrénkung der Abhéngigkeit, wie sie in Theorem 6.2
durch die Bedingung p(n) — 0 gegeben ist, weiter abzuschwichen, und dennoch
asymptotische Normalitdt der Summen der Zufallsvariablen X, X5, ... zu erhalten. Die
Konvergenz p(n) — 0, wie in Theorem 6.2 gefordert, ist nach Lemma 3.17 eine stérke-
re Voraussetzung als x1(n) — 0. Das néchste Theorem liefert einen Zentralen Grenz-
wertsatz unter der schwécheren Voraussetzung, dass k1(n) — 0. Dafiir wird allerdings
ein Preis in Form einer Bedingung an die Folge (¢27)~1E[|S,|**9] fiir einen Wert § > 0

gezahlt.
Theorem 6.3 Es seien folgende Voraussetzungen erfillt:

i) (Xi)iez mit X; : (2, A, P) — (R,B(R)) ist eine reellwertige, stationdre Folge

i) o/n = E[S?]/n — 0% € Rug mit S, == > 1 Xi,
iii) k1(n) — 0,

i) 36,s,t > 0, s,t < 1 und IA,,, so dass E[|S,|*"] < A,020, und A, erfiille die
Bedingungen A, < oo ¥n € N, AY® = o(k1([n*=*])~) und A = o(n®/?).

Dann folgt
Sn

m ~ ]V(O7 0'2).
Dariiber hinaus ist die Bedingung >, , |E[X1Xi]| < oo hinreichend dafiir, dass
E[S2]/n fiir n — oo konvergiert und der Grenzwert o durch
o’ =Y E[X1 Xy
keZ

gegeben ist.

Beweis. Der Beweis ist stark angelehnt an den Beweis des Theorems 5.6 in Hall and

Heyde und baut auf der Blocktechnik von Bernstein auf. Diese Beweistechnik ist auf
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die Arbeit von Bernstein (1927) zuriickzufiihren. Zunéchst sollen fiir n € N einige

Zahlenfolgen definiert werden. Sei w(n) > 0 eine monotone Nullfolge, die so schnell

gegen 0 konvergiert, dass
A¥w(n) = o(1), n**w(n) — oo.

Zur Existenz einer solchen Folge w(n) wird

N|=

w'(n) := !
-\ n2max{AY°,C}

fiir eine beliebige Konstante C' > 0 betrachtet. Es folgt

w'(n) < (ﬁ) ~ (1) und

s / n*/?
n*?w' (n) = ——— 7
max{A; ", C}

N

v

Dariiber hinaus gilt

n*/2max(AY°,C)

A2/ (n) < i w'(n)
<n5/2 max (A7, C’)) :
- ns/2

N

AV e Y
— (max{—nsm,m =o(1).

) ns/2 % ns/2 %
() ()

(6.1)

Die Folge w(n) := sup,,, w'(k) erbt die asymptotischen Eigenschaften der Folge w'(n),

erfiillt also (6.1), und ist monoton fallend. Seien
() o= 2 (] + 0P,
) = max (=
o 2459 1)

l—s]

)

q(n) == [n
k(n) := max{k € N, k(p(n) +q(n)) < n}.

(6.2)
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Die Summen S,, = Y | X; werden in Blocke zerlegt, bestehend aus der Summe U; :=
X1+ ...+ Xy der ersten p(n) Summanden, der Summe Vi := X401 4 ... + Xpm)4qm)
der néchsten ¢(n) Summanden, der Summe der néchsten p(n) Summanden usw. Dies

fithrt zu folgender Darstellung von Sy,:

p(n) 2p(n)+q(n)
S, _ZX + Z X + > X
i=p(n)+1 —p(n)+q(n)+1
k(n) (p(n)+4(n))
+ ...+ Xi + R,

=k(n)p(n)+(k(n)—1)q(n))+

wobei R,, aus der Summe der restlichen Summanden besteht. Die Beweisstrategie bei
der Blocktechnik beruht darauf, dass unter giinstigen Voraussetzungen aus der Sum-
me S, ein Teil der Summe (hier Zfﬁz) Vi + R,,) weggelassen werden kann, ohne dass
sich das asymptotische Verhalten von r% in Bezug auf die Verteilung &ndert. Auf-
grund der Abhéngigkeitsstruktur, welche erzwingt, dass Summen X, 11 + ... + X1
und X, 01+ ... + Xpigom mit groflem zeitlichen Abstand [ ndherungsweise unabhéngig
sind, werden im zweiten Schritt die Summanden U; durch unabhédngige Summanden
U! approximiert und die Situation damit auf einen klassischen Fall von stochastischer
Unabhéngigkeit zuriickgefiihrt.

Zunéchst wird etwas Vorarbeit geleistet und das asymptotische Verhalten obiger Zah-
lenfolgen untersucht (vgl. auch Beweistechnik in Herrndorf (1984)). Zwischen zwei Zah-
lenfolgen a,, b, gelte die Relation a,, ~ b, :< a,/b, — 1 fiir n — oo. Es wird gezeigt,

dass

Es ist klar, dass r(n) — oo und damit auch A(n) — 0, wobei A(n) > 0 Vn € N

wegen der Anforderungen an w(n). Offensichtlich gilt ¢(n) = [n'~*] — oo. Allerdings
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wichst p(n) mit n wesentlich schneller als g(n). Da ;% < ¢ fiir a,b,c > 0, gilt

q(n) [n' ]

n) ()] a8
P0) - max { [ (4]}

L e = o),

[n
< S
ST

)

womit 1) bewiesen ist. Wegen 1) gilt auch

n

b~ )

und damit folgt 2). Dies hilft, 3) zu zeigen:

k(n)ki(q(n)) ~ p&)’ﬂ(‘ﬂ”))
N n ; rk1(q(n))
n max { [ ligfl)))} ) [ns/%(n))} }
1
= ml(Q(n)))\(n)*l“l(Q(”)) = A(n) = o(1).

Eine eventuelle Nulldivision bereitet hier keine Probleme, da k(n)ri(g(n)) = 0, falls
k1(q(n)) = 0. Als Néchstes wird 4) behandelt:

1@ ~ max{ [m;(gr(:;)q ) {ns/;)\(n)} }

mla) !
max {ﬁ1<[n1—s])1—t, 71(171)} ns/2 max {Kl([nl—S])l—t7 r(ln)}

k1 (q(n)) 1 }

< max ,
> {Rl([n1s])1t ns/2T1n)

= max {/ﬁl(q(n))t, %} = k1(q(n))" + w(n) = o(1).

~ max

(6.3)

Auch hier ist eine eventuelle Nulldivision unproblematisch. Ist k1(¢(n)) = 0, so ist

[%] = 0, und im zweiten Term wird das Maximum von [m] angenommen.
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Aus der Definition von ¢(n) folgt offensichtlich @ ~ n~% und damit

2

2
n \"aq(n) n "
<p(n)> n max { nea(nl 7)) n'”% }

IA

S
-

Il
=
<
[\

Il

Q
—
=

woraus nun 5) folgt.
Die asymptotische Vernachldssigbarkeit des additiven Anteils n1}20' <Zf§}) Vi+ Rn)

von — /2 erfolgt aus einer Betrachtung der zweiten Momente

k(n) 1 2
M2 R E 21:1 ‘/l + R”

" n'/2¢

Es soll nun gezeigt werden, dass M? = o(1). Die Stationaritéit der Folge (X;);cz und
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefern

M} = —E Vi+ Ry,
n 2
no i—1
L[k k(n) k(n)
= — ZEV2+ER2+ZEVV +2ZVR
no
i= i#j

< — (K EWVE + EIRZ + (k(n)* — k) (EIVZ) (BIVE]) +
2k<n><E[W]ﬁ<E[RiJﬁ)

1
2
- + 2k(M)oym o m) -

q(n

wobei ¢'(n) :=n — k(n)(p(n) + ¢(n)) den Summenanteil der Terme R,, représentiert.

Fiir den ersten Summanden gilt

B UL S L S (L)
no2 q(n) no2 p(n) q(n) 2 q(n) p(n
1
~ WUZ o(1) = o(1),

wegen 2) und 1), Voraussetzung ii) und ¢(n) — oo. Nach Konstruktion der Folge k(n)
gilt ¢'(n) < p(n)+q(n). Wegen 1) gilt p(n)+¢(n) < 2p(n) fir hinreichend grofie Werte
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n. Da % — o2 folgt

2
sup o =0 72p(r)
1<2p(n) ! 2p(n)

und damit auch

%) —0 T3p(n) _ T3p(n) 0(1).
2p(n) 2p(n) | 2p(n)

Fiir den zweiten Summanden in der Abschétzung fiir M? gilt wegen 4) und Vorausset-

zung ii)

_ 2p(n) Tapm)
~ no? 2p(n) o)

— 0(1)0(1)0(1) = o(1).

Fiir den dritten Summanden liefern 2), 5) und die Voraussetzung ii)

L g2 1 (n ),
o 0w ~ 22 oy ) 9t
2

~n 1 Tq(n)
7 ot " o)
- ng(n) o2 = ng(n)
o’p(n)? p(n)?
2
_ . qn) = o(1)
p(n)? n
Mit der gleichen Argumentation wie eben gilt (q(n)‘i’;f(’z))l 5 = (q(?)(j‘;zi ()’;)1 = O(1). Fiir

den letzten Summanden liefern 1) und 2)

1 2k(n)
W?k(n)aq(n) Jq’(n) =

D2 (a(n a2 am 9¢'(n)
) P G ) 7 Tata) + ) 72

(a(n)(a(n) +p(n)))"* O(1)

no?
2

i

[ 2
=
=

=R
2
=
S
+
\_/’U
2
N———
=
)
=
—_
~—

Q
no

N N
]

I
| ) Qw| )
S
o
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Zusammengefasst ergibt sich M? = 0(1), und mit der Markov-Ungleichung folgt

Vit Ry
Lo Vit o),

nl/2¢

Also ist dieser Summenanteil von n~'/26~15,, in Bezug auf die asymptotische Verteilung
vernachlissigbar, und es geniigt die asymptotische Verteilung von n=/2¢~1 ng) U; zu
ermitteln. Da die Zufallsvariablen U;, 1 < i < k(n), einen mit n wachsenden zeitlichen
Abstand von ¢(n) haben, ist in Hinblick auf die Voraussetzung iii) zu hoffen, dass die
Zufallsvariablen U; sich zu stochastisch unabhéngigen Zufallsgrofien dhnlich verhalten
und durch solche in angemessener Weise approximiert werden konnen. Diese Uberle-
gung soll iiber die Betrachtung der charakteristischen Funktion von n~1/2¢~1 Efﬁ? U
prézisiert werden. Seien U/, 1 < i < k(n), stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen,

so dass U; und U/ fur i = 1, ..., k(n) die gleichen Verteilungen besitzen. Sei ¢ € R und
g R— C, ¢(x)=exp(itz) = cos(tx) + isin(tz),

wobei 7 € C hier die imaginéire Einheit mit > = —1 bezeichnet. Fiir eine reellwertige

Zufallsvariable Z ist die charakteristische Funktion von Z definiert durch

p(Z,1) = Elg:(Z)].
Als Néchstes soll gezeigt werden, dass sich die charakteristischen Funktionen von

k(n k(n
Ziil) Ui und Ziil) Ui/

n1/20— n1/20-

asymptotisch nicht unterscheiden. Dazu werden die charakteristischen Funktionen von
Summen von abhéngigen Zufallsvariablen und unabhéngigen Zufallsvariablen iiber das
Abhéngigkeitsmafl x; in Relation zueinander gebracht. Wie die folgende Rechnung
zeigt, gilt fiir reellwertige Zufallsvariablen X, Y

() = |Elg(X)g:(Y)] = Elg:(X)]Elge(Y)]| < 2([t] V s (oY), X). (6.4)
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Da die Betragsfunktion | - | konvex ist, liefern die Jensen-Ungleichung und die Eigen-

schaften bedingter Erwartungswerte die Abschétzung

¢(t) = [E[Elg(X)g:(Y)|o(Y)]] = Elg:(X)]E[g:(Y)]|
= [E [g:(Y) E[g:(X)|o(Y)]] = Elg:(X)] E[g:(Y)]]
= |E[9:(Y)(E[g:(X)]o(Y)] — E[g:(X)]

(E]

+9:(Y)E[g:(X)] — Elg:(X)] E[g:(Y)]
= |E[g:(Y)(E[g:(X)|o(Y)] —

< Ellg(Y)(Elg:(X)|o(Y)] —

Da |g:(z)| = 1 Vz € R, hat der Term ¢,(Y") auf den Erwartungswert in der letzten Zeile

keinen Einfluss und kann weggelassen werden, so dass

Elg.(Y)(Elg:(X)|o(Y)] = Elg:.(X)DI] = E[|(Elg:(X)]o (V)] = Elg:(X)DI] -
Fiir 2 = 21 + iz € C gilt |2| < |21] + |22 und damit
E[[(Elg:.(X)|o(Y)] = Elg(X)DI] < E[|(E[cos(tX)|o(Y)] = Elcos(tX)])]]
+ E[|(E[sin(tX)|o(Y)] — E[sin(¢X)])]] -

Die Summenterme auf der rechten Seite konnen mittels des AbhéngigkeitsmafBes
k1(o(Y), X) abgeschitzt werden durch

(It v DE [|(Jt] v 1) (Eleos(tX)|o(Y)] = Elcos(tX)))|] < (|t]V Dra(o(Y), X)
(It v DE[[(t] v )" (E[sin(tX)]o(Y)] = Elsin(tX)])|] < (t] v D)ra(o(Y), X),
und es folgt
[E[g:(X)g:(Y)] = Elg(X)]Elg:(Y)]| < 2(]t] V 1)1 (0 (Y), X).

Die gleiche Argumentation kann auch mittels jeder anderen o-Algebra M gefiihrt wer-
den (statt o(Y")), insofern die Zufallsvariable Y bezﬁglich M messbar ist. Sei nun
Y = (no?)"1/? Zf(:"l)*l Uj, Y := (no?)~ 1/22 U' und X := (no )*1/2Uk(n). Die
charakteristische Funktion von (ng?)=4/2 3 k" il ) U; ist gegeben durch

p(t,Y +X) = Elg:.(Y)g:(X)],
die charakteristische Funktion von (no?)~'/2 Zf(:"l) U ist wegen der Unabhéngigkeit
der Zufallsvariablen U] hingegen durch

o(t,Y' + (no®)"2Uj) = Elge(Y')] Elgi(X)]
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gegeben. Die Dreiecksungleichung liefert
|Elg:(Y)g:(X)] = Elg:(Y)]Elg:(X)]] < [E[ge(Y)ge(X)] = Elg: (V)] E[g:(X)]|
+ | Elg:(Y)]Elgi(X)] = Elgi(Y)] Elge(X)]]-

Fiir den ersten Summanden liefert die Abschatzung (6.4), die Definition von x1(n) mit
t:=(no?) V%, X := (no®)2X und Y := (no?)"/2Y, dass

|Blge(Y)9:(X)] = Elg: (V) Elge(X)]] = |Blgi(Y)ge(X)] = Elge(¥)] Elgi(X)]]
< 2([t] v Dk (g(n))
=2(((no®) [t V Dra (q(n).
Da |E[¢:(X)]| <1, kann der zweite Summand nach oben abgeschétzt werden durch

|Elg:(V)]Elg:(X)] = Elg: (Y] Elg: (X)) < [Elg:(Y)] = Elg:(Y)]].  (6:5)

Eine genaue Betrachtung des rechten Terms in (6.5) zeigt, dass hier die Situation auf

die urspriingliche Situation zuriickgefithrt wurde, genauer

1Elg:(Y)] = Elg:(Y")]| = |E[g:(T)g:(S)] — Elge(T") E g (S)]|
mit T := (no?)~1/2 Zf(znl)d U;, T" := (no?)~1/? Zf(:nl)d Uj und S := Uy(n)—1. Die glei-
chen Uberlegungen wie oben liefern also
Elgi(Y)] = Elgi(Y)]| < 2(((no®)72]t]) v D)a(g(n) + [ Elgi(T)] = Elge(T")]]
= 2Cnrk1(q(n)) + | Elg(T)] = Elg:(T)]],

wobei C), := ((no?)~Y/2|t|) vV 1. Aus der iterativen Anwendung dieser Argumentation

folgt
> U >0 Uy
@ (ta W —e|t m < 2C,k1(q(n))

(6.6)
+ ... +2Ck1(q(n))

=2C, (k(n) — 1) r1(q(n)).
Wegen 3) folgt, dass diese Terme fiir jeden festen Wert ¢ € R gegen 0 konvergieren.
Nach dem Stetigkeitssatz von Lévy-Cramér (vgl. Billingsley (1995), Theorem 26.3)
konvergieren demnach die Folgen (no?)~1/2 ng U; und (no?)~1/2 Zf(:"l) U} von Zu-

fallsvariablen in Verteilung gegen die gleiche Verteilung, vorausgesetzt dass eine dieser
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Folgen in Verteilung konvergiert. Mit Hilfe von Theorem 6.1 soll die schwache Konver-
genz der Folge (no?)~1/2 Zf(:”l) U gegen eine Standardnormalverteilung gezeigt werden.
Nach Theorem 6.1 sind

k(n)
Z E[1{|(no?
o)
>l

120 > e} (no?) U] — 0 und

)
E[1{|(no®)"?U}| < e}(no®) U] — 1

fiir n — oo und jeden Wert € > 0 dafiir hinreichend. Aufgrund der vorausgesetzten
Stationaritét der Folge (X;);ez und weil U; und Uj die gleiche Verteilung besitzen ist
dies gleichbedeutend mit

k(n)E[1{|(no®)~2U,| > €}(no®)*U?] — 0 und (6.7)
k(n)E[1{|(no®)"?U| < e} (no®)"'U?] — 1. (6.8)

Zunichst soll (6.7) gezeigt werden. Fiir beliebige Werte €, > 0 gilt

B(L{|(n0?) 03] 2 JUF) = BL{|01]° 2 (1200} U7)
= g P 2 (020} n 0 U
1
— (n'/20¢)?
1
= (nl2oe)s

E[{|0* > (n'20¢)’}UF*]
E[U}*].

Wegen der Voraussetzung iv) und weil nach Definition U; = Sy, gibt es ein § > 0 mit

k(n) 1
no? (n'/20¢)?

k( ) A 2+5
55(n1/2 )2+o P(m)Tp(n)

~ n/ b= (U;(: ) (6.9)
(5

n/p p(n >1+5/2
P n

ey

k() E[L{|(no®) U] = e} (no?) U7 < E[S2)

| /\
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p(n)

fir jeden Wert € > 0. Mittels einer Abénderung der Argumentation bei (6.3) kann

abgeschétzt werden durch

20 < sy a(m)) + i)

Sei Al := maxy<, A, die kleinste, monoton steigende Folge mit A/, > A, Vn € N.
Diese Folge erfiillt ebenfalls

A = o(ka([n' =) ™) und AP w(n) = o1)

und liefert

A;{s)lil(p(n))t < Af({f)/fl(q@l))t < Ag/(slil([nl_s])t = 0(]_) und

A w(n) < A w(n) < AZPw(n) = of1),
Demnach folgt

Agwy (D) ?

o (T) = o(1),

und wegen (6.9) ist damit (6.7) bewiesen. Mittels (6.7) kann nun (6.8) gezeigt werden:

k(n)E[1{|(no®)""2U1| < e}(no®)"'UF] = k(n)E[(no®) "' U7
— k(n) E[1{|(no®)"" U] > €}(no®) "' U7
= k(n)E[(no®)"'UZ] + o(1).

Der erste Summand konvergiert gegen 1:

k) Blno?) 03] = " sz 1 = Ko
~n{,f;(;b)p(n)oj—>1

fir n — oo. Damit ist auch (6.8) bewiesen. Nach Theorem 6.1 folgt
(no?)=1/2 Zf(:nl) Uj ~» N(0,1) und damit auch

Sn

— >
nl/2

N(0,0?).

Unter der Voraussetzung, dass Y ., |E[X1Xy]| < oo, kann 02 = lim, .o n 'E[S2]

mit dem Satz von der dominierten Konvergenz ermittelt werden. Dazu wird fiir E[S?]
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eine andere Darstellung benétigt (vgl. auch Bradley (2007), Proposition 8.3). Wegen
der vorausgesetzten Stationaritét gilt E[X;X;] = E[X;X,_i+1] und deshalb

E[S?] = Zn: E[X:X;] = nE[X, X)) + 2E[X1X5] + ... + 2(n — (n — 1)) E[X, X,)]

ij=1

= nE[X,X1] +2 Zn:(n — (k= 1))E[X1.X,]

k=2
=nE[X,:X1] +2) 1{k <n}(n— (k- 1)) E[X1X,].
k=2
Wegen ), ., [E[X1X;]| < oo folgt insbesondere ), -, | E[X1X}]| < oo und

k—1
n

n U E[S?] = E[X1X1] + 2 i 1{k < n} (1 - ) E[X1X,]

< E[Xi X)) +2)  |E[X1X;]| < oc.
k=2

Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz kénnen nun Grenzwertbildung und

Integration (bzgl. des Zahlmafies auf {2,3,4,...}) vertauscht werden, und damit

lim n'E[S2 = lim (E[Xle] + Qi 1{k < n} (1 _ %) E[Xle]>

n——-:aoo n—-—oo

n—-00 n

— BE[X,X,] + 2§: lim 1{k < n} (1 _h 1) E[X1X}]

= E[X1.X1] + 2 i EX: X = ) E[XiX],

k=2 keZ

da die vorausgesetzte Stationaritit E[X;Xs] = E[XiXo], FE[X1X3 =
E[XlX_l], ...,E[Xle_H] = E[Xle_l], 1mphzlert Also fOlgt O'2 = ZkeZ E[Xle],
was noch zu zeigen war. O

Bei Betrachtung von Bedingung iv) in Theorem 6.3 wird deutlich, dass eine konstante
Folge A, = A € Rog mit E[|S,|*"°] < Ac?*® die Voraussetzung iv) bereits erfiillt. Eine
genauere Analyse des Beweises von Theorem 6.3 zeigt aber auch, dass die Voraussetzung
iv) noch ein wenig abgeschwécht werden kann. In Hinblick auf Relation (6.9) und
der unmittelbar folgenden Argumentation muss lediglich A), mit p(n) wie in (6.2)

definiert, die Voraussetzung iv) erfiillen.
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6.2 Ein Funktionaler Zentraler Grenzwertsatz bei Abhéngigkeit

In Donsker (1952) wurde erstmals schwache Konvergenz auf gewissen Funktionenrédu-
men definiert. Dabei wurde das asymptotische Verhalten von Partialsummenprozessen
(vgl. auch Billingsley (1999), Chapter 2) und das asymptotische Verhalten empirischer
Prozesse, die auf der empirischen Verteilungsfunktion basieren, untersucht. Ziel die-
ses Abschnitts ist es, das Konvergenzverhalten allgemeinerer, abstrakter empirischer
Prozesse in Bezug auf schwache Konvergenz zu untersuchen, wenn die Eingangsdaten
nicht stochastisch unabhéngig sind. Dazu soll eine auf der Bernstein-Ungleichung ba-
sierende Beweisidee aus Ossiander (1987) aufgegriffen und auf bestimmte Félle von
Abhéngigkeit iibertragen werden. In Andrews und Pollard (1994) wird, aufbauend auf
einer Maximalungleichung, beispielhaft aufgezeigt, wie die Problematik stochastischer
Abhéngigkeit in Form von a-mixing behandelt werden kann, wobei sich diese Arbeit
auf die Problematik der asymptotischen Straffheit beschrankt. In Doukhan et al. (1995)
wird stochastische Abhéngigkeit iiber eine direkte Approximation an stochastisch unab-
héngige Zufallsvariablen behandelt und anschliefend die Strategie aus Ossiander (1987)
weiterverfolgt.

Die folgende Definition beschreibt empirische Prozesse von der Form wie sie in diesem

Abschnitt untersucht werden sollen.

Definition 6.4 Sei (X;);en eine Folge von reellwertigen Zufallsvariablen, und sei F

eine Klasse von reellwertigen Funktionen, so dass

E[lf(X;)] < coVie NVf e F.

Dann heifit

Gn:F—R, Gu(f):=n'? <— > F(X) - E[f(&)]) : (6.10)
empirischer Prozess auf F.

Der empirische Prozess aus (6.10) kann gelegentlich iiber die Eigenschaft der Linearitét
in natiirlicher Weise auf grofleren Klassen als F definiert werden. Seien a,b € R und

f,g € F. Fiir Funktionen h = af + bg gilt

Go(R) = Gu(af + bg) = aGu(f) + bG(g). (6.11)
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Diese empirischen Prozesse sind zufillige Funktionale, die einer Funktion f einen re-
ellwertigen Wert zuordnen. Die néchste Definition beschreibt eine wichtige Klasse von

Funktionalen.

Definition 6.5 Sei F eine Indexmenge, wie z. B. eine Klasse von Funktionen. Mit

[®(F) wird die Menge der beschrinkten Abbildungen H : F — R bezeichnet. Durch

|1H|[7 == sup{[H(f)|, f € F}

wird eine Norm auf 1 (F) definiert. Dadurch ist auch eine Borel-o-Algebra B auf 1> (F)
gegeben. Sei H eine bzgl. B messbare Zufallsgrofie auf [°°(F). H heif§t straff, wenn es
zu jedem Wert € > 0 eine kompakte Menge K C I®°(F) gibt, so dass P(H ¢ K) < €

qgilt.

Das néchste Theorem gehort zu den wichtigsten Hilfsmitteln, um schwache Konvergenz

von Folgen von stochastischen Prozessen zu zeigen.

Theorem 6.6 Sei (H,)n.en eine Folge von Zufallsgrifen H, : (2, A, P,) —
(I°(F),B), wobei F eine Indexmenge und B die durch die Supremumsnorm | H |

auf I1°(F) erzeugte Borel-o-Algebra ist. H, ~ H und H straff genau dann, wenn

i) (Ho(f1), s Ho(f0)) ~ (H(f1),-..,H(f.)) fir je endlich wviele Funktionen
fiyeees fu € F, wobei (H(f1),...,H(f.)) eine Zufallsvariable in R" ist.

ii) Zu jedem e,m > 0 gibt es eine endliche Partition F*, ..., F* von F, so dass

lim sup P <sup sup |Ho(f) = Ha(g)] ) <.

n—00 i fgeF

Beweis. Siehe van der Vaart (1998), Theorem 18.14. O

Eine Reihe von Funktionalen Zentralen Grenzwertsédtzen werden mittels der Bernstein-
Ungleichung bewiesen. Diese gilt fiir stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen. Das
folgende Theorem liefert eine Ungleichung vom Typ der Bernstein-Ungleichung bei

abhéngigen Zufallsvariablen.
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Theorem 6.7 Sei (Y;)icz eine Folge wvon reellwertigen Zufallsvariablen Y;

(A P) — (R,B(R)) mit E(Y;) = 0Vi € Z. Sei ¢ : N> — R eine Funktion
der Form o(u,v) = 2v oder o(u,v) = a(u +v) + (1 — a)(uv) fir ein a € [0,1]. An-
genommen, es gibt Konstanten K, M, Ly, Lo, u,v > 0 und eine nichtnegative, monoton

fallende Folge (p(n))nen, so dass V1< s <..<s, <t <..<t, git:

‘COU[Y;I U Y;u? Y;ﬁ T Y;va < K2Mu+v—2((u + U)!)V¢(U7U)Q(t1 - 81)7

Y (s +1)*o(s) < L L5 (k)" vk > 0, (6.12)

s>0

E|Y;| < (k) M* vk > 0.

Dann gilt ¥t > 0:

t2/2
P(S, >1t) < exp <_ — / ) |
Bn + Ax a +u+2v+3)/(p+v+2)

wobei Sy, ==Y, + - +Y,, B, eine beliebige Folge mit B, > Var(S,) und

24+M+VK2L
A, =2(KV M)L, <—1 Vv 1) .

B,/n

Beweis. Siehe Doukhan und Neumann (2007), Theorem 1. O

Die Folge o(l) in (6.12) kann wiederum als quantitatives Maf fiir Abhéngigkeit zwi-
schen der Vergangenheit und der um [ Zeitpunkte verschobenen Zukunft betrachtet
werden. Die Terme, in die K, M einflielen, sind zur Normierung wegen der Produkte

Yo Ys, oY, und Yy, -+ - Y, in den Kovarianzen unvermeidlich.

v

Recht dhnliche Bedingungen wie in Theorem 6.7 liefern auch einen Zentralen Grenz-

wertsatz.

Theorem 6.8 Seien (Y;)icz wie im obigen Theorem mit |Y;| < W Vi € Z fir eine

Konstante W > 0, so dass

|CovlYy, -+ Yy, Yy, - Yy ]| < KPMYH2p(u,v)o(t; — s1)
o(n)

und lim —p:OVp>O.

n—oo 1
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Dann gilt

0.2

.o, Sn
lim — = ZE[YlYk] =: 0% < 00 und i N(0,0).

n—soo M
keZ

Dabei sind S,, := Yy + ... + Y, und 02 := Var[S,].

Beweis. Siehe Doukhan und Neumann (2007), Theorem 3 und Remark 5. O

Im weiteren Verlauf wird folgende Notation verwendet.

Definition 6.9 Sei (X;);en eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen und f : R — R

eine messbare Funktion. Sei

FF) = VarlSu(f)] = ~Varlf(X) + .+ F(X,)]

o*(f) = lim oy(f),

n—-auoo

falls die Varianzen und der Limes existieren.

Die folgende Definition wird es erlauben, die Grofle von Teilmengen von Funktionen-
klassen F unter Beriicksichtigung stochastischer Abhéngigkeit quantitativ zu beurtei-

len.

Definition 6.10 Sei ¢ > 0 und (X;)ien eine Folge von Zufallsvariablen X
(Q, A, P)— (R,B(R)). Durch

p(f) = max ((E(F(X0))7)2, (0*(F) + e(ELF(X0)])H)?)

wird ein Funktional definiert, das fiir ¢ = 1 bei stochastischer Unabhdngigkeit der
Zufallsvariablen (X;)ien mit der Norm (E[(f(X1))?]))'/? tibereinstimmt. Seien F und
Fo Klassen messbarer Funktionen f: R — R und | <u € Fy mit p(u — 1) < e. Dann

wird die Menge

[Lu]={feF, I<f<u}
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im Folgenden als e-bracket bezeichnet. Dieses ist offenbar vom Funktional p abhdingig.
Istd : Fo x Fo — Rsq eine Metrik, wobei Fy die Funktionenklasse F enthdlt, so wird

auch die Menge
lul :={feF, I<f<u}

als e-bracket bezeichnet, wenn d(u,l) < €. Die Zahlen

N
N[](€7Fap> = 1Ilf{N, Elllaub'"vl]\fau]\fa F C U[llaul]v p(ll - ul) < 6}7
o (6.13)
N[](E,f, d) = inf {N, Al ug, .l un, F C U[ll,ul], d(ll,u,) < 6}
=1

heifen Uberdeckungszahlen mit bracketing (engl. bracketing number), und werden im

Folgenden kurz als Uberdeckungszahlen bezeichnet. Fiir fo € Fy sei

B :={f € F, d(f fo) <e}. (6.14)

Die Zahlen

N
N(e, F,d) := inf {N, afi, ..., fn € Fo, F C UBfi»E} (6.15)

i=1
werden im Folgenden als metrische Uberdeckungszahlen bezeichnet.

Oftmals wird in Beweisen von Funktionalen Zentralen Grenzwertsétzen die Dreiecks-
ungleichung fiir Normen verwendet. An einigen Stellen wird anstelle einer Norm ein

Funktional von der in Definition 6.10 beschriebenen Form treten. Das folgende Lemma

liefert fiir das Funktional p einen Ersatz fiir eine Dreiecksungleichung.

Lemma 6.11 Seip wie in Definition 6.10 und f, g so, dass p(f),p(g) ezistieren. Dann
gilt

p(f+9) < (1+272)(p(f) + p(9))- (6.16)
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Beweis. Fiir f, g gilt wegen der Dreiecksungleichung

[

o(f+g)= lim n *(Var[S.(f) — Su(=9)])

n—-—auoo

N

< lim n " 2(Var[S,(f)])2 + lim nV*(Var[S.(g)))

=o(f)+o(g)
Daraus folgt

o*(f +9) < *(f) +0°(9) +20(f)o(g).

Die Dreiecksungleichung bei der Lo-Norm und die Definition von p liefern

(BI(f(X1) — 9(X1))?))2 < (B[(F(X0))?)? + (E[(9(X1))*)? < p(f) + plg)-

Fiir a,b > 0 gilt auerdem (a+b)"/? < a'/2+b'/2 und aVb < a+0b. Dies kann kombiniert

werden zu

+
~
2
o)

+ (2(a(f))
< p(f) +p(g) +2"((
< (L+2)(p(f) +p(9)).

Das folgende Theorem zeigt Bedingungen auf, unter denen die in Definition 6.4 be-
schrieben empirischen Prozesse G,, schwach gegen einen Gauf-Prozess konvergieren.
Die in den Prozess GG,, eingehenden Zufallsvariablen X7, X5, ... konnen dabei stocha-

stisch abhéngig sein.
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Theorem 6.12 Sei (X;);cz eine streng stationdre Folge von reellwertigen Zufallsva-
riablen X; == (Q, A, P) — (R,B(R)). Sei ¢ : N> — Ry eine Funktion von der
Form ¢(u,v) = 2v oder p(u,v) = a(u+v) + (1 — a)uv fir ein « € [0,1]. Sei Fy eine
Klasse von messbaren Funktionen f : R — R. Seien J, Ly, Lo, > 0 und (0(n)),>o0

eine Folge, so dass Vs; < ... < s, <t < ... <t, und fir jede Funktion f € Fy gilt

|COU[f(X81) s f(Xsu)7f(Xt1) s f(Xtv)]|

< (A2 T p(u, v)o(ts — s4) und (6.17)
> (s +1)%o(s) < LiL5(k!)" Vk > 0.
s>0

Uberdies erfiille die Funktionenklasse Fy:

i) AW >0, so dass |f| < W Vf € F.

i) Fir fi,..., fu € Fo und t = (t1,...,t,) € R* e # 0 mit c(t1 fi+,,, +tufu) € Fo.
ii1) 3C >0 mit C(f — g) € Fo, falls f,g € Fo.
w) feFy = fI{A} € Fy fiir jede Lebesgue-messbare Menge A C R.

v) Es gelte

a*(f) o(f) .
sup —1=o0(1) wund sup < 00, wobei = := 0.
rero oa(f) rero [ fllso 0

vi) FEs existiere eine Konstante ¢ > 0, so dass fir jedes f : R — R mit f > 0,

o(f) < oo und jede Indikatorfunktion 1{A} gilt:
o*(fI{A}) + c(E[f (X)H{AFX)])* < o*(f) + c(E[f(X1)])*.

Sei s = - und F C Fo, F# 0, so dass

pt2

1

q 25
=(F,p) = Z 274 <Z 1V log(N[](Qk,f,p))> < oo fiir ein qo € N,  (6.18)

9290 k=qo
wobei p wie in Definition 6.10 mittels ¢ > 0 aus Bedingung vii) definiert sei.

Dann folgt:
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a) Gp ~ G, wobei G zufilliges Element (mit stetigen Pfaden) in [°°(F) ist.
Dabei sei die Metrik d auf F gegeben durch

d(f1, f2) := Var|G(f1) — G(fQ)])l/?

b) G ist straffer, zentrierter GaufS-Prozess auf F.

c) Die Autokovarianzstruktur von G ist gegeben durch

CoulG(), Glg) = 5 (VarlG(f + )] ~ VarlG(£)] ~ VarlGlo),
wobei fiir h € Fy gilt:

Var[G(h)] = Y E[(h(X1) = E[M(X)])(A(Xk) — E[h(X)])]

kEZ

bzw.

CoulG(f), Clg)] = 5 3 Covlf(X2), 9(X0)] + Covlf(X1), 9(X1)]

kEZ

Beweis. Der Beweis des Theorems 6.12 ist stark angelehnt an die Beweise von Lem-
ma 19.33, Lemma 19.34 und Theorem 19.5 in van der Vaart (1998) und stellt eine
Ubertragung des in van der Vaart (1998) behandelten Falls bei Unabhingigkeit auf
den Abhéngigkeitsfall dar. Nach Theorem 6.6 ist zum einen die Verteilungskonvergenz
aller Randverteilungen von G, also die Verteilungskonvergenz der Zufallsvariablen
Gn(f1),...,Gu(f,) mit f; € F und zum anderen die Eigenschaft ii) in Theorem 6.6
zu zeigen. Die Stetigkeit der Pfade von G geht dann unmittelbar aus Lemma 18.15
in van der Vaart (1998) hervor. Als erstes wird die Verteilungskonvergenz der Rand-
verteilungen der Prozesse G, behandelt. Aus Remark 3 in Doukhan und Neumann
(2007) geht die Verteilungskonvergenz der eindimensionalen Randverteilungen hervor,
also G,,(f) ~ N(0,0%(f)) Vf € Fo. Seien nun fy, ..., f, € Fo, und ¢y, ..., t, € R belie-
big. Dann gibt es nach Voraussetzung ii) ein ¢ # 0 mit ¢(t; f; + ... + tufu) € Fo, und
damit folgt nach Remark 3 aus Doukhan und Neumann (2007) und wegen (6.11)

cGn(tifi + ... +tufu) = Gulc(tifr + ... +tufu))
~ N(0, 0% (c(tifi1 4 .+ tufn))).
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Offensichtlich existiert mit o?(c(tifi + ... + tufy)) auch o?((t1fi + ... + tufu)) =
c20%(c(tifi + ... + tufu)), und daraus folgt wieder mit (6.11)

~ N(0702(t1f1 + ...+ tufu))

fiir beliebige ¢4, ...t,, € R. Nach dem Satz von Cramér und Wold (vgl. Billingsley (1995),
Theorem 29.4) folgt, dass (G,(f1), ..., Gn(fu)) asymptotisch multivariat normalverteilt
ist, also in Verteilung gegen eine normalverteilte Zufallsvariable (G(f1), ..., G(f.)) kon-
vergiert. Offensichtlich ist der Erwartungswert von (G(f1), ..., G(f.)) der Nullvektor 0
bzw. 0. Um die Verteilung von (G(f1), ..., G(f.)) zu identifizieren, muss noch die Kova-
rianzstruktur ermittelt werden. Seien f, g € Fy. Die Folgen G, (f+¢) und G,,(f)+G,(g)
besitzen trivialerweise die gleiche asymptotische Verteilung. Demnach besitzen G(f+¢)
und G(f) 4+ G(g) die gleiche Verteilung. Die Betrachtung von Var[G(f + g)] liefert

Cov[G(f),G(9)] = 5 (Var|G(f + g)] = Var[G(f)] = Var[G(g)])

(*(f +9) = o*(f) —o°(9)) -

NSRS NN

Nach Doukhan und Neumann (2007), Remark 3, konnen fiir h € Fy die rechten Terme

beschrieben werden mittels
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und damit ist
Coul(), G(g) = 3 (VarlG(f + g)] - VarlG()] - VarlG(9)])

= 5 3" Corl(f +9)(X0), (f + 9)(X0)

kEZ

- % S (C’ov[f(Xl), F(Xp)] + Covlg(Xy), g(Xk)])

keZ

= 2 3 (ConlF(X0), g(X0)] + Covlg(X), £(:))

kEZ

+ % Z (Cov[f(Xl), J(Xe)] + COU[Q(Xl)’g(Xk)D

kEZ

— EZ Cov[f(X1), f(Xk)] + Covlg(X1), g(Xk)]
2

kEZ

LS (Conl(x1),050] + Conlg(X1) £(30).

keZ

Es steht noch aus, die Eigenschaft ii) aus Theorem 6.6 nachzuweisen. Dazu soll die

exponentielle Ungleichung, die das Theorem 6.7 liefert, auf die Folgen G, {ibertragen

werden. Wird anstelle einer Funktion f die Funktion ﬁ mit f € Fy eingesetzt, dann
gilt:
’CO’U |:f(X51) .. f(XSu>, f(th) .. f(Xtv):| ’
Iflloe Wfllee " Mflle 11 flloo
= T [Cov [f(Xs,) -+ F(Xo), f(Xy) - f(Xe )] (6.19)
J 2
S ( U(f)) J“’+U_2<p(u,v)g(t1 . 81).
1/
Mit
Dy := sup 2LyJ ( o(f) V 1) und
JeFo 1/l
D2 = 24+“L1J2
sel nun

441 202(f)
o(f) 27 LI
Ay =20 J | - V|| —— =V
’ (IIflloo )( )

a*(f)
<Dy (D%z<f> v 1)'
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Wegen der Voraussetzung v) gibt es Zahlen N; € N und A < oo, so dass A, < A fiir
n > Np und jedes f € Fy. Des Weiteren folgt aus v), dass es Zahlen B > 0, Ny € N
gibt, so dass

o2(f) < Bo?(f) fiir jedes f € Fy und ¥n > Ns.

Dabei sind b, N, von der Wahl der Funktion f unabhéngig. Im Folgenden sei N := N; V
Ny. Mittels Theorem 1 aus Doukhan und Neumann (2007) und wegen o2(cf) = 202 (f)
folgt fiir jedes n > N

. (Sn<f) — E[Sa(f)] 5, x)

= (5 (i) ~# 15 (o)) = e

z2
2[|fllZem~"

_Var [Sn <m)} + A3 (W)2_s

x2/2
T VarlSa(HIIfIZn! s 22 —°[|f[Zn?
i + A

< exp

< exp

. ( 2?/2 )
=exp| — .
P\ R+ Al

Insbesondere kann das in den Voraussetzungen zu Theorem 1 aus Doukhan und Neu-
mann (2007) auftretende v gleich 0 gesetzt werden, weil die Funktionen f € Fy wegen
Voraussetzung i) betragsméfig durch eine Konstante W nach oben beschriankt sind.

Da die Voraussetzungen in Theorem 1 aus Doukhan und Neumann (2007) fiir die Zu-
fallsvariablen —Y; gleichermaflen gegeben sind, kann die gleiche Argumentation auch

fiir die Funktion —f angewendet werden. Diese Uberlegung fithrt zu

PGz )= p (-2

<e — x2/2
= P\ T2 () F A flln
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fir n > N. Diese Ungleichungen koénnen miteinander kombiniert werden. Die

Bonferroni-Ungleichung und die Voraussetzung v) liefern fiir n > N

PG|z 0) < p (ZZ T )

L (_Sn(f) S LUIE

z?/2
<209 (773 As||f||zon-s/2x2—s> (6:20)

<92 2/2
ex —
= 2P T BA2(f) + A fllson a2

22
=2exp | — ,
P ( bf + afn5/2x25>

wobei by := 2Bo?(f) und ay := 2A°%||f||5,. Der rechte Ausdruck enthélt noch beide
Terme by, ar, was die Handhabung der Ungleichung (6.20) erschwert. Daher wird die

Zufallsgrofie G, (f) additiv zerlegt. Eine Zerlegung mittels Indikatorfunktionen

Af = Ga(f)1 {|Gn(f)| ~ (QAflﬁ‘]S(?‘s/Q) 2}
= Gu(f)1 { (an s/2> }’
2Bo?( 7
By = Gyn(f)1 { 2A%| f||son 8”) }

= Gu(f)1 { (afn 5/2) }

liefert G,,(f) = Ay + By. Fiir 2275 > # folgt mittels (6.20)

(6.21)

e
—2ewp (-ay ).
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Falls umgekehrt 0 < 227° < af:f 73, so folgt
22
P(|G, >z) <2 —
160 > ) < 2080 ()
2
<2exp | — * >
by + afn—s/2 afnfs/g

ZL’Q
=2 - .
exp( Qbf)

Dies ist gleichbedeutend mit

11
, (6.22)
Xz
P(|Bf| >z) <2exp | — | .
2%,

Ziel ist es nun, mittels obiger Resultate fiir Erwartungswerte der Form

Elmax |A]] und Elmax|By]]
feF feF

fiir endliche Funktionenklassen F eine Abschéitzung zu finden, die mit der Kardinalitat

| F| der Funktionenklasse nicht zu schnell wéichst. Fiir 0 < s < 1 sei
bo Roo — R, 1,(2) = exp(a®) — 1

Des Weiteren sei 9/, die kleinste, konvexe Funktion, so dass v, (x) > th,(z) V2 > 0. Eine
analytische Betrachtung zeigt (unter Verwendung von 0 < s < 1), dass es eine lineare

Funktion L und eine nur von s abhéngige Konstante D(s) > 0 gibt, so dass

da(2) L(z) fir 0<a < D(s) < C(s) fir 0<az<D(s)
s\&U) = >
Y(z) fir x> D(s) W(x) fir x> D(s)
fiir eine nur von s abhingige Konstante C(s). Sei (a')* := 4an~*? > 0. Wegen

Lopy(x) = sexp(z®)x®~" und mittels der Abschitzung fiir P(|A;| > ) in (6.22) und
dx !

wegen des Satzes von Fubini gibt es eine von der Funktion f unabhéngige Konstante
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Cy > 0 mit

B [0, (1451/a)] < C(s)+ B[ {|44l/a" > D(s)} i, (1Al /)
< C(s) + B [, (|4g)/a)]

|Afl/a’
/ sexp(t*)t*Ldt
0

=C(s)+ sE UOOO 1{t < |Ay|/a’} exp(ts)ts_ldt}

=C(s)+FE

o (6.23)
:C(s)+s/0 P(A| > ta') exp(t*)t*\dt

<C(s)+ /Oo2e __(ta) exp(t*)t*1dt
<C(s)+s i Xp Sagn 7 Xp
< C(s) +2$/ exp (—2t°) exp(t°)t* 1 dt
0
< CA < 00,

wobei das letzte Integral wegen s > 0 endlich ist. Ist F C Fy eine endliche Teilklasse,
dann folgt aus (6.23) mittels der Jensen-Ungleichung

oo (B [maxlasi/e] ) < 0. (B fmaxiaiyo])
< £ |4 (max|a/a' )
< B |34 (4 l/)

feF
< CylF).

(6.24)

Die inverse Funktion von ), ist streng monoton steigend und gegeben durch ¢;1(t) =

(log(1 + t))"/*. Die Anwendung der Funktion ¢~ auf Ungleichung (6.24) und die De-

finitionen von o’ und ay liefern

4
feF ns

o =

<ma;<af)i <log(1 + cA|J%|))i

ferF
41/s : RS
S i (QAS max ||f||io) (log(l + (JA|]-"|)> (6.25)
feF
81/ A

1
s

= 2 I?ea}g( £ lloo (log(l + CAU:D)
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Eine analoge Abschéitzung ist auch fiir £ [max re7 | B ¢|] moglich. Dazu wird die konvexe

Funktion
Uy i Rog — R, ¢hy(x) := exp(a®) — 1,
betrachtet, deren Ableitung durch -Lis(z) = 2z exp(2?) gegeben ist. Sei b’ := 2(by)"/2.

Nochmals mittels der Abschétzung fiir P(|By| > x) und wegen des Satzes von Fubini

gibt es eine von der Funktion f unabhéngige Konstante Cz > 0 mit

|Byl/a’
/ 2t exp(t?)dt
0

_9p UOOO Lt < |By|/H} exp(t2) ¢ dt}

E [ (|Bs| /)] = E

= 2/ P(|By| > tV') exp(t?) t dt
0

o0 7\2

2/ 2 exp (— (t¥) ) exp(t?) t dt
0 2by

4/ exp (—2t) exp(t?) t dt
0

CB<OO.

(6.26)

IN

IN

IN

Wiederum folgt aus (6.26) fiir endliche Teilklassen F C F, mittels der Jensen-

Ungleichung
o (2 |maxl51/0] ) < 2 | (s 10 )|
fer JeF
< B |3 w2 (1B/Y) (6:27)
feF
< Cpl|7F|.

Wird die monotone inverse Funktion von 1, gegeben durch 45 (t) = (log(1 + t))"/?,

auf Ungleichung (6.27) angewendet so ergibt sich

Elmaﬂqu < 4Bmaxo(f) <log(1—|—C’B|.7-:\)>%. (6.28)
feF

ferF
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Die Ergebnisse (6.25) und (6.28) konnen mittels der Dreiecksungleichung zusammen-

gefasst werden zu

B |max G, ()] < £ max|arl| + & [max|5,]
feF feF feF

8!/=A

<~ a1l (1081 + Cal7))
1
2

® =

+ 4Bmaxo(f) (10?;(1 + CB|-7:D>
feF

1 =\ 5
< € (i ol (tox(1 + Cal71) (6.29)

+ maxa(f) (log(1 + Cal7))
feF

1 ~
< € (i max 17 (1 lon(Cal )

+ max o (f) (1 \/log(C'B|JE|)>;) ;

fer

wobei C3, Cy > 0 von F unabhingige Konstanten sind. Mit (6.29) steht eine Maxima-

lungleichung fiir endliche Funktionenklassen zur Verfiigung.
Sei § > 0, F; C Fo mit p(f) <0 Vf € F, und

1

=(F1,p) = 22 q(ZlvlogN[ kO ))25<oo

q>q0 k=qo

fiir ein gy € N. Ziel des nédchsten Abschnitts ist es, mittels Ungleichung (6.29) eine
Abschitzung fiir E[sup ez |Gr(f)|] zu erhalten, wobei i, im Gegensatz zu F in Un-
gleichung (6.29), unendlich viele Elemente enthalten kann. Fiir Indikatorfunktionen

1{A} und Funktionenklassen F; wird im weiteren Verlauf
ElGu(f)ll7 = Elsup |Ga(F)]];
feFs
E|Ga(fI{A}D) |7 := Elsup |Gn(fI{A})]]
JeF;
gesetzt. Weiterhin sei

a(8) := 6 (1 v log(Ny(9, fl,p)))‘i : (6.30)
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Offensichtlich ist a(8) fiir § N\, 0 streng monoton fallend, da die Uberdeckungszahl
Ny(0, Fi1,p) fiir kleinere Werte § monoton steigt. Eine additive Zerlegung von G, (f)
und die Dreiecksungleichung liefern mit (6.11)

E|Gu(Nll7 = El|Ga(fI{W > n'a(6)} + fH{W < n?a(0)})]5,
< B||Gu(fI{W > n'2a(8)})||5, (6.31)
+ E||Gu(f1{W < n'?a(0)})|1 5,

wobei W die Schranke fiir F; aus Voraussetzung i) ist. Die Betrachtung der Ungleichung

G = nm (X3)]

(Z\f D]+ = Z!E )
/2 (EZZIWJH/V) = o'/ 2W

erlaubt folgende Abschitzung fiir den ersten Summanden in Ungleichung (6.31):

E||Gn(f1{W > n2a()}) |7 < ERnY*WI{W > n'/2a(6)}]

(6.32)
= ' PWI{W > n'/2a(5)}.

Fiir jedes feste § > 0 konvergiert der Term E||G,,(f1{W > n'/2a(6)})||#, also gegen
0. Es stellt sich heraus, dass der erste Summand in (6.31) deswegen in asymptotischer
Betrachtung vernachlassigt werden kann. Somit geniigt es, den zweiten Summanden zu

betrachten. Der zweite Summand in Ungleichung (6.31) enthélt nur noch Funktionen
der Form f1{W < n'/2a(§)}. Mit der Definition

Fy = {fI{W < n'2a(5)}, f € Fi} (6.33)

kann der zweite Summand in (6.31) auch geschrieben werden als E||G,(f)|. Die
Funktionenklasse F» erbt auch Eigenschaften der Funktionenklasse F;. Wegen der Vor-

aussetzung iv) ist auch F, eine Teilmenge von Fy. Wenn Mengen der Form
Lul={feF, I <f<u}
die Klasse F; iiberdecken, so bilden die Mengen der Form

aul={feF I'<f<u}
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mit I = [1{W < n'/2a(8)} und o’ = wl{W < n'/2a(8)} eine Uberdeckung von F;. Da

die Monotonievoraussetzung aus vi) zusétzlich
p((u = DWW < n'a(8)}) < plu—1)

impliziert, folgt
Ny(e, Fo,p) < Ny(e, Fi,p) Ve > 0.

Die Uberdeckungszahlen von F, sind also nicht gréBer als die von F;. Damit ist
=(Fa,p) < oo fiir ein ¢y € N

auch fir die Funktionenklasse F; erfiillt, vgl. (6.18). Zusétzlich gilt natiirlich |f]| <
n'/2a(6), falls f € F,. Sei qo € N die kleinste Zahl, so dass

1

2a(5) < 27 (1 vV log(]\f[](Q’(qOJrl)),.7:2))_Z

(6.34)
— 2a(2_(QO+1)>'

Wegen der Definition in (6.30) folgt daraus §/2 < 27% < §. Nach Voraussetzung kann
fiir jede natiirliche Zahl ¢ > qo fiir F, eine Uberdeckung

[lqh uq1]7 seey [qu(/17 U‘(IN(;]

gewihlt werden, wobei Ny := Nj(279, F2), so dass p(ug —lg1), .., p(ugny — lgny) < 279
Aus dieser von der Zahl ¢ abhingigen Uberdeckung kann eine von ¢ abhéingige Partition
flir fz

f;’lUUf(;Né:]:Q

konstruiert werden, also eine Folge (in ¢) von Partitionen von F». Im weiteren Verlauf
wird eine Folge von Partitionen erforderlich sein, so dass jedes Element aus der ¢-
ten Partition aus einer (disjunkten) Vereinigung von Elementen aus der (¢ + 1)-ten
Partition besteht. Die obige Folge von Partitionen erfiillt diese Bedingung noch nicht

zwangslaufig, aber eine solche Folge kann konstruiert werden. Fiir ¢ = ¢ sei

o /
fq’lj...’fqué —qu?...’ q,Né'
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Fiir ¢ > ¢¢ kann eine Folge von Partitionen rekursiv definiert werden durch

! !

fq,l; ...,qu\[q - ff]*lvl ﬁ .’/th, "-7fQ*1,Nq71 ﬂ]:q’l,
! !

‘,/t'qfl’]_ qu727 ...,.ﬁ‘qf]”]\]q_1 quz,

! !
Fq_Ll rw.¢.q’]\[é7 ...,Fq_17Nq71 ﬂ quv(/I,

wobei Ny < Ny Ni -+ Nj = N(27%, F;)--- N(27%, F). Diese Folge erfiillt nun auch

q
obige Forderung, d. h. fiir jedes ¢ < N 41 35 < N,, so dass

For1i C Fyje (6.35)

Wenn f,g € [l,u], dann [ < f, g < u, und damit f — g < f — [ < u — [. Offensichtlich
gilt also

[f = g < Agi 1= gy — g, falls fg € Fyy

Zu jeder Menge F,; sei ein beliebiges Element f,; € F,; ausgewéhlt. Durch die Abbil-

dungen
mof = foi und A f = A, falls f e F,,,

wird einerseits jeder Funktion f eine Approximation 7, f zugeordnet. Andererseits wird
jeder Funktion f eine Funktion A, f zugeordnet, die die Differenzen von f und den Funk-
tionen aus der Partition F, ;, zu der auch f gehort, betragsméafiig nach oben beschrénkt.
Im néchsten Schritt werden Funktionen f € F5 in Teleskopsummen so zerlegt, dass die
Summanden der Teleskopsummen aus Differenzen von Funktionen, die in gleichen Par-

titionen enthalten sind, bestehen. Dazu sei

g+1 7%
ag =271 (Z 1V log(N,;)) :

k=qo
Aprf =1{A,f < nl/Qaqo, e Dy f < nl/Qaq_l}, (6.36)
Byf = ]l{Aqof < n1/2aq0, SRVAVERY S n1/2aq_1, A f > n1/2aq},
By f = 1{A,f > nl/zaqo}.

Aus der Definition geht hervor, dass (fiir festes z) entweder A, f(z) = 1 Vg > ¢o, und
damit B, f(x) = 0 Vg > qo gilt, oder es gibt genau ein ¢; > ¢, so dass B, f(z) = 1,
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A f(x) =1VYq < ¢g und A,f(z) = 0 Vg > ¢;. Fiir ein beliebiges ¢ < ¢1 € N kann die

Funktion f — 7y, f geschrieben werden als

f - quf = f - 7Tq1f+ (Wthf _7Tq1—1f) + Tt (7qu+1f - ﬂqof)‘

Dies liefert fiir ¢ — oo

— g f = Z — 7o) Bof + D (mgf — w1 f) A f,
q=qo q=qo+1

da |Tgunf — o1 f| < Apaf < n'%a, 1 — 0 fiir ¢ — oo Yk > 0 und aufgrund
der Summierbarkeit der Folge a,. Mit |f| < g liefern die Dreiecksungleichung und die
Stationaritét der Folge (X;)iez

[eX |<n—1/22|f )| + | ELF (X))
—WZU )|+ B[ f(X0)]]

<n'/? Zg(Xi) — Elg(Xi)] + Elg9(Xy)] + Elg(Xi)]
= Gu(g) + 20" Elg(X5)].

Da |(f —m,.f)Byf| < A,fB,f, kann unter Zuhilfenahme der Dreiecksungleichung und
mit (6.11) damit eine Abschétzung fiir E||G,(f)||# zerlegt werden in

E|Gu(f)ll7 < ElGa(mg )l + EIl Y Gal(f = 70 f)Bof) 7,

9=q0

+ B Z (o f = Tq1£)Ah) |7

q=qo+1

< E||Gul(mg Pl + Y ElGa(Ayf Bof)ll7
a=q0 (6.37)

+ Z%“Q sup B[A, f By f(X1)]

9=q fers

+ Z BlGn(Ag1 fAS) |l 7

g=qo+1

= E1+E2+E3+E4.
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Aufgrund der Voraussetzung iii) sind A, fB,f bzw. A,fA,f in F; enthalten (eventuell
bis auf einen konstanten Vorfaktor C', der von der Funktion f nicht abhéngt). O.B.d.A
gelte C' = 1. Es gibt hochstens N, viele Funktionen A,fB,f bzw. A,fA,f, wenn f

ganz Fy durchlauft, also

{Aaf Bof: | € Fatl, KAGALS, | € Fa}| < Ny (6.38)

Damit ist der Fall einer (eventuell) unendlichen Klasse F, auf Fille mit endlichen Funk-
tionenklassen zuriickgefiihrt. Ungleichung (6.29) hilft nun, die Terme E, und Ej nach
oben hin abzuschétzen. Wegen (6.35) und der Definition der Indikatorfunktion B, f gilt
A fByf <A, 1fB,f <n'%a, , und nach der Definition von A, Voraussetzung vi)
und der Definition von p gilt o(A,fB,f) < p(A,fByf) < p(A,f) < 279 Ungleichung
(6.29) auf den Term FEs angewendet liefert

Ey, <Cy (Z 2 %%__}2( 18qfBqflloo (1V10g(CalNg))>
7=qo

(8,1 B,f) (1 1og(Cay)?

<0 (Z ag1 (1V10g(CaN,))* +27(1V log<CBNq”§> (6.39)

9=q0

w |

00 q _%
< Cy Z 2~ (a=1) <Z 1V log(N,Q)> (1Vvlog(C3) V 2log(N,))

9=q0 k=qo

NI

+Cy Y 277 (1V10g(CF) V 21log(N,))? .

9=qo0

Da N, > 1, gilt

q
1V l1og(C3) V 2log(N,) <1Vlog(C3) V2 Z 1V log(Ny)

k=qo

< (bg(cz‘) v ! \/2) zq: 1V log(N},).

2log(2)  2log(2) =

Da 0 < s < 1 ist, gilt az < aé, falls @ > 1. Somit folgt insgesamt

1

00 q 2s
EQ S 05 Z 271 (Z 1v log(N,;)> < 00

4=qo0 k=qo
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fiir eine Konstante C5 > 0. Damit ist nach Voraussetzung (6.18) der Term Ey < oo fiir
o hinreichend grof. Beim Term F, kann &hnlich vorgegangen werden. Genau wie eben
gilt A1 fALf < nl/Qaq—l und o(Ag_1fAf) < p(AgafAf) < p(Agaf) < 2~ (=1,

Die obige Argumentation fiithrt zu

By < Cy (Z i3 ax [Ag—1fAgfloc (1 V10g(CaN,))*
q4=q0

 mxo(8,-4/4,0) (1 Tog(Ca,)?
o0 a %
< Cy Z 271 (Z 1v log(N,'g)> < 00,
9=q0 k=q0
wobei Cg > 0. Nun wird der Term E; behandelt. Fiir a,, liefert die Definition von a(6)
in (6.30), die Definition von a,, in (6.36), und die Wahl von ¢y durch (6.34)

qo+1 7%
gy = 27 (Z 1V log(N,Q)>
k=qo

> 270 (21 v 10g(Néo+1)))_%

1

272 , _1
Z Té ((1 V log(Nqu))) 2s

Nach Konstruktion von F, (siehe (6.33)) gilt |mg, f| < a(6)n/? < ag,22+'n/2 sowie
(g f) < d. Die Anwendung der Ungleichung (6.29) auf E; = E||G,, (7, f)|| 7 ergibt
wegen 6/2 < 27% (siehe (6.34)) damit

1
B1 < O (ialn e (1 108(CaN)

+ 0(mf) (1 V 10g(CaN,)? )
< €y (2410, (L IoB(CaNy)! + 6(1V 1og(Cay))?)

1
< (0,270 (1 vV log(N;O)) 2s

oo q 3
< Cy Z 271 (Z 1v log(N,'c)> < 00
a=qo0 k=qo
fir eine Konstante C; > 0. Ubrig bleibt mnoch der Term FE; =
3% opl/? SUp re, E[Aqf By f(X1)]. Aus der Definition von B, f geht die Ungleichung

4=4q0
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B,f < 1{A,f > n'?a,} hervor, und damit gilt

”UQ%E[Aquqf(Xl)] < E[ASHAf > nl/zaq}(Xl)]

1/2
/ q

< n1/2&q/ P(AFI{Af > n'2a,} (X)) > t)dt
0
+ n1/2aq/ P(ALfI{Af > n'2a,} (X)) > t)dt

= Tl + T27

da F[X fo (X > t)dt, falls X > 0 fast sicher und X integrierbar ist. Der erste

Summand kann mit Hilfe der Markov-Ungleichung abgeschéitzt werden durch
n1/2aq
T < 0 / P(AF(X1) > n'/2a,)dt

< (n'2a0)*P(A, f(X1) > n'ay)

a)
= (n"a,)* P((A qf(Xl)) > (n'2a,)?)
a)

( 1/2 2( 1/2 q) [(Aqf(Xl»Q]

< p((Agf)?)
< (2792

Fiir den zweiten Summanden liefert die Markov-Ungleichung

Ty = nI/Qaq/ t22P(A A f > n' a1 (X)) > n'/%a,)dt
< nl/Qaq/ t2H2P(ALf (X)) > t)dt

< n'?q, /00 t2 (sup 2P((Af(X1))? > z2)) dt

z>0

<wta, [ 00) P

nl/2q,
1
= ”UQ%E[(Aqf(XD)Q]nTQ%

(279)%,

IN
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also n'/2supsez, E[A,fBf(X1)] < 2= -(27 7)2. Werden diese Resultate fiir eine Ab-

schitzung des Terms FEj3 zusammengefasst, so ergibt sich

Zin/Q sup E[A,fB,f(X1)] < 24

a=q0 fer a=qo

1
= (5 1viosp)” g
_ /
gg 4 72 42 271 E 1V log(Vy)

9=q0 9=q0 k=qo

1
) +1 2s
:8§:2<ﬁ1<§:1ngN“> _4322 24(§:1vng”>

=490 k=qo gq=qo+1 k=qo
o0 q 3
< Cy Z 271 (Z 1v log(N,’c)> < oo
9=q0 k=qo

fiir eine Konstante Cy > 0. Aus den Abschéitzungen fiir die Terme Ey, Ey, Es, E, folgt

o0 q 3
EM%UNbQS«%+C%+C$+O@§:2w(}:1vng@> :
q=q0 k=qo

1

und die Terme 271 (Zk o 1V log(INy )) " sind absolut summierbar. Sei > 0, und sei
0 so klein bzw. ¢’ > gy so gro} gewahlt, dass

— l

E|Gu(f)7 *
§:2q §j1 log(NV1)
(Cs + Cs+ Cr + i) ~ ¢ Vlog(Ny)

1

<§:2q<§:1vngk>

k=qo
< ]
T (C54Cs+ Cr+Cy)’

Damit folgt, dass E||G,(f)|lz < n fir hinreichend kleines § > 0 bzw. zusammen mit
(6.11), (6.32) und (6.33)

ElG.(f)llz < 0+ 202 WL > n'/2a()}. (6.40)

Es gelte weiterhin ohne Einschrinkung, dass in Voraussetzung iii) C' = 1. Bei Betrach-
tung von ii) in Theorem 6.6 fillt wegen G, (f) — Gn(g9) = G,(f — g) auf, dass nicht
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Funktionen f aus F auftreten, sondern genauer Differenzen f — g von Funktionen f, g

aus F. Sei deswegen
Fi:={f=g—h,sodass g,h € F, p(f) <d}.

Als Néchstes ist zu iiberpriifen, dass F; eine Relation wie in (6.18) erfiillt, diese Ei-
genschaft also von der Funktionenklasse F erbt. Wegen Lemma 6.11 gilt p(f + g) <
(1 +2Y2)(p(f) + p(g)). Damit konnen die Uberdeckungszahlen Nj(n, F,p) von F in
Relation zu den Uberdeckungszahlen Ny(n, F1,p) von Fy gebracht werden. Sei n > 0

und

[l ua], oy (I, un, | mit p(u; — 1) <1
eine Uberdeckung von F vom Umfang N,,. Fiir beliebige f,g € F gibt es 7, j mit
L<f<u, und [;<g<u.
Damit gilt auch
li—u; < f—g < u; —1j, also
f—g€lli —uj,ui— 1.
Von den Mengen [l; — u;, u; — [j] gibt es nicht mehr als N7 viele, und wegen
p((ui = 1) = (li = uy)) = p((ui — 1) + (u; — 1))

< (1+2%)(n+n)
=2(1+2Y%)

bilden diese Mengen eine Uberdeckung von F; von einem Umfang nicht gréfer als Ng.

Daraus folgt
2
Ny(2(1 + 22y, Fr,p) < (Ny(n, F,p))
bzw. nach Umskalierung von n

N[](TI?flup) < (N[](C9777-7:7p))27

wobei Cy := (2(1 + 2%/2))7L. Sei ko € N die kleinste Zahl, so dass 2% < Cy, und ¢y so
groB, dass Ny(27%,F,p) > 1. Daraus folgt Nj(Co27, F,p) < N[](Q*(“ko),f,p), und
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mit Cyg 1= 22: 2% sowie qf := qo + ko ergibt sich

1

!

LR

9=q0

q
(Z 1V log(Ny (27", F1,p))
k=qo

9=90

q+ko

q+ko

(k_%-l-ko

— 9259ko Z 9—(g+ko)

9=q0

(Z 1V log((Ny (27 ko) 7 p))?)
( Z 2(1V log(Ny(27%, F,p)))
k=qo+ko

Z 1 Vlog(N[]@ik,fap))

j
;

1

;

2s

oo q
=Cio Y 279 > 1Viog(Ny(27*, F,p))

=95 k=q;

< 00.

Dies gilt aufgrund der Eigenschaften der Logarithmusfunktion und nach Voraussetzung

an die Funktionenklasse F. Der Term wird, wie oben gezeigt, durch die Wahl einer

hinreichend kleinen Zahl ¢ > 0 bzw. einer hinreichend grofien Zahl ¢y € N (bzw.

¢, € N) beliebig klein. Damit ist auch (6.18) fiir F; gezeigt. Nach Voraussetzung kann

fiir jedes 0 > 0 (bzw. g9 € N) die Funktionenklasse F iiberdeckt werden mit disjunkten

Mengen

F'U..UFNo C F,

so dass p(f — g) < 9, falls f, g € F'. Mit der Markov-Ungleichung und mit (6.11) folgt

' _
i fgeFi € L ¢ feer
' -
= —F |sup Sup'\Gn(f—9)|] :
€ | ¢ fgeF?
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Aus f,g € F' folgt f — g € F; und wegen (6.40) auch

1 1
—E |sup sup |Gn(f —g)|] <-E {sup IGn(f)I}
€ i f,geFt € feF
1
= —E|Ga(f)] -

< ! (n+ 20 2PWI{W > a(5)n'/?}).
€

Die Zusammenfassung dieser Resultate liefert

Y

lim sup P <sup sup |Gu(f) — Galg)] 2 ) <

n—->-00 i f,geFi

S

wobei Z fiir jeden festen Wert ¢ > 0 beliebig klein gew#hlt werden kann, wenn nur
9 > 0 hinreichend klein gewahlt wird. Daraus folgt ii) aus Theorem 6.6, und der zweite

Teil des Beweises ist abgeschlossen. O






KAPITEL 7

Anwendungen

Dieses Kapitel behandelt beispielhaft einige Anwendungsmoglichkeiten der in Kapitel
6 gewonnenen Resultate. Die schwache Konvergenz empirischer Prozesse héngt in der
Regel von der Beschaffenheit der Indexmenge ab, auf der die empirischen Prozesse
definiert sind. Dabei spielt die ,,Grofe® der Indexmenge eine entscheidende Rolle. Uber
kombinatorische Betrachtungen liefert die Theorie der Vapnik-Cervonenenkis-Klassen
oftmals einfach nachzuweisende Aussagen iiber Uberdeckungszahlen. Deshalb wird ein
Schwerpunkt dieses Kapitels auf Methoden zum Nachweis der Voraussetzung (6.18) in

Theorem 6.12 gelegt.

7.1 Anwendung des Zentralen Grenzwertsatzes

Zentrale Grenzwertsétze wie in Theorem 6.3 erlauben es, das asymptotische Verhal-
ten des Einstichproben-t-Tests bei Verletzung stochastischer Unabhingigkeit der Ein-
gangsdaten zu untersuchen. Sei (Z;);cz eine stationdre Folge von reellwertigen und
Lo-integrierbaren Zufallsvariablen mit po := F[Z;], und die Folge gegeben durch

X; = Z; — o erfiille die Voraussetzungen aus Theorem 6.3. Sei wie in Theorem 6.3

1 2
o= ( lim —Var[Z,+ ...+ Zn])

n—oo 1,

und S'[Zy, ..., Z,] eine Schétzerfolge mit

S'Zy, ..., Z,) — o in Wahrscheinlichkeit. (7.1)

93
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Mit Theorem 6.3 folgt dann

1/2 Z—MD

Sz 7] N(0,1). (7.2)

n

Die Statistik in (7.2) konnte also fiir einen asymptotisch unverzerrten Test fiir das

Testproblem

Ho:p=po vs. Hy:p# po

verwendet werden, falls eine fiir o konsistente Schétzerfolge wie in (7.1) ermittelt wer-
den kann. Leider scheint es schwierig, eine derartige Schétzerfolge zu finden, die zudem
eine akzeptable Konvergenzrate aufweist.

Es stellt sich die Frage nach dem asymptotischen Verhalten des klassischen
Einstichproben-t-Tests. Angenommen, dass nicht nur die Folge (X;);cz die Voraus-
setzungen aus Theorem 6.3 erfiillt, sondern auch die Folge (Y;);cz, definiert durch
Y; := X? — E[X?]. Zunichst soll das asymptotische Verhalten des StreuungsmaBes

aus (2.2), wie es beim t-Test vorkommt, untersucht werden:

= (Var|Zi])7 + o,(1),

wobei die dritte und die letzte Gleichung mit Theorem 6.3 zu begriinden ist. Aus

Theorem 6.3 folgt zudem

nl/2 Z — o _ 9 n1/27_,u’

S|Zy, ..., Zy)] (VC”“[Zz‘])% . +0,(1) ~ N(0,0°/Var|Z]).

Der klassische Einstichproben-t-Test ist demnach asymptotisch unverzerrt, wenn o? =

VGT[ZZ‘] .
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7.2 VC-Klassen und Uberdeckungszahlen

In diesem Abschnitt soll Theorem 6.12 weiter vertieft werden. Die Hauptschwierigkeit
bei der Anwendung von Theorem 6.12 auf ein konkretes Modell scheint im Nachweis

der Voraussetzungen an die Kovarianzen

Cov[f(Xs,) - f(Xs,), fF(Xy,) -+ F(X3,)]

und im Nachweis der Voraussetzungen an die Uberdeckungszahlen N, 1(e, F,p) zu liegen.
Ansétze zum Nachweis der ersten Bedingung finden sich in Doukhan und Neumann
(2007) bzw. in Doukhan und Louhichi (1999). Die darin beschriebenen Funktionen-
klassen erfiillen jedoch leider nicht die Abgeschlossenheit gegeniiber Multiplikation mit
Indikatorfunktionen, wie in der Voraussetzung iv) der Theorems 6.12 gefordert, und
beriicksichtigen zudem nicht die Terme o(f)||f]|“~2 in (6.17). Der Nachweis der in
(6.17) geforderten Bedingung scheint schwierig zu sein.

Zur analytischen Betrachtung der Uberdeckungszahlen N 1(e, F, p) kann der Begriff der
VC-Klasse hilfreich sein (vgl. van der Vaart (1998), Chapter 19).

Definition 7.1 Sei E eine Menge und D C 2F ein Mengensystem, wobei 2F die Po-
tenzmenge von E bezeichnet. Wenn es ein Polynom p(n) in n € N gibt, so dass fir

jede n-elementige Teilmenge N C E die Relation
{N D, DeD} < pn)

gilt, dann heifit das Mengensystem D eine Vapnik-Cervonenkis Klasse in E bzw. VC-
Klasse.

VC-Klassen wurden erstmals in Vapnik und Cervonenenkis (1971) betrachtet. Es kann
gezeigt werden, dass es entweder ein solches Polynom p(n) wie in Definition 7.1 gibt,
oder dass alle endlichen Mengen N C FE in all ihre Teilmengen durch Bildung der
Schnitte mit Mengen D € D zerlegt werden konnen:

{NND, DeD}=2" VYNCBE, |N|=n.

Mit anderen Worten: Jede endliche Menge N wird im zweiten Fall von D zerschlagen

(,shattered”). Dies ist auch als Sauer’s Lemma bekannt (vgl. van der Vaart und Wellner
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(1996), Corollary 2.6.3). Dieser Sachverhalt ermoglicht es, den Begriff von VC-Klassen

iiber die VC-Dimension zu definieren

Definition 7.2 Seinen E,D wie in Definition 7.1. Die kleinste Zahl n € N, so dass
fiir jede Teilmenge N C E mit |N| = n die Relation

{NND, DeD} <2" -1

gilt, heifst VC-Dimension von D in E und wird mit V(D) bezeichnet. Gibt es keine
solche Zahln € N, so wird V(D) := oo gesetzt.

Nach Sauers’s Lemma ist ein Mengensystem D genau dann eine VC-Klasse, wenn die
VC-Dimension von D endlich ist. Die Definition von VC-Klassen wird durch den néch-

sten Begriff verallgemeinert.

Definition 7.3 Sei X eine Menge und F eine Klasse von Funktionen f : X — R.
Fir f € F heiyfit die Menge

{(,1), f(z) <t} = Dy €2™F
Subgraf von f. Falls das Mengensystem von Subgrafen der Funktionen f € F

{Dy, f € F} = Dr C 2V

eine VC-Klasse in der Menge X X R bildet, so heifit F eine VC-Klasse von Funktionen.
Diese werden im Folgenden kurz als VC-Klassen bezeichnet. Die VC-Dimension des

Mengensystems Dg in X X R wird als die VC-Dimension von F bzw. V(F), bezeichnet.

Es kann gezeigt werden, dass ein Mengensystem D genau dann eine VC-Klasse in F

ist, wenn die Klasse von Funktionen
F:={1{D}: E— R, DeD}

eine VC-Klasse von Funktionen ist. In diesem Fall gilt V(D) = V(F). Demnach kann
jede VC-Klasse als VC-Klasse von Funktionen (bestehend aus Indikatorfunktionen) de-

finiert werden. Einige Zusammenhiinge zwischen VC-Klassen und Uberdeckungszahlen
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konnen in Bezug auf Theorem 6.12 hilfreich sein. Eine Schwierigkeit bzgl. der Anforde-
rung von Theorem 6.12 an die Uberdeckungszahlen Nj(e, F, p) liegt in der Handhabung
des Funktionals p. Ist jedoch aufgrund der Abhéngigkeitsstruktur der Folge (X;);ez fiir
einr>1lund C >0

p(f) < C|fll- = CE[F(X)[DY" Vf mit || f]], < oo (7.3)

gegeben, so kann eine Argumentation iiber VC-Klassen helfen, Nj(e, F,p) nach oben
hin abzuschétzen. Aus (7.3) folgt unmittelbar

Ny(e, F,p) < Ny(e, . C| - [lr) = Ny(e/C F - lr)- (7.4)

Wenn F eine VC-Klasse von Funktionen ist, lassen sich die Uberdeckungszahlen
Ny(e/C, F,| - ||;) in vielen Féllen nach oben hin abschétzen (vgl. van der Vaart und
Wellner (1996), Chapter 2.7). Jedoch reichen diese Abschétzungen in der Regel noch
nicht aus, um den Anforderungen in Theorem 6.12 an die Uberdeckungszahlen zu ge-
niigen. Eine Relation zu metrischen Uberdeckungszahlen N (e/C, F, || - ||,) wire hierbei

hilfreich. Es gilt zwar
N(e, F, [l llr) < Ny(2e, | - |I+)

(vgl. van der Vaart und Wellner (1996), Definition 2.16), doch wird eine Abschétzung
von Npj(2¢, F, || - ||;) nach oben benétigt. Dazu sollen hier spezielle Funktionenklassen

betrachtet werden. Sei k > 0,
—k fir < -k
fa:R—R, fa(x):=9 2z fir —k<zx<k (7.5)
k  fur k<
und
Fa=A{fal-—1), t e R},
Fo = {FU(BY. |f| <k Lip(f) < 1. B € BR)}.
Die Klasse Fy erfiillt die Voraussetzungen i) - iv) aus Theorem 6.12 und F4 C Fy. Auf

(7.6)

der Klasse F4 ist in natiirlicher Weise eine Ordnungsrelation gegeben. Zwei Funktionen
aus JF4 sind entweder gleich, oder eine Funktion ist punktweise kleiner oder gleich als

die andere Funktion. Fiir » > 1, € > 0 und eine messbare Funktion h : R — R sei
By :={f € Fa, |f —hl|l, < e} und
Buei={f € Fa, [If = hll. < e},
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wobei ||f — k|, := (E[|f(X1) — h(X})|"])¥/". Ist die Verteilung von X, so, dass die
Menge By, fiir einen hinreichend kleinen Wert € > 0 stets eine kleinste und groBte

Funktion u,l € F gegeben durch

la(x) :=inf{f(z), f € B}
ua(z) :==sup{f(z), f € By}

enthélt, dann gilt By, . C [l4,ua] und ||ug — h||, [|h — L4l < € < €+ 5. Durch Hinzu-

nahme der Dreiecksungleichung folgt
lwa = Lally < [lua = hlls + |2 = Lall- < 3e.

In Hinblick auf die parametrische Struktur der Klasse F4 bedeutet dies

Bre C{fal-—1), t €[a,b]}, (7.7)

wobei [a, b] ein abgeschlossenes Intervall ist und fa(- — a), fa(- — b) € By, Also kann
aus einer Uberdeckung durch Mengen der Form By, ¢ eine Uberdeckung aus Mengen der

Form [l4,u4] konstruiert werden mit ||ua — l4l|, < 3e. Somit gilt

Ny3e, Fas [ - [Ir) < N(&, Fa, || - [|») brw.

(7.8)
Ny(e, Fas |- ) < N(e/3, Fa, | - I1):

Ist F eine VC-Klasse mit VC-Dimension V(Fy4), dann kénnen die rechten Terme in
(7.8) durch Polynome in 1/e nach oben hin abgeschétzt werden. Nach Theorem 2.6.7
aus van der Vaart und Wellner (1996) gilt

(7.9)

Y

. )W(m—n

NG Enl 1) < K (35

wobei Ky (r,) eine Konstante ist, welche nur von r, der VC-Dimension V(F4) und
der Schranke k abhéngt. Die Schranke k& fungiert hier als die einhiillende Funktion in
Theorem 2.6.7 aus van der Vaart und Wellner (1996). Es kann leicht gezeigt werden,
dass F4 aus (7.6) eine VC-Klasse ist mit VC-Dimension V (F,4) = 2. Zusammenfassend

liefern obige Resultate

30\ "
Ny(e, Fa,p) < N(e/3C, Fa, || - Ir) < Kv(ry (—> : (7.10)

€
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wobei R := r(V(F4) — 1). Eine polynomielle Abschiitzung der Uberdeckungszahlen
Ny(e, Fa,p) reicht aus, um den Anforderungen aus Theorem 6.12 in (6.18) an die

Uberdeckungszahlen zu geniigen, ist also hinreichend dafiir, dass

\ %
=(Fap) =) 27 (Z LV log(Nu(T’ianp))) <

q>q0 k=qo

fiir ein qo € N, wie folgende Rechnung zeigt. Wegen (7.10) gilt

1

E(Farp) < Ky > 27° (Z log((302k)R)> S

q>4q0 k=qo

a 3

q>q0 k=qo

(7.11)

< Kyry 279 (Rlog(3C)q + Rlog(2)q”) [35]+1

q>4q0

= Ky () Z 27%p(q) < oo,

4290

da p(q) ein Polynom in ¢ ist. Mittels einer leichten Abdnderung der Funktionenklassen

in (7.6) kann eine weitere Funktionenklasse analysiert werden. Sei dazu

x| fir —-k<z<k
fB:R— R, fp(x):= (7.12)
k  sonst
und die Funktionenklassen wie in (7.6) definiert durch
Fp = -—1), t € R},
B ={fs(-—1) } (7.13)

Fo={f{B}, |[f| <k, Lip(f) <1, Be B(R)}.
Zwischen den Klassen Fp und F4 besteht der einfache Zusammenhang
FB:{|f|7 fEfA}'

Unter den gleichen Voraussetzungen an die Verteilung von X, erfiillt ein e-Ball B, . C

Fg eine Relation von der Form (7.7). Zu jeder Menge

[Lasual = [fa(- —a), fa(- = b)] C Fa
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mit [jug — l4]|» < € konnen Funktionen

lp(x) := inf{f(z) = fp(x —1), t € [a,b]},
up(x) = sup{f(z) = fo(zr — 1), t € [a,b]}

gewahlt werden. lg,up sind zwar nicht mehr in Fp enthalten, aber eine analytische

Betrachtung zeigt, dass
lup(z) — Ip(z)| < ua(z) —la(2)].

Aufgrund der Monotonie der Norm || - ||, folgt damit
lup = Iplly < [lua —Lallr <€

Aus einer minimalen Uberdeckung der Klasse F4 mit Mengen [l4, 4], so dass
lua = Lallr <,

kann also eine Uberdeckung der Klasse Fp mit Mengen [Ig, ug], so dass ||ug — I, < €,
konstruiert werden. Demnach kann die Uberdeckungszahl Nyy(e, Fg, || - ||-) abgeschéitzt

werden durch
Ny(e, Fp, [ - [Ir) < Ny(e, Fa, [ - [[5)-

Mittels der polynomiellen Abschitzung der Uberdeckungszahlen Ny(e, Fas || - |l») in
(7.10) und der Rechnung in (7.11) folgt

E(fB,p) < Q.

Damit erfiillt auch Fp die Voraussetzung (6.18) aus Theorem 6.12. Ein weiteres Beispiel
liefern folgende Funktionenklassen, welche in enger Beziehung zur Teststatistik der

Kolmogorov-Smirnov-Tests stehen. Sei

Al = {f R— R, f(z) = ZCzI{Iz}(l’)} )

wobei, und I; C R Intervalle und ¢; € R reelle Zahlen bezeichnen. Die Klasse A! ist in

der Klasse der Treppenfunktionen enthalten. Analog zum ersten Beispiel sei

fc:R—R, fo(z) = 1{[0,00) }(x)
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und

Fo = {fC’( - t)? te R}>

(7.14)
Fo:={fI{B}, |f| <1, fe A, BeBR)}.

Auch die Klasse Fy erfiillt die Voraussetzungen i) - iv) aus Theorem 6.12 und F¢ C Fy.
Ist fiir die Funktionenklasse F¢ aus (7.14) die Relation (7.3) gegeben, so kann wie fiir
die Funktionenklasse aus (7.6) argumentiert werden. Auch hier ist auf der Klasse F¢
in natiirlicher Weise eine Ordnungsrelation gegeben, aufgrund dieser (unter milden
Voraussetzungen) jeder Ball By, . durch eine Menge [[,u] tiberdeckt werden kann, so
dass |Ju — I, < 3e. Dariiber hinaus ist F¢ aus (7.14) ebenfalls eine VC-Klasse mit
V(Fc) = 2. Mit obiger Argumentation kann damit gezeigt werden, dass in diesem Fall

gleichermaflen die Bedingung (6.18) aus Theorem 6.12 erfiillt ist.

7.3 Anwendung des Funktionalen Zentralen Grenzwertsatzes

In diesem Abschnitt soll demonstriert werden, wie mittels Theorem 6.12 asymptotische
Resultate gewonnen werden konnen. Die beispielhaft betrachteten Funktionenklassen
Fp,Fc in (7.13) bzw. (7.14) kénnen dazu dienen, die asymptotische Verteilung von
Statistiken zu ermitteln. Angenommen, eine stationére, reellwertige Folge (X;);cz mit
der Randverteilungsfunktion F' erfiille zusammen mit den Funktionenklassen aus (7.14)
die Voraussetzungen aus Theorem 6.12. Wegen E[1{X; < t}| = P(X; < t) = F(¢)
liefert die Definition der Funktion fo

n'2(Fu(t) = F(t)) = Ga(fe(- — 1), (7.15)

wobei F;, die empirische Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X, ..., X, bezeichnet.

Nach Theorem 6.12 konvergieren die empirischen Prozesse t ~— n'/2(F,(t) — F(t))
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schwach gegen einen zentrierten Gaufiprozess G’ auf R mit der Kovarianzstruktur
Covl/(s), G'(1)] = Coo[Gfo(- — 1), Glfo(- — s))]
1
=3 Y Covlfe(Xy —t), fo(Xy — s)]

+ Cov[fo(Xi — 1), fo(X1 — s)]
_ %ZCOU[n{Xl <1}, 1{X, < s}] (7.16)

+ Cov[1{ X} < t}, 1{X; < s}]
1
=5 > P(Xy <t X <5) = P(X; < )P(X, < s)
kEZ
+ P(Xp <t, X, <s)— P(X <t)P(X, < s).

Die Supremumsnorm || - || z. als Abbildung von [*°(F¢) nach R ist stetig, da diese die
Topologie auf [*°(F¢) definitionsgeméfl induziert. Die Relation
n'?sup |F,(t) — F(t)] = Sup |G (fo (- = )l = 1Gn(F)ll7e

teR
impliziert zusammen mit dem Satz von der stetigen Abbildung (vgl. van der Vaart
(1998), Theorem 18.11), dass auch die Zufallsvariable n'/? sup, g | F,,(t) — F(t)| schwach
konvergiert:

n'2sup | Fy(t) — F(t)] ~ |G os (7.17)

teR

wobei die Kovarianzstruktur des zentrierten GauBprozesses G’ durch (7.16) ge-
geben ist. Durch (7.17) ist damit die asymptotische Verteilung der Teststatistik
nt/2 sup, g | F,(t) — F(t)| des Kolmogorov-Smirnov-Tests unter Abhingigkeitsbedingun-
gen wie in Theorem 6.12 bestimmt. Viele Schétzer lassen sich darstellen als Funktionale
T, ausgewertet an der empirischen Verteilungsfunktion F;,. Die Kenntnis des asymptoti-
schen Verhaltens der Folge n'/?(F, — F) kann die Moglichkeit bieten, das asymptotische
Verhalten vieler Schétzer der Form T'(F,,) mittels einer funktionalen Entsprechung der
Delta-Methode zu ermitteln (vgl. van der Vaart (1998), Theorem 20.8). Ist das Funk-
tional 7" in gewissem Sinne glatt (Hadamard-differenzierbar), dann ist unter einigen
Regularititsbedingungen die asymptotische Verteilung der Folge n'/?(T(F,) — T(F))
durch die Verteilung der Zufallsvariable T7.(G’) gegeben, wobei T}, die Hadamard-
Ableitung des Funktionals 7" an der Stelle F' (die dann mit der Gateaux-Ableitung
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tibereinstimmt) bezeichnet (vgl. van der Vaart (1998), Chapter 20.2). Diese Methode
ist nicht eingeschréinkt auf empirische Verteilungsfunktionen. Sei H,, die Abbildung, die
einer Funktion f € F die Zufallsvariable n=* 3 " f(X;) zuordnet, und entsprechend
H(f) := E[f(X})]. Sei T ein Funktional, welches die Abbildungen H, bzw. H bei-
spielsweise in R abbildet, so dass durch T'(H,,) eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen
gegeben ist. Falls G,, = n'/2(H,, — H) ~ G, liefert die funktionale Delta-Methode unter

einigen Regularitdtsbedingungen durch
n'*(T(H,) = T(H)) ~ T(G)

die asymptotische Verteilung der Folge T'(H,). Mit der funktionalen Delta-Methode
kann beispielsweise die asymptotische Verteilung der Teststatistik des Mann-Whitney-
U-Tests ermittelt werden. Dazu kann die Argumentation aus Example 20.11 aus van
der Vaart (1998) Punkt fiir Punkt iibertragen werden. Vorausgesetzt X, Xo,... und
Y1, Ys, ... sind voneinander unabhéngige Folgen reellwertiger Zufallsvariablen, welche
in Bezug auf die Funktionenklassen aus (7.14) die Voraussetzungen aus Theorem 6.12
erfilllen. Mit F'X bzw. FY seien die Verteilungsfunktionen von X; bzw. ¥; und mit
FX bzw. FY die empirischen Verteilungsfunktionen von Xi, ..., X,, bzw. Y, ..., Y, be-
zeichnet. Aus Griinden der Einfachheit werden gleich grofie Stichprobenumféinge n be-
trachtet. Wird T'(F,G) := [, F(t)dG(t) gesetzt (wobei mit F, G Verteilungfunktionen
auf R bezeichnet werden), so besitzt die Teststatistik des Mann-Whitney-U-Tests die
Darstellung

1 n n

=22 UXi <Y} =T(FYF)).

i=1 j=1

Das Funktional T ist Hadamard-differenzierbar, und die asymptotische Verteilung von
@n)V? (T(FY,FY) - T(FX,FY))

kann mit der funktionalen Delta-Methode bestimmt werden. In diesem Fall ist sie eine
Normalverteilung.

Ein weiteres Beispiel liefert die Betrachtung der Funktionenklassen Fg, Fy aus (7.13).
Diese kann hilfreich sein, um die asymptotische Verteilung von Folgen von der Form

n

1 _
M, =-S5 |x, - X .
- | (7.18)

i=1
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zu untersuchen. Im Falle der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen X, X5, ... kann
die asymptotische Verteilung der Folge M, durch eine Argumentation iiber Donsker-
Klassen ermittelt werden (vgl. van der Vaart (1998), Example 19.25). Diese Argumen-
tation kann mittels Theorem 6.12 nicht Punkt fiir Punkt auf Félle von Abhéngigkeit
itbernommen werden. Das liegt im Wesentlichen an der geforderten Beschrénkung der
Funktionen der Klasse Fy (Voraussetzung i)). Deshalb soll die Statistik in (7.18) ein
wenig abgedndert werden.

Sei (X;);ez eine stationire, reellwertige Folge von Zufallsvariablen, die zusammen mit
den Funktionenklassen aus (7.13) die Voraussetzungen aus Theorem 6.12 erfiillt. Die

Verteilungsfunktion von X; wird mit F' bezeichnet. Zusétzlich gelte

0 — E[|fa(X1— fa(9))|] differenzierbar bei 6 =0,

n 7.19
X =op(1) und n'/? (fB (7) - %ZfB (Xz>> = op(1). ( )

Die erste Bedingung an X kann bei Bedarf noch leicht abgeschwicht werden durch
fa(X) = op(1). Die letzte Bedingung in (7.19) ist beispielsweise erfiillt, wenn X; < k Vi
fast sicher, wobei k den Wert aus der Definition der Funktion fp in (7.12) bezeichnet.
Statt nun die Folge M,, zu betrachten, soll die Folge

My =237 41X = a(E)) = 3 Fo(Xs = f4(X)

untersucht werden. Die Funktion f4 aus (7.5) bildet betragsméfig kleine Werte auf sich
selbst ab, verdndert diese also nicht, und ersetzt nur betragsméflig grofle Werte durch
k bzw. —k. Wenn X; < k Vi fast sicher, so folgt also M,, = M/ fast sicher. Zunéchst

soll gezeigt werden, dass

Gu(fall- =X1)) = Gu(fall - ) + 0p(1), (7.20)

wobei X im linken Term von (7.20) als Konstante zu verstehen ist. Wegen der Drei-

ecksungleichung und der Monotonie der Funktion f, gilt

fallz = cf) = fa(lz]) < fa(lz + le]) = fa(lz])
< fa(lz]) + fa(lel) = fa(|z]) (7.21)
= fa(lel),
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wobei die letzte Ungleichung aus einer analytischen Betrachtung der Funktion f4 folgt.

Sel

fal@) = fallz = X[), fo(z) = fa(|z]),

wobei f,, als zufillige Funktion zu verstehen ist. Der zufillige Erwartungswert
E[(fu(X1) — fo(X1))?] konvergiert stochastisch gegen 0. Wegen Ungleichung (7.21) und
der Forderung (7.19) folgt

B[(fu(X1) = fo(X1))?]) < E[(fa(IX]))?] = (fa(|X])* = 0p(1). (7.22)

Nach Theorem 6.12 konvergiert (G, schwach gegen einen GauBprozess G auf Fg. Eine
genaue Analyse des Beweises von Lemma 19.24 in van der Vaart (1998) fiir den Unab-
héngigkeitsfall zeigt, dass die Forderung, die Funktionenklasse sei eine Donsker-Klasse,
ersetzt werden kann durch die Voraussetzungen in Theorem 6.12. (Hier ist zu beachten,
dass fa(|z|) = fp(z) und dass an dieser Stelle mit der Funktionenklasse Fp gearbeitet
wird.) Verwendet wird lediglich die schwache Konvergenz von G,, gegen einen (steti-
gen) GauBiprozess G, wie sie durch Theorem 6.12 zusammen mit Lemma 18.15 in van
der Vaart (1998) gewéhrleistet ist. Die Relation (7.20) folgt nun mittels obiger Ab-
dnderung von Lemma 19.24 aus van der Vaart (1998) und aus (7.22). Die klassische
Delta-Methode (vgl. Theorem 3.1, van der Vaart (1998)) und (7.22) implizieren mit
H, = fa(X), T(0) :== E[|fa(X1 — fa(0))|] und 6 := 0, dass

n'/?(T(H,) — T(6y))
= ' (B[fa(|X1 = fa(X)|
— 0! (E[|fa(X1 — f4(X))

0
= SSElfACX — fa(0)]

]
]

Elf4(1X1))))
B[ fa(X1)|))

n'/2 fo(X) + op(1)
6=0

)
|

B (7.23)
_ %/RVA(t—eﬂdF(t) n'? f4(X) + op(1)

0=0

- %/RfA(It—QDdF(t) . n—1/2izlfA(X¢)) +op(1)

0

_ % / Fallt = 6DAF()|  Gulfa() +0p(1),

0=0

wobei X in den Erwartungswerten von (7.23) wiederum als Konstante zu verstehen

ist. Nun kann die asymptotische Verteilung der Folge V, := n'/2(M! — E[fa(|X1])])
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ermittelt werden:

m:m”GEymx—MWWJmmxm)

=n'? (B[fa(|X; — faX)))] = E[fa(1X1])]) + Gu(fa(| - —X])) _—

= Go(R) + 0p(1) ~ G(h) i

wegen (6.11), wobei die Funktion A definiert ist durch

fa(@) + fallz]).

0=0

ba) = g [ Salle = oDar()

Sowohl die Funktion f4(-) als auch die Funktion fg(-) = fa(] -|) sind in Fy aus (7.13)
enthalten und somit auch die Funktion / (eventuell bis auf einen konstanten Vorfaktor).
Nach Theorem 6.8 folgt damit

n'2(M;, — Blfa(| X)) ~ N (0, > Covlh(Xy), h(Xk)]> : (7.25)

weil die asymptotische Normalverteilung von G,,(f) fiir jedes feste f € Fy gewihrleistet

ist.



KAPITEL 8

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde das Verhalten statistischer Methoden bei beschrankter Ver-
letzung stochastischer Unabhéngigkeit untersucht. Um stochastische Abhéngigkeit zu
beschrinken wurden in Kapitel 3 zunéchst Mafle fiir Abhéngigkeit eingefiihrt, um sto-
chastische Abhéngigkeit zu quantifizieren. Betrachtet wurden sowohl klassische Ab-
héangigkeitsmafle, wie sie in der Zeitreihenanalyse unter dem Begriff ,strong mixing*
auftreten, als auch neuere Abhéngigkeitsmafe, die auf bedingten Verteilungsfunktionen
basieren. Bekannte Konzepte aus der Literatur wurden variiert, um weitere Abhéngig-
keitsmafle zu konstruieren.

In Kapitel 4 wurden Auswirkungen infinitesimaler Abweichungen vom Unabhéngig-
keitsfall bei endlichen Stichproben untersucht. Es konnte fiir einige Abhéngigkeitsmafle
gezeigt werden, dass hinreichend kleine Verletzungen stochastischer Unabhéngigkeit
beliebig kleine Auswirkungen auf eine Vielzahl statistischer Verfahren haben.

Die nachfolgenden Kapitel behandeln das asymptotische Verhalten von Schétzerfolgen
bei stochastischer Abhéngigkeit. In Kapitel 5 wurden Schétzerfolgen auf Konsistenz
hin untersucht. Ein wesentlicher Schwerpunkt lag dabei in der Betrachtung der empi-
rischen Verteilungsfunktion. So konnten Bedingungen fiir stochastische Abhéngigkeit
gefunden werden, so dass die fast sichere, gleichméflige Konvergenz der empirischen
Verteilungsfunktion im Sinne des Glivenko-Cantelli-Satzes wie im Unabhéngigkeitsfall
sichergestellt ist. Darauf aufbauend konnte die Konsistenz fiir Klassen von Schétzer-
folgen, die bereits aus der robusten Statistik bekannt sind, bei Abhéingigkeit gezeigt
werden.

In Kapitel 6 wurden die asymptotischen Verteilungen von Schétzerfolgen bei Abhéngig-

keit betrachtet. Es konnte ein Zentraler Grenzwertsatz gezeigt werden, bei dem die Ab-
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héngigkeitsbedingung eines bereits bekannten Zentralen Grenzwertsatzes um den Preis
anderer Bedingungen abgeschwéicht wurde. Aufbauend auf einer Ungleichung vom Typ
der Bernstein-Ungleichung und einer bekannten Beweistechnik mittels Uberdeckungs-
zahlen wurde auch ein Funktionaler Zentraler Grenzwertsatz fiir empirische Prozesse
bei Verletzung stochastischer Unabhingigkeit bewiesen.

In Kapitel 7 wurde an Beispielen demonstriert, wie die Resultate aus Kapitel 6 verwen-
det werden konnen, um asymptotisches Verhalten von statistischen Verfahren zu un-
tersuchen. Mit einem Zentralen Grenzwertsatz kann beispielsweise der Einstichproben-
t-Test genauer beleuchtet werden, da damit die asymptotische Verteilung der t-
Teststatistik bei stochastischer Abhéngigkeit hergeleitet werden kann. Ein Funktionaler
Zentraler Grenzwertsatz wie in Kapitel 6 erweist sich als hilfreich, um die asymptotische
Verteilung einer Reihe von Schétzern zu ermitteln. Das liegt insbesondere daran, dass
damit unter einigen Bedingungen auch die empirische Verteilungsfunktion auf schwache

Konvergenz untersucht werden kann.

Die Resultate dieser Arbeit ercffnen weitere Themenbereiche. Es stellt sich die Frage,
ob der Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes unter leicht abgeéinderten Bedingungen
auf Folgen von Zufallsvektoren iibertragbar ist. Der Nachweis der Bedingungen des
Zentralen- und des Funktionalen Zentralen Grenzwertsatzes stellt eine weitere Schwie-
rigkeit dar. Methoden zum Nachweis dieser Bedingungen kénnten die Verwendung die-
ser Sétze vereinfachen. Hilfreich wéren hierbei insbesondere Relationen zwischen Ab-
héngigkeitsmaflen bzw. Schranken fiir Abhéngigkeit, wie sie in obigen Grenzwertsétzen
auftreten, und stochastischen Modellen.

Ein immer wieder auftretendes Problem bei asymptotischen Aussagen ist die Ermitt-
lung von Konvergenzraten. Fiir praktische Anwendungen wéire Methoden zur Bestim-
mung von Stichprobenumféngen hilfreich, bei denen die asymptotischen Betrachtungen
eine hinreichend gute Approximation darstellen. Dies gilt insbesondere fiir die Resul-
tate aus Kapitel 6.

Wie in Kapitel 5 dargelegt, erweisen sich einige Schétzer in Bezug auf Konsistenz in ge-
wisser Weise als unempfindlich gegeniiber stochastischer Abhéngigkeit. Wiinschenswert
wéiren weitere Methoden zur Konstruktion von Schétzern und statistischen Verfahren,
die gegeniiber Verletzungen stochastischer Unabhéngigkeit im Sinne von Abhéngig-
keitsmaflen unempfindlich sind.

Dazu sollte bei fest vorgegebener oberer aber kleiner Schranke fiir Abhéngigkeit bei ei-
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ner endlichen Stichprobe die ,schlimmste* Auswirkung bzw. die ,, gréfite Abweichung*
vom Verhalten bei Unabhéngigkeit ermittelt werden. Aus dieser Betrachtung kénnte
ein Konzept, das mit dem Konzept der Influenzfunktion aus der robusten Statistik ver-
gleichbar wire, entwickelt werden.

Sowohl die Verletzung stochastischer Unabhéngigkeit als auch Ausreiffer kénnen die
Resultate statistischer Methoden verzerren. Beide Formen von Stérungen kénnen mog-
licherweise auch kombiniert auftreten. Deswegen wéren weiterfithrende Untersuchungen
von Auswirkungen auf statistische Verfahren interessant, die aus Kombination stocha-

stischer Abhéngigkeit und dem Auftreten von Ausreilern herriihren.
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