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1 Einleitung

Die Auswirkung von Ausreiflern auf die statistische Analyse von Datensétzen ist schon
haufig beschrieben worden. Ausreifler, das heifit, Beobachtungen, die ,weit entfernt®
von der Hauptmasse der Daten liegen und unter Umstdnden nicht dem fiir die Da-
ten unterstellten Modell gehorchen, wahrend der grofite Teil der Beobachtungen dies
tut, konnen zu betrachtlichen Verfalschungen von Auswertungen fithren. Insbesondere
Teststatistiken und Schétzer der klassischen parametrischen Statistik wie zum Beispiel
das arithmetische Mittel als Lageschéatzer sind fiir derartige Verfalschungen anfallig.
Diese Tatsache motiviert die Verwendung robuster statistischer Prozeduren, die auch
bei Modellabweichungen und dem Auftreten von Ausreiflern noch zufriedenstellende
Ergebnisse liefern. Umfangreiche Beitrage zu diesem Aspekt des Umgangs mit Aus-
reifern findet man bei Huber (1972), Bickel (1976), Launer, Wilkinson (1979), Huber
(1981), Hampel et al. (1986), Rousseeuw, Leroy (1987), Staudte, Sheater (1990), Sta-
hel, Weisberg (1991 a,b) sowie Morgenthaler et al. (1993). Ein weiterer, in diesem
Zusammenhang haufig verwendeter Ansatz besteht darin, die untersuchten Daten von
Ausreiflern zu bereinigen und anschlieflend klassische Verfahren anzuwenden.

Mit der Identifizierung von Ausreilern wird daher oft die Vorstellung verbunden, man
suche diese Beobachtungen nur, um sie aus einem Datensatz zu entfernen und damit
einer Beeintrachtigung der Auswertung zuvorzukommen. Dies muf} jedoch keineswegs
der Fall sein. Gerade die Ausreifler kénnen von grundlegender Bedeutung sein, wie
ein in der Zeitschrift DER SPIEGEL erschienener Artikel verdeutlicht (Neffe (1993)).
Dieser Artikel beschéaftigt sich mit HIV—infizierten Personen, bei denen die Krankheit
AIDS noch nicht zum Ausbruch gekommen ist, obwohl die Infektion schon sehr lange
(bis zu 14 Jahren) besteht. In diesem Fall sind die Uberlebenden die Ausreifer, und
gerade sie sind diejenigen, fiir die man sich interessiert. ,Denn sollte es gelingen, in
ihren Korpern ein physiologisches Pendant zu ihrer guten Konstitution zu finden, eine
genetische, biochemische oder immunologische Erklarung fiir ihre Ausnahmeerschei-
nung — die bloBen Zahlen und Tabellen erhielten plétzlich einen anderen Sinn“ (Neffe
(1993), S. 209).

Die Identifizierung von Ausreiflern ist daher nicht nur als Hilfsmittel zur ,,Sduberung”
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von Daten zu betrachten, sondern auch als ein Werkzeug zum Aufspiiren von Beson-
derheiten, also durchaus als Selbstzweck.

Im gerade betrachteten Beispiel ist die Entdeckung der Ausreifler relativ leicht, weil
zunéchst nur eine Variable (Zeitraum seit der Infektion, in dem AIDS nicht ausgebro-
chen ist) fiir die Abweichung der Beobachtungen von den iibrigen verantwortlich ist. In
multivariaten Problemstellungen ist die Situation allerdings oft nicht so eindeutig. Be-
obachtungen, die in keiner der einzelnen Variablen als auffallig anzusehen sind, kénnen
trotzdem in der Kombination mehrerer Variablen betréchlich von allen anderen Be-
obachtungen abweichen. Ein Beispiel hierfiir findet man bei Rousseeuw, Leroy (1987,
S. 57). Dort sind das Hirngewicht (in Gramm) und das Korpergewicht (in Kilogramm)
von 28 ausgewahlten Tierarten aufgefithrt, zusammengestellt aus grofieren Datensétzen
in Jerison (1973) und Allison, Cicchetti (1976). Tragt man die logarithmierten Daten
gegeneinander ab, so sieht man recht deutlich (vgl. Abbildung 1.1), dafl bei gemein-
samer Betrachtung der beiden Variablen einige Beobachtungen vom Rest der Daten

separiert sind, obwohl sie in keiner der beiden einzelnen Komponenten wesentlich her-

ausragen.
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Abbildung 1.1: Logarithmiertes Korper- und Hirngewicht von 28 Spezies
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Tabelle 1.1: Simulierter Datensatz mit 49 Beobachtungen in den Variablen X1, X2, X3

X1 X2 X3 | X1 X2 X3|X1 X2 X3 X1 X2 X3|X1 X2 X3
5 0 0 4 1 0 8 -5 2 2 2 1 0 0 5
9 -5 1] -1 1 5 0 3 2 2 -2 5| 10 -5 0
2 0 3 1 2 2 6 -2 1 3 -1 3 0 1 4
-2 5 2 2 3 0 1 -1 5 6 -1 0 1 3 1
0 5 0 8 -3 0| -1 5 1 4 -2 3| -2 2 5
7T 4 2 4 0 1 2 1 2 5 -1 1 0 2 3
9 -4 0 1 0 4 6 -3 2 1 1 3 g8 -4 1
-1 4 2 3 2 0 4 -1 2 0 4 1 5 -2 2
3 1 1 1 4 0 2 -1 4 3 0 2 3 -2 4
7 -3 1] -1 2 4 7T -2 0 0 0 0

Dieses Problem pflanzt sich in hoheren Dimensionen entsprechend fort. Schon bei drei
Variablen, wo eine Scatterplotdarstellung noch méglich ist, ist es nicht mehr einfach,
eine Beobachtung aufzuspiiren, die nur in allen Variablen gemeinsam auffallig ist. Ta-
belle 1.1 enthélt einen kiinstlich erzeugten Datensatz mit 49 Beobachtungen von drei
Merkmalen. Er besteht aus 48 Punkten, die auf der Ebene durch die Koordinaten-
punkte (5,0,0), (0,5,0), (0,0,5) liegen, und zusétzlich dem Punkt (0,0,0), der nicht auf
dieser Ebene und mit klarem Abstand zu dieser liegt. Weder bei Betrachtung der
Werte in den einzelnen Variablen noch beim Blick auf die zweidimensionalen Scatter-
plots (sieche Abbildung 1.2 a)-c)) entdeckt man die Auffalligkeit des zusatzlichen Punk-
tes. Erst bei gemeinsamer Darstellung aller drei Variablen in einem dreidimensionalen
Scatterplot fallt die Beobachtung (0,0,0) deutlich auf (vgl. Abbildung 1.3). Allerdings
hat sich der Aufwand, diese Beobachtung zu entdecken, im Vergleich zum Aufwand bei
einem zweidimensionalen Datensatz betrachtlich erhoht, da in der dreidimensionalen
Darstellung zusétzlich ein geeigneter Blickwinkel auf die Punktwolke gefunden werden

muf.
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Abbildung 1.2: Zweidimensionale Scatterplots fiir die Daten aus Tabelle 1.1

Abbildung 1.3: Dreidimensionaler Scatterplot der Beobachtungen aus Tabelle 1.1; der
Punkt (0,0,0) ist durch ein Quadrat markiert

Ahnliche Situationen wie in den beiden hier behandelten Beispielen kann man sich

ebenso fiir héhere Dimensionen vorstellen. Bei Riickzug auf die einfachen zweidimen-
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sionalen Projektionen ist es dann moglich, dafl Auffalligkeiten nicht entdeckt werden.
Beispiele dieser Art machen deutlich, daf§ es sinnvoll ist, Methoden zur Identifika-
tion von Ausreiflern in multivariaten Datensétzen zu erarbeiten. Da die Probleme
der Ausreifler-Identifizierung schon in multivariaten Situationen relativ geringer Di-
mension nicht mehr einfach handhabbar sind, beschrankt sich die vorliegende Arbeit
auf die Entwicklung von Strategien fiir solche Situationen. Fiir Probleme in héheren
Dimensionen, das heifit, ab etwa 6 bis 7 betrachteten Variablen, mufl zusatzlich der
sogenannte Fluch der Dimension (engl. , curse—of-dimensionality“) beriicksichtigt wer-
den, der insbesondere bei Regressionsverfahren und der Analyse von Strukturen in
Daten bekannt ist (Bellman (1961), Friedman (1994)). In hoheren Dimensionen ist es
namlich nicht mehr méglich, den Stichprobenraum selbst mit einer groflen Stichprobe
ausreichend dicht zu besetzen, um verniinftige Schatzer fiir die gesuchten Parameter zu
finden. Dieser besonderen Schwierigkeit miifite mit anderen als den hier vorgestellten
Methoden begegnet werden.

Es gibt bereits eine Reihe von Verfahren, mit deren Hilfe die Identifizierung von Aus-
reiflern moglich ist.  Sie lassen sich grob in zwei Kategorien einteilen, in die soge-
nannten Ausreiflertests und in heuristische, hdufig graphische Methoden. Das folgende
Kapitel gibt einen Uberblick iiber beide Methodentypen und stellt einige ausgewihlte
Verfahren kurz dar. In der Kategorie der Ausreiflertests liegt der Schwerpunkt auf
Methoden, die auf dem von Wilks (1963) definierten ,scatter ratio“ basieren. Im zwei-
ten Teil werden drei ganz verschiedenartige graphische Techniken zur Identifizierung
von Ausreiflern néher vorgestellt, aufbauend auf Quantil-Quantil-Plots, Baumen und
Gesichter—Darstellungen von Beobachtungen. Als ein Verfahren, das Aspekte beider
Kategorien beinhaltet, wird die Entdeckung von Ausreiflern mittels einer Identifikati-
onsregel, eines sogenannten Ausreifler—Identifizierers, vorgestellt. Dieser Ansatz, der
eine Verallgemeinerung eines univariaten Verfahrens aus Davies, Gather (1993) dar-
stellt, bildet die Grundlage fiir die weiteren Kapitel.

Fiir die Beurteilung von Identifizierungsverfahren werden geeignete Kriterien benotigt.
Obwohl eine Reihe solcher Kriterien zum Vergleich von Identifizierungsregeln benutzt
wird, gibt es einige Kritikpunkte, die zu bedenken sind. Viele Arbeiten, in denen Iden-

tifizierungsprozeduren beurteilt werden, griinden sich auf Simulationsstudien. Hier
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werden zwar Kriterien an solche Prozeduren festgelegt, die Ergebnisse der Beurtei-
lungen hangen aber in erheblichem Mafle vom jeweils verwendeten Simulationsdesign
ab. In anderen Fallen werden oft die Identifizierungsregeln nicht als solche bewertet.
So ist es bei der Konstruktion von Ausreiflertests tiblich, unter bestimmten Modellan-
nahmen gleichméaBig beste oder lokal optimale Tests herzuleiten, die gewisse Niveau-
bzw. Machtbedingungen erfiillen (z.B. Schwager, Margolin (1982)). Das Kriterium, das
eine ,gute* Identifizierungsprozedur, die auf einem solchen Ausreiflertest beruht, hier
erfiillen muf, ist also eigentlich eine Forderung an die Qualitat des Tests und nicht an
das Identifizierungsverfahren. Ahnlich ist die Situation auch bei einer anderen Art des
Vergleichs. Wenn in Identifizierungsverfahren Teststatistiken oder Schatzer verwendet
werden, so wird oft das Verhalten dieser Statistiken miteinander verglichen, nicht je-
doch das Verhalten der gesamten Identifizierungsregeln.

Die Ausreifler—Identifizierungsprozedur als solche wird also bisher hdufig nicht bewer-
tet. Zwar werden die zwei moglichen Arten von Fehlentscheidungen — Masking und
Swamping — in der Regel erwidhnt, ohne dafl jedoch die Grofle des jeweiligen Effekts in
irgendeiner Weise quantifiziert wird.

Der sogenannte Swamping—Effekt bedeutet, dafl durch den Einfluf} von ungiinstig ge-
legenen Ausreiflern in einer Stichprobe Beobachtungen, die beziiglich des zugrunde-
gelegten Modells keine Ausreifler sind, trotzdem als solche identifiziert werden. Beim
sogenannten Masking—Effekt werden vorhandene Ausreifler nicht erkannt.

Erste Ansatze zur Quantifizierung des Masking—Effekts bei Ausreiflertests findet man
bei Bendre und Kale (1985, 1987). In der Arbeit von Davies und Gather (1993) werden
Gitekriterien entwickelt, die die Grofle von Masking- und Swamping—Effekt bei uni-
variaten Identifizierern bewerten. Im dritten Kapitel der vorliegenden Arbeit werden
die entsprechenden Kriterien, Masking- und Swamping—Bruchpunkt, fiir multivariate
Ausreifler—Identifizierer vorgestellt. Diese Bruchpunkte spiegeln maximale Anteile von
Ausreiflern wider, die ein Identifizierer noch ohne Schwierigkeiten verkraften kann.
In den Abschnitten 3.2 und 3.3 wird gezeigt, dal beide Bruchpunkte eng mit den
Finite-sample Bruchpunkten der Schitzer zusammenhingen, auf denen die Identifi-
zierungsprozedur beruht. Genauer wird durch die Bruchpunkte der Lokations- und

Kovarianzschétzer, die einen Identifizierer festlegen, seine Anfalligkeit fiir Masking- und
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Swamping—Effekt bestimmt. Damit wird beschrieben, wie sich das Verhalten verwen-
deter Statistiken auf das Verhalten von Identifizierungsprozeduren auswirkt. Auf diese
Weise ist eine Bewertung solcher Prozeduren moglich. Verfolgt man bei der Konstruk-
tion eines Ausreifler—Identifizierers das Ziel moglichst hoher Masking- und Swamping—
Bruchpunkte, so fiithren die Resultate der Abschnitte 3.2 und 3.3 zu der Empfehlung,
fir einen Identifizierer Schatzer mit moglichst hohem Finite—sample Bruchpunkt zu
verwenden. Dabei muf} der eingesetzte Lokationsschétzer diesbeziiglich mindestens so
gut sein wie der Kovarianzschatzer. Es zeigt sich, dal sowohl die auf dem Minimum-—
Volume—FEllipsoid beruhenden Schétzer als auch S—Schéatzer mit maximalem Bruch-
punkt in diesem Sinne geeignet sind, wobei S—Schétzer wegen ihres besseren asympto-

tischen Verhaltens vorzuziehen sind.

Uber das Bruchpunktverhalten hinaus interessiert man sich auch fiir das Verhalten von
Ausreifler—Identifizierern bei Stichproben mit einem festen, eventuell kleineren, Anteil
schlechter Beobachtungen. Diesem Interesse wird das Giitekriterium des maximalen
asymptotischen Bias gerecht, mit dem sich das vierte Kapitel befafit. Der Bias wird
sowohl fiir einen Ausreifler—Identifizierer als auch fiir die ihn bestimmenden Schétzer
definiert. Der Identifizierer wird dabei aufgefalt als Schatzer fiir einen unbekann-
ten Ausreiflerbereich. Der maximale asymptotische Bias beschreibt die grotmaogliche
Abweichung eines Schétzers von seinem .,Ziel“, die durch einen festen Anteil von Aus-
reiffern in einer Stichprobe erreicht werden kann. Wie schon bei den Bruchpunkten,
lassen sich auch in diesem Fall enge Beziehungen zwischen den Biasgrofien herstellen.
So wird in den Satzen 4.1 und 4.2 gezeigt, dafl die Beschranktheit der Biaswerte der
verwendeten Lokations- und Kovarianzschatzer stets notwendig dafiir ist, dal der re-
sultierende Identifizierer ebenfalls einen beschrankten Bias besitzt. Um zu sichern,
daf} diese Voraussetzung auch hinreichend fiir einen beschrankten Bias der Identifizie-
rungsprozedur ist, muf} eine zusétzliche Forderung an die eingehenden Schétzer gestellt
werden (Satz 4.3). Es muf sich um konsistente Schitzer mit geeigneter Konvergenzge-
schwindigkeit handeln (\/NfKonsistenz). Als ein weiteres Ergebnis 1aft sich festhal-
ten, dafl der maximale asymptotische Bias eines Ausreier—Identifizierers ebenfalls eng

mit den Bruchpunkten der in ihn eingehenden Schéatzer verkniipft ist (Satze 4.4 und
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4.5). Daraus resultiert insgesamt die Empfehlung, fiir Identifizierer, wie sie in dieser
Arbeit vorgestellt werden, Schitzer zu verwenden, die einerseits hochrobust sind, an-
dererseits jedoch noch eine geniigend hohe Konsistenzordnung besitzen. Die auf dem
Minimum—-Volume-Ellipsoid beruhenden Schétzer sind damit fiir solche Identifizierer
nicht verwendbar, wenn sowohl gutes Masking- und Swamping—Verhalten als auch ein
beschrankter Bias der Prozedur gefordert sind. Dagegen erweisen sich S—-Schétzer als

geeignet (Korollar 4.4).

Das fiinfte Kapitel beinhaltet die praktische Anwendung der in dieser Arbeit behandel-
ten Identifizierer. Anhand verschiedener Datensétze, die im Zusammenhang mit der
Entdeckung von Ausreiflern bereits untersucht worden sind, wird tiberpriift, inwieweit
sich die mit anderen Methoden erhaltenen Ergebnisse mit den hier vorgestellten Ver-
fahren reproduzieren und verbessern lassen.

Es werden zwei Identifizierer betrachtet, die auf S—Schatzern beruhen und damit be-
zuglich der in dieser Arbeit erhaltenen Ergebnisse als geeignete Verfahren gelten. Es
handelt sich dabei um ein Verfahren, das auf Tukeys Biweight—Funktion beruht, und um
eine Modifikation desselben. Fiir das Verhalten der Identifizierer spielt die Normierung
der Methoden durch ein toleriertes Fehlerniveau eine wichtige Rolle. Eine mégliche
Normierung besteht in der Vorgabe der Wahrscheinlichkeit, mit der in einem Daten-
satz, der ausschlieBlich aus normalverteilten Beobachtungen besteht, falschlicherweise
eine Beobachtung als Ausreifler identifiziert wird. W&hlt man diese Wahrscheinlichkeit
eher klein (5%), so konnen robuste Identifizierer nicht alle Ausreifer erkennen. Bei et-
was groBziigigerer Normierung (Fehlerwahrscheinlichkeit 10%) werden die Ergebnisse
anderer Methoden reproduziert und in einigen Féllen verbessert.

Mit der Anwendung eines Ausreifler—Identifizierers wird in der Regel das Ziel verfolgt,
Auffélligkeiten in Datensatzen ausfindig zu machen und nicht nur extrem abweichende
Beobachtungen zu entdecken. Diese Uberlegung rechtfertigt die Normierung auf 10%,
da eine Normierung auf 5% fiir dieses Ziel als zu restriktiv erkannt wird.

Bei den im fiinften Kapitel betrachteten Beispielen zeigt sich der auf Tukeys Biweight—
Funktion basierende Identifizierer seiner modifizierten Version tiberlegen. Die Ergeb-

nisse der betrachteten Beispiele legen die Empfehlung nahe, den auf der modifizierten
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Biweight—Funktion basierenden Identifizierer nicht zu verwenden, wenn im Verhaltnis
zur Dimension der Daten ein relativ geringer Stichprobenumfang vorliegt. Unterstiitzt
wird dies durch die Resultate einer Simulation, in der fiir beide Regeln mittlere Gréfen
des jeweils groBiten nicht identifizierten Ausreiflers bestimmt werden. Auch hier schnei-
det der auf Tukeys Biweight beruhende Identifizierer besser ab als seine Modifikation,

wenn der Stichprobenumfang im Verhéltnis zur Dimension eher gering ist.

Ein kurzer Ausblick auf weitere interessierende Aspekte bildet den Abschlufl der Arbeit.



2 Methoden zur Identifizierung von Ausreiflern

Die Identifizierung von Ausreiern in einem Datensatz ist nur sinnvoll bei Zugrundele-
gung eines Modells, nach dem sich ,,gute* Beobachtungen verhalten sollen. Eine Beob-
achtung kann immer nur relativ zu einem betrachteten Modell als Ausreifler angesehen
werden. Dabei kann ein solches Modell genau spezifiziert oder eher vage formuliert
sein, etwa ,die Beobachtungen entstammen einer Normalverteilung mit Erwartungs-
wertvektor 0 und Kovarianzmatrix Z* oder aber ,,die Beobachtungen bilden eine homo-
gene Punktwolke, sie sind alle &hnlich“ (vgl. Choudhury, Das (1992), S. 92, ,,An outlier
can be defined to be an abnormal item among a group of otherwise similar items.“).
Die aus der genauen Modellspezifikation resultierende Methodik zur Entdeckung von
Ausreiflern besteht hdufig in der Anwendung sogenannter Ausreiflertests. Die eher
vage Modellvorstellung fithrt in der Regel zur Benutzung heuristischer Methoden, die
oft mit graphischen Veranschaulichungen verbunden sind (,,The study of outliers in a
data set is often inevitably an informal screening process preceeding fuller more formal
analysis of the data. As such we must expect to encounter [...] a plethora of ad hoc
approaches. Amongst these, there are many graphical methods of highlighting out-
liers.“, Barnett, Lewis (1994), S. 41). Ein Verfahren, das Aspekte beider Arten von
Modellspezifikationen vereint, ist die Anwendung von Ausreifler—Identifizierern. Drei

verschiedene Ansitze zur Entdeckung von Ausreiflern werden im folgenden vorgestellt.

2.1 Ausreiflertests

Unter den Begriff ,, Ausreiflertest® fallen zwei verschiedene Arten von Prozeduren. Bei
der einen Art wird lediglich die Fragestellung untersucht, ob sich die Beobachtungen
eines Datensatzes geméaf eines spezifizierten Nullmodells verhalten oder ob tiberhaupt
Ausreifler in den Daten vorhanden sind. Beispiele hierzu findet man etwa in der grund-
legenden Schliisselarbeit von Schwager und Margolin (1982), im darauf aufbauenden
Artikel von Sinha (1984) oder bei Naik (1990). Solche Tests machen keine Aussage
dariiber, welche der Beobachtungen als Ausreifler erkannt worden sind, wenn das Vor-
handensein von Ausreiflern festgestellt wird. Sie sind daher im Sinne der Identifizierung

von Ausreiflern nicht direkt anwendbar und bleiben im folgenden unberiicksichtigt.
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Prozeduren, die sich zur Identifizierung von Ausreiflern eignen, bendtigen im wesentli-

chen

o die Festlegung eines Nullmodells, dem die Beobachtungen gehorchen, falls keine

Ausreifler vorliegen,

o die Spezifizierung eines Alternativmodells, das das Auftreten eines oder mehrerer

Ausreifler beschreibt, und

o die Entscheidung fiir oder gegen das Alternativmodell, wobei mit einer Entschei-
dung fiir die Alternative die Benennung einer oder mehrerer Beobachtungen ein-

hergeht, die als Ausreifer erkannt werden.

Dabei mufl das Alternativinodell strenggenommen als System verschiedener Alterna-
tiven angesehen werden, so dafl die hier betrachteten Ausreiflertests tatsédchlich Mehr-
entscheidungsverfahren sind (vgl. das folgende Beispiel). Von der urspriinglichen Ziel-
setzung her handelt es sich bei derartigen Ausreiflertests nicht um Identifizierungs-
verfahren fiir Ausreifler. Vielmehr wird untersucht, ob alle Beobachtungen in einer
Stichprobe Realisationen aus einem Nullmodell sind oder ob eine oder mehrere aus be-
stimmten anderen Verteilungen stammen. Im strengen Sinn wird also untersucht, ob
Beobachtungen aus sogenannten kontaminierenden Verteilungen vorliegen, die im Al-
ternativmodell spezifiziert werden. Dabei werden aber in der Regel diese Verteilungen
so gewahlt, dal unter dem Alternativmodell das Auftreten ,extremer” Beobachtun-
gen wahrscheinlicher ist als unter dem Nullmodell. Wird bei Durchfithrung des Tests
entschieden, dafl eine oder mehrere Beobachtungen aus einer der angegebenen kon-
taminierenden Verteilungen stammen, so werden diese Beobachtungen zugleich auch
als AusreiBer identifiziert. Zur Illustration dient das folgende Beispiel (Barnett, Lewis
(1994), S. 284 ff.).

Betrachtet wird das Nullmodell unabhangiger, identisch normalverteilter Zufallsvekto-

ren Xy,..., Xy, X, €RP 1 =1,...,N:
Hy: X,,..., Xyiid, X; ~N(g,¥),i=1,...,N.

Die Daten werden untersucht auf das Vorhandensein eines Ausreiflers, der aus einer

Normalverteilung mit derselben Kovarianzmatrix, jedoch mit verschobenem Mittel-
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wert, stammt. Das Alternativimodell (sogenannte mean slippage-Alternative gemaf
Ferguson (1961)) hat die Form
Hy: X,,..., Xy stochastisch unabhéngig und normalverteilt mit
E(Xz) = ﬁ—l_ a, a 7£ Q7 fiir ein i7
E(X;)=p Vj#1,
Cov(X;)=% Vj=1,...,N.
Welche der Beobachtungen eines Datensatzes darauf untersucht wird, ob sie ein Aus-

reifler ist, wird mit Hilfe des sogenannten ,one outlier scatter ratio“ R; festgelegt (Wilks

(1963), S. 409). Die Grofe R; ist fiir eine Beobachtung z; definiert durch

det(AD)) VR g
RJ‘ == W, WObelA:Z(ik_i)(ﬁk_ﬁ)Ty T = ﬁ2£k7
k=1 k=1
N R
AV = ;(ﬁk - Z(]))@k - Z(]))T und V) = N_1 ;ﬁm J=1...,N
k;] k;]
Fiir diejenige Beobachtung z,, fiir die R; = min R; ist, wird der Ausreiflertest dann

7=1,...N

durchgefithrt. Es handelt sich dabei um die Beobachtung, deren Entfernung aus dem
Datensatz grob gesagt die starkste Reduzierung der Streuung innerhalb der Daten be-
wirkt. Formal leitet man die Teststatistik A = j:nlqinNRj als Likelihood—Ratio—Statistik
fir das oben angegebene Testproblem her. Die Iii;pothese der identischen Verteilung
aller X, wird verworfen, falls A kleiner ist als ein geeigneter kritischer Wert. In diesem
Fall wird die Beobachtung z, als Ausreifler identifiziert.

Betrachtet man das oben spezifizierte Alternativmodell, so kann man strenggenommen
nicht mehr von einer einzigen Alternative sprechen. Die Problemstellung hat sich viel-

mehr von einem einfachen Testproblem zu einem Mehrentscheidungsproblem geéndert.

Man verwendet wiederum die Hypothese

Ho:X,,...,Xyiid, X;~N(gX),i=1,...,N.

?

Dagegen stellt man die N Alternativen

Hy,: X,,..., X, stochastisch unabhéngig und normalverteilt mit
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k=1,...,N.
Das heifit, die Alternative Hj, besagt, dafl die Realisation der Zufallsvariablen X ein
Ausreifler ist.
Fiir diese Situation entwickelten Karlin und Truax (1960) ein Mehrentscheidungs-
verfahren, kurz auch Test genannt, das auf der Statistik D? := _max d? beruht,

7=1,...N

di = (z; — @TA_I(QJ- —T), 7 =1,...,N. Man entscheidet sich fir Hj, falls ge-
rade D? = di und D? groBer ist als ein geeigneter kritischer Wert. Falls D? kleiner
oder gleich dem kritischen Wert ist, kann keine Beobachtung als Ausreifler erkannt
werden. Diese Prozedur ist dquivalent zur oben beschriebenen, da R; = 1 — %df

(Barnett, Lewis (1994), S. 287). Das von Karlin und Truax konstruierte Verfahren ist

optimal im folgenden Sinn:

1. Es ist invariant unter affin linearen Transformationen Az + b der Beobachtungen,

A € IRP*? regular, b € IRP.

2. Die Wahrscheinlichkeit der Entscheidung fiir Hy, falls Hy wahr ist, ist unabhéngig
von k, 1 <k < N.

3. Unter allen Niveau-a-Tests mit diesen Eigenschaften ist der oben angegebene Test
optimal in dem Sinn, da die Wahrscheinlichkeit der Entscheidung fiir Hy, falls
Hj, wahr ist, stets grofler oder gleich der Wahrscheinlichkeit ist, sich in diesem
Fall fiir eine der anderen Hypothesen zu entscheiden, k = 1,..., N (Karlin, Truax

(1960), Mathar (1981), S. 70 ff.).

Damit ist auch der Test von Wilks optimal im obigen Sinn.

Entsprechende Tests existieren auch fiir Alternativen, die mehr als einen Ausreifler
festlegen. Bei der Verallgemeinerung des Ansatzes von Wilks benutzt man als Teststa-

tistik den minimalen ,,m—outlier scatter ratio* (Wilks (1963), S. 413 ff.). Dieser wird



< IMetnoaen zur LaeEniifizierung von AUSTetpern

nach demselben Prinzip gebildet wie die Statistik A, nur dafl statt einer Beobachtung
jeweils m Beobachtungen gleichzeitig aus dem Datensatz herausgenommen werden.

Man berechnet also

) = % mit A wie oben,
v="(v1,...,0m), 0 E{l,... N} o, £ v; Vi#}y,
N
Al — Z (z; — 29)(z, — 297 und
k=1
k#v;,i=1,..,m
w_ 1 N
z= = N —m Z Lk

k=1
k#v;,i=1,...,m

fiir alle méglichen Indexvektoren v. Daraus erhilt man als Teststatistik A(™) := mvinRg,
wobei das Minimum iiber alle Vektoren v = (vy,...,v,) mit v; € {1,..._,N},
v; # v; Y i # j, gebildet wird. Ist die Teststatistik A(™) kleiner als ein geeigneter
kritischer Wert, so gibt der zu A(™) gehérende Vektor v die Indizes der als AusreiBer
identifizierten Beobachtungen an.

Die Verteilungen aller dieser Teststatistiken sind nicht geschlossen darstellbar. Kri-
tische Werte fiir verschiedene Niveaus und Anzahlen von Ausreiflern findet man zum
Beispiel bei Wilks (1963), Jennings, Young (1988) oder Fung (1988).

In &hnlicher Weise gibt es Ausreiflertests fiir eine grole Menge anderer Alternativen wie
auch fir andere Nullmodelle, etwa fiir multivariate Pareto-, Exponential- oder Gleich-
verteilungen (Barnett (1979), Barnett, Lewis (1994), S. 293 ff.) und fiir allgemeinere
Formen elliptisch symmetrischer Verteilungen (Hara (1988)). Ausfiihrlichere Darstel-

lungen verschiedener Ausreiflertests sind beispielsweise bei Barnett, Lewis (1994, Kap.

7.3) oder Hawkins (1980, Kap. 8) zu finden.

Die Tatsache, dafl solche Mehrentscheidungsverfahren verlangen, zumindest die An-
zahl der Ausreifler, auf die getestet werden soll, vorab festzulegen, bedeutet eine starke
Einschrankung. Um diesem Problem zu begegnen, kann man zu sogenannten konseku-
tiven Testverfahren iibergehen. Dabei wird nicht von vornherein eine Aussage tiber die
Anzahl moglicher Ausreifler getroffen. Das Verfahren entscheidet vielmehr ,selbst®,

wieviele der Beobachtungen als Ausreifler anzusehen sind. Man unterscheidet zwei
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Arten von konsekutiven Testverfahren, die sogenannten Inward- und die Outward-
Prozeduren (auch Testen ,von aufien nach innen“ bzw. ,von innen nach aufien). Das
prinzipielle Vorgehen bei konsekutiven Testverfahren wird in Hawkins (1980, S. 63 ff.)
erlautert.

Bei Inward-Testprozeduren wird sukzessive getestet, ob die in einer gewissen Ordnung
grofite Beobachtung ein Ausreifler beziiglich einer gegebenen Stichprobe ist. Falls ja,
wird die Beobachtung aus den Daten entfernt und die nachstgréfte anhand der redu-
zierten Stichprobe untersucht. Beispiele fiir Inward—Prozeduren findet man etwa bei
Hawkins (1973) und Hawkins (1980, S. 63).

Im Gegensatz dazu gehen Outward-Prozeduren umgekehrt vor. Man reduziert eine
vorliegende Stichprobe zunidchst auf eine kleinere Teilstichprobe. Die herauszuneh-
menden Daten werden durch ein geeignetes Verfahren ausgewahlt. Anschlieffend wird
fiir die aus der Stichprobe entfernten Beobachtungen in der umgekehrten Reihenfolge
ihres Herausnehmens nacheinander getestet, ob sie Ausreifler beziiglich der verbliebe-
nen Stichprobe sind. Falls eine Beobachtung nicht als Ausreifler eingeordnet wird, wird
sie der Stichprobe wieder zugefiigt, und der néchste Test basiert auf der so erweiter-
ten Teilstichprobe. Wird eine Beobachtung als Ausreifler erkannt, gelten gleichzeitig
alle noch nicht in der Teilstichprobe enthaltenen Beobachtungen als Ausreifer. Eine
grundlegende Arbeit zum Thema der Outward-Prozeduren ist der Artikel von Rosner
(1975). Weitere Beitrage sind zu finden bei Kimber (1982), Prescott (1979), Simonoff
(1984) sowie Sweeting (1983).

Die Vorgehensweise bei solchen konsekutiven Testverfahren erinnert stark an mehr-
schrittige multiple Testprozeduren. Tatsdchlich 148t sich die Methodik der multiplen
Testtheorie auf die AusreiBerentdeckung anwenden. Jeder Test, der priift, ob eine
Beobachtung ein Ausreier ist oder nicht, wird dabei als einzelne Komponente eines
multiplen Tests betrachtet. Die kritischen Werte fiir die Einzeltests werden dann nach
Kriterien des multiplen Testens bestimmt, so da die multiple Prozedur ein vorge-
gebenes multiples oder globales Niveau hélt. Eine ausfithrliche Darstellung der Zu-
sammenhange von Ausreifleridentifizierung und multipler Testtheorie findet man bei
Pigeot (1993) und Gather, Pigeot (1994), wo derartige Zusammenhénge insbesondere

fir Outward—Prozeduren besprochen werden.
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Ein Beispiel tiir eine Outward—Prozedur, die auch als multipler Test verstanden werden
kann, ist ein Verfahren, das von Caroni und Prescott (1992) als Erweiterung des Tests
von Wilks vorgestellt wird. Sie greifen dabei auf die Methodik eines von Rosner (1975)
eingefithrten Verfahrens fiir univariate Datensatze zurtick. Das konsekutive Outward—
Verfahren lauft folgendermaflen ab.

Zuniachst wird die oben definierte Teststatistik A =: A; von Wilks fiir die gesamte Stich-
probe berechnet. Diejenige Beobachtung z,, die zu A; gehort (A = j:r{l,.i.r.}NRj = R;),
wird aus den Daten entfernt. Aus der reduzierten Stichprobe berechnet man erneut
die Wilks—Statistik, bezeichnet mit A;. Wiederum wird die zugehédrige Beobachtung
herausgenommen. Dieses Verfahren wiederholt man, bis eine vorgegebene Zahl £* von
entfernten Beobachtungen erreicht ist. Diese Zahl k* ist die maximale Anzahl von Aus-
reifern, auf die zu testen ist. Auf diese Weise erhalt man eine Folge Apx, Apxr_1,..., Ay
von Wilks—Statistiken. Beginnend mit Ag«, werden diese der Reihe nach mit kritischen
Werten Agx, Agx_1,..., Ay verglichen. Das heifit, im r—ten Schritt wird die Hypothese
getestet, dafl alle in diesem Schritt betrachteten Beobachtungen Realisationen von
unabhéngigen, identisch N(u, ¥)-verteilten Zufallsvektoren sind. Dagegen steht die
Alternative, dafl die im r—ten Schritt hinzugekommene, zu A, gehérende Beobachtung
aus einer N(u + a,X)-Verteilung mit a # 0 stammt. Dazu wird gepriift, ob A, < A,
gilt. Ist dies nicht der Fall, wird die Hypothese des r—ten Schritts nicht verworfen,
die zu A, gehérende Beobachtung gilt nicht als Ausreifler, und es wird der néchste
Vergleich (A,_1 mit A,_1) durchgefithrt. Falls A, < A, ist, werden die Hypothesen des
r—ten und aller folgenden Schritte zugunsten der entsprechenden Alternativen verwor-
fen und damit die zu den Wilks—Statistiken A, A,_1,..., A; gehérenden Beobachtungen
als Ausreifler identifiziert. Die kritischen Werte fiir die einzelnen Stufen des Verfah-
rens werden von Caroni und Prescott approximativ bestimmt, wobei sie ein von Rosner
(1983) vorgeschlagenes Verfahren fiir univariate Stichproben auf den multivariaten Fall
verallgemeinern. Die auf diese Weise erhaltenen kritischen Werte entsprechen denen
fir den Wilks—Test auf einen Ausreifler fiir die jeweiligen Stichprobenumfénge. Ob
die auf diese Weise konstruierte Qutward—Prozedur, als multipler Test betrachtet, ein
gegebenes multiples Niveau hélt, ist noch nicht geklart (Pigeot (1993), S. 87).

Fir die Wahl einer geeigneten Zahl k* als maximale Anzahl moglicher Ausreifler emp-
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fehlen Caroni und Prescott (1992, S. 356), Erfahrungswerte zu benutzen: ,If sets of
data of similar kinds are screened frequently, then it is possible, with the experience
obtained, to establish a reasonable upper limit for the maximum number of outliers to

use in the test procedure.®

Selbst wenn man auf solche Erfahrungen zuriickgreifen kann, bleibt die Wahl von &*
ein nichttriviales Problem. Eine ungeeignete Wahl kann namlich zwei Effekte begiinsti-
gen, die im Zusammenhang mit der Identifizierung von Ausreiflern haufig auftauchen
und zu falschen Entscheidungen fithren. Es handelt sich hierbei um den Masking- und
den Swamping-Effekt (vgl. auch Kap. 3). Beim Masking-Effekt werden vorhandene
Ausreifler nicht erkannt, weil sie sich gegenseitig ,maskieren“, beim Swamping—FEffekt
werden zu viele Beobachtungen als Ausreifler deklariert. Die klassischen Ausreifler-
tests, bei denen die genaue Anzahl der Ausreifler, auf die zu testen ist, vorher festgelegt
werden muf, unterliegen beiden Effekten in der Regel sehr leicht. Aber auch die kon-
sekutiven Testvertahren, die zum Teil mit dem Ziel konstruiert werden, Masking- und
Swamping—Effekten zu widerstehen, erweisen sich haufig als anfillig (Hawkins (1980),
Kap. 5.2 und 5.3).

Ein weiteres Problem im Kontext der Ausreiflertests besteht in der Festlegung eines Al-
ternativinodells. Eine Alternative wie etwa in dem oben angegebenen Test von Wilks
bedeutet eine starke Restriktion auf eine ganz bestimmte Art von Ausreiflern. Es
wird nicht nur die Verteilung der Ausreifler auf eine bestimmte Klasse eingeschrankt,
sondern dariiber hinaus wird sogar angenommen, dafl auch unter der Alternative alle
Beobachtungen Realisationen stochastisch unabhéngiger Zufallsvariablen sind. FEine
solche Annahme ist aber gerade fiir die Ausreifler nicht unbedingt angebracht, da diese
durchaus voneinander ebenso wie von den regularen Beobachtungen abhangen kénnen.
Zwar existieren auch Tests fiir weniger restriktive Alternativen, fiir die Entwicklung
optimaler Prozeduren sind jedoch die Einschrankungen notwendig.

Will man sich nicht darauf einlassen, dafl mogliche Ausreifler in einem Datensatz auf
eine bestimmte Weise, das heifit, nach einem bestimmten erzeugenden Mechanismus
zustande gekommen sind, so kann man zur Ausreifler—Identifizierung andere Verfahren

benutzen, die einen mehr explorativen Charakter haben.
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2.2 Heuristische Verfahren zur Ausreiflerentdeckung

Im Gegensatz zu den im vorigen Abschnitt behandelten Ausreiflertests gehen die mei-
sten heuristischen Verfahren zur Ausreiflerentdeckung von einer anschaulichen Defini-
tion eines Ausreiflers als einer Beobachtung aus, die nicht zum Rest der Daten pafit
(,an observation (or subset of observations) which appears to be inconsistent with the
remainder of that set of data®, Barnett, Lewis (1994), S. 7). In Verbindung mit dieser
Definition trifft man haufig aut Methoden, die eine visuelle Veranschaulichung der be-
obachteten Stichprobe oder geeigneter statistischer Kenngrofien der Daten beinhalten.
Die Idee dabei ist, daBl sich Ausreifler durch ein Erscheinungsbild manifestieren, das
sich sichtbar von dem der iibrigen Beobachtungen unterscheidet.

Trotz der Anschaulichkeit des hier benutzten Ausreiflerbegriffs wird in der Regel ein
Modell fiir die guten Beobachtungen benétigt. Man bevorzugt dafiir oft ein Normal-
verteilungsmodell, das auch die meisten der hier vorgestellten Vorgehensweisen unter-

stellen.

Ein Verfahren, das die graphische Darstellung statistischer Kenngrofien einer zu un-
tersuchenden Stichprobe verwendet, wurde von Bacon-Shone und Fung (1987) vorge-
stellt. Es basiert auf der A(™)-Statistik fiir den Test auf m AusreiBer von Wilks, die
im vorigen Abschnitt eingefithrt wurde. Bacon—Shone und Fung legen fiir die Beob-
achtungen, die keine Ausreifler sind, eine p—variate Normalverteilung zugrunde. Sie
nutzen die Tatsache, daf§ die Verteilung der GréBen R,, die zur Bestimmung von A(™)
herangezogen werden, unter diesem Nullmodell approximiert werden kann. Fiir das
von ihnen vorgeschlagene graphische Verfahren gehen sie von den Werten R, iiber
zu den transformierten GréBen W, = —[N — L(p + m + 3)]In(R,), die approximativ
szfverteilt sind. Dabei ist N der Umfang der betrachteten Stichprobe, p die Dimen-
sion der Daten und m die vermutete Anzahl von Ausreiflern in den Daten. Durch
einige Vereinfachungen gelangen Bacon—Shone und Fung zu folgendem graphischen
Verfahren. Die berechneten W, werden der Grofie nach geordnet, und man betrachtet
die n — m 4+ 1 grofiten, Wg(l) > 2 Wg(n_m—l_l). Diese tragt man gegen geeignete

Quantile der Xf;\/erteilung auf, genauer notiert man die Punktepaare (Wék), Wg(k)) mit
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Wék) = X;;l— e k=1,....n —m+ 1. Liegen keine Ausreifler vor, sollten diese

Punkte anndhernd auf einer Geraden liegen. Derartige Graphiken werden fiir verschie-
dene Werte von m, der Anzahl der vermuteten Ausreifler, erstellt. Fiir diejenige Zahl
m, die der wahren Anzahl von Ausreiflern entspricht, erwartet man, dafl der Punkt
(Wél), Wg(l)) deutlich abseits der von den restlichen Punkten gebildeten Geraden liegt
(,[...] if we consider the plot [...] for m = m* where there are actually m* outliers in
the sample, we would expect that the highest point will be distinct [...] and that the
remaining points will lie roughly on a straight line [...]“, Bacon—Shone, Fung (1987),
S. 156). Auf diese Weise wird zugleich mit der Entdeckung von Ausreifern bei der
beschriebenen Methode auch deren Anzahl entdeckt.

Der Ansatz des Verfahrens von Bacon—Shone und Fung besteht im wesentlichen darin,
die Auspragungen einer statistischen Kenngrofle fiir die Daten gegen die unter dem
Nullmodell erwarteten Auspréagungen abzutragen. Falls keine Ausreifler vorliegen, er-
gibt sich ein annidhernd linearer Graph, und Ausreifler sind durch die deutliche Abwei-
chung von der von den guten Beobachtungen gebildeten Geraden zu erkennen. Hier
wird die Philosophie des Quantil-Quantil-Plots, der urspriinglich zur Anpassung einer
geeigneten Verteilung dient, fiir den Kontext der Identifizierung von Ausreiflern nutz-
bar gemacht. Dieses Prinzip findet man héufig bei heuristischen Verfahren zur Aus-
reiferentdeckung. So benutzt zum Beispiel Healy (1968) einen Plot von Mahalanobis-
distanzen gegen die Quantile der y*~Verteilung. Gnanadesikan und Kettenring (1972,
S. 111 ff.) verwenden zwei Typen verallgemeinerter Distanzmafle, wobei in einem Fall
Quantile von Gamma—Verteilungen, im anderen Fall von Beta- oder F—Verteilungen
fir die Erstellung der Graphik herangezogen werden. An der gleichen Stelle findet
sich ein weiteres solches Verfahren, das mit einem speziellen Korrelationskoeffizienten
und Quantilen der Normalverteilung arbeitet. Fine neuere Arbeit von Easton und
McCulloch (1990) stellt eine multivariate Verallgemeinerung von Quantil-Quantil—
Plots vor, die ebenfalls fiir die Identifizierung von Ausreiflern geeignet ist. Beachtens-
wert ist hier vor allem, dafl eine Methodik entwickelt wird, die es bei der Einbettung
in die Problematik der Ausreilerentdeckung erlaubt, fir die guten Daten eine Reihe

verschiedener Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu unterstellen.
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Viele Techniken, die fiir die graphische Darstellung multivariater Stichproben zur Ver-
fiigung stehen, lassen sich ebenfalls gut fiir die Bestimmung von Ausreiflern nutzen.
Kleiner und Hartigan (1981) stellen zwei solche Techniken vor, die Reprasentation
mehrdimensionaler Daten durch Bdume und Burgen. Abbildung 2.1 zeigt die Darstel-
lung der Stimmenanteile der Republikaner bei den Présidentschaftswahlen von 1964—
1976 in 48 amerikanischen Bundesstaaten. Dabei wurden die Wahljahre als Beobach-

tungen, die Stimmenanteile in den einzelnen Bundesstaaten als Variablen interpretiert.

1972 1976

Abbildung 2.1: Stimmenanteile der Republikaner bei amerikanischen Prasidentschafts-
wahlen 1964-1976 in 48 Bundesstaaten, dargestellt als Bdume
(Kleiner, Hartigan (1981), S. 267)

Jede Spitze eines Baumzweigs stellt einen Staat dar, und die Ordnung, nach der die
Staaten mit den Zweigen assoziiert werden, kommt durch eine hierarchische Clusterung
der Variablen zustande. Der zum Jahr 1972 gehérende Baum fallt auf den ersten Blick
auf. Tatséchlich gab es 1972 einen deutlichen Wahlsieg der Republikaner in den USA.
Ein weiteres eindrucksvolles Beispiel fiir die Entdeckung eines Ausreiflers durch die gra-
phische Darstellung einer Stichprobe findet man in der Diskussion iiber die Arbeit von
Kleiner und Hartigan. Wainer (1981, S. 274) betrachtet die Stimmenanteile der Repu-
blikaner bei amerikanischen Préasidentschaftswahlen von 1932-1940 und 1960-1968 in 6

Bundesstaaten. Er prasentiert zwei Versionen der Darstellung dieser Daten als Gesich-
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ter, zum einen nach Chernoff (1973), zum anderen gemaf Flury und Riedwyl (1981).
Diese zweite Version wird in Abbildung 2.2 dargestellt. Der Bundesstaat Mississippi
fallt deutlich als méoglicher Ausreifler ins Auge.

KENTUCKY SOUTH CAROLINA
MARYLAND MISSISSIPPI
MISSOURI LOUISIANA

Abbildung 2.2: Stimmenanteile der Republikaner bei amerikanischen Prisidentschafts-
wahlen 1932-1940 und 1960-1968 in 6 Bundesstaaten, dargestellt als
Gesichter (Wainer (1981), S. 274)

Es gibt viele Moglichkeiten tiir die graphische, also zweidimensionale Darstellung multi-
variater Daten. Dazu gehoren unter anderem Profile (z.B. Bertin (1967)), Sterne (z.B.
Goldwyn et al. (1971)), Glyphs (Anderson (1960)), Andrews—Plots (Andrews (1972))
oder Polyeder (Seaman et al. (1987)). Weitere Methoden finden sich bei Gnanadesi-
kan (1977, Kap. 6.4). Alle diese Darstellungsweisen kénnen auch dazu benutzt werden,

Auffélligkeiten und damit auch potentielle Ausreifler zu erkennen.

Uber die behandelten Prozeduren hinaus gibt es eine Fiille weiterer heuristischer Me-
thoden, um Ausreifler in multivariaten Datensidtzen zu identifizieren. Dazu zahlen
Verfahren, die auf der Hauptkomponentenanalyse beruhen (Rao (1964), S. 334, Bar-
nett, Lewis (1994), S. 303 ff., Hawkins (1974), Hawkins (1980), S. 110 ff.), ebenso
wie solche, die Ausreifler in jeder einzelnen Koordinate der Beobachtungen suchen
(z.B. Barnett (1983)). Eine ausfiithrliche Ubersicht iiber diverse Methoden der Identi-

fizierung von Ausreiflern bietet die Arbeit von Gnanadesikan und Kettenring (1972).
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Weitere Moglichkeiten findet man beispielsweise bei Bhandary (1992) oder Atkinson
und Mulira (1993).

2.3 Ausreifler—Identifizierer

Die in den beiden vorangegangenen Abschnitten beschriebenen Ansitze bieten zwei
sehr unterschiedliche Arten der Erkennung von Ausreiflern. Die Ausreiflertests werden
zur Identifizierung von Ausreiflern herangezogen, sind allerdings von ihrer Konzeption
her eigentlich Tests auf das Vorliegen von Beobachtungen aus Verteilungen, die vom
Nullmodell abweichen. Dabei herrscht eine starke Spezialisierung auf bestimmte Mo-
delle vor. Die heuristischen Verfahren dagegen verzichten fast vollstandig auf eine Mo-
dellbildung und gehen intuitiver an den Begriff des Ausreiflers heran. Dabei wird in der
Regel auf eine Formalisierung dieses Begriffs verzichtet. Die Benutzung sogenannter
Ausreifler-Identifizierer, deren Definition auf Davies und Gather (1993) zuriickgeht,
ist eine weitere Methode zur Ausreiflerentdeckung. Sie beriicksichtigt einerseits die
Modellbildung, wobei sie jedoch im Gegensatz zu den Ausreiflertests unmittelbar zum
Zweck der Identifizierung von Ausreiern konzipiert ist. Andererseits tragt diese Me-
thode dem intuitiven Verstiandnis der Bezeichnung ,, Ausreifler* Rechnung, wobei im
Gegensatz zu den heuristischen Verfahren dieser Begriff formalisiert wird.

Ausreifler werden als solche Beobachtungen definiert, deren Position beziiglich eines
zugrundegelegten Modells fiir die beobachteten Daten hinreichend unwahrscheinlich
ist. Unter der Modellannahme einer multivariaten Normalverteilung 1a8t sich dann ein

Bereich angeben, so dafl alle Punkte in diesem Bereich als Ausreifler definiert werden.

Definition 2.1 (Becker (1992), S. 15)

Sei v €]0,1[, sei x2,,_,, das (I — a)-Quantil der x2-Verteilung.
Die Menge

out(a,p,¥) :={z € IR": (z — E)Tz_l(g —p) > X;‘;l_a}

heifit a-Ausreifier—Bereich der N(p,X)-Verteilung.
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Mit dieser Formalisierung ist P(X € out(e, p, X)) = a fiir X ~ N(u, ), das heifit, die
Definition spiegelt gerade die anschauliche Vorstellung wider, dafl Ausreifler Beobach-
tungen sind, die unter einem betrachteten Modell nur mit geringer Wahrscheinlichkeit
vorkommen kénnen.

In der Situation, daB eine Stichprobe aus N(u, ¥)-verteilten Beobachtungen vorliegt,
in der Ausreifler vermutet werden, kénnten bei Kenntnis von g und X alle a—Ausreifler
identifiziert werden. Da in der Regel aber y und ¥ unbekannt sind, mufl zur Iden-
tifizierung von Ausreifilern der Bereich out(e, y, ¥) geschitzt werden. Dabei ist zu
beachten, da die Stichprobe, die als Grundlage der Schéatzung dient, selbst Aus-
reifler enthalten kann. Dies kann in folgender Weise modelliert werden. Die Stich-
probe gn = (zy,...,2y) mit ; € RP. i = 1,..., N, enthélt n regulare Beobachtun-
gen, die Realisationen unabhéngiger und identisch N(u, ¥)-verteilter Zufallsvariablen
sind. Die restlichen £ = N — n Beobachtungen liegen im éy—Ausreifler—Bereich der
N(p, ¥)-Verteilung, wobei oy €]0, 1 nicht bekannt ist. Ebenso ist die Anzahl & von
On—Ausreiflern in der Stichprobe unbekannt. An die 6y—Ausreifler werden keine wei-
teren Anforderungen gestellt. Es ist daher auch méglich, dafl sich unter ihnen Beob-
achtungen aus der N(p, X)-Verteilung befinden, die aber dennoch aufgrund ihrer Lage
als éy—Ausreifler bewertet werden. Unter diesen Modellvoraussetzungen a3t sich ein

Schatzer fiir einen Ausreiflerbereich definieren.

Definition 2.2 (Becker (1992), S. 18)

Gegeben sei eine Stichprobe gy vom Umfang N, sei 0 < k < N/2,N = n + k,k un-
bekannt. Sei zy = (24,...,2y) mit z, € R, p > 2,0 = 1,...,N. Die Stichprobe
zn enthalte eine Anzahl £ von 6y-Ausreiflern; die restlichen n = N — k reguldren
Beobachtungen seinen Realisationen unabhéngiger, identisch N(u,X)-verteilter Zu-
fallsvektoren. Gegeben sei weiterhin ay € |0, 1].

Ein multivariater (any—) Ausreifier—Identifizierer ist definiert durch

eine nichtsingulére, symmetrische Matrix S = S(zn) € RP*?,

einen Vektor m = m(zy) € IR?

und eine Zahl ¢ = ¢(p, N,ay) € R,c > 0,

die nicht von der Anordnung der éy—Ausreifler in der Stichprobe abhangen.
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Durch diese Groflen wird ein Bereich

OR(zn,an):={z € R : (z—m)" S (z —m) > ¢}

—_—\~

festgelegt.
Alle 2z € OR(zn, an) werden als ay—Ausreifler beziiglich N(u, X)) identifiziert.

Dabei ist ¢ eine Normierungskonstante, die die Vergleichbarkeit verschiedener Identifi-

zierer ermoéglicht. Beispielsweise kann ¢ so gewahlt werden, daf
P(@(‘?\,{]\U aN) C OUt(O‘Naﬁv E)) =l-a

fiir eine gegebene Zahl o € )0, 1], falls zy nur aus Beobachtungen N(u,X)-verteilter
Zufallsvariablen besteht.
Die Bezeichnung OR wird sowohl fiir den oben definierten Bereich als auch fir den

Identifizierer selbst verwendet.

Die Regel, nach der Beobachtungen als Ausreifler identifiziert werden, lautet also: be-
trachte zu jeder Beobachtung einen Abstand vom Typ einer Mahalanobisdistanz. Falls
dieser Abstand zu grof} ist, wird die Beobachtung als Ausreifler erkannt. Die Idee, eine
Distanz vom Mahalanobis—Typ mit geeignet gewahlten Schétzern zur Identifizierung
von Ausreiflern zu benutzen, wird auch von Rocke und Woodruff (1993) gewiahlt. Al-
lerdings wird dort der Identifizierer nicht formal definiert. Auch Rousseeuw und van
Zomeren (1990) verfolgen einen derartigen Ansatz, ebenfalls ohne formale Definition
der Identifizierungsprozedur. Das dort verwendete Verfahren wird in Kapitel 5 im Bei-

spiel 5.3.1 im Kontext der hier definierten Ausreifler—Identifizierer ndher untersucht.

Die auf die oben angegebene Weise definierten Ausreifler—Bereiche und Identifizierer
sind multivariate Verallgemeinerungen der von Davies und Gather (1993) eingefithrten

univariaten Konzepte. Betrachtet man den Ausreiflerbereich
out(a, p,¥) = {z € R’ : (z—p)'E7 (&~ p) > xpa_a)

und setzt p = 1, so werden die Vektoren x und g zu reellen Zahlen z und p. Die Ko-

varianzmatrix ¥ reduziert sich auf die univariate Varianz o* der N(u,o?)-Verteilung,
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) 2
und der Ausdruck (z — H)Tz_l(g — ) wird gerade zu @;—5) = ('x_M) . Weiter ist

Xil—a = (zl_a/Q)Q, so daf}

(z — p)?

> X%;l—a A |$ - ILL| > 0Z1-af2;
wobei z;_4/2 das (1 — «/2)-Quantil der Standardnormalverteilung bezeichne. Damit

geht der multivariate AusreiBerbereich out(a, y,X) fiir p = 1 in den von Davies und

Gather (1993, S. 782) definierten univariaten a—Ausreifier—Bereich out(a, y, c?) von

N(p,0?) iiber,
out(a, p,0%) :={z € R: |z — u| > cz1_0/2}.

In gleicher Weise 1a8t sich der multivariate ay—Ausreifler—Identifizierer als Verallgemei-
nerung des entsprechenden univariaten Verfahrens auffassen. Dabei ist ein univariater
Ausreifler—Identifizierer definiert durch zwei Zahlen L = L(gn, an) und R = R(gn, an)

mit L. < R, die einen Bereich
OR(zn, an) :=] = 00, L(zn, an)] U [R(zn, an), o]

bestimmen. Alle z € OR(zy,ay) werden als ay—AusreiBer beziiglich N(u,c?) iden-
tifiziert (Davies, Gather (1993), S. 783). Der Bereich OR ist als Komplement eines
Intervalls die univariate Entsprechung des multivariaten Bereichs OR (Komplement
eines Ellipsoids). Dies 1afit sich durch Umparametrisierung von OR erkennen. Mit
m(zn) = %(L + R) und c(an,zn)s(zy) = %(R — L) 148t sich OR schreiben als

r—m

OR(gn,an) :={z € R:

=,

woraus sich die Analogie zum multivariaten Identifizierer OR unmittelbar ergibt.

Wie man in Definition 2.2 sieht, werden hier Ausreifler—Identifizierer betrachtet, die
auf einem Lokationsschatzer m und einem Kovarianzschatzer S basieren.

Fiir die beiden Schétzer sei affine Aquivarianz vorausgesetzt, das heift, fiir jede affine

Transformation gy — Azy + b, A € IRP*P, A regular, b € IRP, gelte
L. m(Azn +b) = Am(zn) + b,

2. S(Azn +b) = ATS(zn)A.
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Dabei sei gy = (2q,...,25),2;, € IR?, und Agy +b:= (Az, +b,..., Azy + D).

Unter diesen Voraussetzungen ist auch der Identifizierer OR affin d&quivariant, d. h.,
z € OR(gn,an) & Az+be OR(Agn + b, an).

Damit ist gesichert, daf eine (affine) Transformation der Stichprobe keinen Einfluf
darauf hat, welche der Beobachtungen als AusreiBer identifiziert werden. Eine Ande-

rung der Mafleinheit der Daten spielt also keine Rolle.

Das Konzept der Ausreifler-Identifizierer enthilt Aspekte beider Arten von Methoden
zur Ausreilerentdeckung, wie sie in den ersten beiden Abschnitten dieses Kapitels be-
schrieben werden. Die Form des Bereichs, der einen Identifizierer definiert, wird durch
die Form des Ausreiflerbereichs festgelegt. Der Ausreilerbereich wird beziiglich eines
gewissen Wahrscheinlichkeitsmodells bestimmt, das dem Nullmodell fir die ., guten®
Daten entspricht. Hier geht der Aspekt der formalen Modellierung ein, der auch bei
den im ersten Abschnitt dargestellten Ausreiflertests zu finden ist. Die Definition des
Ausreiflerbereichs als eine Region, in der sich Beobachtungen unter dem gewéhlten
Nullmodell kaum realisieren, lehnt an das intuitive Verstandnis des AusreiBerbegriffs
an, wie es bei den heuristischen Methoden im zweiten Abschnitt zum Tragen kommt.
So entsteht ein Verfahren, das speziell fiir die Entdeckung von Ausreiflern konzipiert
ist und mit dem einerseits Ausreifler nach eindeutigen Kriterien formal identifiziert
werden kénnen und das andererseits leicht einsichtig ist. In den folgenden Kapiteln

werden Figenschaften dieses Verfahrens betrachtet.



3 Masking- und Swamping—Bruchpunkte von
Ausreifler—Identifizierern

Um das Verhalten der im vorigen Abschnitt definierten Ausreifler—Identifizierer be-
urteilen zu kénnen, benoétigt man Bewertungs- bzw. Vergleichskriterien. FEin erster
Schritt bei der Konstruktion solcher Kriterien ist die Charakterisierung des Worst—
case—Verhaltens der zu beurteilenden Verfahren. Damit lassen sich Prozeduren finden,
deren Leistung auch im schlechtesten Fall noch akzeptabel ist. Zwei mogliche Worst—
case—Kriterien sind der Masking- und der Swamping—Bruchpunkt. Diese beiden Gréfien
héngen mit den beiden im vorigen Kapitel kurz erwdhnten Phanomenen des Masking
und Swamping zusammen, die bei der Identifizierung von Ausreiflern hédufig auftre-
ten. Die Bruchpunkte geben jeweils den kleinsten Anteil an Ausreiflern in einer Stich-
probe an, mit dem man bereits erreichen kann, dafl ein Identifizierer dem Masking-
bzw. Swamping—Effekt unterliegt. In den folgenden Abschnitten werden Masking- und
Swamping—Bruchpunkt eines Identifizierers definiert und ihr Zusammenhang mit den
Finite-sample Bruchpunkten der in dem Identifizierer verwendeten Schétzer unter-

sucht.

3.1 Definitionen der Bruchpunkte

Die im vorigen Kapitel definierten Ausreifler—Identifizierer werden durch Lokations-
und Kovarianzschéatzer m und S festgelegt. Fiir die Beurteilung der Robustheit von
Schétzern existiert unter anderem das Kriterium des Finite-sample Bruchpunkts. Diese
Grofle gibt an, wie grofl der Anteil beliebig schlecht plazierter Beobachtungen in einer
Stichprobe mindestens sein muf, damit der Schéatzer beliebig unsinnige Ergebnisse lie-

fert (Zusammenbruch).

Definition 3.1 (Donoho, Huber (1983), S. 160, Lopuha&, Rousseeuw (1991), S. 231)

Sei gy = (2],...,2}) eine Stichprobe vom Umfang N von regularen Beobachtun-
gen aus einer N(u,Y)-Verteilung, sei yy, = (zf, ..., 2} , Yo - gk), y, € IRP,
J=1,...,k, N = n+ k, eine durch Austausch von k& Beobachtungen von gy durch

beliebige Vektoren entstandene Stichprobe.
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a) Sei T := {T(zm)}me v eine Folge von p-dimensionalen Lokationsschéatzern fiir den
Erwartungswert p. Dann heifit

ey, T) = min {5 sup 17 (zn) = T(ynp)ll = oo}

der Finite-sample Bruchpunkt von T.

Dabei sei mit ||.|| die euklidische Norm im IR? bezeichnet.

b) Sei C' := {C(&m)}me v eine Folge von Schatzern fiir die Kovarianzmatrix X.

Zu einer symmetrischen Matrix A € IRP*? seien die Eigenwerte gegeben als
M(A) >0 > A (A),

und zu A, B € IRP*? A, B positiv definit, sei die Abbildung D definiert durch
D(A, B) := max{| \1(4) — \(B)
Dann heifit

-

(an, ) = min {2+ sup D(Clan), Clyn ) = o)

1<k<N - N Yk

der Finite—sample Bruchpunkt von C.

Die hier betrachteten Schétzer m und S seien so beschaffen, dafl ihre Finite-sample
Bruchpunkte nicht von den in einer Stichprobe zy vorkommenden Werten z,,..., 2y
abhangen, das heifit, fiir zwei unterschiedliche Stichproben g} und g3 des gleichen
Umfangs N ergebe sich der gleiche Bruchpunkt e*(z3,,T) = ¢*(g%, T') fiir den Schétzer
T € {m,S}. Diese Anforderung stellt keine starke Einschrankung dar; sie wird von
den meisten Schatzern erfiillt (vgl. Donoho, Huber (1983), S. 161, Gordaliza (1991),
S. 391).

Bei der obigen Definition von Finite—sample Bruchpunkten betrachtet man eine gege-
bene Stichprobe zn und fithrt den Zusammenbruch der Schétzer durch den Austausch
(engl. replacement) von Beobachtungen herbei. Es gibt auch noch einen anderen An-
satz, bei dem zu einer gegebenen Stichprobe Beobachtungen hinzugefiigt werden (engl.
addition), so daf} ein Zusammenbruch der Schétzer erreicht wird. Der Unterschied

zwischen diesen beiden Ansdtzen ist allerdings nur formal; das Ergebnis, der Wert des
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Bruchpunkts, andert sich dadurch nicht. Diese Tatsache 1a8t sich leicht einsehen, wenn
man die beiden Versionen der Definition von Finite-sample Bruchpunkten betrachtet.

Dies soll hier exemplarisch fiir Lokationsschatzer durchgefiihrt werden.

Der Finite-sample Bruchpunkt fiir den additiven Ansatz ist definiert als

ez, T) = mkm{

~

psup [T (gn) = T(gnn)ll = 007,

n —I_ n+k

wobei g, = (z7,...,2]) eine Stichprobe vom Umfang n von reguldren Beobachtungen
ist und y,., = (27,... T Yy ,gk) eine durch Hinzufiigen von k beliebigen Beob-
achtungen zu g,, entstandene Stichprobe vom Umfang N =n + k ist.

Seinun e*(gn,T) = % Das bedeutet, daf} sich zu jeder vorgegebenen Schranke M € IR

eine Menge von k& Punkten YooY, finden 148t, so dafl
1T (zn) = T(yni)ll > M.

Dabei ist zn = (27,..., 2}, 2] 4,...,25) und yy, = (2],... T Y e ,gk).
Gleichzeitig ist yy , die gleiche Stichprobe, die entsteht, wenn man zu den n Beobach-
tungen x7,...,z;, die Punkte y ,...,y,_hinzufiigt, d. h., es ist yn; = y,4s-
Betrachtet man die Stichproben g und g, als gegeben, so 1afit sich folgende Abschét-

zung durchfithren:

M < |[T(gn) = T(gn ol = 1T (@n) = T(gns)l
= T@n) = T(zn) + T(n) = T(Ynrs)l

< ITGn) = Tl 1T (2n) = T(gnss)l-

=A (fest)

Die Betrachtung von M — oo liefert, dafi mit ¢*(gzn,T) = % fir e (gn,T) die
Abschitzung e.(zy,T) < £ = ﬁ gelten mu8.

Umgekehrt kann man von e.(zy,T) = %+ mit der gleichen Argumentation darauf
schlieflen, dafl e*(gzn,T) < % gilt.

Hier lautet die entsprechende Abschéatzung:

M < |T(zn) = T(gnsr)l = 17 (2n) = T(yn )l

= N1T(zn) = T(xn) + T(an) = T(yn el
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< IT(n) = Tn)l +1T(2v) = T(yn -

=A (fest)

Insgesamt folgt also die Gleichheit der Bruchpunkte.
Damit spielt es keine Rolle, auf welchem der beiden Ansatze die Definition des Finite—
sample Bruchpunkts beruht. Hier wird der Ansatz iiber den Austausch von Beobach-

tungen verwendet, da sich dieser in der Literatur starker durchgesetzt hat.

Genauso wie Schatzer m und S zusammenbrechen kénnen, kann man auch bei Identi-
fizierern von einem Zusammenbruch sprechen. Man unterscheidet dabei zwei Moglich-
keiten: den Zusammenbruch beziiglich des Masking—Effekts und den beziiglich des
Swamping—Effekts. Der Masking—Effekt tritt auf, wenn das Vorhandensein eines oder
mehrerer Ausreifler dazu fithrt, dafl Ausreier nicht identifiziert werden. Der Masking—
Bruchpunkt eines Identifizierers OR gibt grob gesagt den kleinsten Anteil an Ausreiflern
an, der dazu fithren kann, dafl der Identifizierer dem Masking—Effekt unterliegt.

In Anlehnung an die entsprechenden Definitionen in Abschnitt 2.2 von Davies und

Gather (1993) werden folgende Begriffsbildungen getroffen.

Definition 3.2 (Becker (1992), S. 23, S. 26 {.)

Gegeben seien eine Folge a = (an)yew,0 < ay < 1, § €]0, 1] sowie reguliare Beob-

achtungen g7 = (27,...,2)). Sei
M = BM(OR,an,z”, k,0)
= inf{ B3>0 :es ex. §—Ausreifer g = (z7,...,2}), so daB irgendein Punkt,

der ein 3-Ausreifer ist, von OR auf Basis von gn = (g}, z}) nicht
als ay—Ausreifler identifiziert wird},

Moo= EM(OR, a, 27, 6)

= min{k: BM(OR, any, 2", k,6) = 0}.

Die Zahl M heiBt Masking—Punkt, und
EM(OR, o, 27, 6)

Y ~n?

n+ kM(OR, a, z7,0)

Y~

s"(OR) := M(OR, a, 27,6) :=

Y~

heilt Masking—Bruchpunkt des Identifizierers OR.
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Der andere Fall des Zusammenbruchs, Swamping, bedeutet, dafl durch das Auftreten
von 6—Ausreiern Punkte, die keine ay—Ausreier sind, vom Identifizierer als beliebige
Ausreifler eingestuft werden. Analog zum Masking—Bruchpunkt gibt der Swamping—

Bruchpunkt den kleinsten Anteil von 6—Ausreiflern an, der Swamping verursachen kann.

Definition 3.3 (Becker (1992), S. 24, S. 27)

Unter den Voraussetzungen von Definition 3.2 seien

p% = B°(OR,an,z,k,6)
= inf{8 > 0:es ex. &—Ausreifer z},so daB irgendein Punkt, der

kein ay—AusreiBer ist, als F-Ausreifler identifiziert wird},

k5 = E°(OR, e, 2", 6)

)~

= min{k: 3°(OR, anys, ", k,8) = 0}.
Die Zahl 3% heiBt Swamping—Punkt, und

kS(OR, a, 2", 6)

Y~

n+ k3(OR, a, 27, 6)

Y~

£°(OR) := *(OR, a, 2", 6) :=

y~mn)

heiit Swamping—Bruchpunkt des Identifizierers OR.

Will man Finite-sample Bruchpunkte einerseits und Masking- und Swamping—Bruch-
punkte andererseits in Beziehung zueinander setzen, so mufl man beachten, daf} diese
beiden Typen von Bruchpunkten auf unterschiedlichen Ansitzen beruhen. Wé&hrend
die Finite-sample Bruchpunkte von Schéitzern das Austauschen von Beobachtungen
heranziehen, liegt den fiir Identifizierer definierten Versionen das Hinzufiigen von Be-
obachtungen zugrunde. Mit den Uberlegungen nach Definition 3.1 spielt es fiir den
Finite-sample Bruchpunkt jedoch keine Rolle, welcher der beiden Ansdtze zugrunde
gelegt wird, sein Wert andert sich dadurch nicht. Daher ist es moglich, die beiden
Arten von Bruchpunkten trotz der unterschiedlichen Ansatze in Beziehung zueinander

zu setzen.
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3.2 Beziehungen zwischen Bruchpunkten von Schitzern und

dem Masking—Bruchpunkt von Ausreifler—Identifizierern

Da Ausreifier—Identifizierer OR tiber Lokations- und Kovarianzschatzer m und S defi-
niert werden, ist es intuitiv einleuchtend, dafl ,,gutes“ oder ,schlechtes® Verhalten von
Identifizierern unmittelbar mit ,,gutem® oder ,,schlechtem® Verhalten der Schétzer zu-
sammenhéngt. Fir Identifizierer im linearen Regressionsmodell wurde bereits nachge-
wiesen, dafl deren Masking- und Swamping-Bruchpunkte entscheidend von den Finite—
sample Bruchpunkten der verwendeten Schitzer bestimmt werden (Boscher (1992),
Kap. 3). Auch fiir multivariate Ausreifler—Identifizierer lassen sich beziiglich des Giite-
kriteriums ,,Bruchpunkt® solche Zusammenhénge zeigen. Dazu werden zunachst Zu-
sammenhénge der Schétzer mit dem Masking—Effekt betrachtet.

Wie bereits erwahnt, bedeutet Masking, dafl beliebig . grofle® Ausreifler nicht als sol-
che erkannt werden. Das Bruchpunktverhalten der in einem Identifizierer verwendeten
Schétzer hat einen Einflu auf den Masking-Bruchpunkt des Identifizierers, wie der
folgende Satz zeigt.

Satz 3.1

Seien OR, m und S wie in Definition 2.2. Seien ¢*(zn, m) =: kﬁl und e*(zn, S) =:

ky
N

die Finite-sample Bruchpunkte der beiden Schéatzer, wobei k; < % gelte, = 1,2.
Seien weiter k := min{ky, k2}, @ = (an)nven, 0 < ay < 1, und § €]0,1[. Sei

zy, = (zf,...,z]) eine Stichprobe reguldrer Beobachtungen aus N(p,X)-verteilten Zu-

fallsvariablen.

Dann gilt fiir den Masking-Bruchpunkt e (OR):

k
MOR, a, 2", 68) > —
€ (—7a7£n7 )—N

mit N =n + k.

Beweis

Beachte die folgenden Definitionen:

M = inf{# > 0:es ex. & AusreiBer 5527 so daB irgendein Punkt in out(3, u, ¥)

nicht als o, ,~Ausreifler identifiziert wird},
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k‘M = mln{q . ,BM(an+q7 %:”HQ7 5) = 0}7

M kM

 on 4 kM
Betrachte eine Situation mit & — 1 Ausreiflern.
Sei zn_1 = (27,20 ;) und 2% _, = (29,...,2%_,) ein Tupel von §—Ausreifiern.

Fir £ < N gilt % < % Da hier k£ < %, ist dieser Zusammenhang erfillt, und
daher kann durch diese Konstellation der Stichprobe weder ein Zusammenbruch des
Lokationsschatzers m noch ein Zusammenbruch des Kovarianzschéatzers S erfolgen. Das

bedeutet:
. Jae N :|m(zv_1)| < a,

2. 3be IN : 0 < A,(S) < ... < A(S) < b, wobei A;(S) die Eigenwerte von S(zn-1)

sind,z =1,...,p.

(Die Aussagen 1. und 2. sind unmittelbare Folgerungen aus den Definitionen der Finite—

sample Bruchpunkte.)
Damit gilt fir OR und das Volumen von [RP\OR:

OR(zn-1,an-1) #0, 0 < vol(/R"\OR) < oo,

und das Ellipsoid IRP\OR liegt in einer abgeschlossenen Teilmenge des IRF, d. h., es
existiert eine Kugel Ku mit Radius r, 0 <r < oo, Ku = {z € IR? : ||z|| < r}, so daB
IRP\OR C Ku, zum Beispiel r = |m(zn-1)| + dm < a + dv/b. (Die Zahl d ist
ein Proportionalitdtsfaktor: das Volumen des Ellipsoids ist proportional zum Produkt
der Wurzeln der Eigenwerte von S.)

Dann folgt:

IRP\Ku C OR(zn-1,an-1), (3.1)

d. h., alle Punkte auflerhalb der Kugel Ku werden von OR als an_;—Ausreifler identi-
fiziert.

Nun gibt es eine Zahl g € ]0,1[, so daff die Kugel Ku im Ellipsoid

RP\out(B3,p,X) ={z € RP : (z — p)"S Haz — p) < Xiq_p) enthalten ist, d. h.,

Ku C IR"\out(f, u, X). (3.2)
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Die grofite Zahl 3, fiir die der Zusammenhang (3.2) erfiillt ist, sei mit 5* bezeichnet.

Dann ist
out(f*, pu,X) <€ IR\Ku C OR(zn-1,oan-1)

(unter Ausnutzung von (3.1) und (3.2)), und damit wird jeder f*—Ausreifier als ay_;—
Ausreifler identifiziert. Gleiches gilt fiir alle Zahlen 5 < 3*.
Damit folgt sofort, daB M (an_1,27,k —1,8) > B* > 0 ist (nach Definition von 5M).
Dieselben Schritte sind fiir alle Zahlen [ mit 0 <1 < k anstelle von & — 1 méglich.
Das bedeutet fiir den Masking-Bruchpunkt:

MOR(ey1yan)) 2 —
und damit gilt (nach Definition von ™)

k k
M (OR(zn, an)) > kN

Mit Satz 3.1 ist es gelungen, den Masking—Bruchpunkt eines Identifizierers nach unten
abzuschétzen. Auf dhnliche Weise 18t sich eine Abschatzung nach oben gewinnen, die
statt auf dem Minimum auf dem Maximum der beiden Finite-sample Bruchpunkte der

Schatzer m und S beruht.

Satz 3.2

Seien OR, m und S wie in Satz 3.1. Seien £*(gn,m) =: % und e*(zn,S) =:

ko
N

die Finite-sample Bruchpunkte der beiden Schéatzer, wobei k; < % gelte, = = 1,2.

Seien weiter K := max{ky, k:},a = (an)ven,0 < ay < 1, und 6 €]0,1[. Sei
zy, = (zf,...,z]) eine Stichprobe reguldrer Beobachtungen aus N(u,X)-verteilten Zu-
fallsvariablen.

Dann gilt fiir den Masking-Bruchpunkt ¢ (OR):

M (OR, a, 27, 6) <

) ~n?

==

mit N =n+ K.
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Bewelis

Annahme: Es gilt éM(OR) > %, das heift, es gilt e (OR) > ﬁ,—i} = n.I:Ij-lH

Da nach Definition von e auBerdem
eM = K
n 4+ kM
mit

kM = mln{q . /BM(an—}—qa %27 q, 6) = 0}7

muf fiir e (OR) > ni‘lﬂ_l die Abschitzung kM > K + 1 gelten.

Damit folgt, dafl eine Zahl 8* > 0 existiert, so daf
BM(apyrc,zt, K, 6) > B

fiir jede beliebige Kombination von K Beobachtungen, die als 6—Ausreifler an einer fir
den Identifizierer OR moglichst ungiinstigen Position plaziert werden.

Nach Definition ist

BM(apyx, 27, K,8) = inf{8>0:esex. § Ausreifer %, so daB irgendein Punkt
in out (3, u, X) nicht als a4 x—Ausreiler identifiziert
wird }.

Mit M (a5, 27, K,8) > 4* > 0 muB daher fiir die Zahl 3* gelten: bei jeder beliebigen
Kombination g% von é—Ausreiflern werden alle Punkte im Bereich out(s*, u, %) als

o+ k—Ausreifler identifiziert. Das bedeutet, dafl

out(s", 1, %) € OR(zn, an)

mit N =n + K gelten mufl. Anders ausgedriickt, muf}
IR"\OR(zn, an) € IR \out (8", u, X)

gelten fiir beliebige z9.
Das Ellipsoid IRP\OR(zn, o) liegt also innerhalb einer abgeschlossenen Teilmenge des
IR?, denn es 1afit sich eine abgeschlossene Kugel finden, so daf§ IRP\out(3*, y, X)) inner-
halb dieser Kugel liegt.
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Dann folgt insbesondere, dafi der Mittelpunkt m des Ellipsoids IRP\OR(zn, an) inner-
halb einer abgeschlossenen Teilmenge des IR? liegt. Damit kann kein Zusammenbruch

des Schétzers m = m(zn) erfolgen, es muf

. K
€ (FgNam) > ﬁ
gelten.
Nach Voraussetzung ist aber e*(gn,m) < %, es ergibt sich also ein Widerspruch.

Damit gilt die Behauptung, das heifit, es ist

Y(OR, e, 27, 6) <

Y ~Nn)

==

mit N =n+ K.

Fafit man die Ergebnisse der beiden vorangegangenen Sétze zusammen, so erhalt man:
min(g*(ng m)7 5*(£N7 S)) < 5M(@) < max(g*(ng m)7 5*(£N7 S))

Die Finite-sample Bruchpunkte der Schétzer begrenzen also den Masking—Bruchpunkt

des Identifizierers.

Korollar 3.1

Falls unter den Voraussetzungen der Satze 3.1 und 3.2 die Finite-sample Bruchpunkte

der Schéatzer m und S tbereinstimmen, dann folgt fiir den Masking-Bruchpunkt des

Identifizierers OR:

e"(OR) = &*(zn,m) = *(gn, 5)-

~

Mit Hilfe der Séatze 3.1 und 3.2 1488t sich eine Abschatzung tiber die Grée des maximal
erreichbaren Masking—Bruchpunkts angeben. Diese gilt fiir solche Stichproben, deren

regulare Beobachtungen in sogenannter allgemeiner Lage sind:
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Definition 3.4 (Rousseeuw (1985), S. 288)

Sei g, = (24,...,,) eine Stichprobe vom Umfang n,n € IN, mit 2, € R*,i = 1,...,n,

sei n > p. Die Stichprobe gz, heifit in allgemeiner Lage

& in jedem (p — 1)—dimensionalen affinen Unterraum des IR?

liegen hochstens p Punkte von g,,.

Satz 3.3

Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie in Satz 3.1. Weiterhin sei die Stichprobe

z, der reguldren Beobachtungen in allgemeiner Lage, und es sei n > p 4+ 1. Dann gilt

M

max

fiir den maximal erreichbaren Masking—Bruchpunkt ¢ = maxoRr eM (OR) eines affin

aquivarianten multivariaten Ausreifler—Identifizierers OR:

[N—p—l—l

T

¢

N | —

Dabei bezeichne [z] den ganzzahligen Anteil von z, x € IR.

Bewelis

Nach Aussage von Satz 3.1 gilt:

k
M(OR, a, 27, 6) > ~ mit N =n+k.
Also folgt:

5M(@7a7;€;75) > min{_

M .

max”’

Daraus ergibt sich fiir den maximal méglichen Masking—Bruchpunkt ¢

eM > min{ max e (gn,m), max e*(zn,S) }.

Fir die Finite—sample-Bruchpunkte von affin &quivarianten Schitzern gilt:

2

N

[F=5+]

[55H]
< mmatxe*(;gzv,m) < #
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(die untere Grenze wird z. B. von bestimmten S-Schatzern angenommen (vgl. Abschnitt
4), die obere Grenze ist bisher ,nur“ Abschatzung (vgl. Lopuhaéd, Rousseeuw (1991)),
sie ist scharf fiir translationsaquivariante Schétzer),

g

max (zn,S) = #

(dieses Maximum wird z. B. vom MVE-Kovarianzschatzer und von bestimmten S—
Schatzern angenommen (vgl. Davies (1987), S. 1288)).

Fiir diese Abschatzungen der Finite-sample-Bruchpunkte werden die Voraussetzungen

der allgemeinen Lage und von n > p + 1 benotigt, siehe z. B. Davies (1987, S. 1289).

Damit folgt sofort, daf
[F=4

eM > 2

max —_ N

Andererseits wurde bereits gezeigt (Becker (1992), S. 28 f.), daB fiir affin &quivariante

multivariate Identifizierer stets

1
5M(@7 «, g:m 5) S 5

gelten muf}. Diese Abschéatzung 1a8t sich auch mit Satz 3.2 herleiten, da die Zahl 1/2
eine obere Grenze fiir den maximalen Finite-sample Bruchpunkt affin dquivarianter
Lokationsschatzer ist (vgl. Lopuhad, Rousseeuw (1991), S. 232).
Also gilt die Behauptung, und es ist

2]

o < emax <

DO | =

Damit ist die Moglichkeit gegeben zu beurteilen, wie ,,gut® sich ein beliebiger Ausreifler-
Identifizierer OR beziiglich des Masking—Effekts verhélt, verglichen mit dem bestmdégli-
chen Ergebnis.

N—p+1
Es liegt nahe zu vermuten, dafl die Zahl [ % ], die eine obere Schranke fiir den
Finite-sample Bruchpunkt von affin d&quivarianten Kovarianzschéatzern darstellt, auch
eine obere Schranke fiir den Masking-Bruchpunkt affin Aquivarianter Identifizierer ist.

Man kann aber leicht sehen, daff diese Vermutung nicht uneingeschrankt bewiesen
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werden kann. Der Grund dafiir liegt im Verhalten von Kovarianzschatzern beim Zu-
sammenbruch. Laut Definition kann der Zusammenbruch eines Kovarianzschétzers auf
zwei verschiedene Arten erfolgen.

Einerseits besteht die Moglichkeit, dafl der grofite Eigenwert der Schatzmatrix S be-
liebig grofl wird. Dieses Ereignis kann man einen Zusammenbruch durch ,,Explosion®
nennen. Betrachtet man einen auf S beruhenden Identifizierer OR, so bedeutet dies
folgendes: die langste Achse des Ellipsoids IR"\OR wird beliebig lang, der Bereich, in
dem keine Beobachtung als Ausreifler identifiziert wird, dehnt sich also in Richtung
der ersten Hauptachse aus. Wie man sich leicht klarmachen kann, gelangen auf diese
Weise irgendwann beliebig weit entfernte Ausreifler in diesen Bereich, so dafl sie nicht
identifiziert werden. Damit unterliegt der Identifizierer dem Masking—Effekt.
Andererseits kann aber auch der kleinste Figenwert der Matrix S beliebig nahe an Null
herankommen. In diesem Fall kann man von , Implosion“ sprechen. Das Komplement
des zugehorigen Identifizierers, das heifit, der Bereich, in dem keine Ausreifler identifi-
ziert werden, schrumpft entlang der letzten Hauptachse (in Richtung des Eigenvektors
zum kleinsten Eigenwert). Das p-dimensionale Ellipsoid R?\OR verliert sozusagen
eine Dimension, es degeneriert (im Grenzfall) zu einem (p — 1)-dimensionalen Gebilde.
Im zweidimensionalen Fall beispielsweise fallt die Ellipse zu einem Intervall zusammen.
Dies fithrt dazu, dal Punkte, die keine Ausreifler sind, in den Bereich auflerhalb des
Ellipsoids fallen und somit als Ausreifler identifiziert werden. Das ist gleichbedeutend
mit einem Swamping—Effekt.

Damit kann ein Zusammenbruch des Schétzers S durch Implosion nicht zur Bestim-
mung des Masking-Bruchpunkts des Identifizierers OR herangezogen werden.
Schlieft man den Zusammenbruch durch Implosion aus, so kann man die oben an-

gefithrte Vermutung tiber den maximalen Masking—Bruchpunkt beweisen.

Satz 3.4

Sei OR ein multivariater Ausreier—Identifizierer, basierend auf einem Lokationsschét-
zer m und einem Kovarianzschatzer S. Es existiere keine Kombination von Beobach-

tungen, die einen Zusammenbruch des Schéatzers S durch seinen kleinsten Eigenwert
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verursacht. Dann gilt fiir den maximal moglichen Masking—Bruchpunkt von OR:

[
eM = 2 4
max N

Bewelis

Nimmt man an, dafi es ein Paar (m, S) von affin dquivarianten Schétzern derart gibt,

daB der Masking-Bruchpunkt ¢ des auf ihnen basierenden Identifizierers OR gréfier
(=] _ =]

~—, dann muf} nach Definition von eM fiir k = ~

Masking-Punkt M des Identifizierers groBer als Null ist.

ist als gelten, dafl der

Wenn aber
BM(an,z", k,8) >0,

dann gibt es fiir alle Stichproben zny = (g7, %) eine (gemeinsame) Schranke £y > 0, so

dafl

out(fo, t,¥) <  OR(zn,an),

—_— 1\~

also
IRP\OR(zn,an) S IRP\out(fo, p, X).

Damit muf} fir die Schatzer m und S, die das Ellipsoid RP\OR(zn,ay) definieren,

gelten:

1. Der Schatzer m ist der Mittelpunkt des Ellipsoids, und damit ist
m € IRP\out(By, ¢, ¥). Dann kann man eine p-dimensionale Kugel finden, so
daB m innerhalb dieser Kugel liegen mu8, d. h., IM € R : |m(zn)| < M.

Also bricht der Schéatzer m nicht zusammen. Das bedeutet fiir den Finite-sample

2]

Bruchpunkt von m, da *(gn, m) > sein muf.
Daraus 148t sich noch kein Widerspruch ableiten, da fiir Lokationsschéatzer diese
Schranke {iberschritten werden kann (vgl. dazu Lophuhad, Rousseeuw (1991),

S. 234).

2. Fir das Volumen des Ellipsoids gilt vol(/RP\OR) < vol(/R"\out). Nun existie-
ren Konstanten consty, const; € IR, so dafl vol(IRP\OR) = constl(det(S))1/2 und
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vol(IRP\out) = consty(det(X))!/? ist.
2
Damit ist det(S) < (%ﬁ%) -det(X) =: d.

Andererseits ist det(S) = le A;, wobei ); die Eigenwerte von S sind mit
Ap <o <Ay

Also mufB es eine Zahl K € IR geben, so dafl \; < K ist.

Nach Voraussetzung gibt es keine Kombination von Beobachtungen, die einen
Zusammenbruch des Kovarianzschéatzers S durch seinen kleinsten Eigenwert ver-
ursacht. Das bedeutet insgesamt, dafl der Kovarianzschéatzer S nicht zusammen-

bricht, und das ist ein Widerspruch zu der von Davies (1987) gezeigten giiltigen
Abschéatzung.

Wie bereits erlautert, kann die Grofe des maximal moglichen Masking—Bruchpunkts
eines affin dquivarianten Identifizierers im allgemeinen Fall nicht scharfer abgeschétzt
werden. In einem Spezialfall kann man jedoch den Masking—Bruchpunkt eines Iden-
tifizierers nach oben genauer abschatzen. Wenn namlich der Bruchpunkt des Lage-
schatzers kleiner ist als der des Kovarianzschétzers, dann bestimmt der Lageschatzer

das Verhalten des Identifizierers.

Satz 3.5

Sei OR ein multivariater Ausreifler—Identifizierer, basierend auf den affin &quivarianten

Schatzern m und S.

Fiir die Finite—sample Bruchpunkte von m und S gelte e*(gn,m) = %, e*(gn,S) = %2,
und es sei ky < ks.
Weiter sei g, = (2,...,2),) eine Stichprobe regulédrer Beobachtungen von N(u, )~

verteilten Zufallsvariablen.

Dann gilt fir den Masking—Bruchpunkt des Identifizierers OR:

MOR) <

il
N
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Beweis

Sei 0.B.d.A. p=0,%=7.

Betrachte eine Stichprobe gy = (z”,z}) mit n reguliren Beobachtungen von N(0,7)-
verteilten Zufallsvariablen und einer Anzahl & = k; von 6—Ausreiflern.

Da die Anzahl der 6-Ausreifler in der Stichprobe zxn gerade k; mit ky < k; ist, bricht
der Kovarianzschétzer S nicht zusammen. Das heifit, es gilt fiir die Eigenwerte A;(.5),

t=1,...,p, der Matrix S:

JC e IN: 0<A(9) <... < N(9) <,

und die Inverse S~ existiert.

Damit folgt fiir das Ellipsoid IRP\OR(zn, an):
R\OR(zy,an) = {z € R : (z—m)"S™ (z —m) < c(p, N,an)} # 0.

Also besitzt das Ellipsoid ein nichtleeres Volumen. Insbesondere existiert ein Punkt
z € IRP, so daB (z — m)"S™ (z — m) < ¢(p, N,an) gilt, z. B. z = m.
Da aber der Finite-sample Bruchpunkt ¢*(m,zy) = % = % ist, existiert zu jeder Zahl

D € IR eine Konstellation z = z2(D) von §—Ausreiflern, so daB fiir die Stichprobe

r 0

zn = (g, zp(D)) gilt:
m(zn) m(zgn) > D.

Dies entspricht gerade dem Zusammenbruch des Lokationsschéatzers.

Dieser Zusammenhang 1a8t sich insbesondere herstellen fir D = X;;l—ﬁ mit beliebigen
Werten von f.

Damit gibt es zu jeder Zahl 3,0 < 3 < 1, eine Menge von §—Ausreifiern 2% mit k = ky,

so daf fiir den auf der Stichprobe zn = (g7, z%) beruhenden Lokationsschitzer m gilt:
1. m € IRP\OR(zn,an),
2. m'"m > x2,_5 d.h, me out(s,0,7).

Diese beiden Aussagen beschreiben gerade die Tatsache, dafl der Identifizierer OR dem
Masking—Effekt unterliegt.



Masking- una swamping—orucipuniklie von AUSTEPET—LACNILJIZIETETN

Damit folgt die Behauptung, es ist also

k k
M < - o
e”(OR) < N P

Korollar 3.2

Aus Satz 3.5 folgt unter Beriicksichtigung von Satz 3.1 unmittelbar, daf} in dem Fall,
in dem e*(gn,m) < ¢*(zn,S) ist, der Masking—Bruchpunkt des Identifizierers gleich
dem Finite-sample Bruchpunkt des Lokationsschatzers sein muf:

k
eM(OR) = "(gv,m) = +-

3.3 Beziehungen zwischen Bruchpunkten von Schitzern und

dem Swamping—Bruchpunkt von Ausreifler—Identifizierern

Der Begriff des Swamping bedeutet ebenso wie der des Masking ein Fehlverhalten ei-
nes Identifizierers. Im Gegensatz zum Masking werden beim Swamping Datenpunkte,
die keine Ausreifler sind, vom Identifizierer als beliebig ,grofie“ (d. h., beliebig weit
entfernte) Ausreifler eingestuft. Wie beim Masking, so 1afit sich auch beim Swamping—
Bruchpunkt eine unmittelbare Beziehung zu den Bruchpunkten der in den Identifizierer
eingehenden Schéatzer herleiten. Wahrend fiir die Ergebnisse des vorigen Abschnitts die
gewahlte Normierung der Prozeduren nicht explizit ben6tigt wird, mufl bei der Herlei-

tung der folgenden Aussage die Normierung des Identifizierers beriicksichtigt werden.

Satz 3.6

Seien OR, m, S wie bisher, seien weiter ¢*(gn,m) = %,5*(@\7,5) = %2, und sei
k := min{ky, ky}. Der Identifizierer OR sei normiert geméaf einer der beiden Bedin-
gungen

P(%(‘Z(]\UO‘N) C Out(a]\ﬂﬁaz)) =l-a

fiir eine gegebene Zahl « € ]0, 1[ oder
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P(Xz € Rp\—OR(%(NvaN)ai = 17- e 7N) =1l-«

fir o €]0,1[ und ay = 1 — (1 — a)'/N

mit Xy = (X,,...,Xy), X;,..., X}y stochastisch unabhéngig und identisch N(u, ¥)-
verteilt.

Dann gilt fiir den Swamping—Bruchpunkt von OR:

k

£*(OR) N

Y

Bewelis

Betrachte zunéchst die Normierungsbedingungen. Fiir die erste Bedingung gilt:
P(@(,XN, aN) C OUt(a]\Uﬁv E)) =l-a
& P(R"\out(ay,p,¥) C R\OR(Xn,an)) =1 —a.

Nun ist RP\out(an, g, X)) ={z € R :(z —p)"'S (z—p) < Xod—an )
und RP\OR(Xw,an) = {z € R”:(z—m)"S7(z —m) < c(p,N,an)}.

Fiir die zweite Bedingung folgt aus dem Zusammenhang ay = 1 — (1 — a)'/V:

P(X; € R"\out(an,p,X),t=1,...,N)

=PX;efee B :(a—p)'S & —p) < Xpuoaphi=1...,N)=1—a.
Gleichzeitig soll

P(X, € "\OR(Xn.an)ii = L,....N)

=P(X;e{z€ R :(z—m)"'S7(z —m) <c(p,N,an)},i=1,...,N)

=l—-«a
erfiillt sein.
Falls apn sehr klein ist, kann jede dieser Normierungsbedingungen nur dann erfillt
werden, wenn ¢(p, N, an) grofl genug ist. Genauer mufl gelten: ¢(p, N,3) — oo fiir
f — 0. Damit 1a8t sich zu jeder vorgegebenen Schranke d € IR eine Zahl g = 3(d) > 0

finden, so daB ¢(p, N, 5) > d gilt.
Sei nun 0.B.d.A. 4 = 0 und ¥ = 7. Betrachte eine Stichprobe zx_; mit n regularen
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Beobachtungen und einer Anzahl £ — 1 von é6—Ausreiflern, N — 1 =n+ k — 1.
Wie im Beweis von Satz 3.1 kann man tiberlegen, daf} fiir die Schéatzer m und S gelten

muf:
. Jae N :|m(znv_1)| < a,

2. 3be IN : 0 < A,(S) < ... < A(S) < b, wobei \;(S5) die Eigenwerte von S(zn-1)

sind, 2 =1,...,p.

Der Mittelpunkt des Ellipsoids IRP\OR(zn-1,3) ist gerade m(zny—1). Nach Aussage 1.
kann dieser Mittelpunkt héchstens den Abstand @ vom Ursprung haben.

Der Bereich [RP\out(an-1,0,Z) ist eine Kugel um den Ursprung mit Radius
(Xf»,g—aN_l)l/Q- Dieser Bereich ist in einer Kugel K mit Mittelpunkt m und Radius
a+ (X2i_a, )"/ enthalten, K = {z € R? : ||z — m| < a+ (X210, ""*}.

Durch geeignete Wahl von  kann nun das Ellipsoid RP\OR(zn_1,3) so weit ,auf-
gebldht“ werden, dafl es die Kugel K enthélt. Dazu reicht es, die kiirzeste Hauptachse
von RA\OR(zy+.

Die kiirzeste Hauptachse von IRP\OR(zn-_1,

3) auf eine Lange von mindestens a + ( )1/2 zu strecken.

i

2
Xpil—an_1
3) hat die Lange (A\,(5))Y?(c(p, N, 3))"/2.
Dabei ist nach Aussage 2. der Eigenwert A,(S) grofer als Null, da S nicht zusammen-

bricht. Um die Hauptachse auf die benétigte Lange zu bringen, mufl
1
, 2Y\1/2 2 1/2
(C(p, N7 :3)) Z ()\p(S))l/Q (CL —I_ (Xp;l—ozN_l) )

beziehungsweise

1
Ap(5)

C(p, N7 13) 2 (a2 —I_ QQ(X;;I—QN_l)l/Q —I_ X;;I—QN_l)

gelten. Wegen der Normierungsbedingung an den Identifizierer 1at sich eine Zahl

3* > 0 finden, so daf} die obige Bedingung erfiillt ist. Damit gilt:
R \out(an-1,0,7) € K € IRP\OR(zn-1, 57),

insbesondere existiert also eine Zahl 3* > 0, so daf}
IR \out(an—-1,0,T) € IR"\OR(zn-1, 57).

Das bedeutet, dafl keine Beobachtung, die kein ay_;—Ausreifler ist, als f*—Ausreifler

identifiziert wird. Fiir alle f < 8 findet also kein Swamping statt.
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Damit ist 3°(OR,an_1,2",k — 1,8) > 0 und k°(OR, a, 2", 8) > k — 1. Eine entspre-

chende Argumentation ist fiir alle Zahlen [ mit 0 <[ < k anstelle von k£ — 1 méglich.

Also folgt die Behauptung, und es ist

k

£%(OR) N

Y

Auch den Swamping-Bruchpunkt kann man nach oben abschétzen, wenn der Bruch-

punkt des Lokationsschatzers den des Kovarianzschédtzers unterschreitet.

Satz 3.7

e*(zn,S) = %2, und es gelte

Seien OR, m, S wie bisher, seien weiter ¢*(zn,m) = & Z,

k1
N’

k1 < ky. Dann gilt fir den Swamping—Bruchpunkt des Identifizierers OR:

ky

£°(OR) N

IN

Beweis

Analog zum Beweis von Satz 3.5 betrachte 0.B.d.A. den Fall p = 0,¥ = 7 und eine
Stichprobe zn = (g7, z}) mit n regularen Beobachtungen und einer Anzahl k = k; von
o0—Ausreiflern.

Mit der gleichen Argumentation wie dort folgt, daB die Eigenwerte der Matrix .S durch
eine Zahl C nach oben beschrinkt sind und die Inverse S™! existiert.

Dann gibt es zu jeder Zahl 3,0 < 3 < 1, eine Zahl D = D(f3) € IR, so dafi das Volumen
des Ellipsoids IRP\OR(zn,3) durch D beschrankt wird:

i

vol(IRP\OR(zn,3)) < D.

Damit 1a8t sich /R”?\OR(zn, ) in eine Kugel K mit Mittelpunkt m und festem Radius

r=r(8),0 <r < oo, einbetten, K = {z € IR : (z — m)T(g— m) < r?}.

Da der Finite-sample Bruchpunkt e*(zy, m) = % = % ist, 1aBt sich eine Konstellation
0 —

z? = z%(r) von é—AusreiBern finden, so daf} fiir gy = (g7, z%) gilt:

m(zn) ' m(zy) > r’.
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Damit folgt sofort, daf
(0= m(gn))" (0 — m(zw)) > r*

ist und somit der Punkt z = 0 nicht in der Kugel K enthalten ist.
Dann ist aber 0 ¢ IRP\OR(zn,3) bzw.

l

0e @(ng 3)
Andererseits ist R \out(ay,0,7) = {z € R :z"z < x2,_,, } und daher
0 € R"\out(ay,0,7).

Damit findet man zu jeder Zahl 3,0 < 3 < 1, eine Menge g} von é—Ausreifiern mit
k = kq, so daB gilt:
1' Q E @(%N)/6)7

2. 0¢ out(an,0,7).

Dies bedeutet, dal der Identifizierer OR dem Swamping—Effekt unterliegt.
Also gilt

k k
s <= L
E(@)_N n—|—k1

Aus den beiden vorangegangenen Satzen und Korollar 3.2 folgt unmittelbar der fol-

gende Zusammenhang.

Korollar 3.3

Falls fiir die Finite—sample Bruchpunkte der Schitzer m wund S gilt, daf

e*(zn,m) = %1 < e*(zn,S5) = %2 ist, ist der Swamping—Bruchpunkt des Identifizierers
gleich dem Finite—sample Bruchpunkt des Lokationsschédtzers. In diesem Fall stimmen

zudem Masking- und Swamping-Bruchpunkt des Identifizierers tiberein:

e’(OR) = e*(zn, m) = — = M (OR).

kv
N
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Betrachtet man Aussage und Beweis von Satz 3.7, so fillt die starke Ahnlichkeit zu
Satz 3.5 auf. In der Tat wird in beiden Fallen dieselbe Argumentation zum Beweis der
Behauptung verwendet: es wird eine Stichprobe derart konstruiert, daf sich die beiden
Ellipsoide R\out und IR"\OR nicht schneiden. In diesem Fall treten Masking- und
Swamping-Effekt gleichzeitig auf, und der Identifizierer bricht beziiglich beider Krite-
rien zusammen. Beide Satze behandeln die Situation, daff der Finite-sample Bruch-
punkt des beteiligten Lokationsschatzers kleiner ist als der des Kovarianzschéatzers. Wie
man sieht, ist dann der Lokationsschatzer ausschlaggebend sowohl fiir das Masking- als
auch fir das Swamping—Verhalten des Identifizierers. Anders ausgedriickt, kann ein
schlechter Finite-sample Bruchpunkt des Lokationsschatzers nicht durch einen noch
so guten Bruchpunkt des Kovarianzschéatzers aufgefangen werden. Ist man also daran
interessiert, Identifizierer mit hohen Masking- und Swamping-Bruchpunkten zu kon-
struieren, so muf} der verwendete Lokationsschéatzer beziiglich des Kriteriums ,,Zusam-
menbruch® mindestens so gut sein wie der Kovarianzschéatzer, und beide sollten einen

moglichst hohen Finite-sample Bruchpunkt aufweisen.

3.4 Bruchpunkteigenschaften von Identifizierern, die auf be-

stimmten Schatzern beruhen

Schéatzer, die das im vorigen Abschnitt geforderte Kriterium eines hohen Bruchpunkts
erfiillen, sind beispielsweise bestimmte S—Schatzer. S—Schatzer wurden von Rousseeuw
und Yohai (1984) im Rahmen der robusten Regression eingefiithrt und von Davies (1987)
auf den Fall eines multivariaten Lokations—Skalenmodells erweitert. Hier soll der Spe-

zialfall einer zugrundeliegenden multivariaten Normalverteilung betrachtet werden.

Definition 3.5 (Davies (1987), S. 1270 f.)

Seien X, ..., Xy unabhéngige, identisch N(yu,X)-verteilte Zufallsvariablen.

Sei k : IR, — [0, 1] eine monoton fallende, linksseitig stetige Funktion, die die folgenden
Voraussetzungen erfiillt:

k(0) =1,

Kk ist stetig an der Stelle 0,
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und es existiert eine Zahl ¢ > 0, so daf}

k(u) >0, 0<u<e,

k(u)=0, u>c

Alle Lésungen mgq und Sq des Minimierungsproblems

min det(.S)
S e PDS(p)

unter der Bedingung
| N
SR ) ST ) 2 e
=1
heiBen S-Schditzer fir p und 3.
Dabei sei PDS(p) die Menge aller positiv definiten, symmetrischen Matrizen des IRP*?,

und es gelte

L—e = B(s((X — @) S (X — ).

Die auf diese Weise definierten S—-Schétzer sind affin dquivariant (Davies (1987),
S. 1271). Wa&hlt man speziell die Funktion x so, daf fiir die Zahl ¢ die Beziehung
ptl

€= % — EX ailt, so ergeben sich Schatzer m und S mit dem fiir S-Schétzer maximal

moglichen Finite-sample Bruchpunkt von [%] /N (Davies (1987), S. 1288).

Diese S—Schétzer seien im folgenden als Sy g—Schétzer (fiir ,,S-Schatzer mit maximalem
Bruchpunkt“) bezeichnet.

Fiir affin dquivariante Kovarianzschétzer ist dies auch allgemein der héchste erreich-
bare Bruchpunkt (Davies (1987), S. 1289), fiir Lokationsschatzer scheint dieser Wert

noch nicht die obere Grenze zu sein (Lopuhaé, Rousseeuw (1991), S. 234).

Ein weiteres Paar von Schéatzern, das dieselben Bruchpunkte erreicht, besteht aus den
auf dem Minimum—Volume—FEllipsoid beruhenden Lokations- und Kovarianzschatzern.
Die Definition dieses Ellipsoids stammt von Rousseeuw (1985) und wurde von Da-
vies (1987) sowie von Lopuhad und Rousseeuw (1991) leicht modifiziert, um die oben

genannten Bruchpunkte der resultierenden Schétzer zu erreichen.
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Definition 3.6 (Rousseeuw (1985), S. 289, Lopuhad, Rousseeuw (1991), S. 235)

Sei zn eine Stichprobe vom Umfang N. Sei h := [%]

Jedes Ellipsoid minimalen Volumens unter allen Ellipsoiden, die mindestens A Punkte
von gy enthalten, heift Minimum—Volume—FEllipsoid (MVE).

Der auf dem MVE beruhende Lokationsschdtzer ist definiert als das Zentrum des
MVE, der zugehdrige Kovarianzschdtzer als die Stichprobenkovarianzmatrix der im
MVE liegenden Beobachtungen von gy, multipliziert mit einem Korrekturfaktor, um
fiir den Fall von Beobachtungen multivariat normalverteilter Zufallsvariablen Fisher—

Konsistenz zu erreichen.

Laut Davies (1987) konnen die MVE-Schétzer als Spezialfall der S-Schéatzer betrachtet
werden. Diese Aussage wird allerdings von Christmann et al. (1994) widerlegt, so daf

hier MVE-Schétzer und S—Schétzer einzeln aufgetithrt werden.

Die folgende Aussage folgt unmittelbar aus Korollar 3.1.

Korollar 3.4

Sei ORg . ein AusreiBer—Identifizierer, der auf Syyg—Schéatzern, ORyyp ein Iden-
tifizierer, der auf den MVE-Schétzern beruht. Sei OR € {ORg _,ORyyg}. Sei
zy = (g7, z%) eine Stichprobe von n reguliren und k nichtregulidren Beobachtungen,
wobei die regularen Beobachtungen g/ = (z7,...,z]) in allgemeiner Lage seien. Sei

auBerdem n > p+ 1.

Dann gilt fiir den Masking—Bruchpunkt eines derartigen Identifizierers OR:

S5+

M _ 2

Da der Masking—Bruchpunkt der oben genannten Identifizierer bekannt ist, kann er zur
Abschéatzung des Swamping—Bruchpunkts herangezogen werden. Dazu wird ein Satz

iber den Zusammenhang von Masking- und Swamping—Bruchpunkt ausgenutzt.
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Satz 3.8

Sei OR € {%SMB ,ORMmvE}. Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Korollar 3.4
gilt fiir den Swamping—Bruchpunkt des Identifizierers OR:

s il
e?(OR) < N1

Bewelis

Betrachte den Masking—Bruchpunkt:

5] (5] 5] 141
N NSRRI PRE] w1
n+1
- m-+n-+1

Y=g,

mit m =N — B

Damit ist ein Satz tiber die Abschétzung des Swamping—Bruchpunkts anwendbar. Mit

inf{m : <M(OR,B.27,,8) > —=E

n+l4+m
m* = V., VB8 = (B))jenv mit 3; =5 VjecIN}
oo, falls kein solches m existiert

?

gilt ndmlich fiir affin d&quivariante Identifizierer:

m*

c5(OR, a, 2], §) <

n + m*
(vgl. Becker (1992), S. 34).

Hier ist m* = N — [%], und es gilt:

W N[

ntme [Ny - [N

2 2
N - [N

£°(OR)

IN

2

N -1
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Betrachte den Zahler:

N N—-—p+1
2
N — N‘;“ = N+2p_1, falls N — p 4+ 1 gerade
N — # = %, falls N — p 4+ 1 ungerade

Also ist N — [M] = [%], und es folgt fiir den Swamping—Bruchpunkt:

[52]

N-—-1

*(0OR) <

In bezug auf das Kriterium moglichst hoher Masking- und Swamping—Bruchpunkte
lassen sich also Ausreifler—Identifizierer empfehlen, die auf Syyg—Schétzern oder den
MVE-Schétzern beruhen.

Im folgenden Kapitel wird ein weiteres Gutekriterium fiir multivariate Identifizierer

vorgestellt.



4 Biasbetrachtungen

Bisher wurden fiir Ausreifler—Identifizierer Bruchpunkte (Masking- und Swamping—
Bruchpunkt) als Giitekriterien betrachtet. Mit der Angabe eines Bruchpunkts wird
das Verhalten eines Identifizierers natiirlich nicht vollstandig beschrieben. Bei der Be-
trachtung von Bruchpunkten versucht man herauszufinden, wie grof der Anteil von
Ausreiflern in einer Stichprobe sein muf}, um den Zusammenbruch eines Identifizierers
zu erreichen. Bei der Konstruktion von Verfahren mit hohem Bruchpunkt verfolgt man
das Ziel, sich gegen ein Versagen bei groflen Anzahlen von Ausreiflern abzusichern.
Andererseits werden nicht in jeder Stichprobe tatsdchlich grofie Anzahlen von Aus-
reiflern vorhanden sein. Es interessieren daher auch Aussagen tiber das Verhalten von
Identifizierern bei Stichproben mit einem bestimmten, eventuell kleineren Anteil an
Ausreiflern.

Weifl man zum Beispiel aus Erfahrung, dafl bei einer bestimmten Art von Daten in der
Regel hochstens ein Anteil von etwa 10% der Beobachtungen als Ausreifler einzustu-
fen ist, so mochte man eine Aussage dariitber bekommen, wie sich ein Anteil von 10%
an Ausreiflern auf einen Identifizierer auswirkt. Im folgenden wird ein Giitekriterium

entwickelt, anhand dessen ein Identifizierer in diesem Sinn beurteilt werden kann.

4.1 Der maximale asymptotische Bias

Das Ziel einer Schatzung besteht darin, die zu schitzende Grofie moglichst genau zu
Htreffen®. Daher eignet sich die Bestimmung des Bias als GiitemaBl. Die Definition
des Bias eines Ausreifler—Identifizierers ist nicht ganz unproblematisch. Da es sich bei
den hier betrachteten Identifizierern ebenso wie bei den Ausreiflerbereichen um Kom-
plemente von Ellipsoiden handelt, muf} iiberlegt werden, wie ein Unterschied zwischen
den Bereichen auflerhalb zweier Ellipsoide bestimmt werden kann. Gleichwertig dazu
kann der Unterschied zwischen den Ellipsoiden selbst festgelegt werden.

Da die hier betrachteten Ellipsoide unmittelbar auf Lokations- und Kovarianzschéatzern
basieren, kann man als Ausgangspunkt fiir die Biasdefinition ein entsprechendes Kon-
zept fiir solche Schétzer heranziehen. Fiir Paare (m,S) von Lokations- und Kovari-

anzschatzern schlagt Tyler (1994) eine Definition des maximalen Bias vor, der durch
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eine , Verunreinigung® von k Elementen einer Stichprobe vom Umfang N verursacht

wird.

Definition 4.1 (Tyler (1994), S. 1027)

Sei y eine Stichprobe vom Umfang N und y , durch Austausch von k Beobachtungen
aus yy durch beliebige Punkte entstanden. Fiir ein Paar (m,.5) von Lokations- und
Kovarianzschatzern ist der mazimale Bias, der durch Kontamination eines Anteils von
k/N der Stichprobenelemente entstehen kann, definiert als
k -1/2
b7 ynim, §) = sup[max{[|S(yn) """ (m(yn) — m(yn )l
N .

N,k

tr(S(yn)S™ (ynr) + 5 (yn)S(yn )}

Diese Definition stiitzt sich im wesentlichen auf den euklidischen Abstand der Lokati-
onsschitzer und die Eigenwerte der Kovarianzschétzer.

Dabei handelt es sich um eine Definition des Bias an einer Stichprobe, d. h., Tyler be-
stimmt den Unterschied der Schétzer, wenn sie zum einen aus einer Stichprobe y, zum
anderen aus der durch den Austausch von & Beobachtungen entstandenen Stichprobe
Yy berechnet werden. Dadurch wird nur derjenige Teil des gesamten Bias bestimmt,
der durch den Austausch der k& Beobachtungen durch beliebige Punkte entsteht. Um
dies zu verdeutlichen, betrachte man als Beispiel die Differenz m(yy) — m(ynz)-
Mit m(yy) wird der Lageparameter p geschitzt, ebenso mit m(yy,). Da an den
Schatzer m keine weiteren Voraussetzungen gestellt werden, gilt fir die Erwartungs-
werte: E(m(gN)) = p + Biastermy, E(m(gNk)) = i + Biasterm; + Biasterm,,
wobei der Biasterm, gerade zusatzlich zum Biasterm; durch den Austausch der k
Beobachtungen zustande kommt. Betrachtet man die Differenz der Schéatzer, so ist
E(m(yy) — m(ynx)) = Biastermy, also gerade der ,Austausch-Bias“. Fiir den Ver-
gleich zweier Schatzer beziiglich ihres Bias ist aber nicht nur dieser , Austausch—Bias®
wichtig, sondern auch der im obigen Biasterm; auftretende sonstige Bias der Schétzer.
Aus diesem Grund werden hier als Bezugsgrofien fiir die Schéatzer an der ,verunrei-
nigten® Stichprobe die zu schatzenden Parameter der zugrundeliegenden Verteilung

gewahlt. Auf diese Weise erhdlt man eine etwas allgemeinere Definition des Bias.
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Eine weitere Modifikation des Ansatzes von Tyler ist notwendig, wenn man bedenkt,
daB bei der Definition des maximalen Bias eines Ausreifler—Identifizierers beachtet wer-
den muf, dafl die Verzerrung durch die Ausreifler in der Stichprobe verursacht wird und
nicht durch eine beliebige Modellabweichung. Eine Losung dieses Problems findet man
bei Davies und Gather (1993, S. 787), die eine Definition von Huber (1981, S. 12) auf
die Situation von Datensdtzen mit einem gewissen Anteil an Ausreiflern zuschneiden.
Mit den bisherigen Uberlegungen wird die Tyler’sche Biasdefinition fiir ein Paar (m,S)
von Lokations- und Kovarianzschédtzern also in folgender Weise geéndert: m(y,) und

S(yy) werden ersetzt durch die zu schitzenden Gréen g und ¥, und b(%,ymm, S)

wird zu
k
by nsm, §) = sup[max{|| B2 (p — m(zn)ll, tr(E57 (gw) + 37 S (zw))}-
: L
Dabei wird mit gy = (z7,z?) wie bisher eine Stichprobe mit n reguliren Beobach-

tungen und einer Anzahl k£ von éy—Ausreiflern bezeichnet. Das Supremum wird damit
gebildet iiber alle moglichen Kombinationen z9 von §x—Ausreiflern, die der reguliren
Stichprobe hinzugefiigt werden kénnen.

Im weiteren soll fiir die Biasbetrachtung eines Identifizierers nur der Fall betrachtet
werden, dafl die Prozedur aufgrund von . Explosion“ zusammenbricht. Dadurch ist
es moglich, einen Teil aus Tylers Definition aufzugeben. In der Biasdefinition fiir
den Kovarianzschétzer bestimmt Tyler die Spur der Matrizen S(yx)S™" (yy,) und
S~ (yn)S(yn). Bricht der Schitzer S aufgrund von ,Explosion® zusammen, so wird
tr(S™ (yn)S(yn ) beliebig groB, wahrend fiir den Fall des Zusammenbruchs aufgrund
von ,,Implosion® die Spur von S(yy)S™" (yy ) betroffen ist. LaBt man diesen letzteren
Fall aufier Betracht, so kann man auf tr(S(yx )5S~ (yx,,)) in Tylers Definition bzw. auf
tr(XS™!(zn)) in der modifizierten Definition verzichten. Damit wird die Biasdefinition

fiir ein Paar (m, S) weiter verandert zu

b(%@v;m, S) = S}le[max{l\ﬁ_m(g — m(zn))|l, tr(E7" S ()}

~k

Es handelt sich aber nach wie vor um eine Begriffsbildung fiir den Bias eines Paares

(m, S) von Schitzern. Dies trifft die Situation fiir einen Identifizierer noch nicht ange-



4 Dplasoetracnriungen (o} ]

messen. Stellt man die zu vergleichenden Ellipsoide IR?\out und RP\OR auf dieselbe
Art dar, ndmlich durch

R\out = {z € IR : (z— )" (Xpa_ay2) (2 —p) < 1}

und
R\OR ={z€ R :(z—m) (c(p, N,an)S) " (z — m) < 1},

so sieht man, daf anstelle eines Vergleichs von S mit der Kovarianzmatrix 3 tatsachlich
ein Vergleich zwischen den Matrizen ¢(p, N, an)S und XZ;I—aNE angestellt werden mu#f.

Damit wird der Ansatz fiir die Biasdefinition erneut gedndert, und zwar zu

k 7N7 —
b i ) = suplmas{ 5772 = izl tr (2515000 ) .
9 Apil—ay

So, wie die Biasdefinition bis jetzt entwickelt wurde, ist insbesondere die von Tyler
fiir seine Definition angestrebte Eigenschaft der Invarianz erhalten geblieben. Das
heifit, daBl sich der Wert des Bias unter einer linearen Transformation der Daten nicht
andert, wenn affin d&quivariante Schitzer benutzt werden (Tyler (1994), S. 1027). Diese
Eigenschaft ist zunéchst verwirrend, da sie nicht mit der gangigen Vorstellung des Bias
eines Schéatzers tibereinstimmt. Schrankt man sich aber auf affin 4quivariante Schéatzer
ein, so wird eine solche Invarianzeigenschaft, also gewissermafien eine Normierung des
Bias, durchaus einsehbar. Die affine Aquivarianz erzwingt, daB ein Schitzer eine li-
neare Datentransformation in geeigneter Weise mitvollzieht. Andert sich dann aber
unter der entsprechenden Transformation der Wert des Bias, so wird der Schétzer fiir
seine Aquivarianzeigenschaft gewissermafen noch , bestraft“. Um dies auszuschliefen,
ist der Ansatz eines transformationsinvarianten Bias angemessen. Da in dieser Arbeit
nur affin dquivariante Ausreifer—Identifizierer betrachtet werden, ist die Beibehaltung
des Invarianzkonzepts fiir den Bias einer Identifizierungsprozedur sinnvoll.

Betrachtet man die bis jetzt motivierte Modifikation der Tyler’schen Biasdefinition, so
1aBt sich im ersten der beiden Ausdriicke, aus denen das Maximum gebildet wird, be-
reits eine Interpretation beziiglich der Ellipsoidstruktur des Identifizierers geben. Der
Ausdruck HE_UQ(E—E(%N))” beschreibt gerade den (normierten) Abstand des Mittel-
punkts m des Schétzellipsoids IRP\OR zum Mittelpunkt des zu schatzenden Ellipsoids
IR\ out.
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Dagegen liefert der Ausdruck tr (C(%Ni"”‘N)EAS(gN) in diesem Zusammenhang keine

X2 a
unmittelbare Interpretation, die aucﬁ dig Ellipsoidstruktur des Ausreifler—Identifizierers
beriicksichtigt. Dazu miissen weitere Informationen in die Definition einbezogen wer-
den.

In einer Arbeit von Harter (1964) findet sich ein Ansatz fiir den Vergleich von Inter-
vallschatzern fiir einen eindimensionalen Parameter. Harter benutzt die Abweichungen
der Intervallendpunkte vom zu schatzenden Parameter als Vergleichskriterium. Zwar
liegt hier eine andere Situation zugrunde, da das zum Identifizierer OR gehérende El-
lipsoid kein Bereichsschétzer fiir einen Punkt, sondern fiir einen Bereich ist, jedoch
kann man in Anlehnung an Harter die Abstdnde zwischen den Achsenendpunkten des
zu schétzenden Ellipsoids R”\out und des Schatzellipsoids IRP\OR als Giitekriterium
heranziehen. Lafit man denjenigen Teil des Unterschieds zwischen den beiden Ellipsoi-
den, der auf die Abweichung der Mittelpunkte zuriickzutithren ist, auBer Betracht und
setzt voraus, daff die Mittelpunkte von IRP\OR(zn, ax) und R \out(ay, 4, XJ) iiberein-
stimmen und ohne Beschrankung der Allgemeinheit gleich Null sind, so betrachtet man
als Unterschied zwischen den Ellipsoiden normierte Abstdnde ihrer Achsenendpunkte.

Abbildung 4.1 verdeutlicht die Idee fiir den Fall zweidimensionaler Beobachtungen. Fiir

ffr
/|

Ji
/s
/s

Abbildung 4.1: Abstinde der Achsenendpunkte der lingsten Hauptachsen zweier
Ellipsen
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jede Hauptachse existieren zwei Endpunkte, ndmlich fiir IRP\out(an, p, ¥) die Punkte
Xiw; und —X\ju; mit A = [XEa_ayrist=1,...,p,und fir IRP\OR(zy, an) die Punkte
éyi und —éyi mit §; = c(p, Nyan)éi, @ = 1,...,p. Dabei bezeichnen A; bzw. ¢, die
Eigenwerte von ¥ bzw. S mit jeweils zugehdrigen normierten Eigenvektoren u; bzw. v,,
i =1,...,p. Damit ergeben sich die vier moglichen Abstande HS\&Z—éQZH, Hj‘z!ﬁ‘éﬁz"a
| — Ait; — égZH und || — i -I-éQZH, t=1,...,p. Als Ma8 fiir den Abstand der Achsen

voneinander bietet sich die mittlere Summe der Abstidnde der Endpunkte an, also
i(”j‘z% — &l + iy + vl + 1 = Mg — oyl + 1| = Dig + i)
= i(”j‘iﬁi =&yl + i + Gvgll + X + &gl + ;= vl
= S — &+ P+ &l i =1,

Dies ist als Maf fiir den durch die Abweichungen der Hauptachsen begriindeten Un-
terschied der Ellipsoide noch nicht zufriedenstellend. Betrachtet man namlich den
Fall, daf bei differierenden Achsenrichtungen die Hauptachsenlangen der i—ten Achsen
gleich sind, ergibt sich als Wert fiir den Unterschied der i—-ten Achsen der Ausdruck
%S\Z(ng — ;|| + ||lw; + v;||). Bei zwei gleichlangen Achsen, die in einem festen Winkel
zueinander stehen, erhielte man also fiir verschiedene Langen auch verschiedene Werte
fiir den Unterschied. Um diesem Phédnomen zu begegnen, wird der oben betrachtete
mittlere Abstand durch Multiplikation mit % normiert. Hier spiegelt sich die Idee der

H

Invarianzeigenschaft aus Tylers Definition. Auf diese Weise erhéalt man als den Teil des
Bias, der auf die unterschiedliche Achsenldnge und -lage der beiden Ellipsoide R*\OR
und [RP\out zuriickgeht, die Grofle

c(p, N, an)& c(p, N, an)&

v ul ety ul ) (4.1)

2 . 2 .
Xp;l—aN)‘Z / p;l—aN)‘Z

Bei vollstandiger Ubereinstimmung der beiden Ellipsoide berechnet sich diese Grofie
gerade zu p, so dafl der Wert p abgezogen werden muf}, um bei korrekter Schatzung

des Ausreilerbereichs einen Biaswert von Null zu erhalten.
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Aus der Biasdefinition von Tyler ergibt sich durch die zuvor durchgetithrten Modifika-

tionen die Grofie

p, N
tr <C(p72 7aN)Z—15)
Xpil-ay

als Maf} fir den Unterschied zwischen dem Kovarianzschatzer S und der zu schatzenden
Matrix ¥, wobei gleichzeitig die Normierungskonstanten des Identifizierers OR und des

zu schitzenden Bereichs out beriicksichtigt werden. Aufgrund einer Abschétzung von

Theobald (1975, S. 462), die besagt, daf

p, N "L e(p, N ;
tr <C(p,2 7aN)E—15> 2 Zc(pa2 7QN)§
Xpil—an i1 Xpl-ay Ai

p, N
(mit A;, & Eigenwerte von ¥ bzw. S), ergeben sich daraus die Grofien M

&i
N 0
Xpil—ay Ai

i =1,...,p, als charakterisierend fiir den Bias von ¢(p, N, ay)S.

Die auf diese Weise aus der Definition von Tyler abgeleiteten Grofien beschreiben einer-
seits den Bias fiir den Kovarianzschétzer, der in den Identifizierer OR eingeht. Gleich-
zeitig stimmen die Terme \/m und 4/x2.1_, A mit den Achsenléngen der
Hauptachsen von RP\OR bzw. IR?\out iiberein, so daf} diese Groflen im Kontext der
Ausreifler—Identifizierer auch eine geometrische Interpretation besitzen. Die in (4.1)
dariiber hinaus eingehenden Eigenvektoren der Matrizen S und ¥ charakterisieren als
Erganzung dazu diejenige Komponente der Abweichung zwischen [RP\OR und /R*\out,

die durch die Unterschiede in den Hauptachsenrichtungen der beiden Ellipsoide zustan-

dekommt.

Nach den bisherigen Uberlegungen sollten also in die Definition des Bias eines AusreiBer-

Identifizierers die beiden folgenden Gréfien aufgenommen werden:

I=772(1 — m(zw)I

als MaB fir die Abweichung der Ellipsoidmittelpunkte und
1 - C(p, N7 aN)fi C(p, N7 aN)fi
>3 (m— A RO 4+ S )
=1

X227§1_04N)\i X129§1_04N)\i
als MaB fiir die Abweichung der Achsenendpunkte der Hauptachsen.

Folgt man an dieser Stelle weiterhin der Idee von Tyler (1994), so kénnte man aus
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diesen beiden Gréflen das Maximum bilden als MaB fiir die Gesamtabweichung der
beiden Ellipsoide R?\OR und /RP\out. Dies wiirde aber dazu fithren, dafi beispiels-
weise zweil Identifizierer, die auf dem gleichen Kovarianzschéatzer, aber unterschiedlichen
Schétzern fiir die Lage beruhen, denselben Bias besitzen, falls nur in beiden Fallen der
Lokationsschatzer besser ist als der Kovarianzschatzer. Ob gleichzeitig einer der Loka-
tionsschédtzer dem anderen iiberlegen ist, wiirde dabei nicht beriicksichtigt. Um auch
in solchen Féllen zu unterschiedlichen Biaswerten zu gelangen, wird hier statt dessen
ein additiver Ansatz gewahlt, das heifit, die beiden oben erhaltenen Gréflen werden zur
Bestimmung der Gesamtabweichung von RP\OR und RP\out (bzw. dquivalent dazu
von OR und out) addiert.

Die vorangegangenen Uberlegungen motivieren die folgende Definition.

Definition 4.2

Sei (X[ )ienv eine Folge von unabhéngigen, identisch nach N(yu,¥) verteilten Zufalls-

vektoren mit zugehorigen Beobachtungen (z7)iew, 27 € IRP, sei g/ = (z],...,20).

Sei weiter k:=[nn], 0 <np <1, N:=n+k und 8 := (6;);eyv mit 6; €]0,1].
Sei g

0= (20,...,2%) ein Tupel aus §y—Ausreiiern und zn := (27, z?).

~n?

=

2

Sei OR = OR(gn, an) ein Ausreifier—Identifizierer gemaf Definition 2.2, basierend auf
den Schitzern m und S fiir g bzw. X sowie einer Normierungskonstante c(p, N, an).
Seien weiter A; bzw. ¢; die Eigenwerte von X bzw. S mit jeweils zugehoérigen normierten
Eigenvektoren u; bzw. v,, e =1,...,p.

Der maximale asymptotische Bias des Identifizierers OR ist definiert durch

B(OR,7n,d) := limsup( sup (HZ_I/Q(ﬁ—m)H

N—oo  x9cout(éy,p,X)

1 - C(p,N,O[N)& c(p7NaaN)£i
+§Z@ui— RO g 4[R2 )
1=1

Apil—any ' Apil—ay '
Dabei bezeichnet ||.|| die euklidische Norm des IRP.
Die Schreibweise 2} € out(én, g, X) steht kurz fir 2 € out(én,p,X), ¢ =1,..., k.

Bei der Betrachtung der Bruchpunkte hat sich gezeigt, dafl das Verhalten eines Iden-

tifizieres zwingend vom Verhalten der in ithm verwendeten Schéatzer bestimmt wird.
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Zur Untersuchung entsprechender Zusammenhénge fiir den maximalen asymptotischen
Bias miissen zunédchst Biasdefinitionen fiir die Schatzer gefunden werden. Dabei werden
hier die Biasterme fiir Lokations- und Kovarianzschatzer einzeln definiert. Damit liegen
ahnlich wie bei der Begriffsbildung fiir die Finite-sample Bruchpunkte von Schétzern
allgemeinere Definitionen auch fir solche Félle vor, in denen Schétzer fiir Lage und

Kovarianz nicht simultan betrachtet werden.

Definition 4.3

Gegeben seien die Voraussetzungen von Definition 4.2.
Fiir einen Lokationsschdtzer m = m(zy) fir den Erwartungswert w ist der mazimale

asymptotische Bias definiert durch

b(m,n,d) := limsup(  sup [m(zn) — pll)-

N—oo  Z9€cout(sy,p,X)

Fiir die entsprechende Definition des maximalen asymptotischen Bias eines Kovarianz-
schéatzers benotigt man eine geeignete Matrixnorm. Hier bietet sich die Spektralnorm

an.

Definition 4.4 (Zurmihl, Falk (1986), S. 36)

Sei A € IRP*? eine beliebige Matrix. Sei & der grofite Eigenwert der Matrix AT A.

Dann ist die Spektralnorm von A definiert durch
14]l: == V&

Falls die Matrix A symmetrisch ist, 148t sich die Spektralnorm auch darstellen als
|A]l2 = |C|, wobei ¢ der betragsmafig groBte Eigenwert von A ist. In diesem Fall ist
also die Spektralnorm von A gleich dem Spektralradius von A.

Nun 1488t sich analog zu Definition 4.3 der maximale asymptotische Bias eines Kovari-

anzschatzers definieren.
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Definition 4.5
Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen aus Definition 4.2 ist der mazimale asym-
ptotische Bias eines Schitzers S = S(zn) fiir die Kovarianzmatrix ¥ definiert durch

b(S,n,0) == limsup(  sup [[S(zn) — Z2).

N—co  x9ecout(by,u)

Dabei bezeichnet ||.||; die Spektralnorm des IRP*?.

Die Wahl des euklidischen Abstands als Maf} fiir die Abweichung von m zu u in De-
finition 4.3 ergibt sich in natiirlicher Weise aus dem Fall univariater Beobachtungen.
Dort wird die Abweichung durch den Betrag der Differenz m — p gemessen.

Fir die Bestimmung des Abstands von S zu ¥ wird gerade die Spektralnorm heran-
gezogen, da sie die Eigenschaft der Vertraglichkeit mit der euklidischen Vektornorm
erfiillt. Die Vertraglichkeit bedeutet, dal ||Az| < ||A|2]|z|| YA € RP*? Va € IRP gilt
(vgl. Zurmiihl, Falk (1986), S. 36). Die Definition des Abstands zweier Matrizen iiber
die Spektralnorm folgt einem Vorschlag von Woodruff und Rocke (1993, S. 70).

Beide Definitionen des maximalen asymptotischen Bias gewahrleisten, dafl ein beson-
ders kleiner Wert von b fiir eine besonders gute Schéatzung spricht. Ein Wert von Null
fir b ist dabei das Optimum.

Wie man sieht, wird hier im Gegensatz zur Biasdefinition fiir einen Ausreiffer—Iden-
tifizierer weder fiir einen Lokationsschatzer noch fiir einen Kovarianzschéitzer eine In-
varianz des Bias unter linearen Transformationen angestrebt. Da die Biasterme fiir
Lokations- und Kovarianzschatzer einzeln definiert werden, um eine groflere Allgemein-
heit der Definition zu gewéhrleisten, schrankt man sich auch nicht von vornherein auf
die Eigenschaft der affinen Aquivarianz fiir die Schitzer ein. Gleichzeitig wird aber fiir
solche Schitzer durch die hier erstellten Definitionen eine Art von Aquivarianz unter
Skalentransformationen erreicht, wie sie fiir einen Bias im allgemeinen auch wiinschens-
wert ist.

Fir den Spezialfall affin d&quivarianter Schétzer gilt namlich fiir die hier benutzten

Biasdefinitionen

b(m(AgN)v 7, 6) < ”AHQb(m(£N)7 7, 6)
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und
b(S(Azn),n,8) < |AI36(S(zn),n,0).

Eine Gleichheit statt der Ungleichungen, wie sie aus dem univariaten Fall bekannt ist,
ist im multivariaten aufgrund der Eigenschaften von Vektor- und Matrixnormen nicht
zu erreichen, so dafl die hier angegebenen Zusammenhénge die beste Angleichung an

die Skalendquivarianz des Bias im univariaten Fall darstellen.

Mit den so gewahlten Biasdefinitionen kénnen nun Beziehungen zwischen den Gréfien

b(m,n,d), b(S,n,d) und B(OR,n,d) hergestellt werden.

Satz 4.1

Gegeben seien die Voraussetzungen von Definition 4.2. Dann gilt der folgende Zusam-
menhang.

Falls b(m,n,d) = oo ist, so ist auch B(OR,n,d) = cc.

Bewelis

Sei b(m,n,d) = oo. Es ist

B(OR,7n,d8) = limsup( sup (||E_1/2(£— m)||

N—oo  XVeout(6y,p,X)

Nun gilt

c(vaaaN)fi’ H) —p

Y;
X]29§1_0‘N)\i
- 1= 2]z oo
> Ep-m)|-p = 15, 1 V2 —m)| - p
1 1

Z =l —m||—p = —m| — p.
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Diese Ungleichung bleibt fiir jedes N € IN erhalten, wenn auf beiden Seiten das Su-

premum iiber alle ) € out(éy, g, X)) gebildet wird, und damit ist

sup (|27 (p — m)]|

e out(éy,u,%)

va aN va aN
+5 Z (H_Z il + [lu; + _ZH)

p71 ocN / p;l—ch

sup

hHM —m| — (4.2)
%€ out(éy,p,%

Wegen der Voraussetzung, dafl b(m,n,d) = oo ist, gilt

lim sup( sup (Il —ml)) =
N—oo  20ecout(sy,p,X)

Daraus folgt: fiir alle R € IR existiert eine unendliche Indexmenge Ir C IV, |Ig| = oo
so daf}

sup (ljg =m|) >R VN € Ip.

T9eout(sy,u,X)

Daher ist
1
xoéoustquM (\/—HH m| —p) > N
und somit
lim sup xoeoftug%% (\/—HN —m|| —p) = o0
Mit (4.2) folgt unmittelbar die Behauptung. O

Ein Identifizierer besitzt also einen beliebig groflen maximalen asymptotischen Bias,
wenn der in ihm verwendete Lokationsschatzer beliebig weit von seinem ,Ziel“ ab-
weicht. Die Umkehrung des Satzes fithrt zu der Folgerung, dafl ein Identifizierer mit
beschranktem Bias nur auf einem Lokationsschatzer mit beschranktem Bias beruhen

kann. Die Beschranktheit von b(m,n,d) ist damit eine notwendige Voraussetzung fiir

die Beschranktheit von B(OR,7,d).

Ein entsprechender Zusammenhang besteht auch zwischen dem maximalen asympto-

tischen Bias des Identifizierers und dem des verwendeten Kovarianzschatzers.
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Satz 4.2

Unter den Voraussetzungen von Definition 4.2 gilt:

falls b(S,n,8) = oo ist, so ist auch B(OR,n,d) = .

Beweis
Der Beweis verlauft ahnlich wie der von Satz 4.1. Man nimmt an, dafl 5(S,n,d) = o

ist. Analog zum Beweis von Satz 4.1 schatzt man zunachst ab:

1272 (= m))|
l , N, «a , N, «a
1y (m— NN ), 4 %_ZH)
i=1 Xp;l—aN 4 Xpil—an
1 z p7N aN paN aN
> 52 Ju; — ol + [ |
i=1 / p;l—aN / p;1—aN
l & c(p, N,an)&; , N, «a
> 53 (e + —@2 G+ —@2 )
2 - Xp1— )\2 Xp:1—
=1 pil—an p,l OAN
_ EXP:HZ p7NaN) H_ — c(p7NaaN) - f_l_p
2 p 1-— O41\7)\ - X129§1—04N i=1 )\Z

(ween fla— b1 < Ja + B[ ¥ . € I und gl = i = 1.5

e(p, N, ozN c(p, N, an)
o) gy = feen) e
\(pl ozN Xp;l—ozN 1

(wegen 4/ ii Z\/Z

Diese Unglelchung bleibt fiir jedes N € IN erhalten, wenn auf beiden Seiten das Su-
premum iiber alle 27 € out(dn, y1, ¥) gebildet wird, so daB

sup (|57 (p — m)]|

T9eout(sy,ux)

AT 4 AL _ZH> p

Xp;1—aN)‘2 Apl—ay

> p? N O{]\7 S <

> sup - ( oV 151]2 = (4.3)
;Ege Out(&N,ﬁ,E) pl aN

Weiterhin ist nach Voraussetzung b(S,n,d) = oo, das heifit, es ist

limsup(  sup (]S = S])) = oo,

N—oo  x0ecout(6y,p,X)
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und damit existiert zu jedem R € IR eine unendliche Indexmenge I C IV, |Ig| = oo,

so daB

sup (|IS=%|) >R VN € g

T9eout(éy,p,%)

Wegen [|.S — X2 < ||S]|2 + ||Z]l2 = ||S]|2 + A1 muB daher

sup IS >R —X 1 VNE€EIR
9 eout(x,p,%)
gelten, d.h.,
lim sup sup |S]|2 = oo.

N—oo Z%¢out(éy,u,X%)

Zusammen mit (4.3) folgt die Behauptung analog zum Beweis von Satz 4.1.

Die Beschranktheit von b(.S,n,4) ist also ebenso wie die von b(m, n,d) eine notwendige
Voraussetzung fiir die Beschranktheit von B(OR, 5, d). Ein Identifizierer, der einen be-
schrankten maximalen asymptotischen Bias besitzen soll, kann nicht auf Schatzern mit
beliebig groflem asymptotischen Bias im Sinne der Definitionen 4.3 und 4.5 beruhen.

Unter einer zusétzlichen Voraussetzung an die Normierungskonstante ¢(p, N, an) eines
Identifizierers ist die Beschranktheit von b(m) und b(S) auch hinreichend fiir einen

beschrankten Bias von OR.

Satz 4.3

Seien die Voraussetzungen von Definition 4.2 gegeben. Sei OR = OR(zn,an) ein
Ausreifler—Identifizierer gemaf Definition 2.2, basierend auf den Schatzern m und S
fir u bzw. X sowie einer Normierungskonstante c(p, N, ay). Fiir ¢(p, N,an) gelte
zusitzlich die Bedingung ¢(p, N, an) = O(x2,_,,)(N — o0), das heiBt, es existiere

eine Zahl M € IR, so daf§ ‘Wiw) < M fir N — oo. Dann gilt der Zusammenhang:

p;l—aN

b(m,n,8) < oo und b(S5,n,6) < oo = B(OR,7n,d) < oc.
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Bewelis
Nach Definition ist

B(OR) = B(OR,n,d) = lim sup( sup (HE_I/Q(H —m)|

N—oo  2V¢out(6y,p,X)

ol + s + 4%53@—40 o),

(paN QN)
A

Xp;l—aN / p;l—aN)‘

12
+ 2 Z lu; —

=1
wobei A; bzw. ¢ die Figenwerte von Y bzw. S mit jeweils zugehorigen normierten
Eigenvektoren u; bzw. v, sind, 2 = 1,...,p, und jeweils A, < ... < Ajund §, < ... <&

gilt. Nun ist

IS4 (i — m)|
I c(p, N, an)é; c(p, N, an)é;
+5§j@%— AN g [ AT T0E)
i=1 Xpil—apy Apil—ay
< =Tl - m|
c(p, N, an)& c(p, N, an)é&
. §j<uu A SOy g g 4 [ LR )
pl an Xp;l—o(N [
1 ? p,N OéN f
= \/—»Hﬂ—mﬂ‘l‘z
pl O‘N
1 N,
SRy ey Iy L GELALY
)‘p pl oN
1 (p7N aN)fl
< =~ m| 4 py | FE AN
)‘p Ap;l— aN)‘P
1 , N, «a
< i mall g [ 2O g )
Ap T ) p;l—aN)‘P
(wegen V& < max{1,,})
c(p, N, an)
= g —mll +py | = max{1, |52}

N«
Mmax{l, IS — X2 + A}
Ap;l— aN)\p

(wegen [|S]l2 <[5 = X[l + [[Ella = |5 = Ell2 + A1)
Diese Ungleichung bleibt fiir jedes N € IN erhalten, wenn auf beiden Seiten das Su-
premum iiber alle 27 € out(dy,p,¥) gebildet wird. Mit dem Ubergang zum Limes
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Superior folgt (Blatter (1979), S. 138):

1
B(OR) < limsup(  sup I — m|
N—co £2E Out(&N,ﬁ,E) A/ )\p -

c¢(p, N, «
1 opy NN S~ Sl M )
Xp;l—ozN)\p

1
lim sup( sup e —m|])
N—oo  Z9eout(sy,p,X) \ V )‘p -

+ lim sup( sup (p
)

N—oo  x9¢out(6y,u,

IN

C(p, N7 aN)

2
Xp;l—ozN)\p

max{1,||S — X|2 + )\1}))

C(p,N, QN)

sup (max{l,HS—EHQ—I—)\l})).

2
Xpil—ay Fyge out(éy,u,x)

Wegen der Voraussetzung an das Verhalten von ¢(p, N,an) mit N — oo ist

dpNeow) < max{l,/M}, falls N grof genug ist, so daf weiter

X

pil—apn
1
B(OR) < —=1b(m)
VA
+ 2 max{1, vV M} lim sup( sup (max{Ll, ]S — 2|z + M}))
vV )‘p N—oo % out(sy,u,%)
1
= —="bm)
VA
+ -2 max{1,V M} max{l, \; + lim sup( sup (IS = X|2))}
VA N—oo  z0¢out(sy,u,X)
! P

= ——b(m)+ max{1, vV M} max{1, A\; 4+ b(5)} < cc.

T

Also folgt unter den gegebenen Voraussetzungen insgesamt:

b(m) < oo und b(S) < oo = B(OR) < 0.
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Satz 4.3 liefert eine hinreichende Bedingung fiir die Beschranktheit von B(OR). Der
maximale asymptotische Bias eines Ausreifler—Identifizierers bleibt beschrankt, falls die
Biaswerte der verwendeten Schatzer m und S beschrankt sind und die Normierungs-
konstante ¢(p, NV, ay) mit wachsendem Stichprobenumfang N nicht zu schnell wachst.
Genauer gesagt, darf ¢(p, N, an ) hochstens so schnell wachsen wie das (1 —ay)-Quantil

der XZfVerteilung, wenn N beliebig grofl wird. Zusatzlich ist durch die Beziehung

) < ——b(m max{1, vV M} max{1,\; +b(5)},

7% s

die sich im Beweis des Satzes ergibt, eine Abschitzung fiir die Grofle von B(OR)
gegeben, wenn b(m) und b(S) sowie die GréBenordnung des Wachstums von ¢(p, N, an)
bekannt sind. Die Gréfle des maximalen asymptotischen Bias von OR wird somit

unmittelbar durch die Biaswerte der OR bestimmenden Schéitzer beeinflufit.

4.2 Zusammenhinge zwischen maximalem asymptotischem

Bias und dem Finite—sample Bruchpunkt

Fiir die Bestimmung des maximalen asymptotischen Bias eines Identifizierers kann man
nach den Uberlegungen des vorigen Abschnitts zunichst die Biaswerte der beiden be-
teiligten Schéatzer berechnen. Diese stehen in enger Beziehung zu den Bruchpunkten
der Schétzer. Ein solcher Zusammenhang ist intuitiv einleuchtend. Bei der Bestim-
mung des Bruchpunkts wird der kleinste Anteil an Ausreiflern gesucht, der den Schétzer
beliebig weit von seinem ,,Ziel* entfernt. Bei der Biasbestimmung wird die maximale
Entfernung vom Ziel bei einem vorgegebenen Anteil an Ausreiflern gemessen. Wenn
dieser Anteil den Bruchpunkt des Schétzers iibersteigt, ist zu erwarten, dafl die Ent-
fernung beliebig groff wird, unabhéngig von der Gréfe der Stichprobe.

Huber (1981, S. 13) stellt eine dhnliche Uberlegung in umgekehrter Richtung an. Er
definiert den asymptotischen Bruchpunkt eines Schétzers tiber seinen maximalen asym-
ptotischen Bias. Es wird mit dem Zusammenbruch des Schétzers gleichgesetzt, wenn
sein Bias den schlechtestméoglichen Wert annimmt.

Der Zusammenhang zwischen Bruchpunkten und Bias wird in den beiden folgenden

Satzen prazisiert.
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Satz 4.4

=+

Sei m = m(zn) ein Lokationsschiatzer mit Finite-sample Bruchpunkt e*(zny,m) =

ky > 1. Dann gilt fiir den maximalen asymptotischen Bias:
b(m,n,6) = oo

fiir alle Zahlen n mit k = [pn] > k.

Bewelis
Betrachte zunachst einen festen Wert N € IV.
Es ist

k ky

€ (g, m) = min {5 up lm(gh) — m(yy i)l = oo} = -

Dabei ist g7y eine Stichprobe vom Umfang /V, die nur reguldre Beobachtungen enthélt,
Y eine Stichprobe vom Umfang N mit n reguldren und & beliebigen Beobachtungen,
N =n+k.

Nun gilt:

[m(zn) — m(yn )l = lm(zy) — 1 — (m(yne) — p

< mzn) = pll + lmyw e, ) = el (4.4)
Da nach Voraussetzung *(z7,m) = %1 ist, muf}
sup |lm(zgy) — pfl < oo

ggl eout(sxy,p,%)
gelten.
AuBlerdem folgt aus der GréBle des Bruchpunkts von kﬁl, daB

sup lm(zy) — m(zn)| = oo,
ggl eout(sy,u,%)

wobei ziy = (zf,...,2y) und g = (2],..., 2} ,2%,..., 20 ) = (), 2}, ) ist.

Aufgrund von Ungleichung (4.4) folgt dann:

sup Im(zn) — pll = o0
ggle out(éx,p,%)
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fir jeden Wert von N.
Das gleiche gilt fiir jede Zahl £ mit k£ > ky mit derselben Argumentation.
Also folgt insgesamt die Behauptung.

Fiir eine entsprechende Aussage iiber Kovarianzschatzer mufl wie erwartet dieselbe

Bedingung wie in Satz 3.4 an das Zusammenbruchverhalten gestellt werden.

Satz 4.5

Sei S = S(gn) ein Kovarianzschitzer mit Finite-sample Bruchpunkt ¢*(zn, 5) = kﬁ?,
ky > 1. Es existiere keine Kombination von Beobachtungen, die einen Zusammen-
bruch des Schéatzers S durch seinen kleinsten Eigenwert verursacht. Dann gilt fiir den

maximalen asymptotischen Bias:
b(S,n,6) = o0

fiir alle Zahlen n mit k& = [pn] > k.

Bewelis

Der Beweis verlauft analog zu dem von Satz 4.4. Zu jedem N € IN betrachtet man

“heS) = min {3 s sup max{(&a(S(2h) — 6(S(gn)
1 1
EEFRIRE L
_h

Dabei sind ghy, yy, wie vorher, und &(.),§,(.) ist jeweils der grofite bzw. kleinste
Eigenwert der entsprechenden Matrix.

Wegen der Voraussetzung an die Art des Zusammenbruchs fiir den Schétzer S wird das
Supremum in £*(z},.S) von der Differenz der groBten Eigenwerte angenommen. Wie

im Beweis von Satz 4.4 wendet man die Dreiecksungleichung an und erhalt

&(S(zh)) = &GS (ynm D S 16 (S(Zh)) = Ml + &S (Ynp,)) — M,
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wobei Ay der grofite Eigenwert von 3 ist.

Mit der gleichen Argumentation wie vorher gilt einerseits

sup  [&G(S(zh)) = Ml < oo,

g?@ e out(sy,u,%)

andererseits

sup 6105 (zv)) — &(S(zn))] = oo,

g?@ eout(sy,u,%)

woraus entsprechend folgt

sup [6a(S(zn)) = Ml = oo.

g?@e out(6x,u,%)
Weiter gilt dann wegen &1(S) = |[S]l2 < ||S = |2 + [|E]l2 = [€(S = X)| + A1 (mit Ay
grofiter Eigenwert von ¥ und ( betragsmafBig groBter Eigenwert von S — X):

[6(S(zn)) =Ml < [G(SEn)+ [l = &(S(zn)) + M
< 1C(S(zn) = B)[ 4 2A.
Daraus folgt die Beziehung

sup [¢(S(w) = X)) = .

g?ﬂ € out(6y,p,%)
Diese Aussage gilt fiir jeden Wert von N und kann in entsprechender Weise fiir jedes
k > ko hergeleitet werden.

Damit folgt die Behauptung.

Der maximale asymptotische Bias von Lokations- und Kovarianzschétzern hangt also
eng mit den Finite—sample Bruchpunkten der Schéatzer zusammen. Das bedeutet, daf
auch der Bias eines Ausreifler—Identifizierers mit den Bruchpunkten der in ihn eingehen-
den Schéatzer eng verbunden ist. Speziell kann man aus den vorangegangenen Sétzen
sofort folgern, dal B(OR,n,d) = oo ist, sobald der Anteil % = % an Ausreiflern in der
Stichprobe gréofer ist als der kleinere Finite-sample Bruchpunkt der beiden Schéatzer.
Will man also einen Identifizierer konstruieren, dessen maximaler asymptotischer Bias
fiir einen bestimmten Anteil % von Ausreiflern in einer Stichprobe beschrankt ist, so

miissen Schéatzer mit einem Bruchpunkt grofler als % verwendet werden. Im folgenden

Abschnitt werden weitere Anforderungen an die verwendeten Schatzer untersucht.
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4.3 Untersuchung des Wachstums von Normierungskonstan-

ten

In Satz 4.3 zeigte sich, dafl der maximale asymptotische Bias eines Identifizierers nicht
nur von den verwendeten Schatzern, sondern dariiber hinaus offenbar vom Wachstum
des Normierungsfaktors ¢(p, NV, ay) abhangt. Im folgenden wird daher untersucht, wie
das Wachstumsverhalten von ¢(p, N, ay) mit Eigenschaften der in den Identifizierer
eingehenden Schéatzer zusammenhéngt.

Benutzt man als Normierungsbedingung, dafl
P(XiEBP\@(XNaaN)7i:17"'7N):1_a (45)

fir a €]0,1[, ay =1 — (1 — a)'N, mit Xy = (X,,..., Xy), X;,..., X stochastisch
unabhéngig und identisch N(yu, X)-verteilt,

so wird die in Satz 4.3 geforderte Bedingung an ¢(p, N, an) fiir Identifizierer erfiillt,
die auf konsistenten Schitzern m und S mit ausreichender Konsistenzordnung (v/N-
Konsistenz) beruhen. Um dies nachzuweisen, mufl zunachst die Verteilung der Zu-
fallsvariablen (X; — m)?S~}(X,; — m) bestimmt werden, wobei (m, S) ein Paar von
geeignet konsistenten Schatzern sei. Die Aussage des folgenden Satzes ist zum Beispiel
den Arbeiten von Witting, Nolle (1970, S. 45) und Fahrmeir et al. (1996, S. 31 ff.) zu

entnehmen.

Satz 4.6

Seien X,,..., Xy stochastisch unabhéngige und identisch N(y,X)-verteilte Zufalls-
vektoren, sei (m,S) ein Paar von v/N-konsistenten Schétzern fiir (1, %). Dann sind
die quadrierten Distanzen (X; —m)?S~!(X, — m) vom Mahalanobis-Typ asymptotisch
(N — oc) x?-verteilt mit p Freiheitsgraden.

Bewelis

Witting, Nolle (1970, S. 45), Fahrmeir et al. (1996, S. 31 ff.)
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Betrachtet man die Funktion g(m) := (z — m)TS™'(z — m) in Abhéngigkeit von m,
so laBit sich die Verteilungsapproximation durch eine Taylorreihenentwicklung zweiter
Ordnung verdeutlichen. Entwickelt man g um die Stelle u, dann erhélt man die folgende

Darstellung:

g(m) = g(p) +

Die Konsistenzordnung von v/N liefert die Vernachlissigharkeit des Restglieds.
Unter Ausnutzung der Konsistenz von m fiir 4 und S fiir ¥ und mit dem bekannten
Zusammenhang (X, —p)"E" (X, —p) ~ X3 ergibt sich die asymptotische y*-Verteilung

der quadrierten Distanzen.

Betrachtet man nun die oben genannte Normierungsbedingung, so erhélt man
P(X, € R\OR(Xx.an).i=1,....N)=1 o

& P( max (X, —m)"S™H X, —m) < ¢(p,N,an)) =1 —a.

i=1,....,N
Damit ergibt sich die Konstante ¢(p, N, an) als das (1 — a)-Quantil der Verteilung
von max (X, — m)TS_l(XZ- —m). Unter Ausnutzung von Satz 4.6 kann man diese

i=1,....N
Verteilung asymptotisch bestimmen.

Satz 4.7
Seien unter den Voraussetzungen von Satz 4.6 die Zufallsvariablen Y; definiert als

Y= (X, -m)'S™Y(X, —m),i=1,...,N. Dann gilt:

lim P (NfX%(XZ;l—l/N)(ma’X()/lv o YN) = Xpalun) < y) = exp(—exp(—y)).

N—co

Dabei bezeichnet f,2 die Lebesgue-Dichte der x*Verteilung mit p Freiheitsgraden.
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Beweis

Zuniéchst stellt man fest, daf die y*-Verteilung im Maximums-Anziehungsbereich der
doppelten Exponentialverteilung liegt. Dazu wird z.B. das folgende Resultat aus Ga-
lambos (1987, S. 102) herangezogen. Sei F' eine Verteilungsfunktion mit Lebesgue—
Dichte f und rechtem Tragerrandpunkt w(F') < oco. Weiterhin existiere eine Zahl
1 € IR, so daB Va : 21 < 2 < w(F) die Ableitung f'(z) existiert und f(z) # 0 ist.

Dann liegt F' im Maximums-Anziehungsbereich der doppelten Exponentialverteilung,

wenn
: d (1— F(aj))
llm —_— | —— =0.

Fiir die x?-Verteilung ist damit zu iiberpriifen, ob der obige Grenzwert existiert und

gleich Null ist. Die restlichen Bedingungen werden von Verteilungsfunktion und Dichte

erfiillt. Bs ist f(x) = fia(x) = 277/2T(p/2)" 2?/>1e=*/2, & > 0, und damit

(b)) S0 he)

de \ f(z) fx)
und
f@)1=F) (p 1 1\1-F()
20 ‘(9 b2 2> )

——1/2(z—00)

Durch Anwendung der Regel von 1’'Hospital erhalt man

hml_iF(x)_ m — s
AT @) e ) e (- Do)

Insgesamt folgt daher:

Damit liegt die y*-Verteilung im Maximums-Anziehungsbereich der doppelten Expo-

nentialverteilung. Das heifit, es existieren Folgen an, by (by > 0), so daB

(maX(Yl, o Yy) —ay

lim P .

N—co

< y) = exp(—exp(—y)).

Dabei sind die Folgen ay, by wahlbar als (Galambos (1987), S. 54, 105)

1 1—F(CLN)

ay =inf{z: 1 - F(z) < 7}, by =~ 5
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Damit folgt hier:

1 1 1
ay = inf{z:1—-F(z) < ﬁ} = inf{z : F(x) Zl_ﬁ} :F_l(l—ﬁ)
X;;I—I/Nv

wobei F~1 die Quantilfunktion der XZfVerteilung bezeichne, und

1= F(xp1_1n) ¥ 1

by = = =
f(X§;1—1/N) f(X;;l—l/N) Nf(X;;l—l/N)

mit F, f Verteilungsfunktion bzw. Lebesgue-Dichte der y2-Verteilung.

Also gilt:

Jim P (fog(xﬁ;l_l/w)(maxm, s YN) = X2 n) < y) = exp(—exp(—y))

bzw.

P (max(Y,...,Yn) < y) ~ exp(— eXp(_NfX%(X?);l—l/N)(y - X§;1—1/N)))

fiir grofle Stichprobenumfénge N.

Unmittelbar ergibt sich das folgende Korollar.
Korollar 4.1

Fir einen Identifizierer, der auf konsistenten Schétzern fiir Lage und Kovarianz be-
ruht (v N-Konsistenz), 1aBt sich unter der oben angegebenen Normierungsbedingung
(4.5) die Normierungskonstante ¢(p, N, ay) fiir grofie Stichprobenumfénge approximie-

ren durch das (1 — a)-Quantil der doppelten Exponentialverteilung mit Parametern

L , das heifit:

2
X2ao1/N und
pl—1/ Nfe(X2q_1/n)

In(—In(1 — «))
Nfe(X2q 1/n)

c(p, N,an) ~ XZ;1—1/N -

mit ay =1— (1 — oz)l/N.
Mit dieser Nédherung 1a8t sich nun die Gréflenordnung des Wachstums der Normierungs-
konstanten ¢(p, N, ay) fiir Identifizierer bestimmen, die auf konsistenten Schatzern be-

ruhen.
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Satz 4.8

Fiir die Normierungskonstante ¢(p, N, an) eines Identifizierers OR, der auf einem Paar

(m, S) von v/ N-konsistenten Schétzern fiir Lage und Kovarianz beruht, gilt:

C(p, N7 OéN) = O(X;;l—aN) (N - 00)7

falls ¢ der Normierungsbedingung (4.5) gehorcht.

Beweis

Nach Korollar 4.1 148t sich die Normierungskonstante ¢(p, N, an) eines Identifizierers
OR, der auf v/ N-konsistenten Schétzern beruht, mit wachsendem Stichprobenumfang
schreiben als

In(—In(l — «))
fo%(XZ;l—l/N)

c(p, N,an) ~ X;;l—l/N -

mit ay =1 — (1 — oz)l/N.Damit ist

p, N
lim (C(p; 7aN)>
Xpil—an

_ mﬂ(f%am_+ —In(=In(1 — @)) )_

Xp;(l—a)l/N X;;(l_a)l/NNfX%(X;;l—l/N)

Betrachtet man den zweiten Summanden, so erhdlt man zunachst mit Hilfe der Regeln

von ’Hospital

. . 1 p—2 1
i (9550 n)) = i (5522 ) <,

I\, 2
2Xp;l—l/]v

also

1
lim =2
Nem<Nng@mﬂm)

und insgesamt

5 —In(—1In(l — «)) 0
1m = U
N—oo X;;(l_a)UNNfX%(X;;l—l/N)
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Auch der Grenzwert des ersten Summanden 1&8t sich durch Anwendung der 1’Hospital-
schen Regeln bestimmen. Es ergibt sich

. X;29~1—1/N . Fx_21(1 —1/N)
Im | —— | = lim P

N \ N ) 3 \ FG( = a))

— lim fx%(X;;(l_a)l/N)
)

N—oo —(1 — O[)I/N 1H(1 - O[)fX%(X?);l—l/N

/ p—2 1
ZX;;(l_Q)UN 2

= lim

—lnl—ozszQ._ +— =
( ) Xp( p,l l/N) ZX;;I_I/N 2
= 1.

Insgesamt gilt daher

lm (M) .

2
N—=oo Xp;l—ocN

und damit ist auch c(p, N,an) = O(x2;_,,) (N — o).

Bei Verwendung /N-konsistenter Schitzer und der Normierungsbedingung (4.5) er-
gibt sich also eine Konstante ¢(p, N, ay), die die in Satz 4.3 geforderte Wachstums-
bedingung erfiillt. Zusammen mit den bisherigen Ergebnissen kommt man daher zu
der Empfehlung, fiir einen Identifizierer v/ N—konsistente Lage- und Kovarianzschitzer
mit hohen Bruchpunkten zu verwenden, deren maximaler asymptotischer Bias jeweils

beschrankt ist.

4.4 Der maximale asymptotische Bias eines klassischen und

eines robusten Identifizierers

Zur Beurteilung der Grofle des maximalen asymptotischen Bias eines Identifizierers
wird zundchst das Beispiel des klassischen Ausreifler—Identifizierers ORyp betrachtet.
Dieser Identifizierer beruht auf den klassischen Schétzern fiir g und ¥, dem arithme-

tischen Mittel zy und der Stichprobenkovarianzmatrix Sy der Beobachtungen. Er ist
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definiert als
ORMp(zn,an) i={z € R : (z —Zyn)" Sy (2 — Tn) > X2i_ay )

Dabei sind Z = % Efvzl z, und Sy = ﬁ Ef\;(ﬁz —zy)(z; — Zy)T bekanntermaBen
konsistent fiir 4 und ¥ mit ausreichender Konsistenzordnung (vgl. Lehmann (1983),
S. 438 ff.). Dennoch hat ORypy einen unbeschrankten maximalen asymptotischen
Bias, da die Biaswerte der beiden Schétzer nicht beschrankt sind. Dies ist eine direkte

Schluifolgerung aus den Ergebnissen des Abschnitts 4.2.

Korollar 4.2
(a) Fiir das arithmetische Mittel Z gilt:
b(Zy,m.6) = oo  Vp,0<p<l

(b) Falls die Stichprobe g/ = (z7,...,z}) der reguldren Beobachtungen fiir jede Zahl

?>n

n € IN mit n > pin allgemeiner Lage ist, gilt fiir die Stichprobenkovarianzmatrix

SNi

b(Sny,n,8) = o0 Vn,0 < n < 1.

Beweis
Beachtet man, daf fir die Finite-sample Bruchpunkte der beiden Schéatzer gilt
e*(zy) = €*(Sn) = %, so folgen die Behauptungen unmittelbar aus den Sétzen 4.4

und 4.5.

Mit den Ergebnissen aus Korollar 4.2 kann der maximale asymptotische Bias des klas-

sischen Ausreifler—Identifizierers ORyp angegeben werden.

Korollar 4.3

Unter den Voraussetzungen von Korollar 4.2 gilt fiir den Identifizierer ORyp:
B(@MDa UE 6) = X

Vn,0 < n < 1.
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Im maximalen asymptotischen Bias des Identifizierers ORyp spiegeln sich die niedrigen
Bruchpunkte der Schétzer zy und Sy wider. Der klassische Identifizierer kann also
selbst fir kleinste Anteile an Ausreiflern als Schatzer fiir den Ausreifler—Bereich vollig
versagen, unabhéangig davon, wie grof§ der Stichprobenumfang ist.

Im Gegensatz dazu hat ein Identifizierer, der auf den in Kapitel 3 definierten Syp—

Schétzern beruht, einen beschrankten maximalen asymptotischen Bias.

Korollar 4.4

Fir einen Identifizierer OR, der auf Syg—Schéatzern fiir Lage und Kovarianz beruht,

gilt bei Normierung geméaf (4.5):
B(OR,7,6) < oo
Vn,0 <n <1,

Beweis

Wegen der v/ N-Konsistenz von Syjg—Schitzern (Davies (1987), S. 1282, 1284) gilt nach
Satz 4.8 bei Normierung geméaf (4.5) fiir die Normierungskonstante des resultierenden
Identifizierers die Wachstumsbedingung ¢(p, N,an) = O(x2,_,, ) (N — c0).
Weiterhin folgt aus der Herleitung des Finite-sample Bruchpunkts der Syjg—Schétzer
(m,S) in Davies (1987, S. 1287 ff.), daB ||m]| nach oben beschrankt ist und die Eigen-
werte von S durch Konstanten ¢; > 0 und ¢; < oo beschrankt werden, wenn der Anteil
an Ausreiflern in der Stichprobe unterhalb des Finite-sample Bruchpunkts bleibt. Da-
mit besitzen in diesem Fall m und S beschrankten maximalen asymptotischen Bias,

wobei fiir eine feste Stichprobe vom Umfang N = n + [ny] mit n regularen Beobach-
p _

tungen die Zahl n zwischen 0 und 1 — liegen darf; mit N — oo und damit auch
n — oo gilt die Aussage also fiir 0 <5 < 1.

Insgesamt sind die Bedingungen von Satz 4.3 erfiillt, und daraus folgt die Behauptung.

O

Ein auf Syyg—Schétzern basierender Ausreifler—Identifizierer gentigt also sowohl den in
Kapitel 3 als auch den in Kapitel 4 gestellten Anforderungen. Der in Kapitel 3 vor-
gestellte Identifizierer ORypyg, der MVE-Schéatzer benutzt, kann zwar beziiglich der
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Bruchpunktkriterien mithalten, jedoch nicht beziiglich des Biaskriteriums. Das liegt
an der Konsistenzordnung der MVE-Schétzer. Zwar handelt es sich auch hier um kon-
sistente Schétzer, jedoch lediglich mit einer Ordnung von N'/3 (Davies (1992)).

Mit den Untersuchungen dieses Kapitels zeigt sich, dal bei der Identifizierung von
Ausreiflern die Verwendung hochrobuster Schatzer allein nicht ausreicht, um Verfahren
mit verniinftigen Eigenschaften zu konstruieren. Vielmehr miissen auch asymptotische
Verhaltensweisen der benutzten Schétzer in Betracht gezogen werden. Ein Kompromif
zwischen hoher Resistenz gegen das Versagen beim Auftreten grofier Anzahlen von Aus-
reiflern und schneller Konvergenz der Schétzer gegen die zugrundeliegenden Parameter
liefert Identifizierungsverfahren, die den hier entwickelten Giitekriterien geniigen. Die
in Kapitel 3 eingefithrten Identifizierer, die auf S—Schatzern mit maximalem Bruch-
punkt beruhen, fallen in diese Kategorie. Sie sind nach den bisher gewonnenen Er-
kenntnissen zur Entdeckung von Ausreiflern in multivariaten Datensatzen bei zugrun-
deliegender Normalverteilung zu empfehlen. Dabei sei an dieser Stelle nochmals darauf
hingewiesen, daf} in dieser Arbeit Verfahren speziell fiir bis zu ca. 5 Dimensionen der
Daten untersucht worden sind. Bei hoherdimensionalen Datensétzen treten Schwie-
rigkeiten, dhnlich wie bei der Analyse von Strukturen in Daten, dadurch auf, daf§ der
Stichprobenraum selbst mit einer groBen Stichprobe nicht mehr ausreichend dicht be-
setzt werden kann und die hier benutzten Schétzer numerisch nicht mehr stabil zu
bestimmen sind (vgl. dazu auch Rocke (1993)). Daher miissen Verfahren zur Identifi-
zierung von Ausreiffern gegebenenfalls den sich in solchen Féllen zum Beispiel durch

den Fluch der Dimension ergebenden Erfordernissen angepafit werden.
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Die Ergebnisse der bisherigen Kapitel fithren zu der Empfehlung, fiir Ausreifler—Iden-
tifizierer robuste Schéatzer mit hohem Bruchpunkt zu verwenden, die gleichzeitig eine
ausreichend schnelle Konvergenz gegen die Parameter der zugrundeliegenden Normal-
verteilung aufweisen und damit beschrankten maximalen asymptotischen Bias besitzen.
Speziell besitzen S—Schétzer die entsprechenden theoretischen Figenschaften, die sie zur
Verwendung in Identifizierern préadestinieren. In diesem Kapitel wird untersucht, ob
auf S—-Schétzern basierende Identifizierer in praktischen Situationen halten kénnen,
was ihre theoretischen Figenschaften versprechen. Dazu werden vier aus der Literatur
bekannte Datensdtze herangezogen, in denen bereits mehrfach einige Beobachtungen
als Ausreifler deklariert wurden. Sie werden mit Hilfe von zwei Varianten der in dieser
Arbeit vorgeschlagenen Identifizierungsprozedur erneut auf Ausreifler untersucht, und
die Ergebnisse werden mit den bereits bekannten verglichen. Zum Vergleich der beiden
Verfahren wird abschlieend kurz darauf eingegangen, wie ,grofl“ Ausreifler in einer
Stichprobe sein kénnen, ohne dafi die Identifizierer sie erkennen.

In den folgenden Abschnitten werden die verwendeten Identifizierer vorgestellt und das

Verfahren zur Gewinnung der bendétigten kritischen Werte ¢(p, N, an) erlautert.

5.1 Die Identifizierer ORyw und OR

Wie oben erwdhnt, werden fiir die hier betrachteten Identifizierer S—Schétzer als Grund-
lage verwendet. In Kapitel 3.4 wurde eine Definition fiir S—Schéatzer eingefithrt. Alter-

nativ dazu kann ein Paar (m, S) von S-Schétzern fiir Lage und Kovarianz auch anders

bestimmt werden (vgl. Lopuhad (1989), S. 1664 f.).

Lemma 5.1 (Lopuhad (1989))

Seien X, ..., Xy unabhéngige, identisch N(yu,X)-verteilte Zufallsvariablen.

Die Losungen (m, S) des folgenden Minimierungsproblems sind S—Schéitzer fir Lage
und Kovarianz:

min  det(5)
s e PDS(p)
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unter der Nebenbedingung

¥ 2 (VX = m)T X = m)) = bo. (5.1)

Dabei ist p : IR — IR symmetrisch, besitzt eine stetige Ableitung ¢, und es ist p(0) = 0.
Weiterhin existiert eine Konstante ¢y > 0, so dafl p streng monoton wachsend ist auf
[0, ¢o) und konstant auf ]eg, oo[. Die Konstante by wird bestimmt durch E(p(D)) = b,
D? ~ X;-

Setzt man ag := p(co) = sup p und «(y) := 1 — p(\/¥)/ao, so erhélt man das Mini-
mierungsproblem fiir S—Schéatzer aus Definition 3.5, wenn man die Bedingungen an p
abschwicht. Es reicht zu fordern, daB p linksseitig stetig auf 0, oo[, stetig in 0 und
monoton wachsend auf [0, ¢g ist. AuBerdem wird die Gleichheit in (5.1) durch die Be-
ziehung ,, < ersetzt. Unter diesen Bedingungen sind die beiden Definitionen dquivalent

(Lopuhaa (1989), S. 1665).

Damit sind Lésungen des obigen Minimierungsproblems stets S—Schatzer gemafl Defi-
nition 3.5. Gleichzeitig eignet sich die oben angegebene Form des Problems besser zur
konkreten Berechnung von S—Schétzern, denn aus ihr 1a8t sich ein Zusammenhang von
S—Schétzern zu M—Schatzern herleiten (Lopuhad (1989), S. 1665 ff.). Daher konnen
Algorithmen, die zur Bestimmung von M-Schétzern dienen, zur Berechnung von S—

Schatzern herangezogen werden.

Der erste hier betrachtete Identifizierer benutzt eine Funktion p, deren Ableitung 1 als

Tukey’s Biweight bekannt ist (Beaton, Tukey (1974)).

Definition 5.1

Der Ausreifler-Identifizierer ORpvy ist definiert als

ORpw := {z € R : (z —mpw)" Spyy(z — mpw) > cgw(p, N, an)}.
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Dabei sind mpw und Sgw Losungen des in Lemma 5.1 genannten Minimierungspro-

blems mit der folgenden Funktion p = pgw : IRy — IR:

d? d* ds

5 — 2—2 + 6—4 , 0< d < c
ppw(d) =4 - 09

S

E , d> ¢

Weiterhin ist ¢y € IR so festgelegt, dafl der Finite-sample Bruchpunkt von Sgw ma-
[N—p-l-l

=7 Dabei ist D

ximal ist, d. h., ¢y 16st die Gleichung E(p(D)) = rp(co) mit r =
eine reelle Zufallsvariable und D? ~ XZ‘ Die Zahl by aus (5.1) wird bestimmt durch
E(p(D)) = bg (vgl. Rocke (1993)).

Der kritische Wert cgw(p, N, an) wird aus der Normierungsgleichung
P(XZ € Rp\%Bw(%(N,OzN),i = 1,,N) =1l—«a

fir X,,..., Xy iid.,, X, ~ N(u,X), gewonnen, wobei a vorgegeben wird und

ay =1—(1—a)'/N gilt.

Die konkrete Bestimmung der Schétzer mpw und Spw erfolgt iiber ein iteratives
Verfahren, das von Rocke (1993) allgemein beschrieben wird. Ausgehend von Start-

schitzern (m(®), S(0) werden im j-ten Iterationsschritt die Distanzen

49 = (s — mG=0)7(56-1)1 (2, — mli-D)
und die Skalierungskonstante k) aus der Beziehung
N ()

bestimmt.

Daraus werden die iterierten Schatzer
N dgj)
" Z“ o ) &
i) _ =
AT
2 v\
=1
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und
N[ o
j =
S N dgj)
ZU £
=1
berechnet, wobei w die Gewichtsfunktion der Schéatzer ist mit w(d) = #, und weiter-

hin v(d) = dy(d) und ¥(d) = p'(d) ist.

Als Startschéatzer fiir die Iteration miissen Schitzer mit hohem Bruchpunkt verwen-
det werden, da sonst die hohen Bruchpunkte der aus der Iteration resultierenden S—
Schatzer nicht gewéahrleistet sind. Daher werden hier die MVE-Schétzer als Startwerte
herangezogen. Sie werden approximiert nach dem von Rousseeuw und van Zomeren
(1990) vorgestellten Algorithmus, der auf der zufalligen Ziehung von Unterstichproben

aus den vorhandenen Beobachtungen beruht.

Der zweite Identifizierer, der in diesem Kapitel untersucht wird, ist eine Modifikation
von ORpw. Wie in Rocke (1993, S. 3 ff.) beschrieben, kénnen die Schéatzer mpwy
und Sgw noch stark von beliebig schlecht plazierten Beobachtungen beeinflufit wer-
den, obwohl sie den maximal moglichen Finite-sample Bruchpunkt besitzen. Dieses
Phanomen tritt verstarkt in hoheren Dimensionen auf. Die Ursache liegt in der zur
Funktion pgw gehorenden Gewichtsfunktion wgyy, die nur extrem weit auflen liegen-
den Beobachtungen das Gewicht Null zuweist.

Um diesem Problem zu begegnen, entwickelt Rocke eine Modifikation von pgywy, die
sogenannte Translated-Biweight-Funktion, hier mit ppw bezeichnet. Sie hdangt im Ge-
gensatz zu pgw von zwei Parametern ¢y und M ab. Diese kénnen so gewahlt werden,
daf} einerseits die resultierenden Schétzer einen gegebenen Finite-sample Bruchpunkt
besitzen. Gleichzeitig kann erreicht werden, dafl die Wahrscheinlichkeit fiir eine , gute®
Beobachtung, das Gewicht Null zu erhalten, einen vorgegebenen Wert 3 annimmt.
Dabei soll 3 einerseits hinreichend klein sein, um die Information, die die guten Beob-

achtungen beinhalten, moglichst vollstédndig fiir die Schatzung zu nutzen. Andererseits
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darf B nicht zu klein gesetzt werden, da sonst wie bei der Biweight-Funktion die Ge-
fahr besteht, dafl auch weit auflen liegende Punkte noch zu grofles Gewicht fiir die

Schatzung bekommen. Rocke schlagt fiir 3 einen Wert von 0.01 vor.

Definition 5.2

Der Ausreiler-Identifizierer ORyy ist definiert als

ORrw = {z € R* : (z — mpw)" STy (z —mrw) > erw(p, N, an)}.

Dabei sind mpw und Stw Losungen des in Lemma 5.1 genannten Minimierungspro-

blems mit der folgenden Funktion p = ppw : Ry — IR:

J2
5 , 0<d<M
M? MQ(M4—5M263—|-15CS)
2 30¢;
1 M* M? AM  AM3
d — d2 - - d3 o
PTW( ) + (2 + 2c3 cg )+ (3c3 303 )
IM? 1 4M 1
d* — )= d— + d*— M<d< M
( 2c61 2c3) 563 + 6661 ’ - = T
M? 5} 16 M
7—|—CO( CO;(—) ) 5 d>M‘|‘C0

Dabei werden ¢y € IR und M € IR so festgelegt, dafl die oben genannte Wahrschein-

lichkeit 3 einen Wert von 0.01 annimmt und der Finite-sample Bruchpunkt von Stw
maximal ist (vgl. Rocke (1993), S. 6 f.).

Der kritische Wert epw(p, N, an) wird wie bei ORpgyw aus der Normierungsgleichung

P(XZ ERP\@T\N(XN,O(N),Z.: 1,...,N):1—Oé

fir X,,..., Xy iid., X; ~ N(g,X), gewonnen, wobei « vorgegeben wird und
ay =1 — (1 —a)'/N gilt.
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Das Verfahren zur Bestimmung der beiden Schéatzer mpw und Sty ist das gleiche wie

fiir mpgw und Sgw bereits beschrieben.

Die Stichprobenumfange der im weiteren betrachteten Beispieldatensédtze sind nicht
grofl genug dafiir, daBl die im vorigen Kapitel erarbeitete Asymptotik schon greift.
Die Normierungskonstanten cgw(p, N, an) und epw(p, N, any) miissen daher nume-
risch gewonnen werden. Das dazu benutzte Verfahren wird im folgenden Abschnitt

vorgestellt.

5.2 Bestimmung der Normierungskonstanten

Die Normierungskonstante ¢(p, N, ay) eines Identifizierers OR wird hier, wie bereits

erwahnt, durch den Zusammenhang
P(XiERP\%(?XNaaN)Ji:17"'7N):1_a/ (52)

bestimmt, wobei die Zufallsvariablen X, ¢ = 1,..., N, stochastisch unabhéngig und

1/N

identisch normalverteilt sind und ay =1 — (1 — a)'/* gilt, a gegeben.

Gleichung (5.2) ist dquivalent zu
P((Xz _m)TS_l(Xi _m) < C(p,N,aN),i = 177N) =l-a

& P( max (X, —m)TS_l(XZ- —m) <c(p,Nyany))=1-—a.

i=1,.,N

Zur Berechnung von ¢(p, N, a) werden 100 Stichproben vom Umfang N aus einer p—
variaten Standardnormalverteilung gezogen. Aus jeder Stichprobe wird das Maximum
der quadrierten Distanzen (z; —m)? S~ (z; —m) bestimmt. Auf diese Weise erhélt man
100 Maxima, aus denen das (1 — «)-Quantil berechnet wird. Dieses Vorgehen wird
hundertmal wiederholt. Die Normierungskonstante berechnet man als arithmetisches
Mittel der Quantile aus diesen 100 Wiederholungen.

Die Berechnungen der Normierungskonstanten und der Schétzer fiir die Beispiele des
folgenden Abschnitts wurden auf einem IBM-kompatiblen PC mit einem Prozessor
80486/33 mit Hilfe des statistischen Programmpakets S—Plus fiir Windows (Version
3.2) durchgefithrt. Die Routinen zur Berechnung der verwendeten S—Schétzer wurden

freundlicherweise von D. Rocke zur Verfiigung gestellt.



Anwenaung von LGENILJIZIETETN

5.3 Beispiele

Die beiden in Abschnitt 5.1 vorgestellten Identifizierer ORgw und ORpw werden im
folgenden auf vier Datensatze angewandt, die bereits mehrfach auf das Vorhandensein
von Ausreiflern untersucht wurden. Es handelt sich dabei um Datensatze mit bis zu
vier Variablen, so dafl die Anwendung von Identifizierern méglich ist, ohne dafl der

»Fluch der Dimension* zum Tragen kommt (vgl. Kapitel 1).

5.3.1 Korper- und Hirngewicht von 28 Tierarten

Der erste betrachtete Datensatz wurde bereits in der Finleitung beschrieben. Von
28 ausgewahlten Tierarten wurde das Korper- und Hirngewicht (in Kilogramm bzw.
Gramm) ermittelt, vgl. Rousseeuw, Leroy (1987, S. 58). Der Datensatz enthalt die
jeweils logarithmierten Gewichte. Damit handelt es sich um N = 28 Beobachtungen
in p = 2 Dimensionen. In einer Arbeit von Rousseeuw und van Zomeren (1990) wer-
den insgesamt fiinf dieser Beobachtungen als Ausreifler identifiziert. Das dort verwen-
dete Verfahren dhnelt der Anwendung eines Ausreifler—Identifizierers. Es werden fiir
alle Beobachtungen die robusten Mahalanobisdistanzen beziiglich der MVE-Schétzer
bestimmt. Als Ausreifler erkannt werden diejenigen Beobachtungen, deren robuste
Distanzen gréfer sind als ein kritischer Wert. Dieser wird allerdings nicht aus einer
speziellen Normierungsbedingung fiir das Identifizierungsvertfahren gewonnen, sondern
aus dem klassischen Identifizierungsansatz ibernommen. Genauer gesagt, benutzen
Rousseeuw und van Zomeren den Wert , /X§;0.975 als kritischen Wert fiir die robusten
Distanzen. Ubertragt man dies in den Zusammenhang der AusreiBer-Identifizierer mit

der in Abschnitt 5.1 genannten Normierungsbedingung

P(Xz ERP\@(%(NvaN)ai: 177N) :1—017

so erhalt man ay = 0.025, und damit iber den Zusammenhang ay =1 — (1 — a)l/N

einen Wert von a = 0.507814. Das bedeutet aber, dafl die Wahrscheinlichkeit, bei
Vorliegen von normalverteilten Beobachtungen keine von ihnen als Ausreifler zu identi-

fizieren, bei etwa 49% liegt und somit intuitiv viel zu klein ist. Es ist daher zu vermuten,
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Tabelle 5.1: Kritische Werte fiir die verschiedenen Identifizierungsverfahren

N=28p=2
a = 0.05 a=0.1
Verfahren || ¢(2,28,0.0018) | ¢(2,28,0.0038)
ORpw 23.06993 18.27196
ORtw 23.23123 18.73179
ORMD 12.60663 11.16891
X§;0.9982 X§;0.9962
ROUZO 12.60663 11.16891

dafl Rousseeuw und van Zomeren mit ihrem Verfahren zu viele der Beobachtungen
als Ausreifler identifizieren. Um einen direkten Vergleich der Identifizierer ORpgw und
ORpw mit dem Verfahren nach Rousseeuw und van Zomeren zu ermdoglichen, werden
fiir alle Verfahren die Normierungskonstanten zu Werten von a = 0.05 und a = 0.1
bestimmt. Es ergeben sich zugehdrige Werte von ay ~ 0.0018 und ax ~ 0.0038.
Tabelle 5.1 enthélt die entsprechenden Normierungskonstanten und die Quantile der
x?-Verteilung, die fiir das Verfahren von Rousseeuw und van Zomeren (ROUZO) und

fiir den klassischen Identifizierer ORyy bendtigt werden.

Die Anwendung von ORpgw und ORw sowie zum Vergleich auch von ORypy auf den
Datensatz liefert die im folgenden dargestellten Ergebnisse. Die quadrierten Distanzen
der Beobachtungen beziiglich der in den Identifizierern verwendeten Schétzer sind in
Tabelle 5.2 zusammengefafit, die Werte fiir das Verfahren von Rousseeuw und van Zo-

meren sind deren Arbeit (1990, S. 58) entnommen.

In der Arbeit von Rousseeuw und van Zomeren, wo mit der (unzureichenden) Normie-
rung auf a &~ 0.51 gearbeitet wird, werden insgesamt fiinf Beobachtungen als Ausreifler

identifiziert. Es handelt sich dabei um die Daten von drei Dinosauriern (Beobachtungen

Nr. 6, 16, 25), dem Rhesus—Affen (Nr. 17) und dem Menschen (Nr. 14).
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Tabelle 5.2: Datensatz ,Koérpergewicht—Hirngewicht®; quadrierte Distanzen der Beob-

achtungen bei Verwendung der verschiedenen Identifizierungsverfahren

Nummer der Quadrierte Distanzen fiir

Beobachtung | ORgw | ORtpw | ROUZO | ORynp
1 0.42 0.44 0.29 1.05
2 1.17 1.20 0.29 0.50
3 0.09 0.08 0.16 0.09
4 0.34 0.33 0.40 0.15
5 0.66 0.70 0.55 1.36
6| 81.92 | 82.39 46.65 7.25
7 2.16 2.17 2.53 3.03
8 0.29 0.29 0.41 0.52
9 0.50 0.51 0.23 0.76
10 3.82 3.78 2.79 0.66
11 0.79 0.78 0.48 0.49
12 0.48 0.50 0.25 0.79
13 0.23 0.22 0.27 0.48
14 14.64 14.59 11.49 3.07
15 1.50 1.54 1.30 3.22
16 | 66.71 67.11 37.33 5.82
17 10.58 10.52 7.40 1.55
18 1.00 1.03 0.45 0.04
19 1.66 1.75 1.42 3.57
20 2.35 2.45 1.54 5.33
21 0.29 0.31 0.22 0.72
22 0.19 0.18 0.30 0.18
23 0.42 0.44 0.08 0.07
24 4.48 4.44 3.80 1.13
251 9597 | 96.51 52.71 8.79
26 1.26 1.33 1.08 2.61
27 3.26 3.29 1.42 2.60
28 1.65 1.69 0.56 0.16

Wie vermutet, werden bei einer geeigneteren Wahl von o (o = 0.1, a = 0.05) weniger
Beobachtungen als Ausreifler erkannt. Bei einer Wahl von a = 0.1 wird Beobachtung
Nr. 17 nicht mehr identifiziert, bei &« = 0.05 wird auch Beobachtung Nr. 14 nicht
mehr als Ausreifier erkannt. Die beiden Identifizierer ORgyw und ORpw liefern fiir
beide Normierungen ein einheitliches Ergebnis: lediglich die Daten der drei Dinosau-

rier werden als Ausreifler identifiziert. Betrachtet man Abbildung 5.1, so ist dieses
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Abbildung 5.1: Logarithmiertes Kérper- und Hirngewicht von 28 Spezies; eingetragen
sind die Ellipsen der Identifizierer ORpyy, ORw und ORyp, jeweils

normiert auf a = 10%

Resultat auch das plausibelste. Dort sind die Daten mit den zu ORpgw, ORpw und
ORnmp gehorenden Ellipsen bei einer Normierung auf oo = 0.1 eingetragen. Die zu den
Dinosauriern gehérenden Beobachtungen sind durch Késtchen markiert, die Beobach-
tungen von Mensch und Rhesus—Affen durch Sterne. Wie man sieht, sind die drei als
Késtchen markierten Beobachtungen auch optisch auffallig, wahrend die Sterne we-
niger den Eindruck vermitteln, aus der Punktwolke herauszufallen. Beide robusten
Identifizierer fithren hier zu sehr dhnlichen Ellipsen. Die zum Vergleich eingetragene
Ellipse des klassischen Identifizierers umfafit alle Beobachtungen. Daran zeigt sich, daf§
ORpyp hier véllig dem Masking—Effekt unterliegt und keine einzige Beobachtung als

Ausreifler erkennt.
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Insgesamt liefern die beiden Identifizierer ORgyw und ORpwy bei einer Normierung aut
a = 0.1 bessere Resultate als die beiden Verfahren ROUZO und ORyp. Es werden

genau die auch optisch auffélligen Beobachtungen erkannt.

5.3.2 Kosten fiir den Transport von Milch

Die Daten fiir das zweite hier betrachtete Beispiel stammen aus einer Studie tiber die
Kosten fiir den Transport von Milch von Farmen zu Molkereien (Johnson, Wichern
(1982), S. 280 f.). Untersucht wurden die Kosten fiir 36 benzingetriebene und 23
dieselgetriebene Fahrzeuge. Fir die Ausreifler—Identifizierung werden nur die Kosten
fir die benzingetriebenen Fahrzeuge herangezogen. Der Datensatz besteht daher aus
N = 36 Beobachtungen in p = 3 Variablen, wobei die erhobenen Variablen gegeben
sind als Kosten fiir Treibstoff, Reparaturkosten und Investitionskosten, jeweils in US$
pro gefahrener Meile.

Dieser Datensatz wird in den Arbeiten von Bacon—Shone, Fung (1987) sowie Caroni,
Prescott (1992) auf Ausreifer untersucht. Die dazu verwendeten Verfahren, die beide
auf der Teststatistik von Wilks (1963) beruhen, wurden bereits in Kapitel 2 beschrie-
ben. Bacon-Shone und Fung verwenden eine graphische Methode, ohne eine konkrete
Normierung anzugeben. Bei Caroni und Prescott werden Normierungen benutzt, die
Werten von a = 0.05 und « = 0.1 entsprechen. Beide Arbeiten kommen {ibereinstim-
mend zu dem Ergebnis, dal zwei Beobachtungen (Nr. 9, 21) als Ausreifler zu betrachten
sind.

Dieses Ergebnis wird bei einer Normierung auf o = 0.05 von ORpw und von ORpvwy
nicht ganz bestitigt. Beide Identifizierer erkennen lediglich eine Beobachtung (Nr.
9) als Ausreifier. Dasselbe Ergebnis liefert auch der hier zum Vergleich angewendete
klassische Identifizierer ORyp fiir « = 0.05. Die Normierungskonstanten der drei

Verfahren fir « = 0.05 und fiir & = 0.1 sind in Tabelle 5.3 zusammengestellt.
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Tabelle 5.3: Kritische Werte fiir die verschiedenen Identifizierungsverfahren

N =36, p=3

a = 0.05 a=0.1
Verfahren | ¢(3,36,0.0014) | ¢(3,36,0.0029)
ORpw 25.49317 21.65683
ORtw 26.56559 22.23688
ORD 15.51749 13.98736

Tabelle 5.4: Datensatz ,, Transportkosten fiir Milch“; quadrierte Distanzen der Beob-

achtungen bei Verwendung der verschiedenen Identifizierungsverfahren

Nr. der | Quadrierte Distanzen fiir || Nr. der | Quadrierte Distanzen fiir
Beob. | ORpw | ORtw | ORyp || Beob. | ORpw | ORtw | ORnp
1 3.07 3.04 1.21 19 0.40 0.42 0.42

2 2.78 2.74 3.28 20 7.57 7.84 6.53

3 2.18 2.25 2.47 21 22,79 | 2287 | 11.04

4 6.25 6.44 3.36 22 1.33 1.33 0.51

5 0.55 0.59 0.95 23 5.87 5.85 5.24

6 2.06 2.14 1.38 24 2.26 2.27 1.93

7 0.86 0.83 0.52 25 6.73 7.01 6.01

8 2.95 2.87 3.28 26 2.04 2.01 2.35

9| 5879 | 60.67 | 18.15 27 2.92 2.89 3.70

10 0.26 0.27 0.12 28 2.42 2.42 1.41

11 1.53 1.57 1.07 29 1.76 1.78 2.47

12 0.73 0.76 1.28 30 1.68 1.67 1.79

13 0.43 0.47 0.71 31 4.61 4.60 3.11

14 0.36 0.36 0.40 32 2.63 2.67 2.49

15 4.57 4.66 4.32 33 2.34 2.32 1.32

16 1.86 1.90 2.36 34 1.37 1.41 1.12

17 1.18 1.27 1.05 35 1.50 1.57 2.14

18 2.94 3.07 3.12 36 11.88 12.32 4.40
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Die quadrierten Distanzen der einzelnen Beobachtungen fiir die drei Verfahren finden
sich in Tabelle 5.4, aus der man auch ablesen kann, dafl bei einer Wahl von a = 0.1
beide robusten Identifizierer die Ergebnisse aus der oben genannten Literatur repro-
duzieren, wahrend ORyp auch in diesem Fall die zweite aufféllige Beobachtung nicht
entdeckt.

Bei Betrachtung des zugrundeliegenden Datensatzes findet man die folgende Interpre-
tation dieses Resultats: Bei Beobachtung 9 handelt es sich um ein Fahrzeug, bei dem
die Benzinkosten im Vergleich zu den iibrigen Fahrzeugen (ausgenommen Nr. 21) ex-
trem hoch sind. Gleichzeitig bewegen sich die Reparaturkosten im oberen Bereich,
wahrend die Investitionskosten sehr niedrig sind. Es kénnte sich hier also um ein alte-
res Fahrzeug handeln, das dementsprechend reparaturanfalliger ist und deutlich mehr
Treibstoff verbraucht. Das Fahrzeug mit der Nummer 21 zeichnet sich ebenfalls durch
sehr hohe Treibstoff- und Reparaturkosten aus, gleichzeitig findet man hier auch noch
Investitionskosten, die relativ hoch sind. Die Interpretation ist &hnlich wie bei Beob-

achtung 9, wobei hier offenbar hohere Anschaffungskosten anzusetzen sind.

5.3.3 Der Datensatz von Hawkins, Bradu und Kass

Bei den Daten von Hawkins, Bradu und Kass (1984) handelt es sich um einen kiinstlich
erzeugten Datensatz, an dem die Autoren den Vorteil der Verwendung robuster Proze-
duren fiir die multiple Regression illustrieren. Der Datensatz enthélt 75 Beobachtungen
in 4 Variablen (drei Regressoren, ein Regressand). Die ersten 14 Beobachtungen sind
als Ausreifler konstruiert. Rousseeuw und Leroy (1987, S. 266 ff.) behandeln am Bei-
spiel dieser Daten das Problem der Ausreiflererkennung in multivariaten Stichproben,
indem sie nur die Regressoren betrachten, d. h., sie betrachten N = 75 Beobachtungen
in p = 3 Variablen. Mit dem gleichen Verfahren, wie es in Rousseeuw und van Zome-
ren (1990) beschrieben wird (vgl. 5.3.1), erkennen sie die ersten 14 Beobachtungen als
deutliche Ausreifler (,far away outliers®). Ahnlich wie in Beispiel 5.3.1 ist in diesem
Fall die von Rousseeuw und Leroy gewahlte Normierung der Identifizierungsprozedur
unzureichend. Durch die Wahl von X:Qa;o.95 als kritischen Wert fiir die quadrierten Di-

stanzen liegt implizit eine Normierung auf o ~ 0.98 vor (mit any = 0.05). Korrigiert
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man dies zu einem sinnvolleren Wert von a = 0.1, so ist x3.,99s¢ als Vergleichswert
zu benutzen. Die ersten 14 Beobachtungen sind allerdings so deutliche Ausreifler, daf
sie auch mit dieser Normierung vom Verfahren nach Rousseeuw und van Zomeren klar

identifiziert werden.

Tabelle 5.5: Kritische Werte fiir die verschiedenen Identifizierungsverfahren

N=175p=3

a=0.05 a=0.1
Verfahren | ¢(3,75,0.00068) | ¢(3,75,0.0014)
ORpw 21.67252 19.08589
ORrw 22.08527 19.21467
ORwMD 17.07006 15.54748

Tabelle 5.6: Datensatz von Hawkins, Bradu und Kass; quadrierte Distanzen der Beob-

achtungen bei Verwendung der verschiedenen Identifizierungsverfahren

Nr. der | Quadrierte Distanzen fiir || Nr. der | Quadrierte Distanzen fiir
Beob. | ORpw | ORrw | ORyp | Beob. | ORpw | ORtw | ORyp
1] 524.81 | 539.17 3.72 16 2.93 3.01 4.69

2| 55277 | 567.84 3.49 17 2.20 2.28 1.94

3| 615.54 | 632.49 5.43 18 0.40 0.40 0.72

41 654.24 | 672.16 5.04 19 0.95 0.99 1.34

51 630.94 | 648.22 4.47 20 2.62 2.68 2.57

6 | 566.39 | 581.86 4.67 21 0.69 0.70 1.20

7| 570.03 | 585.55 4.10 22 1.80 1.87 2.43

8 | H37.67 | 552.40 3.73 23 0.81 0.83 1.19

91 618.50 | 635.47 5.00 24 1.00 1.04 0.96

10 | 579.99 | 595.95 5.52 25 2.46 2.51 0.65

11| 813.21 | 835.45 6.07 26 1.74 1.80 1.38

12 | 871.92 | 896.02 9.79 27 2.42 2.48 2.13

13 | 825.94 | 848.23 7.18 28 0.73 0.73 0.76

14 | 1027.40 | 1054.09 | 41.28 29 0.80 0.81 0.34

15 2.46 2.53 3.34 30 2.94 2.99 2.49
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Fortsetzung von Tabelle 5.6

Nr. der | Quadrierte Distanzen fiir || Nr. der | Quadrierte Distanzen fiir
Beob. | ORpw | ORrw | ORyp || Beob. | ORpw | ORtw | ORMp
31 1.84 1.88 3.43 54 2.13 2.21 2.03
32 1.79 1.86 1.73 55 1.08 1.12 1.53
33 0.95 0.98 0.98 56 1.62 1.67 1.80
34 2.63 2.68 1.40 57 1.15 1.18 0.70
35 2.16 2.22 1.57 58 1.85 1.90 2.00
36 0.83 0.85 0.73 59 1.04 1.06 0.35
37 2.48 2.56 3.40 60 2.88 2.94 3.62
38 1.33 1.36 0.57 61 3.07 3.16 2.84
39 2.06 2.09 1.62 62 2.45 2.50 0.58
40 0.68 0.71 1.25 63 1.90 1.97 1.69
41 2.57 2.63 2.93 64 2.08 2.14 0.96
42 2.18 2.21 3.16 65 1.57 1.60 1.34
43 2.72 2.82 3.54 66 1.25 1.29 1.70
44 2.67 2.72 2.04 67 0.16 0.17 0.40
45 2.16 2.20 1.17 68 2.85 2.90 2.43
46 2.30 2.33 1.83 69 1.88 1.93 1.16
47 3.25 3.33 3.92 70 1.18 1.21 1.01
48 2.18 2.24 2.06 71 0.60 0.62 0.42
49 1.55 1.59 2.50 72 0.50 0.52 1.12
50 1.31 1.35 0.18 73 1.14 1.16 2.20
51 1.41 1.45 1.72 4 1.38 1.43 2.75
52 2.74 2.80 4.37 75 2.85 2.90 3.66
53 4.21 4.28 4.95

Auch die Identifizierer ORgy und ORyvy finden 14 AusreiBer, und zwar sowohl bei
Normierung auf o = 0.1 als auch auf @ = 0.05. Die Normierungskonstanten der Identi-
fizierer sind in Tabelle 5.5 zusammengefafit, die quadrierten Distanzen der Beobachtun-
gen in Tabelle 5.6. In dieser Tabelle sieht man auch, daff der klassische Identifizierer

fir beide Normierungen nur einen einzigen Ausreifler identifizieren kann. Auch hier

zeigt sich der Masking—Effekt.

I
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5.3.4 Oxidation von Ammoniak zu Salpetersiure

Auch der vierte untersuchte Datensatz, der unter dem Namen ,Stackloss Data“ be-
kannt ist, wurde bisher meist im Zusammenhang der Ausreiflererkennung bei multipler
Regression betrachtet. Es handelt sich um eine Erhebung tiber den Betrieb einer Ap-
paratur, die Ammoniak zu Salpetersaure oxidiert (vgl. Brownlee (1965), S. 454). Die
aus dem in die Anlage einstromenden Ammoniak gewonnenen Stickoxide werden in
einer Gegenstrom—Absorptionssdule absorbiert. Die vier erhobenen Variablen sind die
Stromungsgeschwindigkeit des Ammoniaks, die Ausgangstemperatur des in der Absorp-
tionssdule zirkulierenden Kiihlwassers, die Konzentration der Saure sowie der Anteil
des Ammoniaks, der unabsorbiert entweicht. Beim Regressionsansatz soll dieser Anteil
durch die drei anderen Variablen erkldrt werden. Man kann aber die Beobachtungen
auch als unstrukturierten multivariaten Datensatz auffassen. In diesem Fall wird eine
Stichprobe aus N = 21 Beobachtungen in p = 4 Variablen auf Ausreifler untersucht.

Die Anwendung der zwei robusten und des klassischen Identifizierers fithren zu den im
folgenden dargestellten Ergebnissen. Die Normierungskonstanten der Identifizierer und
die quadrierten Distanzen der Beobachtungen sind den folgenden Tabellen 5.7 und 5.8

zu entnehmen.

Tabelle 5.7: Kritische Werte fiir die verschiedenen Identifizierungsverfahren

N=2l,p=14

a = 0.05 a=0.1
Verfahren | ¢(4,21,0.0024) | ¢(4,21,0.0050)
ORpw 40.52733 31.57103
ORtw 48.56629 38.89749
ORD 16.47884 14.85817

Bei einer Normierung auf o = 0.05 identifiziert ORpgywy zwei Ausreifler (Beobachtungen
Nr. 1, 3), wogegen der modifizierte Identifizierer ORpyw nur eine Beobachtung (Nr. 1)
erkennt. Das klassische Verfahren versagt wiederum und identifiziert keinen Ausreifer.

Auch bei einer grofiziigigeren Normierung mit o = 0.1 kann ORpyjp keinen Ausreifler
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finden, wihrend in diesem Fall ORpyw drei (Nr. 1, 3, 4) und ORpgyw sogar vier (Nr. 1,
3, 4, 21) auffallige Beobachtungen ausmacht.

Die meisten Artikel, die sich mit diesem oft analysierten Datensatz befassen, stimmen
darin tiberein, dafl die Beobachtungen 3, 4 und 21 als Ausreifler zu betrachten sind.
Dagegen besteht keine Einigkeit beziiglich der Beobachtungen 1 und 2. So identifizie-
ren beispielsweise Daniel, Wood (1971), Li (1985) und Andrews (1974) die auch von
ORpgw entdeckten vier Beobachtungen (Nr. 1, 3, 4, 21) als Ausreifler, wahrend Carroll
und Ruppert (1985) statt dessen die Beobachtungen 2, 3, 4, 21 als verdachtig einstufen.
In den Arbeiten von Dempster, Gasko—-Green (1981) und Andrews, Pregibon (1978)
werden sogar alle finf (Nr. 1, 2, 3, 4, 21) als Ausreifler deklariert. Die Identifizierung
der Beobachtung Nr. 2 als Ausreifler ist nach den Ergebnissen der beiden hier verwen-
deten robusten Prozeduren ORpw und ORpw nicht gerechtfertigt. Zwar fallt diese
Beobachtung hier ebenfalls auf, weil sie eine deutlich héhere Distanz aufweist als die
restlichen, nicht als Ausreifler identifizierten. Allerdings bleibt die Grofie dieser Distanz

klar unter den kritischen Werten der hier verwendeten Verfahren.

Tabelle 5.8: ,Stackloss Data“; quadrierte Distanzen der Beobachtungen bei Verwendung

der verschiedenen Identifizierungsverfahren

Nr. der | Quadrierte Distanzen fiir || Nr. der | Quadrierte Distanzen fiir
Beob. | ORpw | ORrw | ORyp || Beob. | ORpw | OR7w | ORup
1 51.22 58.45 6.56 11 1.44 1.68 3.07

21 2230 26.21 6.11 12 1.78 2.08 4.47

3| 4144 ] 47.03 5.10 13 3.51 3.71 2.55

41 3849 | 42.39 5.51 14 2.36 2.60 3.32

5 0.78 0.94 0.44 15 1.41 2.78 3.65

6 1.16 1.40 1.69 16 1.55 1.81 1.85

7 1.52 1.84 4.27 17 2.79 3.14 7.93

8 1.98 2.30 3.83 18 1.03 1.21 2.40

9 1.13 1.38 3.10 19 1.30 1.53 2.71

10 2.03 2.32 3.39 20 2.35 2.63 0.92

21 32.19 34.91 11.13
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Ein deutlicher Unterschied zu den Ergebnissen der oben angegebenen Arbeiten besteht
in der Bedeutung der Beobachtung Nr. 21. Alle genannten Autoren stimmen darin
iiberein, daf} diese Beobachtung als starkster Ausreifler anzusehen ist. Betrachtet man
dagegen die in Tabelle 5.8 eingetragenen Distanzen, so erkennt man, dafl mit den
hier verwendeten robusten Identifizierern diese Aussage nicht bestétigt werden kann.
Gleichzeitig ist aber bei Verwendung des klassischen Identifizierers ORypy die Distanz
von Beobachtung Nr. 21 deutlich grofler als die aller anderen Beobachtungen. Damit
zeigt ORyp tendenziell ein dhnliches Verhalten wie die Prozeduren in den oben ge-
nannten Arbeiten, auch wenn die Gréfle der Distanz in diesem Fall nicht ausreicht, um
Beobachtung 21 als Ausreifler zu identifizieren. Da gleichzeitig bei Verwendung von
ORpyp die Beobachtungen 1, 3 und 4 keine auffillig groBen Distanzen aufweisen, liegt
der Schlufl nahe, da die starken Ausreifier (Nr. 1, 3, 4) sich hier nicht nur gegenseitig
maskieren, sondern auch dafiir sorgen, dafl die weniger abweichende Beobachtung (Nr.
21) stirker auffallt. Aus der Ahnlichkeit des Verhaltens von ORyp und den Prozeduren
in den oben genannten Arbeiten 1t sich der Schlufl ziehen, dafl auch die dort ver-
wendeten Verfahren noch immer dem EinfluB der starken Ausreifler unterliegen, wenn
sie Beobachtung Nr. 21 als grofiten Ausreiler ausmachen. Der hier verwendete robuste
Identifizierer ORpw dagegen reagiert weniger auf den Einflul der Beobachtungen 1, 3

und 4 und identifiziert Beobachtung 21 nicht mehr als den starksten Ausreifler.

Die Interpretation des Ergebnisses ist hier nicht so unmittelbar zugédnglich wie in den
vorangegangenen Beispielen. Betrachtet man die zugrundeliegenden Daten, so zeigen
sich die Beobachtungen 1 und 3 &hnlich. Bei beiden findet man hohe Stromungsge-
schwindigkeit und hohe Kiihlwassertemperatur bei gleichzeitig grofler Menge an Am-
moniak, der unabsorbiert entweicht. Beobachtung 2, die ja hier auch auffillt, ohne
jedoch identifiziert zu werden, ist von dhnlicher Qualitat. Die als Ausreifler identifi-
zierte Beobachtung mit der Nummer 21 ist dagegen anders gelagert. Hier sieht man
bei ebenfalls eher hoher Stromungsgeschwindigkeit eine niedrige Kithlwassertempera-
tur und eine geringe Menge nicht absorbierten Ammoniaks, wobei die Abweichungen
vom Rest der Daten weniger gravierend erscheinen als bei den Beobachtungen 1 und

3. Dies bestéatigt auch das Ergebnis der Identifizierungsprozedur ORpgyw. Bei Beob-
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achtung Nummer 4 handelt es sich um einen Ausreifler, der in keiner der einzelnen
Variablen auffillig ist. Lediglich in Kombination aller vier betrachteten Variablen ist

diese Beobachtung als Ausreifler zu klassifizieren.

5.4 Diskussion der Ergebnisse

Insgesamt kann man als Resultat der in den vorigen Abschnitten betrachteten Beispiele
festhalten, dafl sich bei einer Normierung der robusten Identifizierer auf o = 0.1 die
aus der Literatur bekannten Ergebnisse im wesentlichen reproduzieren und in einigen
Fallen verbessern lassen. Fine Wahl der Normierungskonstanten fiir einen Wert von
a = 0.1 entspricht auch der Idee des Einsatzes von Identifizierern. Das Ziel besteht
nicht ausschlieBlich darin, extrem von der Hauptmasse der Daten abweichende Beob-
achtungen zu finden, sondern ebenso darin, Ungewthnliches zu entdecken. Bei einer
zu restriktiven Wahl von a werden aber nur ganz extreme Auffalligkeiten gefunden,

wahrend weniger offenkundige Abweichungen nicht aufgedeckt werden kénnen.

Die hier betrachteten Beispiele zeigen, dafl die beiden verwendeten robusten Identifi-
zierer bei geeigneter Normierung gute Ergebnisse liefern. Der auf Tukeys Biweight—
Funktion basierende Identifizierer ORpw schneidet bei den behandelten Beispielen
insgesamt etwas besser ab als seine Modifikation ORpw. Das liegt speziell an den
Ergebnissen aus Abschnitt 5.3.4. Bei den ,Stackloss Data® erkennt ORyvwy selbst
bei der als angemessen angesehenen Normierung auf o = 0.1 weniger Ausreifler als
ORpw. Dieses Resultat erscheint zunachst widerspriichlich. Einerseits wurden die fiir
ORpw verwendeten Schétzer gerade fiir hohere Dimensionen konstruiert, andererseits
ist ORpw bei den zwei- und dreidimensionalen Beispieldatensétzen genauso gut wie
ORpw, wird aber bei dem vierdimensionalen Datensatz schlechter.

Bei genauerem Hinsehen ist das Ergebnis mit der Arbeitsweise der TW—-Schéatzer er-
klarbar. Damit fiir die Schatzung weit auflen liegende Beobachtungen kein Gewicht
erhalten, wird in Kauf genommen, dafl auch ,gute“ Datenpunkte mit einer gewis-
sen Wahrscheinlichkeit mit Gewicht Null in die Schétzung eingehen. Dies ist sinnvoll

und funktioniert gut, wenn Ausreifler in den Daten vorhanden sind. Fir die Bestim-
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mung der Normierungskonstanten des Identifizierers werden aber Stichproben aus dem
Nullmodell herangezogen, so dafi diese fast keine Ausreifler enthalten. Bestimmt man
aus diesen Stichproben die TW-Schétzer, so wird insbesondere die Kovarianzmatrix
unterschatzt, weil ,zu viele® Punkte mit Gewicht Null in die Schatzung einbezogen
werden. Dadurch mufl die Normierungskonstante grofler werden, um die korrekte Nor-
mierung zu gewihrleisten. Dieser Effekt wird verstarkt durch einen relativ kleinen
Stichprobenumfang, wie es ja bei den ,,Stackloss Data“ mit N = 21 fiir p = 4 Dimen-
sionen der Fall ist. Insgesamt wird die Normierungskonstante so grof}, da bei Anwen-
dung des Identifizierers auf Daten, die Ausreifier enthalten, das Ellipsoid IR?\ORy so
stark aufgeblaht wird, daB maflig extreme AureiBer nicht mehr erkannt werden. Daher
1aBt sich die Empfehlung formulieren, den Identifizierer ORw in héheren Dimensio-
nen nicht zu verwenden, wenn der Stichprobenumfang relativ gering ist.

Diese sich aus den Beispielen ergebenden Beobachtungen motivieren die Untersuchung
der Frage, wie ,gro* Ausreifler werden kénnen, bis sie von den Identifizierungsproze-

duren entdeckt werden.

5.5 Der grofite nicht entdeckte Ausreifler

Bei multivariaten Datensidtzen kann man nicht ohne weiteres von der Gréfle einer Be-
obachtung sprechen. Bevor man untersuchen kann, wie gro3 Ausreifler werden kénnen,
ohne identifiziert zu werden, mufl der Begriff der GréBe prézisiert werden. Da ohne
Beschrankung der Allgemeinheit vorausgesetzt werden kann, daff die Beobachtungen
unter dem Nullmodell Realisationen N (0,7 )-verteilter Zufallsgrofien sind, 1aBt sich die
Grofle einer Beobachtung mit ihrem euklidischen Abstand vom Ursprung gleichsetzen.
Ziel der folgenden Untersuchung ist es daher herauszufinden, welchen Abstand vom Ur-
sprung Ausreifer noch haben kénnen, ohne daf} sie von den in den vorigen Abschnitten
behandelten Prozeduren identifiziert werden. Dabei sei vorausgesetzt, dafl die Anzahl
von Ausreiflern in einem Datensatz unterhalb der Zahl bleibt, mit der ein Zusammen-
bruch der Identifizierungsprozedur erreicht werden kann.

Erster Schritt hierzu ist die Uberlegung, welche Datenkonstellationen fiir die Identi-

fizierer besonders ungiinstig sind, das heifit, durch welche Plazierung der Ausreifler
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erreicht werden kann, dafl auch grofie Ausreifler nicht erkannt werden.

Betrachtet man beispielsweise den Identifizierer ORpgyy, so kann man durch eine andere
Darstellung der Nebenbedingung des zugrundeliegenden Minimierungsproblems einige
Aussagen treffen. Die Schétzer fiir Lage und Kovarianz, die in ORpgyw eingehen, sind

nach Lemma 5.1 und Definition 5.1 gegeben als Losung des Problems

min  det(5)
s e PDS(p)

unter der Nebenbedingung

iip(\/@i —m)"S7H (X, - m)) = b
N <

mit
d? d* d°
.— - j —4 , O < d < CO
o(d) = 2 2¢5  bcy
2
06—0 , d> ¢

(S

Unter Beachtung der Zusammenhénge by = E(p(D)) und plco) = E(p(D))
2

(D* ~ x2) sowie p(co) = 66—0 1aBt sich die Nebenbedingung unmittelbar umformulieren

N ] d? 3]1 _ [N+p

2
=1 0

n

[

Dabei ist d? = (X, — m)TS™1(X; —m),s=1,..., N, und
E={zcR:(z—m)TS™(z —m) <&}, Il bezeichnet die Indikatorfunktion.
Damit gehen alle Beobachtungen, die innerhalb des Ellipsoids £ liegen, mit positivem
Gewicht in die Schéatzung von p und ¥ ein.

Aus der obigen Schreibweise der Nebenbedingung folgt unmittelbar:

N+p

¢

e Es werden insgesamt mindestens [ ] + 1 der Beobachtungen zur Bestim-

mung von m und S herangezogen.

+p

N
e Damit enthélt die Menge £ mindestens [ ] +1—k regulére Beobachtungen;

dabei ist k£ die Anzahl der Ausreifler im Datensatz. Unter der Voraussetzung, daf
N—-—p+1

also mindestens p 4+ 1 reguldre Beobachtungen in die Schatzung ein.

] , so daf} die Schéatzer m und S nicht zusammenbrechen, gehen
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Eine besonders ungiinstige Datenkonstellation erhdlt man also dann, wenn es gelingt,
die Bestimmung von m und S auf allen nichtregularen und moglichst wenigen reguléren
Beobachtungen beruhen zu lassen. Das heifit, das Ellipsoid £ muf} alle Ausreifler ent-
halten, dazu mindestens p + 1 reguldre Beobachtungen, und es mufl minimales Volu-
men besitzen unter allen moglichen Ellipsoiden, die die obige Nebenbedingung ertiillen.
Plaziert man alle nichtreguldren Beobachtungen auf denselben Punkt in einer gewissen
Entfernung vom Erwartungswert p der reguldaren Variablen, so 1aft sich genau dies
erreichen. Das Ellipsoid E, innerhalb dessen die zur Schdtzung von g und X her-
angezogenen Beobachtungen liegen, zeichnet sich in diesem Fall in der Regel durch

eine extrem kleine kiirzeste Hauptachse aus, wodurch das Volumen entsprechend klein

bleibt.

40

20
|

10

-10

-4 -2 0 2 4
Abbildung 5.2: Datensatz mit N =50 Beobachtungen, davon k=20 Ausreifler im Punkt

(0,30); die innerhalb der Ellipse liegenden Beobachtungen werden zur

Bestimmung von m und $ fiir den Identifizierer ORpyy herangezogen

Abbildung 5.2 zeigt ein Beispiel fiir eine solche Situation: in einer Stichprobe vom
Umfang N = 50 befinden sich & = 20 nichtreguldare Beobachtungen, die nach der

oben beschriebenen Idee alle auf den Punkt (0,30) plaziert wurden. Die reguldren
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Beobachtungen entstammen hier einer bivariaten Standardnormalverteilung. Die ein-
gezeichnete Ellipse umfafit gerade diejenigen Beobachtungen aus dem Datensatz, die
zur Bestimmung der beiden Schétzer m und S fiir den Ausreifler-Identifizierer ORpgw
benutzt werden. Wie man sieht, enthélt die Ellipse den Punkt (0,30), das heifit, alle

Ausreifler gehen in die Schatzung ein.

Nach den vorangegangenen Uberlegungen 1afit sich die GroBe des groften nicht iden-
tifizierten Ausreifers anhand von Simulationen schétzen. Eine vorgegebene Anzahl k
von nichtreguldren Beobachtungen wird auf einen Punkt gelegt, und es wird bestimmt,
wie weit dieser Punkt vom Ursprung entfernt werden kann, so dafi die Identifizierungs-
prozedur die Ausreifler noch nicht erkennt. Die folgende Tabelle stellt die Ergebnisse
einer Simulationsstudie dar, in der die Gréflen der groften nicht identifizierten Aus-
reiffer fiir verschiedene Stichprobenumténge N, Dimensionen p und Anzahlen & von
nichtreguldren Beobachtungen zusammengetragen sind. Fiir jede Kombination von V,
p und k wurde in die Tabelle jeweils das arithmetische Mittel der GréBen von 1000
Simulationslédufen eingetragen. Beide Identifizierungsprozeduren wurden entsprechend
der Uberlegungen von Abschnitt 5.4 auf einen Wert von o = 0.1 gemiB Beziehung

(5.2) normiert.

Tabelle 5.9: Mittlere Entfernung des gréBten nicht identifizierten Ausreiflers vom

Ursprung fiir die Identifizierer ORpw und OR vy

ORpw N =20 N =50
1 4.44 4.80 5.25 4.03 4.33 4.62
5 7.96 | 16.16 36.21 4.41 4.74 5.07

715042 | 65.81 | 233.38 / / /
21 / / /|l 76.61 | 204.26 | 781.39
ORpvy N =20 N = 50

1| 437] 502 567 399| 4.38 1.69
5| 7.92| 1574 | 41.36 | 440 | 4.75 5.24
7| 58.67 | 79.23 | 580.33 / / /
21 / / /|| 88.76 | 449.95 | 1186.83
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Man sieht, dafl sich beide in diesem Kapitel betrachteten Identifizierungsprozeduren
fiir kleine Anteile an Ausreiflern ungefédhr gleich verhalten. Gréflere Ausreifler werden
durch beide Prozeduren identifiziert. Bei grofleren Anteilen an nichtregulédren Beobach-
tungen zeigen beide Identifizierungsverfahren ein weniger gutes Verhalten. Obwohl der
maximale asymptotische Bias und damit auch die Entfernung des gréfiten nicht iden-
tifizierten Ausreiflers in beiden Fallen beschrankt ist, konnen auch ziemlich weit ent-
fernte Beobachtungen nicht als Ausreifler identifiziert werden. Dabei werden durch die
Simulation die Schlufifolgerungen aus den in den vorigen Abschnitten betrachteten Bei-
spielen bestatigt: der modifizierte Identifizierer ORpyy, der auf der von Rocke (1993)
vorgeschlagenen gednderten Biweight—Funktion beruht, schneidet fiir groie Anteile an
Ausreifern durchweg schlechter ab als ORpywy, das heifit, er erkennt im Mittel noch
groflere Beobachtungen nicht als Ausreifler. Dieser Unterschied verstarkt sich deutlich
mit wachsender Dimension bei gleichem Stichprobenumfang. Wie bereits in Abschnitt
5.4 diskutiert, eignet sich ORw offenbar weniger zur Anwendung in Datensatzen mit
relativ wenigen Beobachtungen im Vergleich zur Anzahl der Dimensionen. In solchen

Fallen sollte daher aut ORpgyw zuriickgegriffen werden.
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6 Ausblick

Die vorliegende Arbeit befafite sich mit der Thematik der Identifizierung von Ausreiflern
in multivariaten Datensdtzen. Es wurde dabei die Annahme getroffen, dafl der grofite
Teil der Beobachtungen in einer zu untersuchenden Stichprobe aus einer gemeinsamen
multivariaten Normalverteilung stammt. Unter dieser Voraussetzung kénnen soge-
nannte Ausreiffer—Identifizierer definiert werden, die die Position einer Beobachtung in
einem Datensatz als Kriterium dafir heranziehen, ob sie als Ausreifler zu deklarieren

ist.

Es wurden verschiedene Beurteilungsméglichkeiten, wie Bruchpunkt- und Biaskriterien
sowie die GroBe des groBiten nicht erkannten Ausreiflers, fiir solche Identifizierungspro-
zeduren untersucht. Zwei in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren zeigten gutes Verhal-
ten beziiglich der hier entwickelten Kriterien. Wie weit Verbesserungen dieser beiden
Prozeduren moglich sind, bleibt Gegenstand weiterer Forschungen.

Dariiber hinaus beschreiben die hier erarbeiteten Kriterien das Verhalten von Iden-
tifizierern nicht vollstandig. Weitere Instrumente zur Beurteilung kénnen in Analo-
gie zu solchen konstruiert werden, wie sie bereits fiir robuste Lokations- und Kova-
rianzschitzer bekannt sind. Dazu gehért beispielsweise die Influenztfunktion, die den
Einflul einer geringfiigigen ,,Verunreinigung® einer Stichprobe in einem Punkt auf die
Schatzer beschreibt (vgl. Hampel et al. (1986), Radhakrishnan, Kshirsagar (1981)).
Auch eine Verallgemeinerung des Begriffs der asymptotischen Varianz (Hampel et al.
(1986)) auf Ausreifier—Identifizierer ist denkbar. Damit kann die Effizienz eines Iden-
tifizierers beurteilt werden. In diesem Zusammenhang bleibt noch zu untersuchen, ob
hohe Robustheit und Effizienz fiir Identifizierer vereinbar sind oder ob sich das Kern-
problem der robusten Schétzer, dafl starke Robustheit zu Effizienzverlust fiithrt, auch
hier fortsetzt. Sollte dies der Fall sein, so muf} fiir das Ziel der Identifizierung von
Ausreiflern die Effizienz geopfert werden — mit den Worten von Edgeworth (1887, S.
269), die er in einem anderen Zusammenhang benutzt — ,[...] a sort of sacrifice which

has often to be made by those who sail upon the stormy seas of Probability“.
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Symbolverzeichnis

X, Xi IRP—7ufallsvektoren

N(p, %) multivariate Normalverteilung mit Erwartungswertvektor
p € IRP und Kovarianzmatrix ¥ € IRP*?

T, x; Vektoren des IR?, auch Realisationen von [RP—Zutalls-
vektoren

Xpi—o (1 — a)-Quantil der x2-Verteilung

out(a, p,X) a—Ausreifier-Bereich der N(u, X)-Verteilung

zn = (2;,...,25) Stichprobe vom Umfang N

OR(zn,an) multivariater ay—AusreiBer—Identifizierer; auch Teilmenge
des IRP, die als Ausreifler identifizierte Punkte enthélt

7 reguldre Beobachtung, Realisation eines nach N(u, )
verteilten Zufallsvektors

e* Finite-sample Bruchpunkt

Il |l euklidische Norm des IR?

Ai(A) Eigenwert einer Matrix A € IRP*P mit Ay > ... > A,

Ex additiver Finite-sample Bruchpunkt

xzr = (a],...,2))  Stichprobe vom Umfang n aus reguldaren Beobachtungen

pM Masking—Punkt

29 = (2f,...,29)  Stichprobe vom Umfang k aus §—Ausreifiern

e5(OR, a, 2", 6)

rT~n?

Masking—Bruchpunkt eines Identifizierers OR
Swamping—Punkt

Swamping—Bruchpunkt eines Identifizierers OR
Volumen eines Korpers

Gauflklammer von z, x € IR

Determinante einer Matrix

Einheitsmatrix des IRP*?

Menge aller positiv definiten, symmetrischen Matrizen
des IRP*P

Ausreifler—Identifizierer, basierend auf Syyg—Schétzern
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