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1. EINLEITUNG 1

Kapitel 1
Einleitung

Die Optionspreistheorie wurde zu Beginn der Siebzigerjahre von Black/Scholes (1973)
zur Bewertung von Aktienoptionen entwickelt. Black/Scholes unterstellen, dass die be-
trachtete Option ebenso wie die zu Grunde liegende Aktie auf einem vollkommenen
Kapitalmarkt kontinuierlich gehandelt wird. Die zufallsabhingige Aktienkursentwick-
lung folgt einer geometrischen Brown’schen Bewegung, wahrend der Optionspreis als
stetige, zweimal differenzierbare Funktion in der Zeitvariablen und im Aktienkurs dar-
gestellt wird. Der Grundgedanke von Black/Scholes besteht darin, ein risikoloses Por-
tefeuille aus der Option und der zu Grunde liegenden Aktie zusammenzustellen. Bei
Arbitragefreiheit muss die Rendite dieses per Konstruktion risikolosen Portefeuilles,
das annahmegemaf kontinuierlich und selbstfinanzierend revidiert wird, mit dem risi-
kolosen Zinssatz iibereinstimmen. Dies fithrt zu einer partiellen Differenzialgleichung,
die der arbitragefreie Optionspreis erfiillen muss. Unter Beriicksichtigung der entspre-
chenden Randbedingungen gelingt es Black/Scholes, die partielle Differenzialgleichung
fiir einen europiischen Call auf eine dividendenlose Aktie analytisch zu 16sen. Die
Losung ist die bekannte Black/Scholes-Formel, die mit Hilfe der Put-Call-Paritat auch

zur Bewertung eines européaischen Puts herangezogen werden kann.

Als neuere optionspreistheoretische Methode eréffnet die Martingalmaf-Technik einen
Weg zur Bewertung von Aktienoptionen, der nicht unmittelbar auf der Bestimmung
und Losung von partiellen Differenzialgleichungen basiert. Die Martingalmaf-Technik
wurde von Cox/Ross (1976) erstmalig eingesetzt und von Harrison/Pliska (1981) ver-
allgemeinert. Letztere leiten die Black/Scholes-Formel her, indem sie den Erwartungs-
wert des mit dem risikolosen Zinssatz diskontierten Zahlungsstroms der betrachteten
Option unter einem aquivalenten Martingalmafl berechnen. Das adquivalente Martin-

galmaB ist im Black/Scholes-Modell definiert als das Wahrscheinlichkeitsmaf$, unter
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dem die zu Grunde liegende Aktie eine erwartete Rendite in Hohe des risikolosen Zins-
satzes besitzt. Die Bewertung der Option mittels der Martingalmaf-Technik beruht
auf der Duplikation des entsprechenden Zahlungsstroms durch eine selbstfinanzierende
Handelsstrategie aus risikoloser Anlage und Verschuldung sowie aus Kauf und Ver-
kauf der zu Grunde liegenden Aktie. Der Marktwert dieses Duplikationsportefeuilles
entspricht dem oben genannten Erwartungswert. Um die Arbitragefreiheit des betrach-
teten Kapitalmarkts zu gewédhrleisten, muss der Optionspreis demzufolge mit diesem

Erwartungswert tibereinstimmen.

Die Optionspreistheorie zeichnet sich dadurch aus, dass sie nicht nur das Bewertungs-
problem fiir Aktienoptionen 16st, sondern auch auf andere finanzwirtschaftliche Pro-
blemstellungen anwendbar ist. Die vorliegende Arbeit greift die aktuelle Diskussion um
die Bewertung von Unternehmensanleihen mittels optionspreistheoretischer Methoden
auf. Dabei werden mit den unternehmenswert- und den intensitdtsbhasierten Kreditrisi-
komodellen die beiden in der Literatur vorrangig diskutierten Ansdtze zur Abbildung

des Kreditrisikos dieser Finanzierungstitel beriicksichtigt.

Ausgangspunkt der unternehmenswertbasierten Kreditrisikomodelle ist die Analogie
zwischen Aktienoptionen und Anleihen, die sich ebenfalls als zustandsbedingte An-
spriiche interpretieren lassen, allerdings auf den Marktwert der Vermogensgegenstande
des emittierenden Unternehmens, den so genannten Unternehmenswert, und nicht
auf eine Aktie. Erreicht der Unternehmenswert eine von der Verschuldungssituation
des Unternehmens abhdngige Ausfallschranke, erleiden die Anleiheinhaber einen Kre-
ditausfall, d.h. versprochene Zins- und Tilgungszahlungen werden nicht fristgerecht
und/oder nicht vollstandig erfiillt. Der auf diese Weise mit der Unternehmenswertent-
wicklung verkniipfte, kreditrisikobehaftete Zahlungsstrom einer Anleihe wird dann wie

der Zahlungsstrom einer Aktienoption mittels der Optionspreistheorie bewertet.

Sucht man nach einer geeigneten Vergleichsbasis fiir die Analyse unternehmenswert-
basierter Kreditrisikomodelle, bietet sich die Arbeit von Merton (1974) an. Merton
unterstellt eine einfache Kapitalstruktur des betrachteten Unternehmens, das neben
Eigenkapital in Form eines dividendenlosen, beschrankt haftenden Residualanspruchs
ausschlieBlich mit Fremdkapital in Form eines Zerobonds finanziert ist. Weiterhin ist in
den vertraglichen Vereinbarungen zwischen den Kapitalgebern des Unternehmens die
Beibehaltung der Kapitalstruktur bis zur Falligkeit des Zerobonds festgelegt. Merton
geht von einem vollkommenen Kapitalmarkt aus und gibt die Entwicklung des dort kon-
tinuierlich gehandelten Unternehmenswerts durch eine geometrische Brown’sche Bewe-

gung exogen vor. Die Zinsstrukturkurve verlduft flach und andert sich im Zeitablauf
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nicht, so dass das Zinsénderungsrisiko vernachlassigt wird. Ob der Zerobond bei Fallig-
keit zuriickgezahlt wird, hangt vom Unternehmenswert in diesem Zeitpunkt ab. Ist der
Unternehmenswert hoher als der Riickzahlungsbetrag des Zerobonds, sind die Gesell-
schafter bereit, zusétzliches Beteiligungskapital zu dessen Riickzahlung zur Verfiigung
zu stellen, da sie die Differenz aus Unternehmenswert und Riickzahlungsbetrag gewin-
nen. Ist der Unternehmenswert niedriger als der Riickzahlungsbetrag des Zerobonds,
stellen die Gesellschafter keine Mittel zur Verfiigung, um den Zerobond zuriickzuzah-
len. Der resultierende Liquiditdtsengpass fithrt zu einer Neuordnung der Eigentums-
verhéltnisse des Unternehmens. Im Zuge der Neuordnung der Eigentumsverhdltnisse
iibernehmen die Zerobondinhaber das Unternehmen und erleiden einen Kreditausfall
in Hohe der Differenz aus Riickzahlungsbetrag und Unternehmenswert. Sie besitzen
damit ein Portefeuille aus einem gekauften kreditrisikolosen Zerobond mit gleichem
Falligkeitstermin und Riickzahlungsbetrag und einem verkauften européischen Put auf
den Unternehmenswert, der das Kreditrisiko erfasst. Der Riickzahlungsbetrag des Ze-
robonds definiert den Basispreis dieses ,, Ausfall-Puts®. Merton zeigt, dass der Ausfall-
Put nach einer Anpassung der entsprechenden Variablen mit der Black/Scholes-Formel

bewertet werden kann.

Das Modell von Merton hat im Zeitablauf viele Erweiterungen erfahren. So stellen
Jensen/Meckling (1976) heraus, dass im Modell von Merton fiir die Gesellschafter des
Unternehmens auf Grund des optionalen Charakters ihres Anspruchs ein Anreiz be-
steht, das Investitionsrisiko, definiert als die Volatilitdt des Unternehmenswerts, zu
steigern. Mit zunehmender Unternehmenswertvolatilitat erhéht sich ceteris paribus
das Kreditrisiko und der Wert des Ausfall-Puts, was zu Vermoégensverlusten der Ze-
robondinhaber fithrt. Black/Cox (1976) analysieren Sicherungsklauseln, die derartigen
Anreizeffekten entgegenstehen und das Kreditrisiko begrenzen sollen. Sie erweitern das
Modell von Merton um eine Sicherungsklausel, die eine vorzeitige Neuordnung der Ei-
gentumsverhiltnisse und Ubernahme des Unternehmens durch die Zerobondinhaber
vorsieht, wenn der Unternehmenswert vor Falligkeit des Zerobonds eine vertraglich
festgelegte untere Schranke erreicht. Diese von Black/Cox definierte Ausfallschranke
ist in der Regel niedriger als der Barwert des Riickzahlungsbetrages des Zerobonds, so
dass die Zerobondinhaber trotz der Ubernahme des Unternehmens bei Erreichen der
Ausfallschranke einen Kreditausfall erleiden. Im Gegensatz zum Merton-Modell ist der
Zeitpunkt eines Kreditausfalls zufallsabhangig und entspricht der ersten Durchgangs-
zeit des Unternehmenswerts durch die Ausfallschranke. Nur wenn die Ausfallschranke
bis zur Félligkeit des Zerobonds nicht erreicht wird, wirken dieselben Mechanismen wie

im Modell von Merton. Die Bewertung des Zerobonds kann mit den aus der Options-
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preistheorie bekannten Formeln fiir Barrier-Optionen vorgenommen werden.

Die bisher angefithrten Modelle eignen sich nicht zur Bewertung von Anleihen, wenn
das betrachtete Unternehmen eine komplexere Kapitalstruktur besitzt. Emittiert das
Unternehmen etwa neben Zerobonds auch fest oder variabel verzinsliche Anleihen mit
unterschiedlicher Fristigkeit, kann es durch laufende Zins- und Tilgungszahlungen je-
derzeit zu einem Liquiditatsengpass kommen. Es erweist sich allerdings als schwierig,
fiir ein solches Unternehmen sdmtliche Szenarien, in denen die Anleiheinhaber einen
Kreditausfall erleiden, unter Beriicksichtigung aller in den Finanzierungsvertriagen ge-
troffenen Vereinbarungen zu definieren. In diesem Fall miissten die unterschiedliche
Fristigkeit und der Umfang der versprochenen Zins- und Tilgungszahlungen ebenso
beriicksichtigt werden wie den Anleiheinhabern eingerdumte Sicherungsklauseln und
die Rechte und Pflichten der Gesellschafter des Unternehmens.

Longstaff/Schwartz (1995) tragen den mit einer komplexeren Kapitalstruktur des be-
trachteten Unternehmens verbundenen Problemen bei der Abbildung des Kreditrisi-
kos Rechnung. Aufbauend auf der Arbeit von Black/Cox (1976) unterstellen sie, dass
der Zeitpunkt eines Kreditausfalls fiir alle von einem Unternehmen emittierten An-
lethen, unabhéngig von der zeitlichen Struktur der Zins- und Tilgungszahlungen und
weiteren Vereinbarungen in den Finanzierungsvertrégen, als erste Durchgangszeit des
Unternehmenswerts durch eine Ausfallschranke exogen vorgegeben ist. Sobald der Un-
ternehmenswert die annahmegemafl konstante Ausfallschranke erreicht, kommt es zu
Schwierigkeiten im Finanzbereich des Unternehmens, die eine Neuordnung der Eigen-
tumsverhéltnisse nach sich ziehen. Dabei wird offen gelassen, ob sich die Neuordnung
der Figentumsverhaltnisse im Rahmen einer auflergerichtlichen Einigung oder eines
Insolvenzverfahrens abspielt und aus der Zahlungsunfahigkeit des Unternehmens oder
der Verletzung von Bilanzstrukturnormen resultiert. Durch die Neuordnung der Eigen-
tumsverhéltnisse des Unternehmens erleiden die Anleiheinhaber einen Kreditausfall,
da sich nachfolgende Zins- und Tilgungszahlungen um eine ebenfalls konstante Ab-
schreibungsrate verringern. Wie in den Arbeiten von Nielsen/Saa-Requejo/Santa-Clara
(1993), Briys/de Varenne (1997) und Collin-Dufresne/Goldstein (2001), die allerdings
zufallsabhéngige Ausfallschranken unterstellen, wird der Modellrahmen von Merton
auch dahingehend erweitert, dass mogliche zukiinftige Anderungen der Zinsstruktur
integriert werden, was eine gemeinsame Erfassung des Kredit- und des Zinsdnderungs-
risikos erlaubt. Die Bewertung von Anleihen in einem solchen Modellrahmen erfolgt
mittels der Martingalmaf-Technik. Der arbitragefreie Preis einer Anleihe entspricht
dem Erwartungswert des von der ersten Durchgangszeit des Unternehmenswerts durch

die Ausfallschranke abhingigen Zahlungsstroms, berechnet unter dem &quivalenten
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Martingalmafl und nach Diskontierung mit dem risikolosen Zinssatz.

Neben der unternehmenswertbasierten Sichtweise hat sich in letzter Zeit der auf Jar-
row/Turnbull (1995), Madan/Unal (1998) und Duffie/Singleton (1999) zuriickgehende,
intensitatsbasierte Ansatz zur Bewertung von Unternehmensanleihen etabliert. Im Un-
terschied zu den unternehmenswertbasierten Kreditrisikomodellen entspricht der Zeit-
punkt eines Kreditausfalls nicht der ersten Durchgangszeit des Unternehmenswerts
durch eine von der Verschuldungssituation des Unternehmens abhéngige Ausfallschran-
ke. Es wird vielmehr vorausgesetzt, dass sich dieser Zeitpunkt als erste Sprungzeit
eines Zahlprozesses mit gegebener Intensitit spezifizieren lésst, wobei die in der Lite-
ratur auch als Hazardrate bezeichnete Intensitat die Wahrscheinlichkeit eines unmit-
telbar bevorstehenden Kreditausfalls bestimmt. Zur Bewertung von Anleihen in inten-
sitdtsbasierten Modellen wird weiterhin die Martingalmaf-Technik herangezogen. Die
zufallsabhéngige Entwicklung der Zinsstruktur, der Intensitdat und der bei Eintritt ei-
nes Kreditausfalls auftretenden Verluste unter einem dquivalenten Martingalmafl wird
exogen vorgegeben. Unter bestimmten Annahmen hinsichtlich der Verluste bei Ein-
tritt eines Kreditausfalls entspricht der Preis einer Anleihe auf einem arbitragefreien
Kapitalmarkt dem Erwartungswert des diskontierten versprochenen Zahlungsstroms,
berechnet unter dem dquivalenten Martingalmaf}. Der risikolose Zinssatz, der den Dis-
kontierungsfaktor bisher bestimmte, ist dabei additiv um die Intensitat des zu Grunde

liegenden Zéhlprozesses zu erhéhen.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, zundchst die optionspreistheoretischen Grundlagen
unternehmenswertbasierter Kreditrisikomodelle herauszuarbeiten. Dies erlaubt es, ei-
ne bestehende Liicke in der Literatur zu schlieflen: Grundlegende unternehmenswertba-
sierte Kreditrisikomodelle kénnen in einem einheitlichen Modellrahmen dargestellt und
verglichen werden. Darauf aufbauend wird der Versuch unternommen, einen Briicken-
schlag zwischen unternehmenswert- und intensitétsbasierten Kreditrisikomodellen zu
vollziehen. Dies geschieht, indem die Intensitdt des zu Grunde liegenden Zédhlprozes-
ses als Funktion des annahmegemaf stationéren Verschuldungsgrades des betrachte-
ten Unternehmens vorgegeben wird. Dabei ist der Verschuldungsgrad definiert als das
Verhiltnis zwischen dem Volumen der emittierten Forderungstitel und dem Unterneh-

menswert.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: Im Anschluss an diese Einleitung widmet sich
Kapitel 2 den institutionellen Grundlagen des Problemkreises von Kreditfinanzierung
und Kreditrisiko. Dabei werden unter anderem die Auswirkungen des Kreditrisikos auf

die vertragliche Ausgestaltung von Unternehmensanleihen und die Verschuldungspoli-
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tik von Unternehmen untersucht. Weiterhin erfolgt ein kurzer Uberblick zum Kredit-

geschaft und zur Risikopolitik von Banken.

In Kapitel 3 wird ein optionspreistheoretischer Modellrahmen fiir die spéater vorzustel-
lenden unternehmenswertbasierten Kreditrisikomodelle entwickelt. Dazu wird ein Ka-
pitalmarkt modelliert, auf dem kreditrisikolose fest verzinsliche Wertpapiere und als
Wertpapiere verbriefte riskante Vermogensgegenstande gehandelt werden. Um die Un-
sicherheit hinsichtlich der Preisentwicklung der gehandelten Wertpapiere abzubilden,
wird ein mehrdimensionaler Wiener-Prozess als universeller , Fluktuationsprozess® her-
angezogen. Zunéachst werden hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines dquiva-
lenten Martingalmafles abgeleitet. Sodann werden die Bewertung von zustandsbeding-
ten Anspriichen auf die gehandelten Wertpapiere mittels der Martingalmaf-Technik
und Méglichkeiten zur Vereinfachung der Losung des Bewertungsproblems beschrie-

ben.

Kapitel 4 vergleicht grundlegende unternehmenswertbasierte Kreditrisikomodelle. Die
Bewertung der Anleihen erfolgt im Modellrahmen aus Kapitel 3 und kann somit durch
die Verwendung der MartingalmaB-Technik vereinheitlicht werden. Die resultieren-
den Bewertungsgleichungen werden analytisch oder numerisch gelést und diskutiert.
Komparativ-statische Analysen verdeutlichen, wie die als Credit-Spreads bezeichneten
bonitatsinduzierten Renditedifferenzen der Anleihen auf Anderungen unternehmens-
spezifischer Merkmale, etwa des Verschuldungsgrades oder der Unternehmenswertvo-
latilitit, reagieren, gegebenenfalls in Verbindung mit Anderungen von Zinsstruktur-

grofen.

In Kapitel 5 wird zunédchst der Modellrahmen aus Kapitel 3 angepasst, um Anlei-
hen auch in einem intensitdtsbasierten Kreditrisikomodell mittels der Martingalmaf-
Technik bewerten zu kénnen. Sodann wird die Intensitédt des zu Grunde liegenden
Zéahlprozesses als Funktion des Verschuldungsgrades des betrachteten Unternehmens
spezifiziert. Die resultierenden Bewertungsgleichungen fiir Anleihen lassen sich analy-
tisch 16sen. Abschlielend werden die Credit-Spreads der Anleihen einer komparativ-
statischen Analyse unterzogen und die Ergebnisse mit denen der unternehmenswert-

basierten Modelle verglichen.

Kapitel 6 fasst die Untersuchungsergebnisse zusammen.



2. KREDITFINANZIERUNG UND KREDITRISIKO — INSTITUTIONELLE (GRUNDLAGEN 7

Kapitel 2

Kreditfinanzierung und Kreditrisiko

— Institutionelle Grundlagen

Das folgende Kapitel beschéftigt sich mit den institutionellen Grundlagen des Problem-
kreises von Kreditfinanzierung und Kreditrisiko. Kapitel 2.1 zeigt dabei die finanzie-
rungstheoretischen Aspekte dieses Problemkreises auf. Zunachst wird das Kreditrisiko,
dem sich die Glaubiger eines Unternehmens ausgesetzt sehen, mit den fiir Kreditver-
tragsbheziehungen charakteristischen Informationsasymmetrien und dem opportunisti-
schen Verhalten der Gesellschafter in Verbindung gebracht. Sodann werden Sicherungs-
klauseln als Instrument zur Begrenzung des Kreditrisikos von Unternehmensanleihen
vorgestellt und der Stellenwert gesetzlicher Regelungen in diesem Zusammenhang un-
tersucht. Darauf aufbauend erfolgt eine kurze Diskussion der Verschuldungspolitik von
Unternehmen. Kapitel 2.2 skizziert neuere Entwicklungen im Kreditgeschéft von Ban-
ken, wobei insbesondere die Rolle von Kreditderivaten und Asset-Backed-Securities bei

der Gestaltung des Kreditrisikos dargestellt wird.

2.1 Finanzierungstheoretische Aspekte

Ein Unternehmen kann sich die zur Finanzierung seines Investitionsprogramms benotig-
ten liquiden Mittel mit Hilfe von Kapitalgebern beschaffen. Dabei stellt sich die Frage
nach der optimalen Finanzierungspolitik des Unternehmens. Die finanzierungspoliti-
schen Entscheidungen des Unternehmens beschranken sich nicht nur auf die Festlegung
des Verschuldungsgrades, der das Verhéltnis zwischen dem Volumen von Forderungs-

und Beteiligungstiteln angibt, sondern beinhalten auch die vertragliche Ausgestal-
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tung der einzelnen Finanzierungstitel. Indem monetare Rechte und Pflichten sowie
Gestaltungs-, Einwirkungs- und Informationsrechte der Titelinhaber festgelegt wer-
den, erfolgt eine Zuweisung von Risiken an die verschiedenen Kapitalgeber des Un-
ternehmens. Die Gesellschafter als Inhaber von Beteiligungstiteln besitzen bedingte,
an die wirtschaftliche Lage des Unternehmens gekniipfte Zahlungsanspriiche, wéhrend
die im Rahmen der Kreditfinanzierung abgeschlossenen Vertrage als Forderungstitel

unbedingte Zahlungsanspriiche verbriefen.

Obwohl unbedingt, implizieren die Zahlungsanspriiche aus Forderungstiteln nicht not-
wendigerweise einen sicheren Zahlungseingang. Treten etwa auf Grund einer wirtschaft-
lichen Schieflage Schwierigkeiten im Finanzbereich des emittierenden Unternehmens
auf, sind die vorleistenden Glaubiger der Gefahr ausgesetzt, versprochene Gegenlei-
stungen in Form der vertraglich vereinbarten Zins- und Tilgungszahlungen nicht frist-
gerecht und/oder nicht vollstindig zu erhalten und einen Kreditausfall zu erleiden.
Dieses Kreditrisiko versuchen die Glaubiger schon bei Abschluss der Kreditvertrage
durch Vereinbarungen hinsichtlich Zinszahlungs- und Tilgungsmodalitaten, Laufzeit,
Volumen und Sicherungsformen zu begrenzen. Das Vorhandensein des Kreditrisikos
an sich vermag allerdings die zu beobachtenden, komplexen Vereinbarungen in Kre-
ditvertragen ebenso wenig zu erkldren wie die Entscheidung eines Unternehmens fiir
einen hohen, mittleren oder niedrigen Verschuldungsgrad und eine kurz- oder lang-
fristige Verschuldung. Auf Jensen/Meckling (1976) zuriickgehende Erklarungsansatze
riicken daher zwei mogliche Charakteristika der Kreditfinanzierung von Unternehmen
in den Vordergrund: Die asymmetrische Verteilung der Informationen zwischen Gesell-
schaftern und Glaubigern und das opportunistische Verhalten der Gesellschafter nach
Vertragsabschluss.?

2.1.1 Effiziente Vertragsgestaltung

Informationsasymmetrien in Kreditvertragsbeziehungen bedingen neben Problemen
aus einer ungleichen Informationsverteilung zwischen Schuldnern und Glaubigern vor
Abschluss der Kreditvertrage (,adverse selection) auch ,moral hazard“, d.h. Unsicher-
heit der Glaubiger hinsichtlich des Verhaltens der Schuldner nach Vertragsabschluss.
Aus Sicht der Gléaubiger erschweren diese Informationsasymmetrien die Abschétzung

des Kreditrisikos und kénnen negative Vermogenseffekte zur Folge haben, wenn op-

1Vgl. Franke/Hax (1999): S. 30ff. )
2Vgl. ebenda: S. 409ff. Harris/Raviv (1991, 1995) geben einen Uberblick der entsprechenden Lite-

ratur.
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portunistisches Verhalten der Schuldner vorliegt. Letzteres gilt insbesondere fiir die
Kreditvergabe an ein Unternehmen mit beschrankt haftenden Gesellschaftern. Ange-
nommen, in den Kreditvertrdgen werden lediglich Anspriiche auf Zins- und Tilgungs-
zahlungen vereinbart. Die Gesellschafter (oder das die Interessen der Gesellschafter ver-
tretende Management) haben dann nach Abschluss der Kreditvertrige keinen Anreiz,
Dispositionen vorzunehmen, um die Position der Glaubiger in Situationen, in denen
es moglicherweise zur Insolvenz des Unternehmens kommt, zu verbessern. Dies liegt
darin begriindet, dass die Gesellschafter wegen der beschriankten Haftung im Fall der
Insolvenz nicht zur Bedienung der Anspriiche der Glaubiger verpflichtet sind. Gewinne
und Verluste des Unternehmens verdndern in einer solchen Situation ausschliellich die
Position der Glaubiger und nicht die der Gesellschafter. Ist eine Insolvenz von vornhe-
rein nicht ausgeschlossen und wird der Handlungsspielraum der Gesellschafter seitens
des Gesetzgebers nicht beschrankt, konnen diese nach Abschluss der Kreditvertriage so-
gar ihre eigene Vermdogensposition zu Lasten des Vermogens der Glaubiger verbessern.
In der Literatur werden die folgenden investitions- und finanzierungspolitischen Maf}-
nahmen der Gesellschafter, die mit einer Schadigung der Gldaubiger verbunden sind,

genannt:®

1. [,dividend policy“]. Die Gesellschafter des Unternehmens kénnen nach Abschluss
der Kreditvertrage durch Teilliquidationen des Unternehmensvermégens die ih-
nen zuflieBenden Ausschiittungen erhéhen. Die dadurch verringerte Haftungs-
masse des Unternehmens fiithrt zu einem hoheren Kreditausfall der Glaubiger bei
einer Insolvenz des Unternehmens. Dies wirkt sich nachteilig auf die Marktwerte
der aufgenommenen Kredite aus und zieht Vermdogensverluste der Glaubiger nach

sich.

2. [,claim dilution“]. Die Gesellschafter des Unternehmens kénnen nach Abschluss
der Kreditvertrage zusatzliche Kredite aufnehmen, die im Insolvenzfall gleich-
oder vorrangige Anspriiche gegeniiber den bisher aufgenommenen Krediten ver-
briefen. Eine Ausschiittung der dem Unternehmen aus dieser spateren Kredit-
aufnahme zufliefenden Betriage an die Gesellschafter fithrt bei einer Insolvenz zu
einem hoheren Kreditausfall der bisherigen Glaubiger. Diese erleiden durch die
damit verbundene Abwertung der bereits aufgenommenen Kredite Vermogens-

verluste.

3Die nachfolgende Auflistung ist angelehnt an Smith/Warner (1979): S. 118f.
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3. [,asset substitution“]. Jensen/Meckling (1976) zeigen, dass die Gesellschafter
des Unternehmens nach Abschluss der Kreditvertrage an der Durchfithrung von
riskanteren Investitionsprojekten interessiert sind.* Durch eine solche Investiti-
onspolitik droht bei einer Insolvenz ein hoherer Kreditausfall als in der Aus-
gangssituation. Dies hat niedrigere Marktwerte der aufgenommenen Kredite und

Vermogensverluste der Glaubiger zur Folge.

4. [,underinvestment“]. Myers (1977) stellt fest, dass die Gesellschafter des Unter-
nehmens nach Abschluss der Kreditvertrige Anreize haben, Investitionsprojekte
mit positiven Beitrag zum Marktwert des Gesamtkapitals des Unternehmens zu
unterlassen, wenn die Gewinne aus diesen Investitionsprojekten in erster Linie
den Kreditausfall der Glaubiger bei einer Insolvenz vermindern.® Diese Investi-
tionspolitik ist fiir die Glaubiger suboptimal, da sie bei einer Insolvenz einen
héheren Kreditausfall erleiden als bei Durchfithrung der Investitionsprojekte. Die
Vermogensverluste der Glaubiger ergeben sich gemessen an der aus ihrer Sicht

optimalen Investitionspolitik.

Die Glaubiger versuchen dem opportunistischen Verhalten der Gesellschafter schon bei
Abschluss der Kreditvertrige Rechnung zu tragen. Aus diesem Grund werden zusitz-
lich zu den Vereinbarungen hinsichtlich Zins- und Tilgungsmodalitaten, Laufzeit und
Volumen haufig Sicherungsformen, insbesondere so genannte Sicherungsklauseln, in
das Vertragswerk mit aufgenommen. Sicherungsklauseln beschréanken wie die ,traditio-
nellen® Sicherungsformen, etwa die Besicherung von Krediten durch dingliche Rechte
(Grundpfandrechte, Sicherungsiibereignung, Eigentumsvorbehalt) oder Biirgschaften,
die Handlungsspielraume der Gesellschafter und verhindern ein die Glaubiger schadi-
gendes Verhalten.® Bei der Kreditfinanzierung von Unternehmen iiber den Anleihe-
markt sind Sicherungsklauseln wesentlicher Bestandteil der Anleihebedingungen. So
kann das emittierende Unternehmen durch Sicherungsklauseln zur Einhaltung von auf
den Verschuldungsgrad oder den Anlagendeckungsgrad bezogenen Bilanzstrukturnor-
men verpflichtet werden. Diese Sicherungsklauseln gewdhren den Anleiheinhabern bei
einer Verletzung der Bilanzstrukturnormen entweder das Recht zur vorzeitigen Fallig-
stellung der Forderung oder fithren zu einer Anpassung der ausstehenden Zins- und

Tilgungszahlungen. Zu einer derartigen Beschrénkung der Verschuldungspolitik des

4Vgl. Jensen/Meckling (1976): S. 334fT.

SVgl. Myers (1977): S. 149.

SIn der anglo-amerikanischen Literatur spricht man von ,safety covenants®, , protective covenants®
oder ,,bond covenants“. Vgl. etwa Black/Cox (1976) und Smith/Warner (1979). Letztere liefern eine
ausfiihrliche Analyse der Wirkung verschiedener Sicherungsklauseln.
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Unternehmens kommt es, da die nachteiligen Anreizeffekte der Gesellschafter fiir ho-
he Verschuldungsgrade besonders ausgeprigt sind.” Ein weiteres Beispiel fiir Siche-
rungsklauseln sind Negativerklarungen, in denen sich das emittierende Unternehmen
gegeniiber den Anleiheinhabern verpflichtet, bestimmte Vermdogensgegensténde in Zu-
kunft nicht héher zu belasten oder anderen Glaubigern keine gleich- oder vorrangige

Besicherung einzurdumen.

Sicherungsklauseln begrenzen das von den Gléaubigern zu tragende Kreditrisiko, in-
dem sie ein opportunistisches Verhalten der Gesellschafter unterbinden. Sie stellen
daher wichtige Elemente einer effizienten Gestaltung von Kreditvertrigen dar.® Es ist
allerdings zu beachten, dass die Einhaltung der in den Kreditvertragen getroffenen
Vereinbarungen laufend {iberwacht werden muss. Die Summe aus den damit verbun-
denen Informations- und Transaktionskosten und den noch verbleibenden Vermégens-
verlusten auf Grund des opportunistischen Verhaltens der Gesellschafter lassen sich
Jensen/Meckling (1976) folgend als Agency-Kosten der Kreditfinanzierung definieren.?
Schatzen potenzielle Kreditgeber die von ihnen zu tragenden Agency-Kosten als zu
hoch ein und lésst sich eine Abgeltung durch entsprechend héhere Zinssatze nicht
gewahrleisten, werden Kreditvertrage nicht in gewiinschtem Umfang abgeschlossen.
Das Ergebnis kénnte eine Kreditrationierung seitens der Kreditgeber sein. Dies wirft
die Frage auf, ob nicht eine Normierung der Kreditvertrage durch gesetzliche Regelun-
gen im Hinblick auf eine Senkung der Agency-Kosten und effiziente Vertragsgestaltung
gerechtfertigt ist. Ein Vergleich mit Rechtsordnungen anderer Lander zeigt, dass ge-
setzlichen Regelungen in Deutschland gerade im Rahmen der Kreditfinanzierung von
Unternehmen ein hoheres Gewicht eingeraumt wird.'® Dies d&uBert sich vor allem in den
Vorschriften der Insolvenzordnung und in den Ausschiittungssperrziffern des Aktien-
gesetzes. Wahrend letztere die Glaubiger eines Unternehmens grundséitzlich vor ,un-
angemessen” hohen Ausschiittungen an die beschriankt haftenden Gesellschafter des
Unternehmens schiitzen, werden insolvenzrechtliche Regelungen erst wirksam, wenn
einer der insolvenzauslosenden Tatbestinde Zahlungsunfédhigkeit, drohende Zahlungs-

unfihigkeit oder Uberschuldung eines Unternehmens vorliegt. Um ein die Glaubiger

"Vergleichbare Sicherungsklauseln sind seit Ende der Achtzigerjahre in den USA unter dem Begriff
»event risk covenants® populdr geworden. Eine typische Wirkungsweise von ,event risk covenants®
ist die Sanktionierung von Bonitétsverschlechterungen des Emittenten infolge einer Ratingherabstu-
fung, verursacht etwa durch eine Erhéhung des Verschuldungsgrades nach einer fremdfinanzierten
Ubernahme (,,leveraged buyout“).Vgl. Crabbe (1991): S. 696.

8Nach Franke/Hax (1999) kommt ein effizienter Vertrag zu Stande, wenn einer der Beteiligten die
Konditionen so setzt, dass sie fiir den anderen gerade noch akzeptabel sind und sein eigener finanzieller
Nutzen maximiert wird. Vgl. Franke/Hax (1999): S. 416f.

9Vgl. Jensen/Meckling (1976): S. 308 und S. 337f.

10Vgl. Franke (2000a): S. 238 und Franke/Hax (1999): S. 447f.
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schiddigendes Verhalten in diesen Situationen zu unterbinden, geht das Verwaltungs-
und Verfiigungsrecht iiber das zur Insolvenzmasse gehérende Vermogen eines Unter-
nehmens nach Er6ffnung eines Insolvenzverfahrens an einen vom Insolvenzgericht be-
stellten Insolvenzverwalter iiber und wird der Einflussnahme der Gesellschafter wei-

testgehend entzogen.!!

2.1.2 Optimale Verschuldungspolitik

Die bisherigen Ausfithrungen haben gezeigt, dass die Ausgestaltung der einzelnen Fi-
nanzierungstitel vor allem die Zuweisung von Risiken an die verschiedenen Kapitalgeber
eines Unternehmens bedeutet. Einhergehend mit der Gestaltung der Finanzierungsver-
trége stellt sich einem Unternehmen die Frage nach der optimalen Verschuldungspolitik.
Folgt man Modigliani/Miller (1958) und vernachldssigt Kapitalmarktunvollkommen-
heiten, ist diese Frage einfach zu beantworten, da die Irrelevanz der Verschuldungs-
politik gilt. Die Entscheidung eines Unternehmens fiir einen hohen, mittleren oder
niedrigen Verschuldungsgrad und eine kurz- oder langfristige Verschuldung beeinflusst
demnach weder den Marktwert des Gesamtkapitals noch den finanziellen Nutzen sei-
ner Kapitalgeber. So bedeutet jede Umfinanzierung lediglich eine andere Aufteilung des
Zahlungsstroms aus dem Investitionsprogramm des Unternehmens zwischen den Ka-
pitalgebern, die den Marktwert des Gesamtkapitals als Summe der Marktwerte aller
vom Unternehmen emittierten Finanzierungstitel unverédndert ldsst. Auch der finanzi-
elle Nutzen der Kapitalgeber bleibt unverdndert, da diese annahmegemaf bereits ihre
optimalen Portefeuilles halten und die Wirkungen einer Umfinanzierung auf den Ertag

und das Risiko ihrer Positionen durch private Transaktionen neutralisieren.

Beriicksichtigt man allerdings Kapitalmarktunvollkommenheiten wie Steuern und In-
solvenzkosten, ist die Irrelevanz der Verschuldungspolitik nicht mehr zwingend. Ein
héherer Verschuldungsgrad vermindert ceteris paribus die gewinnabhdngigen Steuer-
zahlungen eines Unternehmens und fiithrt zu einer Erhéhung des Marktwerts des Ge-

samtkapitals.'? Dieser Vorteil kann durch die mit einem hoheren Verschuldungsgrad

1Vgl. Franke/Hax (1999): S. 480ff. Das Insolvenzverfahren kann zu einer unmittelbaren Verwertung
des Unternehmensvermégens durch Liquidation mit anschlieBender Aufteilung des Erloses fithren. Eine
von der unmittelbaren Verwertung abweichende Regelung kann im Rahmen eines Insolvenzplans zu
Stande kommen, wenn durch Mehrheitsentscheidung der Glaubiger doch noch die Fortfithrung eines
insolventen Unternehmens beschlossen wird. In den USA sind die insolvenzrechtlichen Regelungen
im U.S. Bankruptcy Code aufgefiihrt, wobei die Regelungen in Chapter 7 und Chapter 11 einen
vergleichbaren Verfahrensverlauf nach sich ziehen.

12Miller (1977) kritisiert diese Ceteris-paribus-Sichtweise, da sie die Wirkung von Steuern auf das
Kapitalmarktgleichgewicht vernachlissigt. Vgl. auch Franke/Hax (1999): S. 473f.
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einhergehende hoéhere Insolvenzwahrscheinlichkeit aufgehoben oder sogar iiberlagert
werden. Mit der hoheren Insolvenzwahrscheinlichkeit steigen ceteris paribus die erwar-
teten direkten und indirekten Insolvenzkosten, was marktwertmindernd wirkt. Auch
die Agency-Kosten der Kreditfinanzierung steigen ceteris paribus mit einem héheren
Verschuldungsgrad, da die fiir die Glaubiger nachteiligen Anreizeffekte der Gesellschaf-
ter bei hohen Verschuldungsgraden groBer sind. Aus diesen Uberlegungen heraus hat
sich die Tradeoff-Theorie entwickelt. Die Tradeoff-Theorie sieht die Bestimmung des
optimalen Verschuldungsgrades eines Unternehmens als ein Abwégen zwischen den

steuerlichen Vorteilen und den Kosten eines hoheren Verschuldungsgrades.'®

Eine &hnliche Argumentation ldsst sich hinsichtlich der optimalen Fristigkeit der Ver-
schuldung fithren. Die langerfristige Verschuldung eines Unternehmens nutzt wegen
der damit einhergehenden geringeren Insolvenzwahrscheinlichkeit steuerliche Vorteile
aus der Verschuldung besser aus als eine kurzfristig revolvierende Verschuldung. Dies
spricht tendenziell fiir eine langere Fristigkeit der Verschuldung von Unternehmen. Mit
der ldangeren Fristigkeit der Verschuldung sind allerdings héhere Agency-Kosten ver-
bunden, da beispielsweise die Anreize fiir die Gesellschafter des Unternehmens, das
Investitionsrisiko nach Abschluss der Kreditvertrage zu steigern (,,asset substitution®),
grofer sind. Die Vorteile einer kiirzeren Fristigkeit der Verschuldung liegen demnach in
einer Reduktion dieser Agency-Kosten. Bei der Bestimmung der optimalen Fristigkeit
der Verschuldung ist daher wiederum zwischen den steuerlichen Vorteile einer langer-

fristigen Verschuldung und den entstehenden Kosten abzuwigen.'?

13Vgl. Myers (2001): S. 81fT.
14Vgl. Leland/Toft (1996): S. 996fT.
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2.2 Kreditgeschift und Risikopolitik von Banken

Banken gelten auf Grund ihrer Vorteile bei der Abschétzung und Gestaltung des Kre-
ditrisikos als Spezialisten fiir die Kreditfinanzierung. Das Kreditgeschaft von Banken
ist heutzutage allerdings geprégt von den einschneidenden Verdnderungen der Kre-
ditméarkte in den letzten Jahren. Die unter Begriffen wie Internationalisierung, Li-
beralisierung und Deregulierung zusammengefassten Entwicklungen fithren zu einem
verstarkten Wettbewerb auf den Kreditmarkten. Damit einhergehend erzielen Banken
niedrigere Ertrage im Kreditgeschift, haben gleichzeitig aber héhere Risiken zu tragen.
Novellierungen in der Bankenaufsicht, man denke an die jiingsten Vorschldge des Base-
ler Ausschusses fiir Bankenaufsicht zur Eigenkapitalausstattung von Banken, begleiten
diesen Wandel auf den Kreditmérkten und lassen weiteren Handlungsbedarf seitens der
Banken entstehen.!'® Die verinderten Rahmenbedingungen eréffnen den Banken aber
auch zusédtzliche Handlungsspielrdume. So existieren eine Vielzahl neuer Moglichkei-
ten, mit dem Kreditgeschaft verbundene Risiken zu gestalten, etwa durch den Verkauf

dieser Risiken {iber entsprechende Finanzderivate.

2.2.1 Strategische Ausrichtung auf den Kreditméirkten

Die zahlreichen Bankenkrisen der letzten Jahre, verursacht durch hohe Kreditausfille
aus der Kreditvergabe an Unternehmen, wie wiahrend der internationalen Verschul-
dungskrise Ende der Neunzigerjahre, oder durch starke Zinsschwankungen, wie bei
den Savings and Loans Associations in den USA, haben die Diskussion um einen ange-
messenen Umgang der Banken mit den Risiken aus dem Kreditgeschift intensiviert.'®
Dabei sind sowohl die Banken selbst als auch die Aufsichtsbehérden daran interes-
siert, dass existenzbedrohende Verluste aus dem Kreditgeschéft moglichst vermieden

werden.!” Welche risikopolitischen Mafnahmen eine Bank diesbeziiglich ergreifen will

15Vgl. Basel Committee on Banking Supervision (1999, 2001). Im Mittelpunkt der in Deutschland
sehr kontrovers gefithrten Diskussion um das zweite Konsultationspapier des Baseler Ausschusses fiir
Bankenaufsicht (,Basel IT) steht die Frage, ob die vorgeschlagenen Regelungen zu einer Benachteili-
gung mittelstdndischer Unternehmen bei der Kreditversorgung fiihren.

16Vgl. Franke (2000a): S. 236f.

17Aus aufsichtsrechtlicher Sicht ist dieses Interesse vorhanden, da der Bankensektor einem beson-
deren, systemischen Risiko ausgesetzt ist: Auf Grund der Geschiftsverbindungen untereinander —
beispielsweise refinanzieren sich Banken héufig durch Kredite anderer Kreditinstitute — kann die In-
solvenz einzelner Banken die Insolvenz vieler Banken nach sich ziehen. Die Insolvenz einer Bank kann
daher einen Dominoeffekt auslosen, dessen Endresultat der Zusammenbruch des gesamten Banken-
systems ist. Dies hitte weitreichende Auswirkungen auf das Wirtschaftsgeschehen, da die Funktionen
Kreditversorgung von Unternehmen und Privatpersonen und Abwicklung des Zahlungsverkehrs von
den Banken nicht mehr wahrgenommen werden kénnten. Vgl. Franke (2000a) und Hellwig (1998).
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oder auf Grund aufsichtsrechtlicher Vorschriften ergreifen muss, hédngt nicht zuletzt

von ihrer strategischen Ausrichtung auf den Kreditmérkten ab.

Die Frage nach der strategischen Ausrichtung einer Bank stellt sich schon bei der
Kreditvergabe, da die Bank entweder die Moglichkeit hat, Kredite in ihr Kreditporte-
feuille aufzunehmen, oder die Kredite verbriefen und Dritten zur Zeichnung anbieten
kann. Betreibt die Bank das klassische Kreditgeschaft, nimmt sie die Kredite in ihr
Kreditportefeuille auf. Damit setzt sie sich der Gefahr von Kreditausfidllen aus und
hat das Kreditrisiko zu tragen. Erwerben Dritte die verbrieften Kredite von der Bank,
iibernehmen diese das Kreditrisiko. Die Bank erfiillt nur eine Vermittlungsfunktion.
Durch die Verbriefung des Kreditrisikos ist die Bank selbst diesem Risiko nicht mehr
ausgesetzt. Dies ist verstarkt in den USA zu beobachten, wo ein grofler Teil der Kre-
ditfinanzierung von Unternehmen durch die Begebung von Anleihen erfolgt. Als Ver-
mittler zwischen den kreditsuchenden Unternehmen und den Investoren treten héufig
Investment Banken auf, die sich auf die Verbriefung des Kreditrisikos iiber Anleihen
und das Emissionsgeschéft im Allgemeinen spezialisiert haben. In Deutschland macht
die Verbriefung des Kreditrisikos iiber Anleihen traditionell nur einen geringen Anteil
der gesamten Kreditfinanzierung von Unternehmen aus. Ende 1998 betrug das Volu-
men der von Produktionsunternehmen emittierten Schuldverschreibungen 50 Mrd. €,
das der bei Banken in Anspruch genommenen Kredite 1.102 Mrd. €.'% Das Kreditrisi-
ko aus der Kreditvergabe an Unternehmen verbleibt in Deutschland demnach ebenso
wie das aus den vergebenen Konsumentenkrediten weitestgehend bei den Banken. We-
gen sinkender Transaktions- und Informationskosten auf den Kreditméarkten und der
Abschaffung regulativer Hemmnisse ist nach Ansicht der Deutschen Bundesbank al-
lerdings auch in Deutschland bei der Kreditfinanzierung von Unternehmen mit einer

verstarkten Zunahme der verbrieften Kreditaufnahme zu rechnen.®

Obwohl dem Emissionsgeschift und der Ubernahme ausschlieBlich vermittelnder Funk-
tionen bei der Kreditvergabe wachsende Bedeutung beigemessen wird, bleibt das klas-
sische Kreditgeschéft ein wichtiger Bestandteil des Aktivgeschifts vieler Banken. Das
damit verbundene Kreditrisiko weist demnach ein grofles Gefahrdungspotenzial fiir die

Existenz einer Bank auf und riickt in den Mittelpunkt risikopolitischer Mafinahmen.

18Die Banken nutzen allerdings ihrerseits die verbriefte Kreditaufnahme in erheblichem Umfang, um
das Kreditgeschift zu refinanzieren. So waren Mitte 1999 von deutschen Banken emittierte Schuld-
verschreibungen mit einem Volumen von 1.233 Mrd. € im Umlauf, etwa 33 % des gesamten Kreditvo-
lumens in Deutschland zu dieser Zeit. Vgl. Deutsche Bundesbank (2000): S. 34f.

19Vgl. Deutsche Bundesbank (2000): S. 33 ff. und Franke (1998, 2000a). Ob sich damit fiir das Kre-
ditgeschéft in Deutschland ein Wandel von einem ,,bankorientierten® hin zu einem ,,marktorientierten
System vollzieht, bleibt abzuwarten.
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Insbesondere eine iiberméfige Konzentration von Schuldnern aus einer Region oder
Branche im Kreditportefeuille fiihrt dazu, dass die Gefahr existenzbedrohender Verlu-
ste durch Kreditausfille auf Grund wirtschaftlicher Schieflagen in den entsprechenden
Regionen oder Branchen zunimmt. Dieses so genannte Konzentrationsrisiko versuchen
Banken im Allgemeinen durch eine ausreichende Risikostreuung im Kreditportefeuil-
le zu vermeiden. Die Erfordernis der Risikostreuung engt allerdings die Handlungs-
spielrdume von Banken im Kreditgeschéft ein. So kénnen Grofikredite nicht zuletzt
wegen der vom Gesetzgeber vorgesehenen Grofikreditobergrenzen oft nur iiber eine
Kreditsyndizierung, also die Teilnahme an einem Kreditkonsortium, vergeben werden.
Regional tdtige Banken oder Banken, die sich auf bestimmte Branchen spezialisiert
haben, kénnen das Kreditpotenzial einer Region oder Branche nicht ausschépfen, so
dass aus der Spezialisierung resultierende Kompetenzvorteile nicht ausgenutzt werden.
Einen Ausweg bietet der Verkauf des Kreditrisikos iiber Kreditderivate und die Verbrie-
fung von Krediten als Asset-Backed-Securities. Der partielle Handel des Kreditrisikos
mittels dieser Instrumente kann helfen, das Konzentrationsrisiko zu korrigieren, und

eréffnet neue Handlungsspielrdume im Kreditgeschift.2

2.2.2 Einsatz von Kreditderivaten und Asset-Backed-Securi-

ties

Unter dem Begriff Kreditderivate werden all diejenigen Finanzderivate zusammenge-
fasst, deren Zahlungsstrome in irgendeiner Weise vom Kreditrisiko eines Basiswerts
oder mehrerer Basiswerte abhédngen und die einen Verkauf des Kreditrisikos erlau-
ben.?! Kreditderivate weisen verschiedenste Konstruktionsmerkmale auf, die von der
angestrebten Sicherungswirkung abhéngen. Die wichtigsten Instrumente sind Credit-

Default-Swaps, Total-Rate-of-Return-Swaps, Credit-Spread-Options und Credit-Lin-

20Vgl. Franke (2000a,b) und Das (1998).

21Die deutsche Bankenaufsicht definiert Kreditderivate als ,[...] Instrumente [...], mittels derer die
mit Darlehen, Anleihen oder anderen Risikoaktiva bzw. Marktrisikopositionen verbundenen Kredi-
trisiken auf als sogenannte Sicherungsgeber auftretende Parteien iibertragen werden. Dabei werden
die urspriinglichen Kreditbezichungen der sogenannten Sicherungsnehmer (die Parteien, die die Kre-
ditrisiken verduflern) weder veridndert noch neu begriindet. Kreditderivate unterscheiden sich von
anderen, traditionellen Formen der Ubertragung von Kreditrisiken, wie Gewihrleistungen oder ding-
liche Besicherung, dadurch, dafl diese als Derivate iiblicherweise unter standardisierten Rahmenver-
triaigen abgeschlossen werden, einer laufenden Marktbewertung unterliegen [und] einem besonderen
Risikocontrolling und -management unterworfen sind. Ein weiterer Unterschied besteht darin, daf
die Inanspruchnahme des Sicherungsgebers aus dem Kreditderivat nicht unmittelbar eine Forderung
gegeniiber dem Schuldner der zugrundeliegenden Position begriindet.“ Vgl. Bundesaufsichtsamt fiir

das Kreditwesen (1999).
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ked-Notes.?? Als Asset-Backed-Securities (ABS) bezeichnet man Wertpapiere, die Zah-
lungsanspriiche gegen eine ausschlieflich fiir die Durchfithrung der Asset-Backed-Trans-
aktion gegriindete Zweckgesellschaft (,special purpose vehicle*) verbriefen. Die Zah-
lungsanspriiche aus ABS werden in der Regel durch einen Bestand nicht-bérsengehan-
delter Kredite gedeckt. Diese werden von einer Bank, dem Originator, auf die Zweckge-
sellschaft, deren Vermogensgegenstiande nur aus diesen Krediten bestehen, tibertragen

und stehen damit den Inhabern der ABS als Haftungsmasse zur Verfiigung.

Gibt eine regional tatige oder auf eine Branche spezialisierte Bank das regional- bzw.
branchenbedingte Kreditrisiko iiber Kreditderivate oder Asset-Backed-Transaktionen
weiter, lassen sich das vorhandene Kreditpotenzial und Kompetenzvorteile ausnutzen
und héhere FErtrage erwirtschaften. Auf der Kostenseite kann die ,teure® Unterlegung
des Kreditrisikos mit Eigenkapital reduziert werden.?® Zu beachten ist in diesem Zu-
sammenhang auch, dass der Verkauf des Kreditrisikos mit zum Teil nicht unerheblichen
Transaktionskosten verbunden ist. Weiterhin entstehen moéglicherweise Kosten aus Ef-
fekten von ,adverse selection®* und ,moral hazard“, die auf die asymmetrische Infor-
mationsverteilung zwischen dem Verkdufer und dem Kéaufer des Kreditrisikos zuriick-
zufithren sind. So muss die Bank als Originator einer Asset-Backed-Transaktion héufig
Garantien (,,credit enhancements“) ibernehmen, da der Kaufer der ABS zum einen die
Qualitdt des zu Grunde liegenden Kreditpools schlecht abschitzen kann und zum an-
deren ein sinkendes Interesse der Bank an der Uberwachung der Schuldner befiirchten

muss.24

Wihrend die Weitergabe des Zinsénderungsrisikos iiber Zinsderivate schon seit lange-
rem von den Banken praktiziert wird und entsprechende Markte existieren, befinden
sich die Mérkte fiir Kreditderivate noch im Aufbau. Eine Weitergabe des Kreditrisikos
iiber Kreditderivate ist iiberhaupt erst seit Anfang der Neunzigerjahre méglich, da es
vorher einen Handel dieser Instrumente in nennenswertem Umfang nicht gab. Zu Be-

ginn des Jahres 2000 belief sich das Volumen aller von deutschen Banken gehaltenen

Kreditderivate auf etwa 60 Mrd.€.2°

22Vgl. Franke (2000a,b) und Das (1998).

BVoraussetzung dafiir ist, dass der Gesetzgeber die erzielbare Verringerung des Kreditrisikos im
Kreditportefeuille anerkennt und eine niedrigere Eigenkapitalunterlegung zuldsst. Die Diskussion um
eine bankenaufsichtsrechtliche Anerkennung der Sicherungswirkung von Kreditderivaten oder Asset-
Backed-Transaktionen ist allerdings noch nicht abgeschlossen. Vgl. Burghoff/Henke (2000b) und
Schulte-Mattler /Meyer-Ramloch (2000).

2Trotz dieser Probleme und der noch zu kldrenden Fragen hilt Franke (2000b) im Zuge der Verbrei-
tung von Kreditderivaten und Asset-Backed-Securities und der so geschaffenen Handlungsspielrdume
eine ,,Renaissance der Spezialkreditinstitute® fiir moglich. Franke (2000b): S. 271.

25Vgl. Burghoff/Henke (2000a): S. 148.
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Kapitel 3

Optionspreistheoretischer

Modellrahmen

Das folgende Kapitel arbeitet die optionspreistheoretischen Grundlagen unternehmens-
wertbasierter Kreditrisikomodelle heraus. Ziel ist es, einen einheitlichen Modellrahmen
fiir die in Kapitel 4 vorzunehmende vergleichende Analyse grundlegender Modelle aus
dieser Klasse zu entwickeln. Kapitel 3.1 beschaftigt sich mit der Modellierung der
Zinsstruktur. Um eine arbitragefreie Zinsstrukturentwicklung zu gewéahrleisten, wer-
den aufbauend auf dem Modell von Heath/Jarrow/Morton (1992) Bedingungen fiir
die Existenz eines dquivalenten Martingalmafles angegeben. Der entsprechende Anlei-
hemarkt wird in Kapitel 3.2 erweitert, so dass neben kreditrisikolosen fest verzins-
lichen Wertpapieren auch als Wertpapiere verbriefte riskante Vermogensgegenstande
gehandelt werden kénnen. Dabei werden Amin/Jarrow (1992) folgend Bedingungen
fiir die Existenz eines dquivalenten Martingalmafles auf dem erweiterten Kapitalmarkt
bestimmt. Kapitel 3.3 zeigt, wie eine Bewertung zustandsbedingter Anspriiche auf die
dort gehandelten Wertpapiere mittels der Martingalmaf-Technik vorgenommen werden
kann. Im Anschluss an die Herleitung des grundlegenden Bewertungszusammenhangs
werden mit dem Wechsel auf das Forwardmaf sowie einem Zeitwechsel Méglichkeiten

genannt, um die Bewertung zustandsbedingter Anspriiche rechnerisch zu vereinfachen.

3.1 Dynamik der Zinsstruktur

Alle theoretischen Modelle, die sich mit der zufallsabhidngigen Entwicklung der Zins-

struktur im Zeitablauf befassen, haben einer grundlegenden Anforderung zu geniigen:
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Es muss gewahrleistet sein, dass die abgebildete Zinsstrukturentwicklung arbitragefrei
ist, sich also mit den auf dem Anleihemarkt gehandelten, fest verzinslichen Wertpapie-
ren keine Arbitragegewinne erzielen lassen. Die verschiedenen in der finanzwirtschaft-
lichen Literatur diskutierten Zinsstrukturmodelle weisen trotz dieser gemeinsamen
Grundlage unterschiedliche Charakteristika auf. Die , klassischen® Zinsstrukturmodel-
le von Vasicek (1977), Brennan/Schwartz (1979) oder Cox/Ingersoll/Ross (1985) be-
schreiben die Entwicklung der Zinsstruktur durch eine einzige, unter Umstanden mehr-
dimensionale Zustandsvariable, den kurzfristigen Kassazinssatz. Heath/Jarrow/Mor-
ton (1992) prasentieren ein alternatives Zinsstrukturmodell, welches die gesamte For-
wardratekurve als Zustandsvariable verwendet, um die Entwicklung der Zinsstruktur
zu beschreiben. Letzteres fiihrt zu einem sehr weitgefassten Modellrahmen, aus dem

sich die meisten anderen Zinsstrukturmodelle als Spezialfille ableiten lassen.'

Bevor das Zinsstrukturmodell von Heath/Jarrow/Morton diskutiert wird, sollen einige

Begriffsabgrenzungen vorgenommen werden.

Definition [Kassazinssatz]. Sei P(t,T) der Preis eines kreditrisikolosen Zerobonds im
Zeitpunkt t, t > 0, mit einem vertraglich vereinbarten Riickzahlungsbetrag von einem
€ und Fdilligkeit in T Jahren. Dann ist der Kassazinssatz (pro Jahr) fiir den Anlage-
zeitraum T —t > 0, r(t,T), definiert als

InP(t,T)

r(t,T) = T

(3.1)

wobei In der natirliche Logarithmus ist. Der kurzfristige Kassazinssatz r(t) bezeichne

den Kassazinssatz fir einen moglichst kurzen Anlagezeitraum.

Der Kassazinssatz fiir einen bestimmten Anlagezeitraum ergibt sich geméafl der Defi-
nition aus der Rendite eines kreditrisikolosen Zerobonds der entsprechenden Restlauf-
zeit. Ein kreditrisikoloser Zerobond wird bei Falligkeit mit Sicherheit zuriickgezahlt,
so dass P(T,T) = 1 gilt.? Die (Kassa-)Zinsstrukturkurve bildet die in einem Zeit-
punkt beobachtbaren Renditen von kreditrisikolosen Zerobonds in Abhédngigkeit von
deren Restlaufzeit ab. Davon zu unterscheiden ist die Renditestrukturkurve, welche die

restlaufzeitabhéngigen Renditen von kreditrisikolosen Kuponanleihen abbildet.

Terminzinssatze geben die Verzinsung fiir zukiinftige Anlagezeitrdume an und lassen

sich unter der Annahme eines vollkommenen, arbitragefreien Anleihemarktes aus der

1Vgl. Heath et al. (1992): S. 77 oder Duffie (2001): S. 135.

?Die Rendite eines beliebigen Wertpapiers ist im Rahmen dieser Arbeit immer als interner Zinsfuf§
der Zahlungsreihe des Wertpapiers auf Basis der vertraglich vereinbarten Zahlungen zu ermitteln.
Soweit nicht anders erwdhnt wird eine stetige Zinsverrechnung unterstellt.
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heutigen Zinsstrukturkurve ableiten. Zwischen dem im Zeitpunkt ¢ vereinbarten Ter-
minzinssatz (pro Jahr) fiir einen Anlagezeitraum U — T > 0, f(¢,T,U), und den in ¢,

t>0und t < T, geltenden Kassazinssdtzen, muss die Beziehung

ft,T,U) = r(t, U)(U _gig(taT)(T—t) _ _mP(t’UU):l;P(t’T)

bestehen, wobei die letzte Umformung unter Verwendung von Gleichung (3.1) vorge-

nommen wurde.

Definition [Forwardrate|. Der Terminzinssatz (pro Jahr) mit Filligkeit in T Jahren
und maoglichst kurzem zukinftigen Anlagezeitraum wird als Forwardrate f(t,T) bezeich-
net. Die Forwardrate ist durch
: 0
jll_rfll] f(tv T7 U) - f(tv T) _6_Tln P(t T) (32)
gegeben.

Die Existenz der Ableitung aus (3.2) wird in der gesamten Arbeit ebenso wie die
Bedingung P(t,T') > 0 vorausgesetzt. Die Forwardratekurve in einem Zeitpunkt stellt
die Verzinsung fiir einen moglichst kurzen zukiinftigen Anlagezeitraum in Abhangigkeit

von der Félligkeit dar.
Mit InP(t,t) = 0 folgt aus (3.2) unmittelbar

nP(t,T) = / —lnPtS ds

so dass

P(LT) = exp{—/tT f(t,s)ds} (3.3)

den Zusammenhang zwischen Forwardrates und Zerobondpreisen auf einem vollkom-
menen, arbitragefreien Anleihemarkt angibt. Dies verdeutlicht, dass sich die Zerobond-
preise und die resultierende Zinsstrukturkurve unmittelbar aus der Forwardratekurve
ableiten lassen und umgekehrt. Weiterhin stimmt im Zeitpunkt ¢ die sofort féllige For-

wardrate mit dem kurzfristigen Kassazinssatz iiberein, es gilt
fit.1) = r(t). (3.4)

Anzumerken bleibt, dass der Preis einer kreditrisikolosen Kuponanleihe auf einem voll-
kommenen, arbitragefreien Anleihemarkt in einer bestimmten Beziehung zu den Prei-

sen kreditrisikoloser Zerobonds stehen muss. Angenommen, eine Anleihe verbrieft im
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Zeitpunkt ¢, ¢ > 0, neben dem Riickzahlungsbetrag von einem € bei Félligkeit im Zeit-
punkt 7', T > t, Kuponzahlungen in Héhe von C' €, 0 < €' < 1, in den Zeitpunkten
T;,mit y=1,... , nund ¢t < Ty < ... < T, = T. Der Preis einer kreditrisikolosen
Anleihe ergibt sich dann als

Po(t,T) =Y P(t,T)C + P(,T), (3.5)

j=1

wobei durch P(¢,T}) die Preise kreditrisikoloser Zerobonds gegeben sind, deren Fallig-
keit mit den einzelnen Kuponterminen iibereinstimmt. Ist der Preis der Kuponanleihe
geringer als Po(t,T), lasst sich durch Kauf der Anleihe und durch Verkauf des durch
die rechte Seite von Gleichung (3.5) bestimmten Portefeuilles ein Arbitragegewinn rea-
lisieren, da beide Transaktionen in Zukunft denselben Zahlungsstrom generieren. Ist

der Preis der Kuponanleihe hoher als Po(t,T), fithrt der Verkauf der Anleihe und Kauf

des so genannten Duplikationsportefeuilles zu einem Arbitragegewinn.

3.1.1 Das Modell von Heath/Jarrow/Morton

Heath/Jarrow/Morton (1992) unterstellen einen vollkommenen Anleihemarkt, so dass
Informations- und Transaktionskosten, einkommen-, gewinn- und vermégenabhéangige
Steuern oder Marktzugangsbeschrankungen nicht existieren. Auf dem Anleihemarkt
werden kreditrisikolose Zerobonds mit beliebigen Félligkeitszeitpunkten gehandelt. Al-
le gehandelten Zerobonds sind beliebig teilbar und kénnen zu gegebenen Marktpreisen
in beliebigem Umfang kontinuierlich ge- und verkauft werden. Leerverkéufe sind eben-
so unbeschréankt moglich. Die Marktteilnehmer maximieren ihren finanziellen Nutzen,

wobei der Grenznutzen strikt positiv ist.

Als Zustandsvariablen der Entwicklung der Zinsstruktur dienen die Forwardrates. Die
Dynamik der Forwardrates wird in Anlehnung an Heath/Jarrow/Morton wie folgt vor-
gegeben:

Annahme HIM1 [Dynamik der Forwardrates]. Angenommen, durch {Wi(t) : t €
[0, 7]}, ¢ =1,... ,n < oo, sind voneinander unabhingige Wiener-Prozesse auf dem

Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) gegeben, wobei {F(t) : t € [0,T]} die entsprechende
Standardfiltration darstellt.® Fir alle Filligkeitszeitpunkte T, 0 < t < T < T, ldisst

3Fiir die Standardfiltration gilt
F(t)=o (a({VV(s) L5 < 1)) UNO) , fiir alle £ €0, 7],

mit W(s) = (Wl(s), - ,Wn(s)) als n-dimensionaler Wiener-Prozess. Ny gibt die Nullmengen von F
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sich die Entwicklung der entsprechenden Forwardrate durch den Prozess {f(t,T):t €
[0, 7]}, mit

f(t,T)= f(0,7) —|—/0toz(s,T)ds—|—Z/0t n;(s, T)dW;(s) (3.6)
bzw.

df(t,T) = a(t, T)dt+ Y n,(t, T)dWi(1), (3.7)
i=1

beschreiben. Dabei sind o(t,T) und n,(t,T), i =1,... ,n, als Driftfunktion und Vola-
tilitdtskoeffizienten des Forwardrateprozesses adaptiert und messbar. Fs gilt weiterhin
fOT la(t,T)|dt < oo und fOT n2 (¢, T)dt < oo, fir alle i = 1,... ,n, fast sicher. Als An-
fangswert dient die heute beobachtbare Forwardratekurve {f(0,T) :T € [0,T]}. Diese
Forwardratekurve ist eine ausschliefilich zeitabhingige Funktion und geniigt der Bedin-
gqung fOT f(0,t)dt < 00t

Wie Annahme HJM1 zeigt, wird die Dynamik der Forwardrates durch n voneinander
unabhingige Wiener-Prozesse bestimmt, wobei die stochastische Differenzialgleichung
(3.7) lediglich die kompaktere, symbolische Schreibweise fiir den Zusammenhang (3.6)
ist. Die angegebenen Wiener-Prozesse sind Storgrofien der Entwicklung der Forward-
rates, die sich fiir verschiedene Félligkeitszeitpunkte der Forwardrates unterschiedlich
auswirken. Die Auswirkungen werden durch die Volatilitatskoeffizienten n,;(¢,T") be-
stimmt. Diese kénnen vom Falligkeitszeitpunkt und von der Hohe der Forwardra-
tes selbst, aber auch von den Pfaden der Wiener-Prozesse abhéngen. Der Ausdruck
\/m wird als Volatilitdt der Forwardrate mit Félligkeitszeitpunkt 7' be-

zeichnet.?

Die Entwicklung des kurzfristigen Kassazinssatzes kann unter Verwendung des Zusam-
menhangs r(t) = f(¢,1) aus (3.4) und der Darstellung der Forwardrates aus Annahme
HJM1 durch den Prozess {r(t) : ¢t € [0,7T]}, mit

r(t) :f((),t)—l—/o a(s,t)ds+z/o n:(s, 1)dWi(s), (3.8)

an.

1Vgl. Heath et al. (1992): S. 80. Die hier verwendeten Regularititsbedingungen gewihrleisten,
dass durch (3.6) bzw. (3.7) ein Ito-Prozess beschrieben wird. Die Definition eines Ito-Prozesses ist im
Anhang zu finden.

>Obwohl der Begriff Volatilitit lediglich im Sinne einer Definition zu verstehen ist, wird der Aus-
druck /> i, n?(t,T)dt hiufig als ,Standardabweichung des Zuwachses df(¢,7)“ interpretiert. Da
df(t,T) keine Zufallsvariablen darstellt, ist dies mathematisch nicht korrekt. Duffie (2001) spricht in
einem dhnlichen Zusammenhang von einem ,,Missbrauch der Notation“. Vgl. Duffie (2001): S. 87.
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dargestellt werden. Das Geldmarktkonto gibt den Wert eines revolvierend zum Zinssatz

r(t) angelegten € an. Die Entwicklung des Geldmarktkontos folgt dann einem Prozess

{A(t):t€[0,7T]}, mit
A(l) = exp {/Ot r(s)ds}

und A(0) = 1. Um zu gewéhrleisten, dass das Geldmarktkonto nur positive Werte
annimmt und nicht ,explodiert®, gilt fOT fot la(s,¢)|dsdt < oo fast sicher.®

Der Prozess fiir die Entwicklung der Zerobondpreise, {P(¢,T) : t € [0,T]}, fur alle

Falligkeitszeitpunkte T', ldsst sich unter Verwendung des Zusammenhangs

P(t,T) = exp {_ /tT £, s)ds}

aus (3.3) und der Darstellung der Forwardrates aus Annahme HJM1 bestimmen.” Wie
Bjork (1998) zeigt, besitzt das Integral I(¢t,T) = — ft f(t,s)ds die stochastische Dif-

ferenzialgleichung

dI(t,T) = (f(t,t) - /tT a(t,s)ds) dt — g/f n;(t, s)dsdWi(t).

In vektorieller Schreibweise ergibt dies

dI(t,T) = f(t)dt + G(1)dW (1),

mit
T - ftT nl(tvs)ds dW1(t)
ft) = f(t,t) —/t a(t,s)ds, GT(t) = : 7 dW(t) _ :
— [T na(t,s)ds AW, (1)

GT(t) entspricht dem transponierten Zeilenvektor G(¢). Der Prozess fiir die Zerobond-
preisentwicklung kann unter Anwendung der mehrdimensionalen Version von Ités Lem-

ma® auf P(¢,T) = exp{I(t,T)} bestimmt werden. Es gilt

dP(t,T) = (P(t,T) £t + %P(t,T)G(t)GT(t)> dt + P(t, T)G(t)dWi(1),

fVgl. Heath et al. (1992): S. 80f.

"Die ,rigorose* Herleitung ist bei Heath et al. (1992): S. 98ff. zu finden. Hier wird eine eher
»heuristische® Herleitung angegeben. Vgl. Bjork (1998): S. 232ff. oder Duffie (2001): S. 153f.

8Vgl. Satz A2 im Anhang.
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was sich nach Berechnen der Skalarprodukte in

dP(t,T) = (f(t,t)_/tT t,s) ds—l—%i( / n:(t, s)ds >2> P(t,T)dt
_g/f ni(t, 5)ds P(L, T)dWi(1)

umformen lésst. Unter Berticksichtigung von f(¢,¢) = r(t) entspricht dies der stochas-

tischen Differenzialgleichung
dP(1,T) = (r(t) 4 b(t, T))P(t, T)dt + Z P(t, T)dWi(t), (3.9)

mit
n

T
b(t, T) = —/ (t,s) ds—l—%Za (3.10)
t =1

a;(t,T) = —/t n,(t, s)ds. (3.11)

Der Anfangswert ist durch die heute beobachtbaren Zerobondpreise {P(0,7) : T €
[0, 7]} gegeben. Die so genannte ,Momentanrendite® eines Zerobonds mit Restlauf-
zeit T — t pro Zeiteinheit ist definiert als R(¢) = dP(¢t,T)/(P(t,T)dt). Die Terme
r(t)+0b(t, T) und b(t,T) werden als ,erwartete Momentanrendite“ und ,erwartete mo-

mentane Risikopramie“ bezeichnet.” Der Ausdruck /> " a?(¢,T) gibt die Volatilitét
des Zerobonds an. Die Losung der stochastischen Differenzialgleichung aus (3.9) lautet

P(t,T) = P(0,T)exp {/0 (r(s) +b(s,T) — %Za?(s,T)) ds

=1

+ Z;/O ai(s, T)dm(s)} : (3.12)

wie eine erneute Anwendung von Itdés Lemma zeigt: Der stochastische Prozess fiir
X(t) = InP(t,T) lasst sich durch die folgende vektorielle stochastische Differenzialglei-
chung

dX(t) = f(t)dt + G(t)dW (1),

mit
, ar(t,T) AWy (1)
f(t):r(t)—/ a(t,s)ds, GT(t) = : . AW (t) = :
t an(t,T) AW, (1)

9Auch diese Bezeichnungen sind im Sinne einer Definition zu verstehen, da die Momentanrendite
R(t) keine Zufallsvariable darstellt.
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und Anfangswert X (0) = InP(0,T), beschreiben. Fiir die Funktion Y(¢) = exp{X(¢)}
erhalt man mittels [tos Lemma das stochastische Differenzial

dY (t) = (Y(t) £(t) + %Y(t)G(t)G(t)T> dt + Y (1)G(O)dW (1),

Berechnen der Skalarprodukte fiithrt zu

n

dy (t) = (r(t) - /tT alt, s)ds + % XA T)) Y (t)dt + Z ai(t, T)Y (1) dWi(t).

=1

Nach Zusammenfassen der Terme ergibt sich die stochastische Differenzialgleichung

(3.9).

Angenommen, man legt nun die Driftfunktion und die Volatilitatskoeffizienten der
Forwardrates, o(t,T) und n;(¢,T), i = 1,... ,n, fir alle Falligkeitszeitpunkte T' fest
und ermittelt die heutige Forwardratekurve {f(0,7") : T" € [0, 7T]}. Damit ist die zu-
fallsabhingige Entwicklung der Zinsstruktur im Zeitablauf festgelegt. Da beziiglich der
Auswahl der heutigen Forwardratekurve kein Freiheitsgrad besteht, tritt die Frage auf,
ob die Driftfunktion und die Volatilitdtskoeffizienten des Forwardrateprozesses beliebig
wahlbar sind oder in einer bestimmten Beziehung stehen miissen, um eine arbitragefreie
Zinsstrukturentwicklung und somit einen arbitragefreien Anleihemarkt zu gewahrlei-
sten. Der Anleithemarkt ist arbitragefrei, wenn es keine Arbitragemoglichkeiten gibt,
sich also unter Einbeziehung des Geldmarktkontos und der Zerobonds keine selbstfi-
nanzierende Handelsstrategie konstruieren lasst, die eine Anschaffungsauszahlung von
Null besitzt und in Zukunft mit Sicherheit einen nicht-negativen Einzahlungsiiber-
schuss sowie mit positiver Wahrscheinlichkeit einen positiven Einzahlungsiiberschuss
erzeugt.'? Seit Harrison/Kreps (1979) und Harrison/Pliska (1981) ist bekannt, dass
das Postulat der Arbitragefreiheit eng mit der Existenz eines dquivalenten Martin-
galmafles verkniipft ist. Genau genommen impliziert die Existenz eines aquivalenten
Martingalmafles in diesem Modellrahmen, dass es auf dem Anleihemarkt keine Arbi-
tragemoglichkeiten gibt. Der entsprechende Beweis lédsst sich wie folgt skizzieren: Das
aquivalente Martingalmaf fiir den Anleihemarkt ist definiert als ein zum subjektiven
Wahrscheinlichkeitsmafl P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl Q, unter dem der Pro-

zess fiir die Entwicklung der mit dem Geldmarktkonto diskontierten Zerobondpreise

10Diese Definition einer Arbitrageméglichkeit schliefit gleichzeitig aus, dass es eine selbstfinanzie-
rende Handelsstrategie gibt, die eine negative Anschaffungsauszahlung besitzt und in Zukunft mit
Sicherheit einen nicht-negativen Einzahlungsiiberschuss erzeugt. Eine solche Handelsstrategie liefle
sich durch die sichere Anlage der negativen Anschaffungsauszahlung immer in die im Text genannte
Handelsstrategie iiberfiihren. Weiterhin wird implizit unterstellt, dass die Preise von Kuponanleihen
die Arbitragefreiheitsbedingung aus Gleichung (3.5) erfiillen.
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einem Martingal folgt. Es wird weiterhin unterstellt, dass die betrachteten selbstfinan-
zierenden Handelsstrategien zuldssig sind. Zuldssigkeit bedeutet hier, dass auch der
Prozess fiir die diskontierte Marktwertentwicklung einer selbstfinanzierenden Handels-
strategie unter dem dquivalenten Martingalmafl Q@ einem Martingal folgt. Eine zulassige
selbstfinanzierende Handelsstrategie, die unter @ mit Sicherheit einen nicht-negativen
und mit positiver Wahrscheinlichkeit einen positiven (diskontierten) Einzahlungsiiber-
schuss erzeugt, muss heute eine positive Anschaffungsauszahlung besitzen. Da dies auf
Grund gleicher Nullmengen nicht nur unter dem aquivalenten Martingalmafl Q, sondern
auch unter dem subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafl P gilt, sind Arbitragemoglichkei-
ten auf Basis zuldssiger Handelsstrategien ausgeschlossen. Die Existenz eines aquivalen-

ten MartingalmaBes impliziert demzufolge die Arbitragefreiheit des Anleihemarkts.!!

Der nachfolgende Satz formuliert hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines dqui-
valentes Martingalmafles auf dem betrachteten Anleihemarkt. Dies setzt voraus, dass
zunachst die Entwicklung der mit dem Geldmarktkonto diskontierten Zerobondprei-
se fiir alle Falligkeitszeitpunkte T' unter dem subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafl P
bestimmt wird. Mit Zp(t,T) = P(t,T)/A(t) gilt

Zp(t,T) = Zp(O,T)GXp{/(f( s, —%iafsT)
+Z/O ai(s,T)dWi(s)} (3.13)

als Losung des stochastischen Differenzials

dZp(t,T) = b(t,T)Zp(t, T)dt + Z (t, ) Zp(t, T)dWi(t). (3.14)

=1

Satz HIM1 [Aquivalentes MartingalmaB bei Heath/Jarrow/Morton]. Gegeben sei die
Dynamik der Forwardrates aus Annahme HJM1. Ein zum subjektiven Wahrscheinlich-
keitsmafl P dquivalentes Martingalmafs Q existiert fir den Anleihemarkt, wenn es ad-
aptierte und messbare ,Marktpreise fir Risiko“ \;(t) gibt, die fir alle ¢ =1,... ,n die
Bedingung fo M (s)ds < oo fast sicher erfillen, so dass der Prozess {A(1):t € [0,7T]},

mit

A(t) :exp{Z/O Xi(s)dWi(s) — %Z/O Af(s)ds}, (3.15)

=1

11ygl. auch Kapitel 3.3.1.1.
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ein Martingal unter P ist, und fir alle t,T >0, mit t <T,

n

b(t,T) == ai(t, T)A(t) (3.16)

=1

gilt.1?

Beweis: Der Beweis von Satz HJM1 kann wie folgt skizziert werden. Geméafl dem
Theorem von Girsanov!? ist gewihrleistet, dass ein zu P dquivalentes Wahrscheinlich-
keitsmafl Q existiert, unter dem durch dW;(t) = dm(t) — X(t)d(t), 1 = 1
voneinander unabhéangige Wiener-Prozesse gegeben sind. Dabei ist {A(?) : ¢ € [0, 7]}
der zur Radon-Nikodym Ableitung

noT ) noT
e = <T>=e><p{; / Ms)dws)—%g / A?<s>ds}

gehorende Dichteprozess, mit

n

9o ey 9

dQ

Sl = A1),

Die Entwicklung der diskontierten Zerobondpreise unter dem Wahrscheinlichkeitsmaf}
Q ist nach der Ersetzung dm(t) =dW;(t)+ Xi(t)d(t),i =1,... ,n,in (3.14) durch die

stochastische Differenzialgleichung

dZp(t,T) = b(t,T)Zp(t, T)dt + Z (4, T)Zp(t, T)(dWi(t) + \(t)dt)

=1

- (tT—I—Z )Zp(tTdt—l-Z (t, T)Zp(t, T)dW(t)

=1

gegeben. Der entsprechende Prozess ist ein Martingal, wenn die Driftfunktion dieser

stochastischen Differenzialgleichung den Wert Null annimmt, so dass

dZp(t,T) = zn:ai(t,T)Zp(t,T)dWi(t) (3.17)

=1

12Die Bezeichnung Marktpreise fiir Risiko ist angelehnt an Heath et al. (1992): S. 83.
13Vgl. Satz A6 im Anhang.
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t14

gilt.

Dies ist genau dann erfiillt, wenn die Marktpreise fiir Risiko der Bedingung

b(t,T) + Z ai(t, TY\i(t) = 0

n

& b, T) == ai(t, T)N(t),

=1
fiir alle ¢, 7 > 0, mit ¢t < T, geniigen.'® O

Die Entwicklung der Zerobondpreise unter dem dquivalenten Martingalmafl Q lasst

sich unter Beriicksichtigung der Bedingung (3.16) aus Satz HIM1 bestimmen:

dP(t,T) = (r(t)+b(t, T)) P(t,T)dt + Z T)(dWi(t) + Ni(1)dt)
- (( +th+Z ) tTdt+Z P(t,T)dW,(t)
= r(t)P(t,T)dt—|—Zai(t,T)P(t,T)dWi(t). (3.18)

Gleichung (3.18) liefert eine alternative Charakterisierung des dquivalenten Martingal-
mafles fiir den Anleihemarkt: Das dquivalente Martingalmaf} ist ein zum subjektiven
Wahrscheinlichkeitsmafl 4quivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf}, unter dem die erwartete
Momentanrendite der Zerobonds fiir alle Falligkeitszeitpunkte gleich dem kurzfristigen

t16

Kassazinssatz ist.'® Die stochastische Differenzialgleichung (3.18) besitzt die Losung

n

P(t,T) = P(0,T)exp {/0 (r(s) - %Zai(37T)2> ds

+Z;/O ai(s,T)dWi(s)}. (3.19)

Ein wichtiger Beitrag von Heath /Jarrow/Morton ist die Formulierung einer Bedingung,
welche die Driftfunktion des Forwardrateprozesses unter dem aquivalenten Martingal-

maf Q erfiillen muss.

MHinreichend dafiir, dass (3.17) ein Martingal beschreibt, ist Novikov-Bedingung

exp{ Z/ tTdt}

die annahmegeméf hier erfiillt sein soll. Vgl. Baxter/Rennie (1996): S. 79.

15vgl. Bjérk (1997): S. 91f.

18Da dies ein Gleichgewicht auf einen Kapitalmarkt mit ausschlieBlich risikoneutralen Marktteilneh-
mern charakterisiert, wird das dquivalente Martingalmafl in der Literatur auch als ,risikoneutrales®

Wahrscheinlichkeitsmaf bezeichnet. Vgl. Hull (2000): S. 510f.

< o0,
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Satz HIM2 [Forwardrate-Drift-Bedingung unter Q]. Gegeben sei die Dynamik der
Forwardrates aus Annahme HJM1. Unter dem dquivalenten Martingalmafi Q gilt fir
alle Filligkeitszeitpunkte T

a(t,T) = Zm(t,T)/t ni(t, s)ds.

Beweis: Satz HIM2 kann unmittelbar aus Satz HJM1 abgleitet werden, indem man
zunéchst Bedingung (3.16) ausschreibt:

n

~ /tT alt, s)ds + %Z <_ /tT m(t,s)ds>2 _ ; /tT n:(t, s)dshi(1).

=1
Da dies fiir alle Falligkeitszeitpunkte gilt, geniigt es, die Ableitung dieser Bedingung

nach T' zu betrachten. Unter Anwendung der Kettenregel auf den zweiten Summanden

der linken Seite der Gleichung ergibt sich

—alt.T)+ Yo w D) [ mlts)ds = o nt TN

o oz(t,T)ZZn;m(t,T) ()\i(t)—/tTm(t_,s)ds>.

Ersetzen der Driftfunktion des Forwardrateprozesses aus (3.7) durch diesen Ausdruck

erzeugt
(0 ==Y a1 (o) = [ eonds ) e+ S T

Analog zum Beweis von Satz HJMI fithrt der Ubergang auf das dquivalente Martin-
galmafl Q zu

) = =3oue1) (M0 = [ s )i Ym0+ A0

n T n
= e ) [ nts)dsdi+ Y )W) 0
=1 t

=1

Satz HIM2 sagt aus, dass die Driftfunktionen des Forwardrateprozesses unter dem
aquivalenten Martingalmafl @Q ausschlieBlich von den entsprechenden Volatilitatskoefhi-

zienten abhéangt. Fiir die Forwardrates und den kurzfristige Kassazinssatz unter Q gilt

17ygl. Bjérk (1997): S. 93.
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somit
Fe1) = 50+ [ty [ s
30 [t i), (3.20)
"0 = 100+ 3 [ nst) [ s opdods

+Z;/Ot n;(s, 1) dWi(s). (3.21)

Die Zerobondpreise unter Q kénnen mittels (3.20) in Verbindung mit (3.3) bestimmt
werden. Dies fithrt zu folgender Schlussfolgerung: Gegeben die aktuelle, am Markt zu
beobachtende Forwardratekurve und die Volatilitatskoeffizienten der Forwardrates, ist
die Entwicklung der Zinsstruktur unter dem aquivalenten Martingalmafl im Heath /Jar-

row/Morton-Modell eindeutig festgelegt.
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3.1.2 Gaufy’sche 1-Faktor-Zinsstrukturmodelle

Heath/Jarrow/Morton (1992) stellen einen sehr weitgefassten Rahmen zur Modellie-
rung der Zinsstruktur bereit. Nachfolgend soll ein spezieller Typ von Zinsstrukturmo-
dellen betrachtet werden, die so genannten Gaufi’schen 1-Faktor-Zinsstrukturmodelle.
Ausgehend vom Heath/Jarrow/Morton-Modell lassen sich Gaufl’sche Zinsstrukturmo-

delle wie folgt definieren:

Definition [Gaufl’sches Zinsstrukturmodell]. Die Volatilititskoeffizienten der Forward-
rates aus Annahme HJM1 seien ausschliefilich zeitabhingige Funktionen. Ein Zins-
strukturmodell, das diese Voraussetzung erfillt, wird GaufS’sches Zinsstrukturmodell

genannt.

In einem Gaufi’schen Zinsstrukturmodell gehorchen die unbedingten und bedingten
Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Forwardrates und des kurzfristigen Kassazinssat-
zes aus (3.20) und (3.21) einer Normalverteilung.'® Die Entwicklung der Forwardrates
und des kurzfristigen Kassazinssatzes unter dem &quivalenten Martingalmafl Q wird
daher durch Gaufi’sche Prozesse beschrieben. Dies hat den Nachteil, dass negative
Realisationen mit positiver Wahrscheinlichkeit auftreten kénnen.'® Ein Gauf’sches 1-
Faktor-Zinsstrukturmodell ist dadurch gekennzeichnet, dass die Entwicklung der For-
wardrates und des kurzfristigen Kassazinssatzes einem eindimensionalen Gauf3’schen
Prozess folgt, d.h. nur ein Wiener-Prozess bestimmt als Storgrofle die Entwicklung der

Forwardrates. In diesem Fall gilt n = 1 fiir die Gleichungen (3.20) und (3.21).

3.1.2.1 Das Modell von Hull/White

Das von Hull/White (1990) entwickelte Gaui’sche 1-Faktor-Zinsstrukturmodell kann
aus dem Heath/Jarrow/Morton-Modell abgeleitet werden, wenn man die Volatilitat

der Forwardrates fiir alle Falligkeitszeitpunkte T" durch die Funktion

n(t, T) = ne=T=1), (3.22)

18ygl. Satz A8 im Anhang.
9F{ir eine ausfiihrliche Diskussion dieser Eigenschaft von Gauf’schen Zinsstrukturmodellen vgl.

Duffie (2001): S. 140f.
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mit 1,k > 0, vorgibt. Fiir die Forwardrates gilt unter dem dquivalenten Martingalmaf}

Q

t T t
f, ) = f(O,T)+772/ e_”(T_S)/ e_”(“_s)dvds—l—n/ e_”(T_S)dW(S)
0 5 0
t

f 1
= f(0,7)+ 772/ e R(T=9) (1 — e_”(T_S)> ds + 77/ e_”(T_S)dW(S)
0

K 0

_ f((), T) ., %2 /t <€_H(T_5) . e—?ﬁ(T—s)) ds + . /t e—H(T_S)dW(S)
0 0
= J0.7) 4 2 (207 (o5 = 1) = e (o2 1))
b [ ) (3.23)
0
Wegen r(t) = f(t,t) geniigt der kurzfristige Kassazinssatz unter Q
r(t) = f(0,t) + % (1- e_”t>2 + 17 /Ot e =D dW (s). (3.24)

Die stochastischen Integrale aus (3.23) und (3.24) sind normalverteilt, mit

t t
77/ e I=)dW(s) ~ N (0,772/ e_QH(T_S)aLS)
0 0
t t
77/ e_”(t_s)dW(s) ~ N (0,772/ e‘zﬁ(t_s)c&) 20
0 0

Auf Grund der Normalverteilung dieser Integrale sind die Forwardrates und der kurz-

und

fristige Kassazinssatz unter Q ebenfalls normalverteilt. So gilt fiir den kurzfristigen

Kassazinssatz

K

r(t) ~ N (f((),t) + % (1 — e_”t>2 \ ;7—2 (1 — 6_2”t>> , (3.25)

nach Berechnung der Varianz als

2 ! —2H(t—5)d _ ﬁ 1 — —2Kt
n e 5= (1—e7).
0

K

Die Zerobondpreise unter Q ergeben sich fiir alle Falligkeitszeitpunkte T' unter Ver-

wendung des Zusammenhangs

P(t,T) = exp {_ /tT £, s)ds}

20ygl. Satz A8 im Anhang.
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aus (3.2) und der Darstellung der Forwardrates aus (3.23) als

PULT) = exp{ /f()sds——/ (5 1) — =2 (21 1)) ds

_n// —— )d}

Mit der Umformung

T pt
/ / W (v)ds = 77/ /e‘”(s‘t“_”)dW(v)ds
Y T
= 77/ e_”(t_“)dW(v)/ e s
0 ¢

¢
= 77/ e_*/”(t_”)aﬂ/l/(v)l (1 — e_”(T_t)>
0

K

lassen sich die Zerobondpreise durch

PULT) = P(O,T)) exp {i (4 (=T — =1 (et — 1) — (2T — =281 (25t — 1))

P(0,t 43
f 1
—77/ e AW (v)— (1- e_”(T_t)>} (3.26)
0

K

beschreiben. Die Zerobondpreise sind somit lognormalverteilt unter Q und werden iibli-
cherweise als Funktion des kurzfristigen Kassazinssatzes angegeben. Mit (3.24) folgt

fiir das stochastische Integral aus (3.26)

77/0 e AW (v) = r(t) — £(0,1) — 277? (1= ),

so dass gilt

PULT) = P(0,T) exp {% (4 (=T — =1 (et — 1) — (2T — =281 (25t — 1))

P(0,1) 3
— (r(t) — f(0,t) + 277? (1- 6_”t>2> % (1- e_”(T_t)>}
_ ];((%777;)) exp {f((),t)% (1 _ e—ﬁ(T—t)) _ Z_ﬁ (1 _ e—2m> % (1 _ e—H(T—t)>2

Die Zerobondpreise werden in der Regel als Exponentialfunktion in Abhéngigkeit von

r(t) dargestellt:

P(t,T) = exp {A(t, T) — r(t) B(t.T)}, (3.27)
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mit den zeitabhdngigen Funktionen

. P(O,T) 772 —9kt 2
A, T) = mm + f(0,)B(t,T) — " (1—e ) B, T)

und
1
— _—k(T—%)
B(t,T) - (1 e ) \

fiir alle Félligkeitszeitpunkte T'. Die zugehorige stochastische Differenzialgleichung fiir
die Entwicklung der Zerobondpreise unter dem &dquivalenten Martingalmafl Q kann

leicht mittels (3.18) bestimmt werden:

dP(t,T)=r(t)P(t,T)dt + a(t, T)P(t, T)dW(1), (3.28)
wobei
a(t,T)=—n /T e s = —g (1- e_”(T_t)> =—nB(,T) (3.29)

gilt. Der Ausdruck nB(t,T) gibt somit die Volatilitét eines Zerobonds mit Restlaufzeit
T —t im Hull/White-Modell an.

Abschliefiend soll gezeigt werden, wie sich aus dem Hull/White-Modell die stetige
Version des von Ho/Lee (1986) entwickelten Zinsstrukturmodells ableiten l&sst. Im
Ho/Lee-Modell ist der kurzfristige Kassazinssatz unter dem &quivalenten Martingal-

maf} Q ebenfalls normalverteilt, allerdings mit

r(t) ~ N (f((),t) + %ﬁt%ﬁt) A (3.30)

Fiir k — 0 konvergieren die Parameter der Normalverteilung des kurzfristigen Kassa-
zinssatzes im Hull/White-Modell aus (3.25) gegen die im Ho/Lee-Modell aus (3.30).
Unter Anwendung der I.” Hospital-Regel gilt
2
. o —k\2 . _lzz—m 2,2 —2kt
hmf((),t)—l—2 (1 e ) = f((),t)—l—flil_r% 277te + ntce

r—0 /{2

1
= f(O,t) + 5772t2

bzw.
772 2 2, -2
. - Kt — . — 2Kt
g (1= = e
= n’t.

Gleiches kann auch fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Forwardrates und der

Zerobondpreise gezeigt werden.

21Vgl. Heath et al. (1990, 1992).
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3.1.2.2 Das Modell von Vasicek

Anders als das auf der Dynamik der Forwardrates aufbauende Heath/Jarrow/Morton-
Modell, gehen die , klassischen® Zinsstrukturmodelle von der Dynamik des kurzfristigen
Kassazinssatzes aus. Stellvertretend fiir diesen Ansatz wird hier das bereits Ende der
Siebzigerjahre von Vasicek (1977) entwickelte Gaufi’sche 1-Faktor-Zinsstrukturmodell
vorgestellt. Das Vasicek-Modell ist eng verwandt mit dem Hull/White-Modell, so dass
sich bezugnehmend auf das vorangegangene Kapitel die Unterschiede und Gemeinsam-
keiten zwischen der klassischen und der von Heath/Jarrow/Morton entwickelten Vor-
gehensweise bei der Modellierung einer arbitragefreien Zinsstrukturentwicklung analy-

sieren lassen.

Vasiceks Ausgangspunkt ist die Dynamik des kurzfristigen Kassazinssatzes unter dem
subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafl P, die er durch die (lineare) stochastische Diffe-

renzialgleichung??
dr(t) = k(8 — r(t))dt + ndW (1), (3.31)

t.23

mit k, 3,n > 0, vorgib Der heutige kurzfristige Kassazinssatz r(0) = const. dient

.24 Der von Vasicek verwendete Prozess besitzt die Mean-Reversion-

als Anfangswer
Eigenschaft. Die Konstante 3 gibt das Mean-Reversion-Niveau des Prozesses an, also
den kurzfristigen Kassazinssatz, gegen den r(¢) im ,langfristigen Mittel“ tendiert. Die
Driftfunktion des Prozesses nimmt fiir v(¢) < 8 (r(t) > ) einen positiven (negativen)
Wert an. Liegt r(¢) unter (iiber) 3 ist ein héherer (niedrigerer) kurzfristiger Kassazins-
satz zu erwarten. Der kurzfristige Kassazinssatz wird daher immer wieder an 3 ,her-
angezogen®, wobei k die ,Anpassungsgeschwindigkeit“ angibt. Der Term 7 entspricht

der Volatilitdt des kurzfristigen Kassazinssatzes und wird verkiirzend Zinsvolatilitét

genannt.

Vasicek unterstellt, dass die Zerobondpreise stetige, zweimal differenzierbare Funktio-
nen in der Zeitvariablen und im kurzfristigen Kassazinssatz sind. Somit gilt fiir alle

Falligkeitszeitpunkte T

P(t,T) = FT(t,r(t)),

22Vgl. die entsprechende Definition im Anhang.

ZGenaugenommen ist das auf der stochastischen Differenzialgleichung aus (3.31) aufbauende Zins-
strukturmodell ein von Vasicek behandelter Spezialfall, der aber in der Literatur als ,, Vasicek-Modell“
bezeichnet wird.

2Gemif Satz A9 aus dem Anhang folgt der kurzfristige Kassazinssatz einem Gaufl’schen Pro-
zess, so dass r(t) als Losung der stochastischen Differenzialgleichung (3.31) normalverteilt ist. Der
zu (3.31) gehdrende Gaufi’sche Prozess wird hiufig als Ornstein-Uhlenbeck-Prozess bezeichnet, wobei
dies strenggenommen nur im Fall 5 = 0 korrekt ist. Vgl. Arnold (1973): S. 146ff.
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wobei die relevanten partiellen Ableitungen durch

2

PE(Lr(1) = D FM (1), F(Lr(0) = 2P (1r(0)., FELr(0) = 27 (1)

symbolisiert werden. Der Prozess fiir die Entwicklung der Zerobondpreise lasst sich

mittels Itos Lemma bestimmen. Das entsprechende stochastische Differenzial lautet

dFT(t,r(t)) = o (e () FL (@, r()dt + o (4, () FL (8, (1) dW (1), (3.32)

mit
o (1 r(t)) = FtT(t’r(t))+F7°T(t’r(;)T)Z(ﬁ( ))())+2F};(t LAGIU .
o (4, r(1) = ? T((tti((tt)))) (3.34)

Im néchsten Schritt stellt Vasicek ein risikoloses Portefeuille aus zwei Zerobonds mit un-
terschiedlichen Falligkeitszeitpunkten zusammen. Wie schon im Black/Scholes-Modell
muss die Rendite dieses Portefeuilles, das annahmegemafl kontinuierlich und selbstfi-
nanzierend revidiert wird, auf einem vollkommenen, arbitragefreien Anleithemarkt mit
dem risikolosen Zinssatz iibereinstimmen. Aus dieser Uberlegung leitet Vasicek sein
zentrales Ergebnis ab: Die erwartete momentane Risikoprdmie eines Zerobonds muss
sich auf einem vollkommenen, arbitragefreien Anleithemarkt proportional zum Volati-
litatsterm —af" (t,r(t)) verhalten, wobei der Proportionalitdtsfaktor unabhéngig vom
Falligkeitszeitpunkt fiir alle Zerobonds gleich ist. Wird Vasicek folgend der Spezialfall
eines konstanten Proportionalitdtsfaktors A, betrachtet, ergibt sich die Arbitragefrei-
heitsbedingung

o) —r(t) = = (L ()N (3.35)

Der Term A, wird wiederum als Marktpreis fiir Risiko bezeichnet. Einsetzen dieser

Bedingung in (3.33) fithrt in Verbindung mit (3.34) zu

F(tr(1) + B (8 () (5(8 + An/s = r(t)) + 1FT(t r(t)t = r()F(tr(1)) = 0.

2 rr
(3.36)
Gleichung (3.36) impliziert, dass F'T die partielle Differenzialgleichung
1
Fl(tr) + BN () (s(8 + A/s =) + S Fo(trn® = rFh (1) = 0, (3.37)

2 rr
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fir (¢,r) € [0, T] xR erfiillt. Die Zerobondpreise auf einem arbitragefreien Anleihemarkst
sind somit durch die von Vasicek als ,,term structure equation® bezeichnete partielle

Differenzialgleichung (3.37) unter Beriicksichtigung der Randbedingung
FNT,r)y =1 (3.38)

bestimmt.2°

Mittels der Feynman/Ka¢-Formel kann gezeigt werden, dass die Losung der partiellen

Differenzialgleichung (3.37) in Verbindung mit der Randbedingung (3.38) die Darstel-

lung
Frt,ry=F [exp {— /tTr(s)ds}H,r] (3.39)

besitzt, wobei die Entwicklung des kurzfristigen Kassazinssatzes einem stochastischen

Differenzial der Form

dr(s) = k(B+ A n/k—r(s))ds+ndW(s), s<t
r(s) = r, s<t, (3.40)

geniigt.?® Definiert man {W(t) : ¢ € [0, 7]} wie bisher als Wiener-Prozess auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, Q) mit der Standardfiltration®” {F(¢) : ¢t € [0,7]},
kann (3.39) fiir alle Falligkeitszeitpunkte T dargestellt werden als

P(t,T)=E" {exp {— /tT r(s)ds}mt)] : (3.41)

Dies lasst sich umformen in

exp{—/otr(s)ds}P(t,T) = E¢ :exp{—/OTT(S)dS}P(T,T)LF(t)]
- g° :EQ [exp{_ /0 Tr(s)ds}P(T,T)U-"(u)] |f(t)]
- g° :exp{— /0 ur(s)ds}P(u,T)U-"(t)}, (3.42)

fiir alle t < u < T.2® Gleichung (3.42) verdeutlicht, dass die mit dem Geldmarktkonto

diskontierten Zerobondpreise unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl Q die Martingaleigen-

schaft besitzen, was Q definitionsgemaf zu einem Martingalmafl macht. Weiterhin ist

#Vgl. Vasicek (1977): S. 181f.

26Vgl. Bjérk (1998): S. 249 oder Satz A5 im Anhang.

2TVgl. Annahme AHJM1 in Kapitel 3.1.1 zur Definition der Standardfiltration.

Z8Wegen F(t) C F(u) konnten hier die Rechenregeln fiir bedingte Erwartungswerte angewendet
werden. Vgl. Arnold (1973): S. 34.
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Q@ &dquivalent zum subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafl P, wie mit dem Theorem von

Girsanov nachgewiesen werden kann. Wird Q durch die Radon-Nikodym Ableitung

d T 17
%V(T) =A(T) =exp {/0 ArdW (s) — 5/0 )\zds}

definiert, ist die Aquivalenz zwischen Q und P gewihrleistet. Der durch

A(t) = exp {/Ot AedW (s) — %/Ot Afds}

gegebene zugehorige Dichteprozess ist ein Martingal unter P.?? Gemafi dem Theorem

von Girsanov wird dann durch
AW (1) = dW(t) — \.dt

ein Wiener-Prozess unter Q beschrieben. Der Prozess fiir den kurzfristigen Kassazins-
satz unter dem dquivalenten Martingalmafl Q ergibt sich nach der Ersetzung dW(t) =
dW(t) + A.dt in (3.31) als

dr(t) = k(8 —rt))dt +n(dW(t)+ \.dt)
= k(r—r(t))dt + ndW(t), (3.43)

mit 7 = 341, /k, was (3.40) entspricht. Der Ubergang auf das dquivalente Martingal-
maf @Q ist somit durch eine Anpassung des Mean-Reversion-Niveaus des kurzfristigen
Kassazinssatzes um eine vom Marktpreis fiir Risiko abhangige Konstante gekennzeich-
net. Die Anpassungsgeschwindigkeit und die Volatilitdt bleiben trotz des MaBwechsels

unverandert.

Gleichung (3.41) sagt aus, dass die Zerobondpreise auf einem arbitragefreien Anleihe-
markt dem Erwartungswert des Diskontierungsfaktors, berechnet unter dem aquiva-
lenten Martingalmafl Q, entsprechen. Um den Erwartungswert ausrechnen und eine
Bewertungsformel fiir die Zerobondpreise bestimmen zu kénnen, muss zunédchst die

Losung der stochastischen Differenzialgleichung (3.43) angegeben werden. Diese lautet
t t
r(t) = r(s)e_”(t_s) + /ir/ e =) gy 4 77/ e_”(t_”)dW(v)

£
= r(s)e™ =) 7 (1 —eml=9)) ¢ 77/ e~ =AW (v), (3.44)

fiir 0 < s < ¢.°° Gemif} Gleichung (3.44) ist der kurzfristige Kassazinssatz unter Q

normalverteilt, mit
2

r(t) ~ N (r(s)e_ﬁ(t_s) +7(1— e_ﬁ(t_5)> ) ;7— (1- e_zﬁ(t_5)>> St
K

2Die fiir die Martingaleigenschaft hinreichende Novikov-Bedingung ist wegen A, = const. erfiillt.
3%Vgl. Korrolar A2 im Anhang.
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Dies verdeutlicht, dass die Entwicklung des kurzfristigen Kassazinssatzes unter Q einem

Gaufi’schen Prozess folgt. Wie die Grenzwertbetrachtung

lim r(s)e‘”(t_s) +7 (1 — e‘”(t_5)> =7

t—co
zeigt, gibt 7 als risikoadjustiertes Mean-Reversion-Niveau den kurzfristigen Kassazins-
satz an, der sich unter Q im langfristigen Mittel einstellt. Das Integral I(¢,7T) =
- ftT r(s)ds aus (3.41) kann unter Beriicksichtigung des Prozesses aus (3.44) wie folgt

berechnet werden:

T T T s
I(¢,7) = —r(t)/ e s — r/ (1-— e_”(s_t)> ds — 77/ / e~ AW (v)ds
¢ ¢ ¢ Je

= —r(T—t)—(r(t)— r)/t e s — n/t / e~ dsdW (v)
= (T —1t)—(r(t)— T)% (1- e_”(T_t)> - n/t % (1- e_”(T_”)> dW (v).*

(3.45)

Da das Integral I(¢,T') normalverteilt ist mit Erwartungswert FE[I(¢,7)] und Varianz
Var[I(t,T)], gehorchen die Zerobondpreise im Vasicek-Modell einer Lognormalvertei-
lung. Es gilt somit fiir alle Falligkeitszeitpunkte T'

P(t,T) = exp {E[I(t, T)] + W} . (3.46)
Der Erwartungswert und die Varianz in (3.46) sind gegeben durch
E[I(t,T)] = —#(T —t)—(r(t)— r)% (1 — emrtT=0)
_ ((T —n-La- e—H<T—f>)> —r{t) (1 )

und
I T _ 2 —r(T-v) 2d _ 772 4 —r(T-v) —2r(T—v) d
Var[I(t,T)] = n t (1—e ) dv = ) (1—2e +e ) dv

_ n? ((T - 2 (1 _ e‘”(T_t)) 4 i (1 _ e—%(T—t)))

x

2K3
2
— 277—3 (26(T = 1) = 2 4 2e7"T=1 — (1 — 27T 4 o= 2(T-0)y)
K
n* 1 (T~ n* 1 —R(T=0))?
_ ;<(T—t)—g(1—e (r t>>> U

31Vgl. Satz A8 im Anhang.
32Der Austausch der Integrationsgrenzen in der zweiten Zeile geht auf eine Anwendung der Regeln
zur partiellen Integration zuriick. Vgl. Nielsen (1999): S. 70ff.



3. OPTIONSPREISTHEORETISCHER MODELLRAHMEN 40

Die Zerobondpreise lassen sich nun wie im Hull/White-Modell als Exponentialfunktio-

nen in Abhéngigkeit von r(¢) ausdriicken:
P(LT) = exp {A(LT) — r()B(LT)}. (347

mit den zeitabhdngigen Funktionen
o N o
At T)= (; - r) (T'—t)—B(t,T)) — EB (t,T)
und

1 <1 o e—ﬁ(T—t))

B(t.T) = —

Y

fiir alle Falligkeitszeitpunkte 7. Wie im Hull/White-Modell ist die durch Gleichung
(3.47) bestimmte Zinsstrukturkurve
P, T)  A(LT)— B, T)r(t)

T—t T—1t

r(t,T) =
eine lineare Funktionen des kurzfristigen Kassazinssatzes r(¢).%
7(0,T) p.a.

0,10

hohes Zinsniveau

0,08 niedrige Volatilitit

hohes Zinsniveau

0,06 hohe Volatilitit

| niedriges Zinsniveau
niedrige Volatilitét

0,04

niedriges Zinsniveau

0,02+
hohe Volatilitat

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ s \ ‘ s + T in Jahren
0 5 10 15 20 25 30

Abbildung 3.1: Zinsstrukturkurven im Vasicek-Modell

Abbildung 3.1 zeigt, dass das Vasicek-Modell geeignet ist, ein breites Spektrum von
moglichen Verldaufen der Zinsstrukturkurve abzubilden. Mit einer Anpassungsgeschwin-
digkeit kK = 0,18 und einem risikoadjustierten Mean-Reversion-Niveau r = 0,065 er-

geben sich fiir ein hohes Zinsniveau r(0) = 0, 1 fallende Zinsstrukturkurven. Bei hoher

33Duffie (2001) bezeichnet Zinsstrukturmodelle, die diese Eigenschaft aufweisen, als ,,affine term-

structure models“. Vgl. Duffie (2001): S. 142.
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Volatilitét n = 0,06 verlauft die Zinsstrukturkurve steiler als bei niedriger Volati-
litdt n = 0,02. Fiir ein niedriges Zinsniveau r(0) = 0,03 und eine niedrige Volatilitat
n = 0,02 verlduft die Zinsstrukturkurve steigend. Ein niedriges Zinsniveau fithrt in
Verbindung mit einer hohen Volatilitat n = 0,06 zu einem ,,buckligen® Verlauf der
Zinsstrukturkurve, d.h. fiir kiirzere Restlaufzeiten steigen die Kassazinssitze, um dann

fiir Restlaufzeiten grofer als 4 Jahre wieder zu fallen.?*

Zum Abschluss dieses Kapitels soll ein kurzer Vergleich der Zinsstrukturmodelle von

Vasicek und Hull/White erfolgen:

Aus Gleichung (3.47) geht hervor, dass sowohl die heutigen Zerobondpreise als auch
die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der zukiinftigen Zerobondpreise im Vasicek-Modell
von dem durch 7 symbolisierten, risikoadjustierten Mean-Reversion-Niveau des kurz-
fristigen Kassazinssatzes abhangen. Da r den nicht unmittelbar am Anleihemarkt be-
obachtbaren Marktpreis fiir Risiko beinhaltet, ist diese Gréfle, verglichen mit ande-
ren Parametern wie der Zinsvolatilitat, schwierig abzuschétzen. Weiterhin stimmen die
theoretischen Zerobondpreise im Zeitpunkt ¢ = 0 nicht notwendigerweise mit den aktu-
ellen, am Anleihemarkt beobachtbaren Zerobondpreisen iiberein. Diese Eigenschaften
des Vasicek-Modells erweisen sich insbesondere bei der Bewertung von zustandsbeding-
ten Anspriichen als nachteilig. Allerdings kénnen diese Probleme durch die so genannte

Inversion der Zinsstrukturkurve gelést werden.?

Im Hull/White-Modell sind weder die heutigen Zerobondpreise noch die Wahrschein-
lichkeitsverteilungen der zukiinftigen Zerobondpreise in irgendeiner Form mit dem
Marktpreis fiir Risiko verkniipft, wie Gleichung (3.27) zeigt. Auch stimmen die theo-
retischen Zerobondpreise im Zeitpunkt ¢ = 0 immer mit den aktuellen, am Anlei-
hemarkt beobachtbaren Zerobondpreisen iiberein. Dies wurde dadurch erreicht, dass
die Zerobondpreise mittels der Entwicklung der Forwardrates unter dem aquivalen-
ten Martingalmafl Q bestimmt wurden. Wie Satz HJM2 zeigt, hingt diese zum einen
nicht vom Marktpreis fiir Risiko ab und beriicksichtigt zum anderen die im Zeitpunkt
t = 0 beobachtbare Forwardratekurve. Eine Inversion der Zinsstrukturkurve ist im
Hull/White-Modell daher nicht nétig.*® Hull/White (1990) zeigen, dass die resultie-
rende Bewertungsgleichung (3.27) auch anhand der Dynamik des kurzfristigen Kassa-
zinssatzes unter Q hergeleitet werden kann. Sie erreichen dies, indem sie von einem

zeitabhidngigen Mean-Reversion-Niveau des kurzfristigen Kassazinssatzes unter Q aus-

34Vgl. Nielsen (1999): S. 276 fiir ein dhnliches Beispiel.
35Vgl. Bjork (1998): S. 254fT.
3%Dies gilt fiir alle Zinsstrukturmodelle aus der Heath/Jarrow/Morton-Klasse.
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gehen. Die entsprechende stochastische Differenzialgleichung geben Hull/White als

dr(t) = k(a(t) — r(t))dt + ndW(1), (3.48)
mit k,n > 0 und
Us —2kt 19
a(t) = f(0,7) + 5 (1 —e) + —op (0.1,

vor. Die Berechnung des Erwartungswerts aus (3.41) unter Beriicksichtigung des Pro-
zesses aus (3.48) fithrt zu Gleichung (3.27) und damit zum selben Ergebnis wie die auf

der Dynamik der Forwardrates basierende Formulierung & la Heath/Jarrow/Morton.?”

Durch die Anwendung von Ités Lemma auf (3.47) lasst sich analog zum Hull/White-
Modell auch im Vasicek-Modell eine stochastische Differenzialgleichung fiir die Zero-
bondpreisentwicklung unter dem dquivalenten Martingalmafl Q bestimmen. Da P(t,T)
fiir alle Falligkeitszeitpunkte T" eine Funktion von ¢ und r(¢) ist, ergibt sich mittels Itos

Lemma die stochastische Differenzialgleichung

dP(t,T) = (AL, T) = r(t)Bi(t, T) — B(t, T)a(F — r(t))

—|—%B2(t, Ty P(t, T)dt —nB(t, T)P(t, T)dW (), (3.49)

mit den partiellen Ableitungen

AL, T) = %A(t,T) und By(t,T) = %B(t,T). (3.50)

Unter dem aquivalenten Martingalmafl @Q muss definitionsgemafl die erwartete Mo-
mentanrendite eines Zerobonds dem kurzfristigen Kassazinssatz entsprechen, d.h. die

Bedingung
r(t) = Adt,T) —r(t)B:(t, T) — B(t, T)x(r — r(t)) + %BQ(t, T’

muss in Gleichung (3.49) erfiillt sein. Die Zerobondpreisentwicklung geniigt unter Q

demzufolge der stochastischen Differenzialgleichung

dP(t,T) = r(t)P(t,T)dt — nB(t,T)P(t, T)dW (1), (3.51)

37Vgl. Hull (2000): S. 574ff. Dieses Ergebnis ldsst sich dahingehend verallgemeinern, dass Zins-
strukturmodelle, die auf der Dynamik des kurzfristigen Kassazinssatzes aufbauen, fast immer in ein
auf der Dynamik der Forwardrates basierendes Heath/Jarrow/Morton-Modell ,,umformuliert* werden
konnen. Baxter (1997) zeigt, dass

/OT |r(u)| exp {— /Ou r(s)ds}duU—"(O)

eine hinreichende Bedingung dafiir ist. Vgl. Baxter (1997): S. 321.

B2 < 00
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Abgesehen vom Anfangswert, entspricht dies Gleichung (3.28) aus dem Hull/White-
Modell. Die Volatilitét eines Zerobonds mit Restlaufzeit T'—¢ ist somit auch im Vasicek-
Modell durch nB(t,T) gegeben.®

Die Zerobondpreisentwicklung unter dem subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafl P im
Vasicek-Modell kann mittels des Theorems von Girsanov aus (3.51) abgeleitet werden.
Die Preisentwicklung unter P ist nach der entsprechenden Ersetzung dW (1) = dW(t) -
Aqdt in (3.51) durch die stochastische Differenzialgleichung

dP(t,T) = r(t)P(t,T)dt — nB(t, T)P(t, T)(dW(t) — \dt)
= (r(t) + yB(t, T)N)P(t, T)dt — nB(t, TYP(t, T)dW(t)  (3.52)

gegeben. Der Ausdruck nB(¢, T\, gibt die erwartete momentane Risikopramie eines
Zerobonds mit Restlaufzeit T' — ¢ unter dem subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafi P
an. Die Volatilitat entspricht nB(¢,T'), was verdeutlicht, dass der Ubergang auf das
dquivalente Martingalmafl Q die Volatilitdat des Zerobonds unverdndert ldsst. Wei-
terhin zeigt ein Vergleich von (3.52) und (3.9), dass sich das Vasicek-Modell in den
Modellrahmen von Heath/Jarrow/Morton einbinden lasst. Neben der Spezifikation der
Zerobondvolatilitat, die der aus dem bereits vorgestellten Hull/White-Modell gleicht,
ist das Vasicek-Modell insbesondere durch den konstanten Marktpreis fiir Risiko A,
der die erwartete momentane Risikoprdmie eines Zerobonds unter dem subjektiven

Wahrscheinlichkeitsmafl P bestimmt, gekennzeichnet.

38 Anders als die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zerobondpreise aus (3.47) hingt die stochasti-
sche Differenzialgleichung (3.51) nicht vom risikoadjustierten Mean-Reversion-Niveau des kurzfristigen
Kassazinssatzes ab.
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3.2 Dynamik der Preise riskanter Vermogensgegen-

stande

Amin/Jarrow (1992) erweitern den in Kapitel 3.1 beschriebenen Anleihemarkt, so dass
neben fest verzinslichen Wertpapieren auch als Wertpapiere verbriefte, so genannte

riskante Vermogensgegenstédnde auf dem Kapitalmarkt gehandelt werden.

3.2.1 Das Modell von Amin/Jarrow

Amin/Jarrow (1992) unterstellen, dass auch der um die riskanten Vermdégensgegen-
stande erweiterte Kapitalmarkt vollkommen ist. Weiterhin wird angenommen, dass
ein kontinuierlicher Handel in den Zerobonds sowie simtlichen riskanten Vermogensge-
genstdnden méoglich ist. Die nicht beschréankte Indexmenge der verschiedenen auf dem
Kapitalmarkt gehandelten riskanten Vermogensgegenstiande sei Z, wobei x € 7 ein be-
liebiges FElement dieser Menge ist. Es werden d — n weitere voneinander unabhéangige
Wiener-Prozesse, mit n < d < oo, betrachtet. Diese Wiener-Prozesse stellen Storgrofien
der Preisentwicklung der riskanten Vermogensgegenstinde dar, die keine Auswirkun-
gen auf die Entwicklung der verschiedenen Forwardrates aus Annahme AHJMI ha-
ben. Dies schliefit nicht aus, dass die n Wiener-Prozesse, welche die Entwicklung der
verschiedenen Forwardrates als Storgrofle beeinflussen, auch auf die Preisentwicklung
der riskanten Vermoégensgegenstédnde einwirken. Dadurch 14sst sich eine (stochastische)
Abhéngigkeit zwischen der Zinsstrukturentwicklung und der Preisentwicklung der ris-

kanten Vermogensgegenstande erzeugen.

Annahme AJ1 [Dynamik der Preise riskanter Vermogensgegensténde]. Angenommen,
durch {m(t) 1 €]0,T]} e=1,...,d < oo, sind voneinander unabhingige Wiener-
Prozesse auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) gegeben, wobei {F(t):t € [0,T]}
die entsprechende Standardfiltration darstellt.®® Die Preisentwicklung eines beliebigen
riskanten Vermdgensgegenstandes x lisst sich durch den Prozess {V(t,x):t € [0,7T]},

39Fiir die Standardfiltration gilt
Fit) = (a{W(s) 5 < UN) , fiir alle ¢ € 0, 7],

Dabei gibt W(s) = (Wl(s), e ,Wd(s)) den entsprechenden d-dimensionalen Wiener-Prozess und A
die Nullmengen von F an.
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mit
t 1 d
V(t,z) = V(0,x)exp {/0 (M(S,l‘) —3 ;U?(S,x)> ds
d t
—I—Z/ O'Z'(S,J})dI/VZ'(S)}, (3.53)
i=1 79
beschreiben. Dabei sind p(t,x) und o;(t,x), miti =1,... ,d, adaptiert und messbar. Es

gilt weiterhin fOT |p(t, 2)|dt < oo und fOT o?(t,x)dt < oo, fir alle i =1,....d, fast si-
cher. Als Anfangswert dienen die heute beobachtbaren Preise der riskanten Vermdgens-

gegenstinde, {V(0,z) : v € T}.1

Gleichung (3.53) ist die Losung des stochastischen Differenzials

dV(t,x) = p(t,z)V(t,x)dt + zd: oi(t,x)V(t, x)dm(t), (3.54)

i=1

wie sich analog zu (3.12) mittels [tos Lemma zeigen lasst. Der Ausdruck (¢, ) wird
wiederum als erwartete Momentanrendite des riskanten Vermogensgegenstandes x pro
Zeiteinheit, definiert durch R(t) = dV(t,x)/(V(¢,x)dt), bezeichnet, 1/2?:1 o?(t,x)
gibt die Volatilitdat von x an.

Aus Annahme AJ1 kann unmittelbar der im Black/Scholes-Modell verwendete stocha-
stische Prozess fiir die Kursentwicklung der dividendenlosen Aktie, die der zu bewer-
tenden Option zu Grunde liegt, abgeleitet werden. Da im Black/Scholes-Modell keine
Unsicherheit beziiglich der Entwicklung der (flachen) Zinsstrukturkurve existiert, ent-
fallen die n Wiener-Prozesse, welche die Entwicklung der verschiedenen Forwardrates
als Storgroflen beeinflussen. Die Kursentwicklung der Aktie wird ausschliefilich von
einem Wiener-Prozess, also einer (aktienspezifischen) Storgrofe, beeinflusst, so dass
d = 1 gilt. Weiterhin unterstellen Black/Scholes eine konstante erwartete Moment-
anrendite und eine konstante Volatilitat. Es gilt demnach p(s) = g und o4(t) = o.
Einsetzen in (3.53) bzw. (3.54) fithrt dann zu der von Black/Scholes fiir die Preis-
entwicklung der zu Grunde liegenden Aktie verwendeten geometrischen Brown’schen

Bewegung, mit

1 .
V(t) =V(0)exp { (M — 502> t+ UW(Z‘)} (3.55)
bzw. dem stochastischen Differenzial

dV (1) = pV ()dt + oV (1)dW (1). (3.56)

19Vgl. Amin/Jarrow (1992): S. 219. Die hier verwendeten Regularitiitsbedingungen gewéhrleisten
wiederum, dass durch (3.53) ein Ito-Prozess beschrieben wird.
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In Kapitel 3.1.1 wurden Heath/Jarrow/Morton (1992) folgend hinreichende Bedingun-
gen fiir die Existenz eines dquivalenten Martingalmafles auf dem Anleihemarkt auf-
gefiithrt. Die Existenz eines dquivalenten Martingalmafles impliziert die Arbitragefrei-
heit des betrachteten Anleithemarkts. Dieses Frgebnis kann auf den um die riskanten
Vermogensgegenstinde erweiterten Kapitalmarkt iibertragen werden.*' Das dquiva-
lente Martingalmaf ist jetzt definiert als ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, unter dem die
Prozesse fiir die Entwicklung der mit dem Geldmarktkonto diskontierten Preise der
Zerobonds und der riskanten Vermoégensgegenstande Martingale sind. Der diskontier-
te Preis eines beliebigen riskanten Vermogensgegenstandes x, Zy (¢, x) = V(t,2)/A(t),
geniigt unter dem subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafl P°

d

Zy(t,x) = Zy(0,x)exp {/0 (M(S,l‘) —r(s) — %ZO‘?(S,Z‘)) ds

—I—Z;/O Ui(s,x)dm(s)} (3.57)

als Losung des stochastischen Differenzials

dZv(t, ) = (p(t, ) = r(s)) Zv(t,x)dt + Y oilt,x) Zy (t, x)dWi(1). (3.58)

=1

Der nachfolgende Satz formuliert hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines zum
subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafl P &quivalenten Martingalmafles Q auf dem erwei-

terten Kapitalmarkt.

Satz AJ1 [Aquivalentes MartingalmaB bei Amin/Jarrow]. Gegeben sei die Dynamik
der Forwardrates aus Annahme HIM1 und die Preisdynamik der riskanten Vermdgens-
gegenstinde aus Annahme AJ1. Fin zum subjektiven Wahrscheinlichkeitsmaf§ B dqui-
valentes Martingalmafl Q existiert fiir erweiterten Kapitalmarkt, wenn es ,Marktpreise
fiir Risiko® X\;(t) gibt, die firallet =1,... ,d die Bedingung fot A:(s)ds < oo fast sicher
erfillen, so dass der Prozess {A(t):t € [0, 7]}, mit

A(t) :exp{Z/O Xi(s)dWi(s) — %Z/O Af(s)ds}, (3.59)

ein Martingal unter P ist, und fir alle t,T >0, mit t <T,

n

b(t,T) == ai(t, T)A(t) (3.60)

=1

4 Dies wird in Kapitel 3.3.1.1 gezeigt.
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und fiir alle t > 0 und «

d
p(t,x) ZO‘Z (t,2) (3.61)
1=1

qgilt.

Beweis: Im Beweis zu Satz HJM1 wurde bereits gezeigt, dass mit d = n und (3.60) ein
aquivalentes Martingalmafl Q existiert, unter dem die mit dem Geldmarktkonto diskon-
tierten Zerobondpreise die Martingaleigenschaft besitzen. Der Beweis fiir die riskanten
Vermogensgegenstande unterscheidet sich kaum. Gemafl dem Theorem von Girsanov ist
wiederum gewéhrleistet, dass ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl Q existiert,
unter dem durch dW;(t) = dm(t) — X(t)d(t), =1,...,d, voneinander unabhéngige
Wiener-Prozesse gegeben sind. Dabei ist {A(t) : ¢ € [0,7]} der zur Radon-Nikodym
Ableitung

d T X d T
f;[%f ACT) :eXp{;/o N(s)dWi(s) — %;/@ A?(s)cls}

gehorende Dichteprozess, mit

dQ

Sl = A1),

Die diskontierte Preisentwicklung eines beliebigen riskanten Vermégensgegenstandes
x unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl Q folgt nach der Ersetzung dm(t) = dW,(t) +
Ai(t)d(t),i=1,...,d, in (3.58) dem stochastischen Differenzial

d

dZyv (t,x) = (p(t,x) —r(s)) Zv(t,x)dt + Z oi(t,x) Zv(t,x)(dW;(t) + Ai(t)dt)

=1

= (,,L(t, z)—r(s)+ Y ot x))\i(t)> Zy(t,a)dt+ Y oi(t,x) Zv(t, x)dWi(t).

Analog zum Beweis von Satz HJM1 ist der entsprechende Prozess ein Martingal, wenn
die Driftfunktionen der stochastischen Differenzialgleichung den Wert Null annimmt,

so dass sich

d
dZy(t,x) =Y oit,x) Zy(t,2)dWi(t) (3.62)
=1
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ergibt.*? Dies ist fiir alle ¢t > 0 und x genau dann erfiillt, wenn

w(t,z) —r(t) + Zai(t,x))\z(t) =0
& u(tx)—r(t)=— Zai(t,x))\i(t)

gilt. Die Bedingungen (3.59), (3.60) und (3.61) sind hinreichend dafiir, dass ein dqui-
valentes Martingalmafl Q auch fiir den um die riskanten Vermégensgegenstande erwei-

terten Kapitalmarkt existiert.*® O

Betrachtet man nun die Preisentwicklung eines riskanten Vermogensgegenstandes = aus
Annahme AJ1 unter dem zu P dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafl @Q, ergibt unter
Beriicksichtigung der Bedingung (3.61) aus Satz AJ1 die stochastische Differenzialglei-
chung

dV(t,z) = p(t,x)V(t,x)dt + Z oi(t, )V (t, ) (dW;(t) + Xi(t)dt)

= (/,L(t, z) + Z oil(t, x))\i(t)> V (L, x)dt + Z oi(t, )V (L, x)dWi(t)
= r(O)V(t,x)dt+ Y oilt, 2)V(L,2)dWi(t). (3.63)

Wie fiir die Zerobonds gilt auch beziiglich der riskanten Vermégensgegenstéande, dass
die erwartete Momentanrendite unter dem aquivalenten Martingalmaf gleich dem kurz-

fristigen Kassazinssatz ist. Die Losung der stochastischen Differenzialgleichung (3.63)

V(t,z) = V(O,:L')exp{/o ( —%ZO‘ 3:1;>d3
+Z/O Ui(s,x)dm(s)}. (3.64)

42Wie in (3.17) ist die Novikov-Bedingung

exp{ Z/ txdt}

hinreichend dafiir, dass (3.62) ein Martingal beschreibt. Diese Bedingung sei auch hier erfiillt.
43Vgl. Amin/Jarrow (1992): S. 21911

lautet

< 0
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3.2.2 Gaufi’sche Mehr-Faktoren-Modelle

Ausgehend vom Amin/Jarrow-Modell lasst sich ein Gaufi’sches Mehr-Faktoren-Modell

wie folgt definieren:

Definition [Gaufi’sches Mehr-Faktoren-Modell]. Die Volatilititskoeffizienten der For-
wardrates, des kurzfristigen Kassazinssatzes und der logarithmierten Preise der Ze-
robonds und der riskanten Vermodgensgegenstinde seien ausschlieflich zeitabhingige

Funktionen. Ein Kapitalmarktmodell, das diese Voraussetzung erfillt, wird Gaufl’sches
Mehr-Faktoren-Modell genannt.

In einem Gauf’schen Mehr-Faktoren-Modell sind die Forwardrates und der kurzfristige
Kassazinssatz unter dem #quivalenten Martingalmafi @ normalverteilt.** Betrachtet
man die logarithmierten Preise der Zerobonds und eines beliebigen riskanten Vermo-

gensgegenstandes x unter @, mit

n

InP(t,T) = lnP(O,T)—I—/O (r(s)—%Za?(s,T)) ds—|—Z/0 ai(s, T)dW;(s)

und

InV(t,z) = an(O,:L')—I—/t< %ZO‘ 3:1;)d5—|—2/023:1;dW (s),

zeigt sich, dass diese fiir ausschlieflich zeitabhangige Volatilitdtskoeffizienten ebenfalls
normalverteilt sind.*® Die Entwicklung der logarithmierten Preise der Zerobonds und

der riskanten Vermogensgegenstédnde unter Q folgt somit einem Gaufl’schen Prozess.

4vgl. Kapitel 3.1.2.
$Vgl. Satz A8 im Anhang.
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3.3 Bewertung zustandsbedingter Anspriiche

Satz AJ1 aus Kapitel 3.2 nennt hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines dqui-
valenten Martingalmafles auf dem um die riskanten Vermégensgegensténde erweiterten
Kapitalmarkt. Im Folgenden wird unterstellt, dass ein solches dquivalentes Martingal-
mafB Q existiert. Es wird gezeigt, wie das dquivalente Martingalmafl @ im Rahmen
der Martingalmaf-Technik eingesetzt werden kann, um das Bewertungsproblem fiir

zustandsbedingte Anspriiche zu l6sen.

3.3.1 Die Martingalmaf3-Technik
3.3.1.1 Selbstfinanzierende Handelsstrategien

Der Grundgedanke der Bewertung zustandsbedingter Anspriiche mittels der Martin-
galmaf}-Technik beruht auf der Duplikation der entsprechenden Zahlungsstréme durch

selbstfinanzierende Handelsstrategien.*®

Definition [Selbstfinanzierende Handelsstrategie]. Fine selbstfinanzierende Handels-
strategie ist eine Handelsstrategie aus risikoloser Anlage und Verschuldung iber das
Geldmarktkonto sowie aus Kauf und Verkauf von auf dem erweiterten Kapitalmarkt
gehandelten Wertpapieren, die abgesehen von der Anschaffungsauszahlung und des Fin-
zahlungsiiberschusses bei Liquidation im Zeitablauf keine weiteren Fin- und Auszahlun-

gen erzeugl.

Eine selbstfinanzierende Handelsstrategie wird charakterisiert durch einen d-dimensi-
onalen Prozess {¢(t) : t € [0,T]}, mit ¢(t) = (ho(t),..., hq(t)). Die entsprechen-
den Komponenten sind adaptiert und messbar und erfiillen fOT |ho(t)|dt < oo sowie
fOT h3(t)dt < oo, fiir alle j = 1,... ,d, fast sicher.*” Dabei ist ho(t) der im Zeitpunkt ¢
tiber das Geldmarktkonto risikolos angelegte oder aufgenommene Betrag, h;(t) gibt die
im Zeitpunkt ¢ von Wertpapier 5, 7 = 1,... ,d, gehaltenen Stiicke an. Der Zeitpunkt
T symbolisiert den Liquidationszeitpunkt. Zur Vereinfachung der Notation werden die

Prozesse fiir die Preisentwicklung der auf dem erweiterten Kapitalmarkt gehandelten

4Die Ausfithrungen in Kapitel 3.3.1 orientieren sich an Harrison/Pliska (1981): S. 237{f., wobei der
dort betrachtete allgemeinere Modellrahmen den hier vorgestellten Modellrahmen im Wesentlichen
abdeckt.

47Zwischen der von Harrison/Pliska (1981) unterstellten Vorhersehbarkeit und der hier vorausge-
setzten Adaptiertheit und Messbarkeit der Komponenten einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie
besteht in diesem Modellrahmen kein signifikanter Unterschied. Dies liegt darin begriindet, dass die
zu Grunde liegende Filtration die Standardfiltration eines mehrdimensionalen Wiener-Prozesses ist.

Vgl. Elliot/Kopp (1998): S. 153 oder Nielsen (1999): S. 44ff.
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Wertpapiere in allgemeiner Form angegeben. Der Prozess fiir die Preisentwicklung von
Wertpapier 7, {X;(t):t € [0,T]}, 7 =1,...,d, wird durch die stochastische Differen-

zialgleichung
dX;(t) = v ()X (t)dt + > Hi(8)X(t)dWi(2) (3.65)

beschrieben. Der Term v;(¢) symbolisiert die erwartete Momentanrendite von Wert-
papier j. Die entsprechende Volatilitat ist definiert als 2?21 HZ,(1). Je nachdem, ob
Wertpapier j ein Zerobond oder ein riskanter Vermogensgegenstand ist, gilt entweder
(3.9) oder (3.54). Die Marktwertentwicklung einer selbstfinanzierenden Handelsstrate-
gie lasst sich durch einen Prozess {S(t) : ¢t € [0,T]}, mit

S(t) = ho(DA() + ) hi(1)X;(1)

= 5(0)+/0 ho(s)dA(s)—l—Z/o hi(s)dX;(s) (3.66)

und S(0) = ho(0)A(0) + E;l:l h;(0)X;(0) darstellen. In Differenzialschreibweise lautet
(3.66)

dS(t) = ho(t)dA(t) + Ed: b (4)dX(t). (3.67)

j=1
Die Gleichungen (3.66) und (3.67) sind im Sinne einer Definition zu verstehen und
fiihren dazu, dass die Marktwertzuwéchse der Handelsstrategie ausschlieflich auf konti-
nuierliche Umschichtungen der Bestandteile ohne Zufithrung zusétzlicher Mittel zurtick-
gehen.*® Fiir spiatere Anwendungen bleibt festzuhalten, dass eine Handelsstrategie ge-
nau dann selbstfinanzierend ist, wenn die mit dem Geldmarktkonto diskontierte Markt-

wertentwicklung Zs(¢) = A™(¢)S(¢) einem Prozess {Zs(t) : t € [0,T]} folgt, fiir den

Zs(t) = 5(0) + Z /0 hi(s)dZ;(s) (3.68)

gilt.* Der Prozess {Z;(t) : t € [0,T]}, mit Z;(t) = A™'(¢)X;(t), als diskontierte

Preisentwicklung von Wertpapier j wird durch das stochastische Differenzial

dZ;(t) = (vj(t) = r(t)) Z;(t)dt + Y Hyi(t)Z;(1)dWi(1) (3.69)

48Dies wird deutlich, wenn man die Gleichungen als Grenzfall einer Handelsstrategie mit diskreten
Umschichtungen interpretiert. Vgl. Bjork (1998): S. 69ff.

4Diese alternative Charakterisierung der Selbstfinanzierungseigenschaft einer Handelsstrategie folgt
aus einer Anwendung von Ités Lemma. Vgl. Harrison/Pliska (1981): S. 238.
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beschrieben, wobei v;(t) — r(t) die erwartete momentane Risikopramie von Wertpapier
J angibt. In Differenzialschreibweise lautet (3.68)

d

dZs(t) =Y hi(1)dZ;(1). (3.70)

7=1
Die Menge der moglichen selbstfinanzierenden Handelsstrategien wird im Folgenden

weiter beschriankt, indem nur zuléssige selbstfinanzierende Handelsstrategien betrach-

tet werden.

Definition [Zulassige selbstfinanzierende Handelsstrategie]. Fine selbstfinanzierende
Handelsstrategie wird als zuldssig bezeichnet, wenn der Prozess fir die mit dem Geld-

marktkonto diskontierte Marktwertentwicklung unter dem dquivalenten Martingalmaf
Q einem Martingal folgt, d.h. die Gleichung

Zs(t) = B2 [ Zs(u)|F(1)] (3.71)
qilt fir alle t <u <T.

Die Beschriankung auf zuldssige selbstfinanzierende Handelsstrategien hat den Vorteil,
dass die Existenz eines dquivalenten Martingalmafles QQ eine hinreichende Bedingung
fiir die Arbitragefreiheit des betrachteten Kapitalmarkts darstellt.’® Dieses Resultat,
auf das schon in Kapitel 3.1.1 und 3.2.1 hingewiesen wurde, folgt unmittelbar aus
der Definition einer Arbitragemoglichkeit als selbstfinanzierende Handelsstrategie mit
S(0) =0,Q{S(T) >0} =1 und Q{S(T") > 0} > 0, wobei die letzten beiden Bedin-
gungen auf Grund der gleichen Nullmengen nicht nur unter dem &quivalenten Martin-
galmafl Q, sondern auch unter dem subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafl P gelten. Fiir
eine zuldssige selbstfinanzierende Handelsstrategie, die die letzten beiden Bedingungen
erfiillt, gilt zum einen EQ[S(T)] > 0 = EY[Zs(T)] > 0, da der Diskontierungsfaktor
ATY(T) strikt positiv ist. Zum anderen ist wegen S(0) = Zy(0) = EY[Zs(T)] > 0
der heutige Marktwert strikt positiv, was der Bedingung S(0) = 0 widerspricht. Ei-
ne zuldssige selbstfinanzierende Handelsstrategie kann somit keine gewinnbringende

Arbitragemoglichkeit erzeugen.

3.3.1.2 Herleitung der Bewertungsgleichung

Ein zustandsbedingter Anspruch, der mittels Martingalmaf3-Technik zu bewerten ist,

soll die folgenden Bedingungen erfiillen:

50Vgl. Harrison/Pliska (1981): S. 239f. Aus der stochastischen Differenzialgleichung (3.70) ist zu
ersehen, dass eine selbstfinanzierende Handelsstrategie zuléssig ist, wenn die Komponenten h;, j =
1,...,d, beschrankt sind.



3. OPTIONSPREISTHEORETISCHER MODELLRAHMEN 53

Annahme MMT1 [Zustandsbedingter Anspruch].®® Sei X ein im Zeitpunkt T, T €
(0,7, falliger zustandsbedingter Anspruch, der auf dem erweiterten Kapitalmarkt ge-
handelt wird. Es gilt:

1. Der mit dem Geldmarktkonto diskontierte zustandsbedingte Anspruch, A=Y (T)X,
ist eine F(T)-messbare und integrierbare Zufallsvariable, mit EC[|A~Y(T)X]] <

Q.

2. X st ,erreichbar®. Erreichbarkeit bedeutet, dass X ein redundantes Wertpapier
ist und durch eine selbstfinanzierende Handelsstrategie dupliziert werden kann.
FEine solche selbstfinanzierende Handelsstrategie wird als Duplikationsportefeuille
bezeichnet. Bei Filligkeit von X im Zeitpunkt T muss demzufolge fast sicher die
Bedingung

S(T) = X (3.72)

erfillt sein, wobei S(T') den Marktwert des Duplikationsportefeuilles in diesem
Zeitpunkt angibt.

Aus 6konomischer Sicht sind der zustandsbedingte Anspruch und das Duplikationspor-
tefeuille ,,gleichwertig®, d.h. kein Marktteilnehmer wiirde den Besitz des einen dem des
anderen vorziehen.?® Da X im Filligkeitszeitpunkt 7" definitionsgeméf mit dem Markt-
wert des Duplikationsportefeuilles iibereinstimmt, ist eine gewinnbringende Arbitrage
durch Handel des zustandsbedingten Anspruchs und des Duplikationsportefeuilles ge-
nau dann ausgeschlossen, wenn der Preis des zustandsbedingten Anspruchs jederzeit
dem Marktwert des Duplikationsportefeuilles entspricht. Gegeben die Bedingung (3.71)
lasst sich der Marktwert des Duplikationsportefeuilles darstellen als

S(t) = A(t)Zs(t) = EC[AM) Zs(T)|F ()] = E¥ [ATNT = )S(T)|F(1)] . (3.73)

fiir alle t € [0,7], mit AT —t) = A=Y (T)A(t). Betrachtet man den Prozess {r (¢, X) :
t € [0,T]} fiir die Preisentwicklung des zustandsbedingten Anspruchs X, ergibt sich
unter Verwendung von (3.73) in Verbindung mit (3.72) die Arbitragefreiheitsbedingung

S(t) = EY[A™NT —t)S(T)|F(t)] = EL[A™MT —)X|F(t)] = n(t, X), (3.74)

51Vgl. Harrison/Pliska (1981): S. 239f.

>2Dies verdeutlicht den partialanalytischen Charakter des hier vorgestellten Bewertungsansatzes,
d.h. Angebot und Nachfrage eines redundanten Wertpapiers im Kapitalmarktgleichgewicht werden
nicht modelliert.
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fiir alle ¢ € [0,T]. Existieren mehrere Duplikationsportefeuilles fiir X, miissen die-
se die gleiche Marktwertentwicklung aufweisen, um Arbitrageméglichkeiten weiterhin

auszuschlieflen. Dies fithrt unmittelbar zu folgendem Satz:

Satz MM1 [Martingalmaf-Technik]. Angenommen, fir den erweiterten Kapitalmarkt
existiert ein dquivalentes Martingalmaf Q. Der erweiterte Kapitalmarkt ist genau dann

arbitragefrei, wenn der Preis eines zustandsbedingten Anspruchs X, der die Bedingun-

gen aus Annahme MM1 erfillt, durch
m(t,X) = EY[A™NT - t)X|F(1)], (3.75)

fiir alle t € [0,T], gegeben ist.

Beweis: Wie bereits in Kapitel 3.3.1.1 gezeigt wurde, impliziert die Existenz eines
aquivalenten Martingalmafles fiir den erweiterten Kapitalmarkt, dass unter Einbezie-
hung des Geldmarktkontos, der Zerobonds und der riskanten Vermogensgegenstiande
keine (zuldssige) selbstfinanzierende Handelsstrategie konstruiert werden kann, die eine
Arbitragemoglichkeit darstellt. Die obigen Ausfithrungen zeigen, dass die Bewertung
eines erreichbaren zustandsbedingten Anspruchs X geméf (3.75) notwendig und hin-

reichend dafiir ist, dass der erweiterte Kapitalmarkt arbitragefrei bleibt. O

Satz MMI1 sagt aus, dass der arbitragefreie Preis eines erreichbaren zustandsbedingten
Anspruchs X dem Erwartungswert des mit dem Geldmarktkonto diskontierten Zah-
lungsstroms, berechnet unter dem aquivalenten Martingalmafl @Q, entspricht. Dabei ist
ausgehend von dem durch F(t) symbolisierten Informationsstand im Zeitpunkt ¢ so-
wohl X als auch der entsprechende Diskontierungsfaktor A='(T" — t) unsicher. X wird
durch die Preisentwicklung der zu Grunde liegenden Wertpapiere bis zum Félligkeits-
zeitpunkt bestimmt, A7 (T —¢) wiederum hingt von der Entwicklung des kurzfristigen
Kassazinssatzes ab. Zur Berechnung des Erwartungswerts aus Gleichung (3.75) muss
die gemeinsame (bedingte) Wahrscheinlichkeitsverteilung von X und A™'(T —¢) unter
dem dquivalenten Martingalmafl Q bekannt sein. Mathematisch gesehen ist im Rahmen
der Erwartungswertbildung die Dichtefunktion der gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
verteilung unter Q zu integrieren, was im Allgemeinen kein einfaches Unterfangen ist.
Wesentlich vereinfacht wird die Berechnung des Erwartungswerts aus (3.75) durch ei-
ne Vernachléssigung des Zinsdnderungsrisikos. So unterstellen Black/Scholes (1973) in
ihrer grundlegenden Arbeit zur Bewertung von européischen Aktienoptionen, dass die
im Ausgangszeitpunkt flach verlaufende Zinsstrukturkurve bis zur Falligkeit der Opti-
on keine Anderungen erfihrt. Bezogen auf den Bewertungszusammenhang aus (3.75)

bedeutet dies, dass der Diskontierungsfaktor, der jetzt durch A=YT —¢) = ="(T=9
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gegeben ist, keine Zufallsvariable darstellt und aus dem Erwartungswertoperator her-
ausgezogen werden kann. Der arbitragefreie Preis des zustandsbedingten Anspruchs X

ist dann durch
m(t, X) = e "TOEQX|F(1)], (3.76)

fiir alle ¢ € [0,T], gegeben, so dass lediglich die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X

unter dem aquivalenten Martingalmafl Q bekannt sein muss.

3.3.1.3 Vollstandigkeit des Kapitalmarkts

Die Bewertung des zustandsbedingten Anspruchs X mittels der Martingalmaf-Technik
setzt voraus, dass X erreichbar ist, also durch eine selbstfinanzierende Handelsstrategie
dupliziert werden kann. Die Erreichbarkeit eines zustandsbedingten Anspruchs ist eng
verkniipft mit dem Konzept eines vollstandigen Kapitalmarkts. Ein Kapitalmarkt wird
als vollstdndig bezeichnet, wenn jeder zustandsbedingte Anspruch erreichbar ist. Die
Vollstandigkeit des Kapitalmarkts erweist sich als vorteilhaft, da zustandsbedingte An-
spriiche mittels der Martingalmaf-Technik bewertet werden kénnen, ohne die Existenz

eines Duplikationsportefeuilles im Einzelfall nachweisen zu miissen.

Harrison/Pliska (1981) liefern ein in diesem Zusammenhang wichtiges Resultat. Sie
zeigen in einem allgemeinen Modellrahmen, dass die Existenz eines eindeutigen &qui-
valenten Martingalmafles die Vollsténdigkeit des betrachteten Kapitalmarkts gewahr-

t.%® Ein vergleichbares Ergebnis ldsst sich auch fiir den erweiterten Kapitalmarkt

leiste
ableiten. Dazu werden zundchst n Zerobonds mit den Félligkeitszeitpunkten T}, 5 =
I...,nund 0 < Ty < ... < T, < T, sowie d — n riskante Vermdégensgegenstiande,
indexiert mit ay, k = n+1,... ,d—n, als ,Benchmark“-Wertpapiere festgelegt.>® Der d-
dimensionale Spaltenvektor der erwarteten momentanen Risikoprdmien der Benchmark-

Wertpapiere ldsst sich unter Verwendung der Gleichungen (3.9) und (3.54) durch

b(t,Th)

b(t,‘Tn)
it ) = (1)

plly 2in) = 7(1)

3In ihrem 83er Artikel beweisen Harrison/Pliska die Aquivalenz dieser beiden Aussagen. Vgl. Har-
rison/Pliska (1983): S. 314.
%Vgl. auch Amin/Jarrow (1992): S. 220ff.



3. OPTIONSPREISTHEORETISCHER MODELLRAHMEN 56

darstellen. Dabei gibt v(¢) den d-dimensionalen Spaltenvektor der erwarteten Momen-
tanrenditen der Benchmark-Wertpapiere und 1 einen d-dimensionalen, nur aus Einsen

bestehenden Spaltenvektor an. Die entsprechende d x d-Volatilitdtsmatrix wird definiert

als
Cll(t,Tl) an(t,TI) 0 0
t,T, e AT, 0 e 0
H(t) _ Cl1( ) ) a ( )
o1ty xnt1) oo On(tTpug1) Oyt Tpgr) .. oa(t, Tpgr)
o1ty xd—n) oo On(tyxaep) Onppr(ty@i—n) ... oa(t,x4-n)

Die Invertierbarkeit der Matrix H(?) vorausgesetzt, existiert ein d-dimensionalen Spal-

tenvektor A(t) = (A1(t), ..., Aq(t)), der sich als Losung aus

ergibt. Die einzelnen Komponenten von A(¢) sind durch das lineare Gleichungssystem
b(tv T]) = - Z ai(tv Tj))‘i(t)v
=1

plt,ee) —r(t) = _Zai(t7$k))\i(t)7

mit = 1,... . nund k = n+1,... ,d — n, eindeutig bestimmt. Die Losung dieses
linearen Gleichungssystems liefert eindeutige Marktpreise fiir Risiko, die geméf Satz
AJ1 ein eindeutiges, zum subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafl P &quivalentes Martin-
galmafl Q bestimmen, unter dem der Prozess fiir die diskontierte Preisentwicklung der
Benchmark-Wertpapiere einem Martingal folgt. In verallgemeinerter Form lasst sich
die diskontierte Preisentwicklung der Benchmark-Wertpapiere unter Q durch das sto-
chastische Differenzial

dz;(t) = Z;(t) zd: H;i(t)dWi(1), (3.77)

i=1
mit j = 1,...,d und H;;(t) als Element der Volatilitatsmatrix H(¢), beschreiben. Da
Q@ ein dquivalentes Martingalmaf fiir den gesamten erweiterten Kapitalmarkt sein soll,
d.h. die Preise aller dort gehandelten Wertpapiere sollen die Martingaleigenschaft unter
@ besitzen, sind die erwarteten momentanen Risikopramien der Nicht-Benchmark-

Wertpapiere durch die Bedingungen (3.60) und (3.61) aus Satz AJ1 ebenfalls festgelegt.
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Gegeben die d Benchmark-Wertpapiere, gewéhrleistet die Invertierbarkeit der Vola-
tilitdtsmatrix nicht nur die Existenz eines eindeutigen dquivalenten Martingalmafles,
sondern auch, dass jeder zustandsbedingte Anspruch, der auf dem erweiterten Kapital-
markt gehandelt wird, erreichbar ist.>® Um dies nachzuweisen, wird wiederum ein im
Zeitpunkt T', T € [0, 7], falliger zustandsbedingter Anspruch X betrachtet. Es wird
unterstellt, dass der mit dem Geldmarktkonto diskontierte zustandsbedingte Anspruch
F(T)-messbar und quadrat-integrierbar, mit £© {(A_l(T)X)Z} < 00, i8t.°¢ Gemif dem
Darstellungssatz fiir Martingale®® besitzt ein aus dem diskontierten zustandsbedingten

Anspruch gewonnenes Martingal
M(t) = BC [A™NT)X|F(1)] (3.78)

die stochastische Integraldarstellung

M) = M0+ Y [ G

fir alle ¢ € [0,7] und mit eindeutig bestimmten (;(¢), ¢ = 1,...,d. In differentieller

Schreibweise ergibt sich

d

AM (1) = 37 C(DdWi).

=1
Dies kann unter Verwendung von (3.77) umgeformt werden in

d

dM(t) = hy(t)dZ;(t), (3.79)

J=1

wobei sich hq(t), ..., hq(t) fir alle t € [0, T] auf Grund der vorausgesetzten Invertier-
barkeit der Volatilitdtsmatrix H(?) als eindeutige Losung des Gleichungssystems

Y i) Zi(H(t) = ¢i(1), i=1,... .d, (3.80)

bestimmen lasst. Ein Vergleich mit der stochastischen Differenzialgleichung (3.68) zeigt,
dass (3.79) die diskontierte Marktwertentwicklung einer selbstfinanzierenden Handels-

strategie beschreibt. Dabei sind die h;(t), 7 = 1,... ,d, als im Zeitpunkt ¢ gehaltene

55Vgl. Bjérk (1997): S. 96fT. fiir ein entsprechendes Ergebnis im Heath/Jarrow/Morton-Modell.

%6Dies ist eine leichte Modifikation des ersten Bedingung aus Annahme MMI1, die rein formaler
Natur 1st.

5TVgl. Satz A7 im Anhang.
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Stiicke von Wertpapier j durch (3.80) eindeutig bestimmt. Mit einem im Zeitpunkt ¢

risikolos angelegten oder aufgenommenen Betrag

ho(t) = M(1) = 3 b (AT (1 X,(0) (3.81)

ist der Marktwert der resultierenden selbstfinanzierenden Handelsstrategie unter Ver-

wendung von (3.66) durch

gegeben. Die Anschaffungsauszahlung belauft sich auf S(0) = M(0). Im Zeitpunkt T
gilt

S(T) = A(T)M(T) = A(T)E [A™(T)X|F(T)] = E° [X|F(T)] = X,

so dass die angegebene selbstfinanzierende Handelsstrategie den zustandsbedingten
Anspruch X dupliziert. Zusammenfassend bleibt das folgende Resultat festzuhalten:
Vorausgesetzt die entsprechende Volatilitdtsmatrix ist invertierbar, lasst sich durch die
oben beschriebene Auswahl der Benchmark-Wertpapiere ein eindeutiges dquivalentes
MartingalmaB fiir den erweiterten Kapitalmarkt bestimmen. Die Benchmark-Wert-
papiere ,spannen® den Kapitalmarkt auf, so dass jeder beliebige zustandsbedingte
Anspruch durch eine selbstfinanzierende Handelsstrategie aus risikoloser Anlage und
Verschuldung tiber das Geldmarktkonto sowie aus Kauf und Verkauf der Benchmark-
Wertpapiere dupliziert werden kann. Das entsprechende Duplikationsportefeuille ist
durch (3.80) und (3.81) eindeutig bestimmt. Jeder zustandsbedingte Anspruch, der auf
dem erweiterten Kapitalmarkt gehandelt wird, ist somit erreichbar und kann mittels

der Martingalmaf-Technik bewertet werden.

3.3.2 Anpassungen der Martingalmaf3-Technik
3.3.2.1 Wechsel des Numéraires und Forwardmafle

Gegenstand des Kapitels 3.3.1 war die Bewertung zustandsbedingter Anspriiche mittels
der Martingalmaf-Technik. Das dquivalente Martingalmaf fiir den erweiterten Kapi-
talmarkt ist dadurch gekennzeichnet, dass die mit dem Geldmarktkonto diskontier-
ten Preise der Zerobonds, der riskanten Vermoégensgegenstiande und der zustandsbe-

dingten Anspriiche die Martingaleigenschaft aufweisen. Das Geldmarktkonto kann als
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Numéraire der Bewertung interpretiert werden, d.h. der Preis eines Zerobonds, der
Preis eines riskanten Vermogensgegenstandes und der Preis eines zustandsbedingten
Anspruchs X werden als P(¢,T)/A(t), V(t,x)/A(t) und 7(t, X)/A(t) Einheiten des
Geldmarktkontos angegeben. Viele finanzwirtschaftliche Bewertungsprobleme lassen
sich vereinfachen, wenn statt des Geldmarktkontos ein anderes Numéraire herangezo-
gen wird. Bereits Merton (1973) bediente sich in seinem grundlegenden Aufsatz zur Be-
wertung von Aktienoptionen eines solchen Numéraire-Wechsels. Verallgemeinert wurde
diese Technik von Geman/El Karoui/Rochet (1995). Sie definieren ein Numéraire allge-
mein als ein Wertpapier, dessen Preisentwicklung durch einen strikt positiven stochasti-
schen Prozess bestimmt wird, und zeigen, dass die Wahl des Numéraires in Abhéngig-
keit vom betrachteten Bewertungsproblem getroffen werden kann. Auf dem erweiter-
ten Kapitalmarkt sind neben dem Prozess fiir die Entwicklung des Geldmarktkontos
die Prozesse fiir die Preisentwicklung der Zerobonds und der riskanten Vermdogens-
gegenstiande strikt positiv. Zerobonds und riskante Vermogensgegenstande kommen

damit als Kandidaten fiir einen Numéraire-Wechsel in Frage.

Merton (1973), Jamshidian (1989) und Geman et al. (1995) zeigen, dass die Auswahl
von Zerobonds als Numéraire die Bewertung von zustandsbedingten Anspriichen ver-
einfacht, wenn das Zinsénderungsrisiko zu berticksichtigen ist. Ein Numéraire-Wechsel
auf Zerobonds bedeutet, dass zur Bewertung von zustandsbedingten Anspriichen statt
der aktuellen Preise, sprich der Kassakurse, die Terminkurse der zu Grunde liegenden
Wertpapiere herangezogen werden, also ein Ubergang vom Kassa- auf den Termin-
markt erfolgt. Diese Vorgehensweise wird im Anschluss an die Definition des Begriffs

Terminkurs verdeutlicht.

Definition [Terminkurs]. Sei Fy (¢,T) der bei Abschluss eines Termingeschifts im Zeit-
punkt t zwischen dem Terminkdufer und dem Terminverkdufer vereinbarte Terminkurs
eines Basiswerts Y zum Liefertermin T, wobei t < T, T € [0,7T], ¢gilt.>® Die Erfillung
des Termingeschdifts erfolge im Zeitpunkt T durch Barausgleich, so dass der Finzah-

lungsiiberschuss des Terminkdufers aus dem Termingeschift durch
Gy (T) =Y(T) = Fy (1, T),
der des Terminverkdufers durch

—Gy(T) = —Y(T) + Fy(t,T)

*8Der Begriff Termingeschift wird im Rahmen dieser Arbeit verkiirzend fiir Terminfixgeschéft ver-
wendet.
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gegeben ist. Y(T') kennzeichnet den Kassakurs des Basiswerts in T'. Im Abschlusszeit-
punkt t erzeugt das Termingeschdft einen Finzahlungsiiberschuss von Null. Fallen Ab-
schlusszeitpunkt und Liefertermin T zusammen, gilt Fy (T, T)=Y(T).>?

Angenommen, der Basiswert eines Termingeschéafts sei ein im Zeitpunkt T félliger
zustandsbedingter Anspruch X. Mittels der Martingalmaf-Technik lasst sich der arbi-

tragefreie Terminkurs von X zum Liefertermin 7" bestimmen.

Satz T1 [Eigenschaften des Terminkurses]. Fir den Terminkurs eines im Zeitpunkt
T, T €[0,7T], filligen zustandsbedingtes Anspruchs X zum Liefertermin T' gilt
m(t, X)
P(t,T)
fiir alle Abschlusszeitpunkte t € [0,T], und mit w(t, X') als Kassakurs von X in t.

Fx(t,T) = (3.82)

Beweis: Da Termingeschifte im Abschlusszeitpunkt einen Einzahlungsiiberschuss von

Null erzeugen, gilt unter Verwendung der Martingalmaf-Technik
Gx(t) = ER[A™NT —t)(X — Fx(¢,T))|F(t)] = 0. (3.83)

Gleichung (3.83) sagt aus, dass der erwartete, mit dem Geldmarktkonto auf den Ab-
schlusszeitpunkt abgezinste Einzahlungsiiberschuss des Terminkaufers aus dem Ter-
mingeschift in 7" unter dem &dquivalenten Martingalmafl @ Null betrédgt, und kann

umgeformt werden zu
B9 [A7HT = )X|F ()] — B [A™ (T = ) Fx(t, T)|F(1)]

& BEU[ATNT - )X|F)] — Fx(t, T)EY[A™NT — t)|F(t)]
EC[ATHT — 1) X|F ()]

0
0

& (1) = —3 [A-Y(T — )| F(1)]
o FY(LT) ;((tt, );;,60 (3.84)
O

Der Zusammenhang (3.82) aus Satz T1 gewahrleistet, dass bei dem vereinbarte Ter-
minkurs keine Arbitragemoglichkeiten existieren. So liefe sich bei
m(t, X)
P(t,T)

Fx(t,T) > (3.85)

**Die im Rahmen dieser Definition getroffenen Annahmen beziiglich der Liefermenge und der
Erfiilllung des Termingeschéfts stellen nur eine Moglichkeit der Vertragsgestaltung eines Termin-
geschifts dar. Ein Termingeschift, das bei Filligkeit durch Barausgleich (oder Lieferung des Ba-
siswerts) abgerechnet wird, wird als Forward bezeichnet. Bei den als Futures bezeichneten bérsenge-
handelten Kontrakten erfolgt die Abrechnung in der Regel am Ende eines Handelstages. , Terminkurs
von Y“ steht in dieser Arbeit daher verkiirzend fiir ,, Terminkurs eines Forwards auf Y *.

80Vgl. Elliot/Kopp (1998) S. 213fT.
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durch den kreditfinanzierten Kauf und gleichzeitigen Terminverkauf von X, ein Arbi-
tragegewinn erzielen. Diese Strategie erzeugt bei Abschluss des Termingeschéfts einen

Einzahlungsiiberschuss von
m(t, X)—7m(t, X)+0=0 (3.86)

und bei Félligkeit einen Einzahlungsiiberschuss von

m(t, X)
~P(1,T)

+ X — X 4 Fx(t,T) > 0. (3.87)

Fiir ein umgekehrtes Ungleichheitszeichen in (3.85) fithrt der Verkauf und gleichzeitige

Terminkauf von X zum gleichen Arbitragegewinn.

Generell kommen alle auf einem Kapitalmarkt gehandelten Wertpapiere als Basiswerte
eines Termingeschifts in Frage. Satz T1 gilt daher auf dem erweiterten Kapitalmarkt
sowohl fiir Zerobonds unterschiedlicher Laufzeiten als auch fiir riskante Vermdégensge-
genstidnde, vorausgesetzt diese erzeugen bis zum Liefertermin keine Ein- und Auszah-
lungen. Die Terminkurse eines riskanten Vermoégensgegenstandes « und in U falligen
Zerobonds zum Liefertermin 7', T" < U, lassen sich dann mit Gleichung (3.82) im
Abschlusszeitpunkt ¢ als

Fy(t,z,T) = g((tt;)) (3.88)
bzw.
FP(tvUvT) = iii:g; (3.89)

fiir alle t < T < U, darstellen. Fallen Abschlusszeitpunkt und Liefertermin zusammen,
gilt Fp(T,U,T) = P(T,U) bzw. Fy(T,z,T) = V(T,z). Der Ubergang vom Kassa- auf
den Terminmarkt erfolgt also, indem man die zu den entsprechenden Lieferterminen

falligen Zerobonds als Numéraire wéhlt.

Satz T1 zeigt, dass der Terminkurs des zustandsbedingten Anspruchs X im Abschlus-
szeitpunkt £ vom Kassakurs und vom entsprechenden Zerobondpreis abhéngt. Daraus
folgt im Umkehrschluss, dass bei gegebenem Terminkurs und Zerobondpreis der Kas-
sakurs von X bei Abschluss des Termingeschéfts im Zeitpunkt ¢ festliegt. Aus diesem
Zusammenhang kann mittels des so genannten Forwardmafles eine alternative Vorge-

hensweise zur Bewertung von X abgeleitet werden.
Definition [Forwardmaf]. Sei ein zu Q dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaff QT durch

dQT ATy 1

ag o =N = mwosmiEe) ~ AP
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definiert. Das Wahrscheinlichkeitsmafs QT wird Forwardmaf$ (zum Liefertermin T)

genannt.

Der zur angegebenen Radon-Nikodym Ableitung gehérende Dichteprozess {AT(¢) : ¢ €
[0,7} ist durch

dQ”
Q7

1 P(t,T)

-0 =5 | o) - s

gegeben. Unter Verwendung des Zerobondpreises aus (3.19) lasst sich dies darstellen

als

AT(t) = exp {Z/o a;(s, T)dW;(s) — %Z/O a?(s,T)ds} : (3.90)

Aus der Martingaleigenschaft dieses Prozesses unter dem aquivalenten Martingalmaf}

Q folgt nach dem Theorem von Girsanov, dass durch
AWE(t) = dWi(t) — a;(t,T)dt, i=1,... n, (3.91)

voneinander unabhingige Wiener-Prozesse unter dem Forwardma Q! beschrieben

werden.5!

Sowohl Termin- als auch Kassakurs des zustandsbedingten Anspruchs X lassen sich

nun unter Riickgriff auf das ForwardmaB QT angeben.

Satz T2 [Terminkurs, Kassakurs und ForwardmaB]. Fir den Terminkurs eines im

Zeitpunkt T € [0,T] filligen zustandsbedingten Anspruchs X zum Liefertermin T gilt
Fx(t,T) = E¥" [X|F(1)], (3.92)

fiir alle Abschlusszeitpunkte t € [0,T], d.h. die durch den Prozess {Fx(t,T):t € [0,T]}
beschriebene Terminkursentwicklung folgt einem Martingal unter dem Forwardmaf QT .

Fiir den Kassakurs von X qilt
m(t, X) = P(, T)E® [X|F(1)], (3.93)

fiir alle t € [0,T1.

51Wie schon in (3.17) ist die Novikov-Bedingung

n_oo.T
exp{%Z/ a?(t,T)dt}
i=1 70

hinreichend fiir die Martingaleigenschaft von (3.90).

B2 < 0.
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Beweis: Da das Forwardma$ Q7 ein zum MartingalmaB Q dquivalentes Wahrschein-
lichkeitsmaf} definiert, gilt

1
A1)

EY[X|F(t) = EY [AT(T) X|f(t)] 62

Mit AT(T) = m und ATl(t) = A(;D)(];(IEJ;T) erglbt sich
. A(t)
Q — Q
ER[AYT - )X|F(#)] =t X)
B P(t,T) T P(LT) Fx(t, 1),

Die letzten beiden Umformungen lassen sich wiederum durch die Martingaleigenschaft
von X begriinden, womit (3.92) bewiesen ist. Unter Verwendung von (3.82) kann (3.92)

dann in (3.93) umgeformt werden.®® O

Die Darstellung in (3.93) verdeutlicht, dass die Bewertung zustandsbedingter An-
spriiche nicht notwendigerweise mittels des 4quivalenten Martingalmafles erfolgen muss,
sondern alternativ auch auf das Forwardmaf} zuriickgegriffen werden kann. Dies erweist
sich als vorteilhaft, wenn das Zinsanderungsrisiko zu beriicksichtigen ist. Statt wie in
(3.75) die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung von A~'(T —¢) und X unter dem
dquivalenten Martingalmaf} bestimmen zu miissen, reicht bei der Bewertung mit (3.93)
die Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsverteilung von X unter dem Forwardmaf aus, der
Preis des Zerobonds mit Restlaufzeit T'—¢ ist durch das zu Grunde liegende Zinsstruk-
turmodell vorgegeben. Dies verdeutlicht das Beispiel eines européischen Call auf einen

riskanten Vermogensgegenstand x. Die Ausiibungsgewinne der Option kénnen durch
X =max(V(T,2) — K,0) = max(Fy(T,2,T) — K,0)

beschrieben werden, da Fy (7T, x,T) als Terminkurs von  zum Liefertermin 7" bei Ab-
schluss des Termingeschéfts im Zeitpunkt 7" dem Kassakurs V(T x) entspricht. Der
Optionspreis ergibt sich unter Verwendung der Bewertungsgleichung (3.93) als

7, X) =P, T)EY [max(Fy(T,z,T) — K,0)|F(1)], (3.94)

fiir alle t € [0,T]. Gleichung (3.94) zeigt, dass zur Bewertung des zustandsbedingten
Anspruchs X lediglich die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Terminkurses des riskan-

ten Vermogensgegenstandes x unter dem ForwardmaB QT ermittelt werden muss. Ist

52Vgl. Nielsen (1999): S. 366.
83Vgl. Musiela/Rutkowski (1997) S. 317.
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das der Option zu Grunde liegende Wertpapier ein im Zeitpunkt U falliger Zerobond,
verlduft die Bewertung analog. Der nachfolgende Satz gibt Aufschluss iiber die Dyna-
mik der Terminkurse des riskanten Vermégensgegenstandes & und des im Zeitpunkt U

falligen Zerobonds unter Q7.

Satz T3 [Dynamik der Terminkurse unter Q7). Die Terminkursentwicklung eines ris-

kanten Vermdgensgegenstandes x und eines tm Zeitpunkt U féilligen Zerobonds wird
unter dem Forwardmafs QT fiir alle Liefertermine T, T' < U, durch

dfy(t,x,T) = zd:(ai(t, x)—a;(t,T))Fy(t,x, T)me(t) (3.95)
bzw.
dFp(t,U,T) = zn:(ai(t, U)—a;(t,T))Fp(t, U,T)me(t) (3.96)

=1
beschrieben. Dabei entspricht /Y, a?(t, 1) der Volatilitit des Zerobonds, dessen
Filligkeitszeitpunkt mit dem entsprechenden Liefertermin tibereinstimmdt.

Beweis: Fiir den Terminkurs von « unter dem aquivalenten Martingalmafl Q gilt wegen

(3.88) in Verbindung mit (3.64) und (3.19)

Fy(t,a,T) = PULT) = FV(O,x,T)eXp{—%Z/O <U?(S,$>—a?(S,T)> ds

+ 2_;/0 (oi(s,x) — Gi(S,T))dI/VZ'(s)} _

Der Ubergang auf das ForwardmaB Q7 erfolgt unter Verwendung von (3.91) durch die
Ersetzung dW;(t) = dWZI(t) + a;(t,T)dt fiiv : = 1,... ,n und dW;(t) = dWT(¢) fiir
i =n+1,...,d. Dabei werden durch dW7(¢),: = 1,... ,d voneinander unabhingige

Wiener-Prozesse unter Q7 beschrieben. Es gilt

Fy(t,z,T) = FV(O,x,T)eXp{—%Z/O <0‘?(S,$>—G?(S,T)>d8

+ 2_1:/0 (oi(s,2) —ai(s,T)) (dW/] (s) + ai(s,T)ds)} _
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Dies lasst sich weiter vereinfachen zu

Fy(t,z,T) = FV(O,x,T)eXp{—%Z/O <0‘?(S,$>—G?(S,T)>d8
—I—Z:/0 (Ui(s,:z:)ai(s,T) — a?(s,T)) ds
3 [(ots) - ai<s,T>>de<s>}

= Fv(0,z,T)exp {—% Z/O (U?(S, z) — 204(s)a;(s, T) + a?(s, T)) ds

=3 [(oits) - ai<s,T>>de<s>}
= FV(O,x,T)eXp{—%Z/O (O'Z'(S,J})—CLZ'(S,T))2C[S

[ <oi<s,x>—ai<s,T>>me<s>}. (3.97)

Gleichung (3.97) ist die Losung der stochastischen Differenzialgleichung aus (3.95), wie
eine Anwendung von It6s Lemma zeigt. Der Beweis fiir den Terminkurs des Zerobonds

lauft analog. Es ergibt sich

Fp(t,U,T) = Fp(O,U,T)eXp{—%Z/O (ai(S,U)—ai(s,T))QdS

+Z;/O (ai(s,U)—ai(S,T))dI/ViT(s)} (3.98)

als Losung der stochastischen Differenzialgleichung aus (3.96). O

3.3.2.2 Zeitwechsel in Gauf’schen Modellen

Geht man von einem Gaufi’schen Mehr-Faktoren-Modell aus, d.h. die Volatilitatsko-
effizienten der Prozesse fiir die logarithmierte Preisentwicklung der Zerobonds und
der riskanten Vermoégensgegenstande sind gemafl der Definition aus Kapitel 3.2.2 aus-
schlielich zeitabhéngige Funktionen, sind die in Satz T3 beschriebenen Terminkurse

lognormalverteilt unter dem Forwardmafi Q7. Die entsprechenden logarithmierten Ter-
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minkurse

InFy(t,x, T) = lnFV(O,x,T)—%Z/O (oi(s,x) — ai(s,T)) ds

+Z/ oi(s,z) — ai(s, T))dWL(s) (3.99)
und

InFp(t,U,T) = lan(O,U,T)_%Z/Ot (ai(s,U) — ai(s,T)) ds

#3° [ttt o )T (3.100)

gehorchen fiir alle ¢ € [0, 7] unter Q7 daher einer Normalverteilung.®* Es gilt

InFy(t,z,T) ~ N <lnFV(O,:1;,T) — %Z/O (oi(s, ) — ai(s, T)))* ds,

Z/ oi(s, ) (5,7))%ds ) (3.101)

bzw.

n

InFp(t,U,T) ~ N (thp(O, UT)— %Z /Ot (ai(s,U) — ai(S,T))Q ds,

Z/O (ai(s,U) = ai(saT))QdS) : (3.102)

Die insbesondere bei der Losung bestimmter Bewertungsprobleme nachteilige Zeitab-
hangigkeit der Terminkursvolatilitaten in Gaufl’schen Modellen lasst sich durch einen

Zeitwechsel wie folgt vermeiden.®® Mit der durch

Z/ oi(s, ) — ai(s, T))ds, (3.103)

fiir alle t € [0,7], definierten ,Zeittransformationsvariablen* ist der logarithmierte

Terminkurs des riskanten Vermogensgegenstandes @ aus (3.99) als

InkFy(t,z, T) = InkFy(0,2,T)— %C(t) + W(C(t)) (3.104)

64Vgl. Satz A8 im Anhang.
%Vgl. Satz A9 im Anhang.
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gegeben. Dabei stellt W (s) einen (eindimensionalen) Wiener-Prozess beziiglich der
zeittransformierten Filtration {F(s) : s € [0,T°]}, mit T = C(T), dar. Gleichung
(3.104) zeigt, dass der Zeitwechsel keine Auswirkungen auf die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung des logarithmierten Terminkurses hat. Es gilt weiterhin die Normalverteilung
aus (3.101), mit

IM%@xJ)NN<MRAQ%Ty—;XmCQO.

Der Terminkurs des riskanten Verméogensgegenstandes z unter dem Forwardmafl QT

lasst sich nach dem Zeitwechsel darstellen als
1
Fy(t,a,T)= Fy(0,2,T)exp {—§C(t) + W(C(t))} , (3.105)

fir alle t € [0,T].

Die Zeitabhéngigkeit der Terminkursvolatilitdt der Zerobonds kann auf dieselbe Weise

vermieden werden. Mit der Zeittransformationsvariablen
n ¢
C) =3 [ (ailss0) = ol ),
=1 0
fir alle t € [0, 7], gilt fiir den logarithmierten Terminkurs aus (3.100)

mm@Uj)zlmwman_%mw+wmw» (3.106)

Auf die Wahrscheinlichkeitsverteilung des logarithmierten Terminkurses hat der Zeit-

wechsel wiederum keine Auswirkungen, es gilt die Normalverteilung aus (3.102), mit
1
InFp(t,U,T)~N <lan(0, UT)— §C(t), C(t)) .

Fiir den Terminkurs des Zerobonds mit Félligkeitszeitpunkt U/ unter dem Forwardmaf

Q7 gilt demzufolge
Fplt,U.7) = Fr(0,U. ) exp { = 3000 + W(CL1) |

fir alle t € [0,T].



4. UNTERNEHMENSWERTBASIERTE KREDITRISIKOMODELLE 68

Kapitel 4

Unternehmenswertbasierte

Kreditrisikomodelle

Im vorliegenden Kapitel werden grundlegende unternehmenswertbasierte Kreditrisiko-
modelle im Modellrahmen aus Kapitel 3 dargestellt und verglichen. Das in Kapitel 4.1
diskutierte Modell von Merton (1974) ist gleichzeitig Ausgangspunkt und Vergleichs-
basis. Die anschlielend vorgestellten Modelle kénnen als Erweiterungen des Merton-
Modells angesehen werden. Der Arbeit von Shimko/Tejima/van Deventer (1993) fol-
gend integriert Kapitel 4.2 das Zinsdnderungsrisiko in das Merton-Modell. Dies er-
laubt eine gemeinsame Erfassung von Kredit- und Zinsanderungsrisiko. Aufbauend auf
diesem Modellrahmen untersucht Kapitel 4.3 in Anlehnung an Black/Cox (1976) und
Briys/de Varenne (1997) die Wirkung von Sicherungsklauseln zur Begrenzung des Kre-
ditrisikos, wahrend sich Kapitel 4.4 der von Longstaff/Schwartz (1995) vorgeschlagenen

Erweiterung auf Unternehmen mit komplexer Kapitalstruktur widmet.

4.1 Der Ausgangspunkt — Das Modell von Merton

4.1.1 Annahmen

Merton (1974) trifft die folgenden Annahmen zur Dynamik der Zinsstruktur und des
Unternehmenswerts, zur Finanzierungspolitik des betrachteten Unternehmens und zur

Kapitalmarktform:

1. Die Zinsstrukturkurve verlauft flach und andert sich im relevanten Zeitintervall

[0, 7] nicht. Der entsprechende kurzfristige Kassazinssatz ist durch r gegeben. Die
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Entwicklung des Geldmarktkontos, das den Wert eines revolvierend zum Zinssatz

r angelegten € angibt, wird durch die gewéhnliche Differenzialgleichung
dA(t) = rA(t)dt, (4.1)

mit der Ausgangsbedingung A(0) = 1, beschrieben. Die Losung dieser Differen-
zialgleichung ergibt sich fiir alle ¢ € [0, 7] als A(t) = €"*.

2. Die Unternehmenswertentwicklung folgt einer geometrischen Brown’schen Be-
wegung und wird unter dem subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafl P durch die

stochastische Differenzialgleichung
dV (1) = pV (t)dt + oV (t)dW (t) (4.2)

beschrieben, wobei die Konstanten p, o > 0 die erwartete Momentanrendite und

die Volatilitat des Unternehmenswerts angeben.

3. Das Unternehmen ist neben Eigenkapital in Form eines beschréankt haftenden
Residualanspruchs ausschlieflich mit Fremdkapital in Form eines Zerobonds fi-
nanziert. Die vertraglichen Vereinbarungen zwischen den Kapitalgebern sehen
weiterhin vor, dass es dem Unternehmen bis zur Falligkeit des Zerobonds nicht
erlaubt ist, Ausschiittungen an die Gesellschafter vorzunehmen oder zusatzliche
Finanzierungstitel zu emittieren. Ein Riickkauf der bereits emittierten Finanzie-

rungstitel wird ebenso ausgeschlossen.

4. Der Unternehmenswert und die emittierten Finanzierungstitel sind als Wertpa-
piere verbrieft und werden kontinuierlich auf einem vollkommenen Kapitalmarkt

gehandelt.

Auf Grund des vollkommenen Kapitalmarkts existieren im Merton-Modell keine In-
formations- und Transaktionskosten, einkommen-, gewinn- und vermégenabhangigen
Steuern oder Marktzugangsbeschrankungen. Die Vernachlassigung von Informations-
und Transaktionskosten, letztere beinhalten annahmengemé&fl auch Insolvenzkosten,
sowie von Steuern gewihrleistet, dass neben den Kapitalgebern des Unternehmens
keine weiteren Gruppen wie Insolvenzgerichte oder der Fiskus Anspriiche auf den Un-
ternehmenswert besitzen. Auch gibt es keine Agency-Kosten aus Interessenkonflikten
zwischen Gesellschaftern und Management oder zwischen Gesellschaftern und Glaubi-
gern des Unternehmens. Die bereits in Kapitel 2.1.1 angesprochenen Interessenkonflikte

zwischen Gesellschaftern und Gléaubigern sind im Merton-Modell allerdings schon von
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vornherein ausgeschlossen, da der investitions- und finanzierungspolitische Handlungs-
spielraum des betrachteten Unternehmens stark eingeschrankt ist. So ist das Investi-
tionsrisiko des Unternehmens, das durch die konstante Volatilitdt des Unternehmens-
werts reprasentiert wird, exogen vorgegeben und nicht veranderbar. Auch Ausschiittun-
gen aus Teilliquidationen des Unternehmensvermégens oder aus der zusétzlichen Auf-
nahme gleich- oder vorrangigen Fremdkapitals kénnen nicht vorgenommen werden.
Weiterhin folgt aus der Annahme eines vollkommenen Kapitalmarkts, dass die dort
gehandelten Wertpapiere beliebig teilbar sind und zu gegebenen Marktpreisen in belie-
bigem Umfang ge- und verkauft werden kénnen. Leerverkéufe sind ebenso unbeschrankt
moglich. Die Marktteilnehmer maximieren ihren finanziellen Nutzen, wobei der Grenz-
nutzen strikt positiv ist. Weitere Annahmen an das Risikoverhalten der Marktteilneh-

mer werden nicht getroffen.

4.1.2 Bewertung der Finanzierungstitel

In unternehmenswertbasierten Kreditrisikomodellen werden die von einem Unterneh-
men emittierten Finanzierungstitel als zustandsbedingte Anspriiche auf den Unterneh-
menswert interpretiert und die entsprechenden Zahlungsstrome mit der zufallsabhédngi-
gen Unternehmenswertentwicklung verkniipft. Dabei ist im Merton-Modell wegen der
vereinfachenden Annahmen zur Finanzierungspolitik des betrachteten Unternehmens
nur der Félligkeitszeitpunkt des Zerobonds von Bedeutung. Zwei Szenarien sind in

diesem Zeitpunkt zu unterscheiden:

1. Ist der Unternehmenswert hoher als der Riickzahlungsbetrag des Zerobonds, sind
die Gesellschafter des Unternehmens bereit, zusétzliches Beteiligungskapital zur
Bedienung der Anspriiche der Zerobondinhaber bereitzustellen, da sie die Diffe-
renz aus Unternehmenswert und Riickzahlungsbetrag des Zerobonds gewinnen.
Eine gleichwertige Handlungsalternative der Gesellschafter ist es, die Vermogens-
gegenstinde des Unternehmens zu liquidieren und die Zerobondinhaber auszu-

zahlen.

2. Ist der Unternehmenswert niedriger als der Riickzahlungsbetrag des Zerobonds,
sind die Gesellschafter des Unternehmens nicht gewillt, zusétzliches Beteiligungs-
kapital zur Bedienung der Anspriiche der Zerobondinhaber bereitzustellen, da sie
ansonsten die Differenz aus Unternehmenswert und Riickzahlungsbetrag des Ze-

robonds verlieren wiirden. Auch auflerhalb der Gruppe der Gesellschafter lassen
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sich keine neuen Kapitalgeber finden, die liquide Mittel in entsprechender Héhe

zur Verfligung stellen.

Im ersten Szenario kommt das Unternehmen seinen finanziellen Verpflichtungen ge-
geniiber den Zerobondinhabern nach, so dass kein Kreditausfall auftritt.! Anders im
zweiten Szenario. Die Weigerung der Gesellschafter, zusétzliches Beteiligungskapital
zur Bedienung der Anspriiche der Zerobondinhaber bereitzustellen, fithrt zur Zahlungs-
unfahigkeit des Unternehmens. Durch die Zahlungsunfahigkeit wird eine Neuordnung
der Eigentumsverhéltnisse des Unternehmens nétig, wobei die Frage, ob die Neuord-
nung der Eigentumsverhiltnisse durch eine auflergerichtliche Einigung oder in einem
Insolvenzverfahren erfolgt und die Liquidation oder die Fortfithrung des Unternehmens
nach sich zieht, in diesem Zusammenhang keine Rolle spielt. Im Zuge der Neuordnung
der Eigentumsverhéltnisse erlangen die Zerobondinhaber zwar die Verfiigungsgewalt
iiber das Unternehmen bzw. {iber die Vermégensgegensténde des Unternehmens, erlei-
den aber einen Kreditausfall in Hohe der Differenz aus Riickzahlungsbetrag und Unter-
nehmenswert. Die Gesellschafter gehen bei der Neuordnung der Eigentumsverhédltnisse
leer aus, ihr Privatvermégen kann allerdings auf Grund der beschrankten Haftung
nicht zur vollstandigen Erfiilllung der finanziellen Verpflichtungen des Unternehmens

gegeniiber den Zerobondinhabern herangezogen werden.

Die oben beschriebenen Szenarien bei Falligkeit des Zerobonds lassen sich in den Men-

gen Dy und Dy zusammenfassen:

Dy = {weQ:V(T)> K},

Dy = {weQ:V(T)< K}.
Dabei ist T', T € [0,7T], der Falligkeitszeitpunkt des Zerobonds und K der vertraglich
vereinbarte Riickzahlungsbetrag. Stellt man den Einzahlungsiiberschuss der Gesell-

schafter bei Falligkeit des Zerobonds als Funktion des Unternehmenswerts dar, ergibt

sich
E(T) =max(V(T)— K,0) = (V(T) — K)1p,;. (4.3)

Dies entspricht einem in T filligen européischen Call auf den Unternehmenswert mit

einem Basispreis in Hohe des Riickzahlungsbetrages K des Zerobonds. Alternativ lasst

Letzteres gilt auch, wenn der Unternehmenswert dem Riickzahlungsbetrag des Zerobonds ent-
spricht. Die Eintrittswahrscheinlichkeit eines solchen Szenarios geht auf Grund der stetigen Vertei-
lung des Unternehmenswerts allerdings gegen Null, so dass dieser Fall nicht ausdriicklich beriicksichtigt
wird.



4. UNTERNEHMENSWERTBASIERTE KREDITRISIKOMODELLE 72

sich die Position der Gesellschafter wegen

max(V(T)— K,0) = V(T)— K+ max(K —V(T),0)
= V() K4 (K - V()i (1.4

als Portefeuille aus einer Anwartschaft auf den Unternehmenswert abziiglich des Riick-
zahlungsbetrages K des Zerobonds und aus einem in 7' félligen, gekauften européaischen
Put auf den Unternehmenswert mit Basispreis K interpretieren. Der Einzahlungsiiber-

schuss der Zerobondinhaber bei Félligkeit ihrer Forderung,
D(T,T)= K —max(K - V(T),0) = K — (K = V(T))1(p,, (4.5)

besteht aus dem Riickzahlungsbetrag K abziiglich des Auslibungsgewinns des in T
falligen européischen Puts aus (4.4). Die Zeroboninhaber sind demnach Stillhalter des
Puts. Dieser , Ausfall-Put® wird von den Gesellschaftern nur bei Uberschuldung des
Unternehmens ausgeilibt und reprasentiert aus Sicht der Zerobondinhaber die Gefahr

eines Kreditausfalls.

Abweichend von Merton erfolgt die Bewertung der Anspriiche der Gesellschafter und
der Zerobondinhaber aus (4.3) und (4.5) mittels der Martingalmaf-Technik. Die Ver-
wendung der Martingalmaf-Technik ist zuldssig, da das Merton-Modell ein Spezialfall
des allgemeineren Modellrahmens aus Kapitel 3 ist und insbesondere alle dort genann-
ten Voraussetzungen fiir die Existenz eines eindeutigen dquivalenten Martingalmafles
erfilllt. Durch die Vernachlassigung des Zinsanderungsrisikos ist das daquivalente Mar-
tingalmafB im Merton-Modell definiert als ein zum subjektiven Wahrscheinlichkeitsmaf
aquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf}, unter dem der Prozess fiir die mit dem Geld-
marktkonto diskontierte Unternehmenswertentwicklung einem Martingal folgt. Die sto-
chastische Differenzialgleichung fiir die diskontierte Unternehmenswertentwicklung un-
ter dem subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafl PP 14sst sich unmittelbar aus (3.58) ablesen
oder kann mittels Itds Lemma bestimmt werden. Mit Zy (¢) = e™""V (1) gilt

dZy (t) = (—re_”V(t) + e_”/,LV(tD dt + e_”UV(t)dW(t)
= (u—r)Zy(t)dt + o Zy(t)dW(1). (4.6)

Die Bestimmung des &quivalenten Martingalmafles im Merton-Modell erfolgt unter
Anwendung des Theorems von Girsanov. Ausgehend von einem konstanten Marktpreis
fiir Risiko Ay definiert man anhand der Radon-Nikodym Ableitung

d o 17
Ly =am)=ew{ [ wawvi) -3 [ i)
0 0
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zunachst ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl Q. Der durch

A1) = exp {/Ot Ay dW (s) — %/Ot )\%/ds}

gegebene zugehorige Dichteprozess ist ein Martingal unter P.2 Geméaf dem Theorem

von (Girsanov beschreibt dann
dW (1) = dW (t) — My dt

einen Wiener-Prozess unter Q. Nach der Ersetzung dW(t) = dW(t) + Avdt in (4.6)

erhdlt man fiir die diskontierte Unternehmenswertentwicklung unter Q
dZyv(t) = (p—r)Zv(t)dt + oZy(t)(dW(t) + Avdt)
= (u—r+olv)Zy(t)dt + o Zy(t)dW (). (4.7)

Der zu (4.7) gehorende Prozess folgt einem Martingal, wenn die Driftfunktion dieser

stochastischen Differenzialgleichung den Wert Null annimmt, so dass
dZy (t) = o Zy(t)dW (1) (4.8)
gilt.? Dies ist genau dann erfiillt, wenn der Marktpreis fiir Risiko in (4.7) der Bedingung

p—r—+oly =0
& Av=—(u—r)o! (4.9)

geniigt. Da der Marktpreis fiir Risiko durch Gleichung (4.9) eindeutig bestimmt ist,
stellt das Wahrscheinlichkeitsmafl Q ein eindeutiges &dquivalentes Martingalmafl dar.
Die Unternehmenswertentwicklung unter dem dquivalenten Martingalmafl Q ergibt sich
mit (4.9) als

dV(1) = pV(t)dt + oV (1) (dW (1) + Mvdt)
= (u+ oMV ()t + oV () dW (1)
= PV (O)dl+ oV (1) dW (1), (4.10)

so dass die erwartete Momentanrendite des Unternehmenswerts unter Q dem kurzfri-

stigen Kassazinssatz entspricht.

?Die fiir die Martingaleigenschaft hinreichende Novikov-Bedingung ist wegen Ay = const. erfiillt.
3Auch hier ist die fiir die Martingaleigenschaft hinreichende Novikov-Bedingung wegen ¢ = const.
erfiillt.
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Unter Berticksichtigung der FErgebnisse aus Kapitel 3.3.1.3 gewéhrleistet die . Inver-
tierbarkeit* der Unternehmenswertvolatilitdt gemafl Gleichung (4.9) nicht nur Exi-
stenz eines eindeutigen &quivalenten Martingalmafles im Merton-Modell. Vielmehr
yspannt® der Unternehmenswert den betrachteten Kapitalmarkt auf, so dass sich die
Einzahlungsiiberschiisse der Gesellschafter und der Zerobondinhaber durch selbstfi-
nanzierende Handelsstrategien aus risikoloser Anlage und Verschuldung und Kauf und
Verkauf von Anteilen am Unternehmenswert duplizieren lassen. Dies rechtfertigt die
Anwendung der Martingalmaf-Technik: Bei Arbitragefreiheit entspricht der Markt-
wert eines Finanzierungstitels dem Erwartungswert des diskontierten Einzahlungsiiber-
schusses, berechnet unter dem dquivalenten Martingalmafl Q. Bewertet man die An-
spriiche der Gesellschafter aus (4.3) und die der Zerobondinhaber aus (4.5) mittels der
Martingalmaf-Technik, ergeben sich die heutigen Marktwerte als

E(0) = e TEC [(V(T) = K)1p,] (4.11)
und
D(0,T) = ¢ TEY[K — (K —V(T)1(p,]
= e"TK —eEY[(K - V(T)1py] (4.12)

Zur Berechnung der Erwartungswerte in (4.11) und (4.12) ist die eindeutige Losung der
stochastischen Differenzialgleichung fiir die Unternehmenswertentwicklung aus (4.10)

heranzuziehen. Diese lautet
2
V(t)=V(0)exp { (r — %) t+ UW(Z‘)} \ (4.13)

wie sich mit [tos Lemma nachweisen lasst. Aus Gleichung (4.13) geht hervor, dass der

Unternehmenswert lognormalverteilt ist und der logarithmierte Unternehmenswert

2

InV(t) = InV(0) + (r - %) t+oW(t) (4.14)
einer Normalverteilung mit Erwartungswert

E[lnV(1)] = InV(0) + (r - g) [ (4.15)

1Vgl. Satz MM1 bzw. Gleichung (5.7). Unter Verwendung von Gleichung (3.80) und (3.81)
aus Kapitel 3.3.1.3 ldsst sich das entsprechende Duplikationsportefeuille bestimmen. Es besteht im

Zeitpunkt ¢ = 0 aus hy(0) = % ge- oder verkauften Anteilen am Unternehmenswert und
hy(0) = M(0) — ¢(0)o~? risikolos angelegten oder aufgenommenen €. Je nachdem, ob der Ein-
zahlungsiiberschuss der Gesellschafter oder der der Zerobondinhaber dupliziert werden soll, ist M (0)
durch (4.11) oder (4.12) gegeben. Es ldsst sich weiterhin zeigen, dass hy (0) der Ableitung dieser
Bewertungsgleichungen nach V(0) entspricht und somit das aus der Duplikation von Aktienoptionen

bekannte , Delta® darstellt. Die Losungen der Bewertungsgleichungen werden in Satz Ul angegeben.



4. UNTERNEHMENSWERTBASIERTE KREDITRISIKOMODELLE 75

und Standardabweichung

V/Var[InV (t)] = /Var[eW (t)] = o/t (4.16)

gehorcht. Dies erlaubt es, die Bewertungsgleichungen (4.11) und (4.12) unter Verwen-
dung der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung analytisch zu 16sen, wie

der nachfolgende Satz zeigt.

Satz Ul [Marktwerte der Finanzierungstitel]. Die Marktwerte von Figenkapital und
Zerobond gemdf Gleichung (4.11) und (4.12) sind gegeben durch

E0) = V(0)®(d,) — e T K®(dy)
und
D0, 1) = V(0)®(—dy) + e T Kd(dy),
mat

In <%> + %T
diy =

O(-) ist die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilunyg.

Beweis: Mit der Bewertungsformel fiir einen européischen Call aus (6.18) im Anhang
ergibt sich der Marktwert des Eigenkapitals. Der Marktwert des Zerobonds kann mit
der Bewertungsformel fiir einen européischen Put aus (6.21) im Anhang als D(0,7T) =
e TK — e TK®(—dy) + V(0)®(—d;) bestimmt werden. Unter Beriicksichtigung der
Symmetrie der Normalverteilung folgt D(0,7T) = ¢ " T K®(dy) + V(0)®(—d;). O

Satz Ul sagt aus, dass die Bewertung der Finanzierungstitel im Merton-Modell mit den
bereits von Black/Scholes (1973) hergeleiteten Formeln fiir europédische Calls und Puts
auf dividendenlose Aktien vorgenommen werden kann. Lediglich eine Anpassung der
entsprechenden Variablen ist notwendig. Diese Analogie wird im Wesentlichen durch
die Vernachlassigung des Zinsédnderungsrisikos, die einfache Kapitalstruktur und die
Einschrankung des investitions- und finanzierungspolitischen Handlungsspielraums des
betrachteten Unternehmens sowie die Handelbarkeit des Unternehmenswerts , erkauft®.
Wiéhrend die ersten Annahmen spéter gelockert werden, kann die letzte Annahme nicht
aufgegeben werden, ohne die grundsétzliche Vorgehensweise bei der Lésung des Bewer-
tungsproblems in Frage zu stellen. Die Nicht-Handelbarkeit des Unternehmenswerts
bedeutet, dass der Unternehmenswert nicht als Wertpapier verbrieft ist und Anteile

am Unternehmenswert auf dem Kapitalmarkt nicht kontinuierlich gehandelt werden
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kénnen. Dies entspricht etwa einer Situation, in der die emittierten Finanzierungstitel
auf dem Kapitalmarkt in beliebigem Umfang kontinuierlich ge- und verkauft werden
konnen, die Vermogensgegenstande des Unternehmens aber nur als Ganzes und/oder
nur bei Falligkeit des Zerobonds zu verduflern sind. Der Unternehmenswert als Markt-
wert der Vermogensgegenstéande des Unternehmens ist zwar beobachtbar, die Einzah-
lungsiiberschiisse der Gesellschafter und der Zerobondinhaber lassen sich aber nicht
durch selbstfinanzierende Handelsstrategien aus risikoloser Anlage und Verschuldung
und Kauf und Verkauf von Anteilen am Unternehmenswert duplizieren. Eine Bewertung
der Finanzierungstitel mittels der Martingalmaf-Technik, so wie sie bisher diskutiert

wurde, ist in diesem Fall nicht durchfiihrbar.

In der Literatur finden sich verschiedene Losungsvorschliage fiir das Problem der Nicht-
Handelbarkeit des Unternehmenswerts. So kann unter Verwendung der Ergebnisse von
Rubinstein (1976) und Brennan (1979) gezeigt werden, dass die Bewertungsformeln fiir
die Finanzierungstitel aus Satz Ul auch in einem Modell mit lediglich zwei Handels-
zeitpunkten, heute und dem Félligkeitszeitpunkt des Zerobonds, gelten. Voraussetzung
dafiir ist allerdings, dass der Unternehmenswert und das aggregierte Vermogen aller
Marktteilnehmer bei Falligkeit des Zerobonds bivariat normal- oder lognormalverteilt
sind und der repriasentative Marktteilnehmer ein bestimmtes Risikoverhalten besitzt.
Letzteres ist der entscheidende Unterschied zur bisherigen Vorgehensweise, die ohne ex-
plizite Annahmen beziiglich des Risikoverhaltens der Marktteilnehmer ausgekommen
ist. Es bleibt somit festzuhalten, dass die so genannte . praferenzfreie* Bewertung der
Finanzierungstitel im Merton-Modell auf die Handelbarkeit des Unternehmenswerts

zuriickzufiithren ist.’

4.1.3 Komparative Statik der Credit-Spreads

Auf den Kapitalmérkten wird das Kreditrisiko von Unternehmensanleihen iiblicherwei-
se anhand der als Credit-Spreads bezeichneten bonitatsinduzierten Renditedifferenzen
beurteilt. Der Credit-Spread einer kreditrisikobehafteten Anleihe ist definiert als die
Differenz zwischen der Rendite der Anleihe, ermittelt auf Basis der versprochenen

Zins- und Tilgungszahlungen und der Rendite einer in allen Ausstattungsmerkmalen

®Auch wenn im Merton-Modell keine expliziten Annahmen beziiglich des Risikoverhaltens der
Marktteilnehmer getroffen werden, stellt sich dennoch die Frage, welche impliziten Annahmen mit der
vorgegebenen Dynamik und der unterstellten Handelbarkeit des Unternehmenswerts verbunden sind.
Anders formuliert: Wie ldsst sich ein Kapitalmarktgleichgewicht modellieren, wenn die Entwicklung
des kontinuierlich gehandelten Unternehmenswerts der stochastischen Differenzialgleichung aus (4.2)
folgt? Mit dieser Frage beschaftigt sich unter anderem Bick (1987, 1990).
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identischen, aber kreditrisikolosen Anleihe. Ceteris paribus nimmt der Credit-Spread
zu, wenn das Kreditrisiko der Anleihe steigt. Dies liegt darin begriindet, dass sich ein

héheres Kreditrisiko nachteilig auf den Marktwert der Anleihe auswirkt und Marktwert

und Rendite der Anleihe in einem inversen Verhaltnis stehen.®

Das Merton-Modell besitzt den Vorteil, dass es eine relativ einfach zu handhabende
Formel fiir den Credit-Spread eines Zerobonds liefert. Fiir eine gegebene Restlauf-
zeit von T' Jahren ist zundchst die Rendite des kreditrisikobehafteten Zerobonds pro
Jahr unter Beriicksichtigung des vertraglich vereinbarten Riickzahlungsbetrages durch

Auflésen der Gleichung
D(0,T) = e ?TK (4.17)

nach Yp zu ermitteln, wobei D(0,7') den Marktwert des Zerobonds aus Satz Ul angibt.
Die durch Yy symbolisierte Rendite eines in allen Ausstattungsmerkmalen identischen,

aber kreditrisikolosen Zerobonds pro Jahr lasst sich aus der Gleichung
P(0,T) = e Yo7 (4.18)

bestimmen. Dabei ist P(0,7T') der Preis des kreditrisikolosen Zerobonds nach Normie-
rung des Riickzahlungsbetrages auf einen €. Der Preis dieses Zerobonds ergibt unter
Beriicksichtigung der im Merton-Modell flach verlaufenden Zinsstrukturkurve bei Ar-
bitragefreiheit des Kapitalmarkts als

P0,T)=¢"T. (4.19)

Dies zeigt, dass die Rendite des kreditrisikolosen Zerobonds im Merton-Modell mit dem
kurzfristigen Kassazinssatz iibereinstimmt. Der Credit-Spread des kreditrisikobehafte-
ten Zerobonds wird dann mittels der Renditen aus (4.17) und (4.18) in Verbindung
mit (4.19) als
1 D(0,T
A0, T)=Yp =Yy = —Tln <%> —r (4.20)
berechnet. Er ist somit eine Funktion des Unternehmenswerts V/(0), des Riickzahlungs-

betrages K, der Unternehmenswertvolatilitit o und des kurzfristigen Kassazinssatzes r.

Tabelle 4.1 zeigt die Ergebnisse einer komparativ-statischen Analyse der Credit-Spreads

von Zerobonds beziiglich der oben genannten Bestimmungsgréflen. Die Tabelle enthilt

In der Literatur wird der Credit-Spread hiufig als ,,default risk premia“ (,, Ausfallrisikoprimie®)
bezeichnet, obwohl die Rendite der kreditrisikobehafteten Anleihe auf Basis der versprochenen und
nicht der erwarteten Zins- und Tilgungszahlungen ermittelt wird.
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Credit-Spreads im Merton-Modell

(in Bp p.a.)
Ausgangsdaten: » = 0,05, V(0) = 100, o = 0,25

Verschuldungsgrad 30 % | Verschuldungsgrad 50 % | Verschuldungsgrad 70 %
Restlaufzeit in Jahren Restlaufzeit in Jahren Restlaufzeit in Jahren

5 10 20 5 10 20 5 10 20

Ausgangsdaten
3,27 9,70 13,84 | 33,10 39,71 3416 | 107,10 85,27 57,28

Parameter o

0,20 0,28 1,54 2,78 8,89 12,73 10,98 48,58 38,70 23,67

0,30 14,27 29,87 37,25 76,20 82,76 71,03 | 183,03 145,91 103,55
Parameter r

0,02 6,93 23,06 39,40 57,69 78,94 82,55 | 166,91 152,89 125,77

0,08 1,45 3,63 3,92 17,99 18,04 11,64 65,51 43,40 21,84

Tabelle 4.1: Komparative Statik der Credit-Spreads im Merton-Modell

die in Basispunkten pro Jahr (Bp p.a.) angegebenen Credit-Spreads von Zerobonds mit
Restlaufzeiten von 5, 10 und 20 Jahren. Die Zerobonds sind nach dem aktuellen Ver-
schuldungsgrad des emittierenden Unternehmens, definiert als das Verhéltnis zwischen
dem Riickzahlungsbetrag K und dem Unternehmenswert V(0), in drei Kreditrisiko-
klassen eingeteilt. Betrachtet werden zunéchst Credit-Spreads fiir die Ausgangsdaten.
Abbildung 4.1 als grafische Darstellung der entsprechenden Credit-Spread-Kurven im
Restlaufzeitintervall von 0 bis 20 Jahren ergdnzt die punktweisen Angaben aus Ta-
belle 4.1 fiir diese Datenkonstellation. Dabei wird deutlich, dass der Credit-Spread
eines Zerobonds unabhéngig von der Restlaufzeit mit hoherem Verschuldungsgrad des
emittierenden Unternehmens zunimmt. Ein Verschuldungsgrad von 30 % kennzeichnet
somit ein niedriges Kreditrisiko, wihrend Verschuldungsgrade von 50 % und 70 % ein

mittleres und ein hohes Kreditrisiko fiir die Zerobondinhaber bedeuten.

Die in Abbildung 4.1 dargestellte Zeitstruktur der Credit-Spreads wird von den Ab-
hangigkeiten zwischen dem Marktwert und der Restlaufzeit des emittierten Zerobonds
bestimmt. Dabei entspricht der Marktwert des Zerobonds im Merton-Modell dem Bar-
wert des Riickzahlungsbetrages abziiglich des Werts des Ausfall-Puts. Der Ausfall-Put,
der fiir die hier betrachteten Verschuldungsgrade kleiner 100 % ,aus dem Geld“ ist,
wird bei einer kurzen Restlaufzeit mit hoher Wahrscheinlichkeit nicht ausgeiibt. Mit
langerer Restlaufzeit wird die Auslibung wahrscheinlicher und der Wert des Ausfall-
Puts steigt, was sich marktwertmindernd auf den Zerobond auswirkt. Die hohere

Ausiibungswahrscheinlichkeit des Ausfall-Puts ist auf die grofiere Schwankungsbreite
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A(0,T) in Bp p.a.

110 +
90 |
Verschuldungsgrad 70 %
70 |
50 Verschuldungsgrad 50 %
30 |
Verschuldungsgrad 30 %
10
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ » T"in Jahren
0 5 10 15 20

Abbildung 4.1: Credit-Spread-Kurven im Merton-Modell

des Unternehmenswerts bei Falligkeit des Zerobonds zurtickzufithren. Gemessen wird
die Schwankungsbreite anhand der Standardabweichung des logarithmierten Unterneh-

menswerts in diesem Zeitpunkt, die sich unter Verwendung von (4.16) als

VVar[lnV(T)] = oV/T (4.21)

berechnen ldsst und mit lingerer Restlaufzeit zunimmt.” Weiterhin ist zu beachten, dass
mit einer ldngeren Restlaufzeit der Barwert des Riickzahlungsbetrages des emittierten
Zerobonds sinkt. Dies wirkt sich einerseits marktwerterh6hend auf den Zerobond aus,
da der Wert des Ausfall-Puts sinkt. Andererseits besitzen die Zerobondinhaber eine
Anwartschaft auf den Riickzahlungsbetrag, so dass bei einer langeren Restlaufzeit der

Marktwert des Zerobonds wiederum sinkt.

Da die beschriebenen Abhéngigkeiten teilweise in unterschiedliche Richtungen wirken,
ist von vornherein nicht klar, welche Auswirkungen eine lingere Restlaufzeit auf den
Marktwert des emittierten Zerobonds hat und wie sich demzufolge die Zeitstruktur der
Credit-Spreads darstellt. Abbildung 4.1 zeigt, dass der Credit-Spread fiir einen Ver-
schuldungsgrad von 30 % mit langerer Restlaufzeit steigt. Fir einen Verschuldungs-

grad von 50 % und 70 % weitet sich der Credit-Spread zunéchst mit langerer Rest-

"Die Standardabweichung des logarithmierten Unternehmenswerts ist unter dem Martingalmaf
und unter dem subjektiven WahrscheinlichkeitsmaB gleich, da der Ubergang zwischen #quivalenten
WahrscheinlichkeitsmafBen unter Verwendung des Theorems von Girsanov nur die Driftfunktion eines
stochastischen Prozesses betriflt.
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©(0,7) in Bp p.a.

10
Verschuldungsgrad 50 %
5 |
Verschuldungsgrad 30 %
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—5 1 Verschuldungsgrad 70 %

Abbildung 4.2: Theta der Credit-Spreads im Merton-Modell

laufzeit aus, um ab einer gewissen Restlaufzeit wieder zu sinken. Dabei ist der ,,buck-
lige® Verlauf der Credit-Spread-Kurven ausgepragter, je hther der Verschuldungsgrad
des Unternehmens ist. Aus mathematischer Sicht ausschlaggebend fiir den Verlauf der
Credit-Spread-Kurven ist die Ableitung des Credit-Spreads nach der Restlaufzeit des
Zerobonds, die unter Beriicksichtigung von (4.20) als

OA(0,T)
aT
definiert wird. Abbildung 4.2 stellt das so genannte ,, Theta® des Credit-Spreads aus

(4.22) im Restlaufzeitintervall von 2,5 bis 20 Jahren fiir das Ausgangsszenario dar. Fiir

0(0,7) = (4.22)

einen Verschuldungsgrad von 30 % besitzt das Theta ein positives Vorzeichen, wihrend
es fiir einen Verschuldungsgrad von 50 % und 70 % im kurzen Restlaufzeitbereich po-
sitive und bei lingeren Restlaufzeiten negative Werte annimmt.® Nicht abgebildet sind
die Credit-Spread-Kurven iiberschuldeter Unternehmen, d.h. von Unternehmen mit
einem Verschuldungsgrad grofer 100 %. In diesem Fall erzeugt das Merton-Modell im-
mer fallende Credit-Spread-Kurven. Die formale Begriindung dafiir liefert wiederum

das Theta des Credit-Spreads, das restlaufzeitunabhingig ein negatives Vorzeichen

8Fiir Restlaufzeiten kleiner 2,5 Jahre ist das Theta fiir einen niedrigen Verschuldungsgrad
anndhernd Null, fiir einen mittleren und hohen Verschuldungsgrad zunéchst stark ansteigend und
dann stark fallend. Da das Theta insbesondere fiir einen hohen Verschuldungsgrad in diesem Rest-
laufzeitbereich sehr grofle Werte annimmt, wurden die entsprechenden Kurven nicht abgebildet. Von
Interesse sind in erster Linie die Bereiche, in denen das Theta sein Vorzeichen wechselt und sich somit
das Steigungsverhalten der Credit-Spread-Kurven dndert.
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aufweist.

Aus Tabelle 4.1 lasst sich ablesen, welche Auswirkungen Anderungen der Unterneh-
menswertvolatilitdt o und des kurzfristigen Kassazinssatzes r auf den Credit-Spread
eines Zerobonds haben. Dabei kann man feststellen, dass unabhéngig vom Verschul-
dungsgrad des Unternehmens und der Restlaufzeit des Zerobonds der Credit-Spread
steigt (sinkt), wenn o zunimmt (abnimmt) bzw. r abnimmt (zunimmt). Die Auswirkun-
gen einer Anderung der Unternehmenswertvolatilitit sind dadurch zu erkliren, dass die
Ausiibungswahrscheinlichkeit des Ausfall-Puts mit zunehmendem o steigt. Der Wert
des Ausfall-Puts erhoéht sich, was einen sinkenden Marktwert des Zerobonds und einen
steigenden Credit-Spread zur Folge hat. Der umgekehrte Effekt tritt bei abnehmendem
o auf. Um die Auswirkungen einer Anderung des kurzfristigen Kassazinssatzes analy-
sieren zu kénnen, ist zu beachten, dass mit zunehmendem r der Barwert des Riickzah-
lungsbetrages des Zerobonds sinkt. Dies fithrt einerseits zu einem niedrigeren Wert des
Ausfall-Puts, so dass der Marktwert des Zerobonds steigt und der Credit-Spread sinkt.
Wie bereits erwahnt, besitzen die Zerobondinhaber aber auch eine Anwartschaft auf
den Riickzahlungsbetrag, was bei zunehmendem r zu einem sinkenden Marktwert des
Zerobonds und zu einem steigenden Credit-Spread fithrt. Allerdings scheint der zuletzt
genannte Effekt dominiert zu werden. Ein abnehmender kurzfristiger Kassazinssatz
wirkt entgegengesetzt. Anzumerken bleibt, dass die Zeitstruktur der Credit-Spreads
bei Anderungen der Unternehmenswertvolatilitiat und des kurzfristigen Kassazinssat-
zes im Wesentlichen erhalten bleibt, auch wenn dies aus den punktweisen Angaben
in Tabelle 4.1 nicht unmittelbar hervor geht. So weisen die Credit-Spread-Kurven wie
im Ausgangsszenario fiir einen Verschuldungsgrad von 30 % einen steigenden und fiir

Verschuldungsgrade von 50 % und 70 % einen buckligen Verlauf auf.



4. UNTERNEHMENSWERTBASIERTE KREDITRISIKOMODELLE 82

4.2 Beriicksichtigung des Zinsdnderungsrisikos

4.2.1 Annahmen

Merton unterstellt eine flach verlaufende Zinsstrukturkurve, die sich im Zeitablauf nicht
dandert. Diese Vereinfachung wird jetzt aufgegeben und eine zufallsabhidngige Entwick-
lung der Zinsstruktur zugelassen. Das Zinsdnderungsrisiko wird durch das in Kapitel
3.1.2.2 vorgestellte Gaufi’sche 1-Faktor-Zinsstrukturmodell von Vasicek (1977) erfasst.
Im Vasicek-Modell wird die Dynamik des kurzfristigen Kassazinssatzes unter dem sub-

jektiven Wahrscheinlichkeitsmafl P durch die stochastische Differenzialgleichung
dr(t) = k(B — r(t))dt + ndW,(1), (4.23)

mit &, 3,n > 0, beschrieben. Die Entwicklung des Geldmarktkontos ist ebenfalls zu-
fallsabhangig und fiir alle ¢ € [0, 7] durch A(?) = el (985 gegeben. Fiir die Dynamik

der Preise kreditrisikoloser Zerobonds gilt
dP(t,T) = (r(t) + b(t, T)) P(t, T)dt + a(t, T)P(t, T)dW,(1), (4.24)
mit
a(t,T) = —g (1 — e rT=9)

Der Ausdruck b(¢,T') gibt die erwartete momentane Risikopramie eines kreditrisikolo-
sen Zerobonds mit Restlaufzeit T'—¢ an, wobei t < T und T € [0, 7] gilt, \/a*(t,T) re-
prasentiert die Volatilitat des Zerobonds. Die Dynamik des Unternehmenswerts geniigt

unter P der stochastischen Differenzialgleichung

dV(t) = u()V(t)dt + opV' (1) )+ oy/1 = p2V (1) dWy (1 (4.25)

mit 0 > 0 und —1 < p < 1. Der Term p(¢) als erwartete Momentanrendite des Unter-
nehmenswerts ist im Unterschied zum Modell von Merton nicht notwendigerweise kon-
stant, erfiilllt aber die Regularitdtsbedingungen aus Annahme AAJ1 in Kapitel 3.2.1.
Der Term o stellt weiterhin die Unternehmenswertvolatilitit dar.? Die Konstante p als
y,momentaner Korrelationskoeffizient® erfasst die stochastische Abhéngigkeit zwischen

der Entwicklung des Unternehmenswerts und des kurzfristigen Kassazinssatzes.'

%Fs gilt \/o2p2 + 02(1 — p?) = 0.

0Dabei wird der Fall einer vollkommen positiven oder negativen Korrelation zwischen Unterneh-
menswert und kurzfristigem Kassazinssatz, d.h. p = 1 oder p = —1, zunéchst ausgeschlossen. In diesem
Fall beeinflusst lediglich der durch W, (t) beschriebene Wiener-Prozess die Entwicklung des Unterneh-
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Die von Merton getroffenen Annahmen zur Finanzierungspolitik des betrachteten Un-
ternehmens und zur Kapitalmarktform werden beibehalten, da in diesem Kapitel aus-
schlielich die Wirkungen einer Beriicksichtigung des Zinsanderungsrisikos zu untersu-

chen sind.

4.2.2 Bewertung der Finanzierungstitel

Die Einzahlungsiiberschiisse der Gesellschafter und der Zerobondinhaber unterschei-
den sich nicht von denen aus dem Merton-Modell. Bei Félligkeit des emittierten Zero-
bonds im Zeitpunkt T' gelten daher weiterhin die Gleichungen (4.3) und (4.5). Auch
die Bewertung dieser Anspriiche soll mittels der Martingalmaf-Technik erfolgen. Die
Anwendung der Martingalmaf-Technik im hier vorgestellten Modell ist zuléssig, da es
wie das Merton-Modell ein Spezialfall des allgemeineren Modellrahmens aus Kapitel 3
ist. Zur Bestimmung eines dquivalenten Martingalmafles wird erneut auf das Theorem
von Girsanov zuriickgegriffen. Geht man beispielsweise von konstanten Marktpreisen
fiir Risiko A, und Ay aus, ldsst sich durch die Radon-Nikodym Ableitung

dQ T . L7y
0 0

ein zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafl Q definieren.!! Der durch

sty =eso{ [0 an it -5 [0+ x5) as)

gegebene zugehorige Dichteprozess ist ein Martingal unter P.'? Gemafi dem Theorem

von Girsanov werden durch

AW, (t) = dW,(t) — \.dt

menswerts und des kurzfristigen Kassazinssatzes als Stérgréfie und der vorliegende Modellrahmen re-
duziert sich auf ein Ein-Faktor-Modell. Die aufgefithrten Annahmen zur Entwicklung der Zinsstruktur
und des Unternehmenswerts orientieren sich an der Arbeit von Shimko/Tejima/van Deventer (1993).
Allerdings wurde die Darstellung der Unternehmenswertentwicklung an den Modellrahmen aus Kapi-
tel 3 angepasst. So unterstellen Shimko/Tejima/van Deventer, dass die erwartete Momentanrendite
des Unternehmenswerts konstant ist und nur ein Wiener-Prozess als Storgrofle die Unternehmens-
wertentwicklung bestimmt. Dieser Wiener-Prozess und der Wiener-Prozess aus der Entwicklung des
kurzfristigen Kassazinssatzes sind stochastisch abhangig. Vgl. Shimko et al. (1993): S. 59ff.

1Die Annahme konstanter Marktpreise fiir Risiko ist fiir den hier vorgestellten Modellrahmen
charakteristisch. Vgl. etwa Brennan/Xia (2000), die in ihrem Modell der intertemporalen Portefeuil-
leoptimierung auf einen vergleichbaren Modellrahmen zuriickgreifen.

12Die fiir die Martingaleigenschaft hinreichende Novikov-Bedingung ist wegen A, = const. und Ay =
const. erfiillt.
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und
AWy (t) = dWy (t) — Ay dt

voneinander unabhingige Wiener-Prozesse unter Q beschrieben. Die Prozesse fiir die
diskontierte Preisentwicklung der kreditrisikolosen Zerobonds und die diskontierte Un-
ternehmenswertentwicklung lassen sich unmittelbar aus (3.14) und ablesen (3.58). Mit
Zp(t,T) = e Jor dsP(t T) und Zy(t) = e Jor dSV( ) ergeben sich nach Ersetzen
von dWr(t) = dW,(t) + A\,dt und dWV(t) = dWy(t) + Avdt die stochastischen Diffe-

renzialgleichungen

dZp(t,T) = b(t,T)Zp(t, T)dt + a(t, T)Zp(t, T) (dW,(t) + \dt)
(b(t,T) + a(t, T)\) Zp(t, T)dt + a(t, T) Zp(t, T)dW,(t) (4.26)

und

dzy(t) = (u(t) = r(t)Zv(t)di + opZy(t) (dW.(t) + Andi)
+o\/1 = p2Zy (1) (dWy (1) + Avdt)
= (() r(t) + apA, +0mAv> Zy (t)dt + opZy (t)dW, (1)
to/1 = p?Zy (1) dWy (1 (4.27)

Die durch (4.26) und (4.27) bestimmten Prozesse sind Martingale, wenn die Driftfunk-

tionen der stochastischen Differenzialgleichungen den Wert Null annehmen, so dass
dZp(t,T) = a(t,T)Zp(t,T)dW,(1)
und
dZv(t) = opZy(t) )+ /1 — p2Zy (1) dWy (1

gilt.!? Das Wahrscheinlichkeitsmafl @ stellt somit ein dquivalentes Martingalmal dar,
wenn die Marktpreise fiir Risiko in (4.26) und (4.27) die Bedingungen

b(t,T) = —a(t, T)\, = L (1 — e T=) x| (4.28)

K

fir alle "> 0 und t < T, sowie

u(t) —r(t) = —opA, — o/ 1 — p?iv, (4.29)

13Die fiir die Martingaleigenschaft hinreichende Novikov-Bedingung ist in beiden Féllen auf Grund
der ausschlieBlich zeitabhéngigen bzw. konstanten Volatilitéat erfiillt.
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fir alle ¢ > 0, erfiillen. Um mittels des Gleichungssystems (4.28)—(4.29) eindeutige
Marktpreise fiir Risiko und ein eindeutiges dquivalentes Martingalmafl bestimmen zu
kénnen, miissen entsprechend der Vorgehensweise in Kapitel 3.3.1.3 zwei Benchmark-
Wertpapiere ausgewdhlt werden. Dazu bieten sich der kreditrisikolose Zerobond, der
denselben Falligkeitszeitpunkt T wie der vom betrachteten Unternehmen emittierte

Zerobond besitzt, und der Unternehmenswert an. In kompakterer Schreibweise ergibt
sich dann fiir das Gleichungssystem (4.28)-(4.29)

( L, T) )_(_ (1 ety g )(—)\r>
p(t) —r(t) B ap ar/1 — p? “Mv )

Das Gleichungssystem ist genau dann eindeutig 16sbar, wenn die 2x2-Volatilitatsmatrix

x|

invertierbar ist. Die Berechnung der Determinante der Volatilitdtsmatrix als

1 (1-— e_”(T_t)) co/1—=p2=0-0p #£0,
K

fiir alle n,k,0 > 0 und —1 < p < 1, zeigt, dass die Volatilitatsmatrix invertierbar ist
und somit eindeutige Marktpreise fiir Risiko sowie ein eindeutiges d&quivalentes Martin-
galmaf} existieren. Die Preisentwicklung des kreditrisikolosen Zerobonds und die Ent-
wicklung des Unternehmenswerts unter dem &quivalenten Martingalmafl Q ist unter

Verwendung von (4.28) und (4.29) durch

dP(t,T)=r(t)P(t,T)dt —nB(t, T)P(t,T)dW,(t) (4.30)
bzw.
dV(t) = r(O)V(t)dt + opV (£)dW,.(t) + o/ 1 — p2V (t)dWy (1) (4.31)

gegeben, so dass die erwartete Momentanrendite des kreditrisikolosen Zerobonds und
des Unternehmenswerts unter Q dem kurzfristigen Kassazinssatz entspricht. Die Ent-

wicklung des kurzfristigen Kassazinssatzes unter Q lésst sich nach Ersetzen von dWr(t) =

dW,(t) + A.dt in (4.23) durch die stochastische Differenzialgleichung
dr(t) =k (r —r(t))dt + ndW.(t), (4.32)

mit 7 = 3 + nA,/k, beschreiben.'*

Wie in Kapitel 3.3.1.3 fiir den allgemeineren Modellrahmen gezeigt wurde, gewéhrlei-

stet die Invertierbarkeit der Volatilitatsmatrix nicht nur die Existenz eines eindeutigen

14Vgl. auch Gleichung (3.43) in Kapitel 3.1.2.2.
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aquivalenten Martingalmafles, sondern auch, dass die Benchmark-Wertpapiere den be-
trachteten Kapitalmarkt ,aufspannen®. Die Einzahlungsiiberschiisse der Gesellschafter
und der Zerobondinhaber kénnen demzufolge durch selbstfinanzierende Handelsstrate-
gien aus risikoloser Anlage- und Verschuldung und Kauf und Verkauf der Benchmark-
Wertpapiere dupliziert werden. Eine Bewertung der Anspriiche der Gesellschafter und
der Zerobondinhaber mittels der Martingalmaf-Technik ist gerechtfertigt. Bei Arbitra-
gefreiheit ergeben sich die heutigen Marktwerte von Eigenkapital und Zerobond als

E(0) = B© [e—foT“s)ClS(V(T) - 1()1{171}} (4.33)
und
D0, T) = E° [e— Jol ro)s (| — (K — V(T))1{D2})}
= BO [l O] K BO[em O (K — V(T))1p,)]
— P(0,T)K — E° {e—foT“S)dS(K - V(T))1{D2}} 15 (4.34)
Dabei sind Dy und Dy wie im Merton-Modell definiert. P(0,T) symbolisiert den heu-

tigen Preis eines kreditrisikolosen Zerobonds mit Falligkeitszeitpunkt 7" im Vasicek-

Modell, der unter Verwendung von Gleichung (3.47) als
P(Ov T) = exp {A(Ov T) - T(O)B(Ov T)} ) (435)

mit
A0, T) = (Z—z - r) (T — B(0,T)) — gBQ(O,T)
und

B(0,T) = ! (1—erT)

K

bestimmt werden kann.

Durch die Beriicksichtigung des Zinsanderungsrisikos ist die Berechnung der Erwar-
tungswerte aus (4.33) und (4.34) verglichen mit dem Modell von Merton schwieriger,
kann allerdings durch den in Kapitel 3.3.2.1 beschriebenen Wechsel auf das Forwardmaf}
QT vereinfacht werden. Da der Terminkurs des Unternehmenswerts zum Liefertermin

T im Zeitpunkt T' gerade dem Unternehmenswert in diesem Zeitpunkt entspricht, so

dass Fy(T,T)=V(T) gilt, ergibt sich fiir (4.33) und (4.34)

E(0) = P(0,T)EY" [(Fy(T,T) — K)1(p,] (4.36)

15Vgl. Satz MM1.
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und
D(0,T) = P(0,T)K — P(0,T)EX" [(K — Fy(T,T))1(p,] .1 (4.37)
Die Mengen D; und D, sind definiert als

Dy = {weQ: ”(T,T)> K},
Dy = {weQ: F(T,T) < K},

Die Terminkursentwicklung des Unternehmenswerts unter dem Forwardmaf Q7 fiir
den hier vorgestellten Modellrahmen kann unmittelbar aus Satz T3 abgeleitet werden.

Es gilt

Fy(t,T) = Fy(0,T exp{——Z/ (oi(s (5,7)) ds
+Z/ oi(s (s,T)dWT(s )} (4.38)

dFy(t,T) = Z(ai(t) —a;(t,T))Fv(t, T)me(t), (4.39)
mit

W =W oty =op, a(t,T)=—2(1—e ),

r

Dabei werden durch dW7Z(¢) und dW{(¢) voneinander unabhingige Wiener-Prozesse
unter QT beschrieben. Der Ausdruck \/Ele(ai(t) — a;(t,T))? gibt die Volatilitat des

Terminkurses des Unternehmenswerts an. Da sdmtliche Integranden in (4.38) aus-

schlielich zeitabhdngig sind, ist der Terminkurs des Unternehmenswerts lognormal-
verteilt unter dem Forwardmafl Q7, der logarithmierte Terminkurs gehorcht einer Nor-
malverteilung.!” Als weitere Vereinfachung von Bewertungsproblemen in einem solchen
Modellrahmen wurde in Kapitel 3.3.2.2 ein Zeitwechsel vorgeschlagen. Die entsprechen-

de ,,Zeittransformationsvariable* lasst sich fiir alle ¢ € [0, T] bestimmen als

ct) = Z/O(Ui(s)—ai(s,T))st.

16Vgl. Satz T2.
17Vgl. Satz A8 im Anhang.
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Unter Beriicksichtigung der Parameter aus (4.39) ergibt sich

o) = /Ot <0p+ g (1 _e_H(T—s>)>2d5 +/t <am>2d8

= <0',0 + o2 —0,0 t—I—Zﬂ/ l—e” _5>ds—|—77— (1—6_”(T_5)>2d5

= 2Py QTP [ (T3 g —|——t—2—/
0

K

K
2 t

_I_n_Q/ e—QH(T—s)dS
K™ Jo

2 ¢ 2 t
= <02 + 27PN + 77—2> t— 2ﬂ6_”T/ eds — ZU—ZG_HT/ e ds
K K K 0 K 0

772 t
_I__€—2HT/ e?ﬁst‘
0

K2

Berechnen der Integrale und Zusammenfassen der Terme fithrt zu

1 1 2 1 1
C(t) — ( _|_2 P77_|_77>t_201077 —HT(_eﬁt__>_277_2€ T(_em‘__>
K2 K K K K K
2
77_ —2xT l 2kt i
+/<;2€ (/ie 2/<;>
- ( ) '077+ )t—2@<
K
k2 \ Kk K
2
_ (Uz L 9TP 77_2> <2ﬂ N 277_> (=T _ =T
K K

0
_|_§ ( —2x(T—t) _ 6—25T> ‘ (4.40)

Der lognormalverteilte Terminkurs des Unternehmenswerts unter dem Forwardmafl Q7

|3 x| =
| W a
N

geniigt nach dem Zeitwechsel demzufolge
1
Fy(t,T)= Fy(0,T)exp {—§C(t) + W(C(t))} ) (4.41)

fiir alle t € [0, T]. Dabei stellt W(s) einen (eindimensionalen) Wiener-Prozess beziiglich
der zeittransformierten Filtration {F(s) : s € [0,T°]}, mit T = C(T), dar. Der

logarithmierte Terminkurs des Unternehmenswerts
1
InFy(t,T)=InFy(0,T) — §C(t) + W(C(t)) (4.42)
ist normalverteilt mit Erwartungswert

E[InFy (¢, T)] = InFy (0, T) — %C(t) (4.43)
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und Standardabweichung

V/Var[InFy (t, T)] = /Var[W(C(1))] = /C(1). (4.44)

Der nachfolgende Satz zeigt, dass es analog zum Merton-Modell méglich ist, die Be-
wertungsgleichungen (4.36) und (4.37) analytisch zu losen.

Satz U2 [Marktwerte der Finanzierungstitel]. Die Marktwerte von Figenkapital und
Zerobond gemdf Gleichung (4.36) und (4.37) sind gegeben durch

E(0) = V(0)®(d) — P(0, T)K®(dY)

und
D(0,T) = V(0)@(—dy) + P(0,T)K®(dy ),
mit
i (abtin) £ 0
| o(T)
und
C(T) = ( +2—— i Z?) T - (2% +222> (1—e") + % (1 e=2T).

O(-) ist die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. P(0,T) gibt den Preis
eines kreditrisikolosen Zerobonds mit Laufzeit T im Vasicek-Modell gemdfs Gleichung

(4.35) an.

Beweis: Mit der Bewertungsformel fiir einen européischen Call aus (6.26) im Anhang
ergibt sich der Marktwert des Eigenkapitals. Der Marktwert der Zerobonds kann mit
der Bewertungsformel fiir einen européischen Put aus (6.28) im Anhang als D(0,7T) =
P(0,T)K—P(0,T)K®(—dy)+V(0)®(—d!") bestimmt werden. Unter Beriicksichtigung
der Symmetrie der Normalverteilung folgt D(0,T) = P(0, T)K®(d}) + V(0)®(—dl).
O

Ein Vergleich der Bewertungsformeln fiir die Finanzierungstitel aus Satz U2 mit denen
aus Satz Ul zeigt, dass zwei Anpassungen bei einer Beriicksichtigung des Zinsénde-
rungsrisikos vorzunehmen sind. Zum einen ist der Diskontierungsfaktor durch den
Preis eines kreditrisikolosen Zerobonds im Zinsstrukturmodell von Vasicek gegeben,
was unmittelbar einleuchtet. Die zweite Anpassung bezieht sich auf die Unterneh-

menswertvolatilitdt. Diese bestimmt im Merton-Modell die Schwankungsbreite des
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Unternehmenswerts bei Félligkeit des vom betrachteten Unternehmen emittierten Ze-
robonds unter dem bewertungsrelevanten dquivalenten Martingalmafl Q. Gemessen
wird sie anhand der Standardabweichung des logarithmierten Unternehmenswerts in
diesem Zeitpunkt aus Gleichung (4.21). Anders als im Merton-Modell erfolgt die Be-
wertung der Finanzierungstitel bei einer Beriicksichtigung des Zinsdnderungsrisikos
nicht mehr unter dem adquivalenten Martingalmafl @, sondern unter dem Forwardmaf}
Q. Dies dient ausschlieBlich einer (rechnerischen) Vereinfachung des Bewertungspro-
blems und ist gleichbedeutend mit dem Ubergang vom Kassa- auf den Terminmarkt.
Statt des Unternehmenswerts wird zur Bewertung der Finanzierungstitel der Termin-
kurs des Unternehmenswerts zum Liefertermin 7" herangezogen. Bei Falligkeit des zu
bewertenden Zerobonds stimmen Terminkurs und Unternehmenswert tiberein, es gilt
Fy(T,T)=V(T). Der logarithmierte Unternehmenswert bei Félligkeit des Zerobonds
ist wie im Merton-Modell normalverteilt, wobei die entsprechende Standardabweichung

unter Verwendung von (4.44) als

V/Var[InV(T)] = \/C(T) (4.45)

berechnet werden kann. Dies zeigt, dass bei einer Beriicksichtigung des Zinsdnderungs-
risikos die Unternehmenswertvolatilitat o alleine kein geeignetes Maf fiir die Schwan-
kungsbreite des Unternehmenswerts bei Falligkeit des Zerobonds darstellt. Vielmehr
bestimmen jetzt auch die Parameter £ und n aus der Dynamik des kurzfristigen Kas-
sazinssatzes sowie der Parameter p als momentaner Korrelationskoeffizient zwischen
Unternehmenswert und kurzfristigem Kassazinssatz die Standardabweichung des loga-

rithmierten Unternehmenswerts.'®

4.2.3 Komparative Statik der Credit-Spreads

Im Modell von Merton ist der Credit-Spread eines Zerobonds geméaf (4.20) bei gegebe-
ner Restlaufzeit T' eine Funktion des Unternehmenswerts V(0), des Riickzahlungsbe-
trages K, der Unternehmenswertvolatilitit o und des kurzfristigen Kassazinssatzes r.
Durch die Beriicksichtigung des Zinsénderungsrisikos wird der funktionale Zusammen-
hang fiir den Credit-Spread komplizierter, da auch die Parameter k£, und r aus der

Dynamik des kurzfristigen Kassazinssatzes sowie der Korrelationskoeffizient p in die

18Die Standardabweichung des logarithmierten Unternehmenswerts ist wie bisher unabhéngig vom
zu Grunde liegenden Wahrscheinlichkeitsmaf, da der Ubergang zwischen dquivalenten Wahrscheinlich-
keitsmafBlen unter Verwendung des Theorems von Girsanov nur die Driftfunktion eines stochastischen
Prozesses betriflt.
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Bewertungsformeln fiir den Zerobond eingehen. Unter Verwendung des in Satz U2 be-
stimmten Marktwerts gilt fiir den Credit-Spread eines Zerobonds mit einer Restlaufzeit

von 1" Jahren

A(0,T) = —%m (%) 4 %mP(o, 7). (4.46)

Credit-Spreads bei Beriicksichtigung des Zinsdnderungsrisikos

(in Bp p.a.)
Ausgangsdaten: »(0) = 0,05, V(0) = 100, x = 0,4, = 0,06, 7 = 0,06, ¢ = 0,25, p = 0,25

Verschuldungsgrad 30 % | Verschuldungsgrad 50 % | Verschuldungsgrad 70 %
Restlaufzeit in Jahren Restlaufzeit in Jahren Restlaufzeit in Jahren
5 10 20 5 10 20 5 10 20
Ausgangsdaten
9,75 30,43 45,10 60,80 83,68 82,20 | 157,23 146,99 116,91
Parameter p
—0,25 2,69 9,64 15,36 29,52 39,48 36,90 99,23 84,79 60,99
0 5,57 18,72 28,79 44,24 60,62 58,60 | 128,04 115,72 88,54
Parameter o
0,20 2,04 11,30 20,70 25,36 43,71 45,90 90,33 91,22 72,65
0,30 28,06 62,24 80,90 | 113,35 136,70 129,24 | 238,49 213,77 170,82
Parameter r(0)
0,02 12,64 35,65 49,51 74,11 95,28 89,17 | 184,91 164,64 125091
0,08 7,45 25,86 41,00 49,52 73,21 75,66 | 132,82 130,78 108,39
Parameter &
0,20 16,18 71,61 148,84 | 83,10 154,84 216,82 | 195,59 239,90 271,77
0,60 7,05 19,42 26,20 49,95 61,12 53,66 | 137,32 115,15 81,43
Parameter 5
0,01 3,28 9,02 11,72 32,25 36,58 29,08 | 103,39 78,44 49,06
0,10 25,66 82,62 128,26 | 109,78 171,52 191,36 | 236,81 259,97 243,17
Parameter 7
0,04 12,25 41,90 68,66 72,34 108,76 118,50 | 181,27 184,78 163,19
0,08 7,71 21,69 28,43 50,82 63,35 54,97 | 135,69 115,25 80,99

Tabelle 4.2: Komparative Statik der Credit-Spreads bei Beriicksichtigung des Zinsan-

derungsrisikos

Die folgende komparativ-statische Analyse geht der Frage nach, wie sich eine Beriick-
sichtigung des Zinsanderungsrisikos auf die Credit-Spreads von Zerobonds auswirkt.
Tabelle 4.2 fithrt zundchst die Credit-Spreads von Zerobonds fiir die Ausgangsdaten
auf. Abbildung 4.3 stellt die entsprechenden Credit-Spread-Kurven im Restlaufzeit-
intervall von 0 bis 20 Jahren dar. Wie im als Vergleichsbasis dienenden Modell von

Merton steigt der Credit-Spread eines Zerobonds unabhéngig von der Restlaufzeit mit
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A(0,T) in Bp p.a.

150 ¢
125 Verschuldungsgrad 70 %
100 Verschuldungsgrad 50 %
75 |
50 | Verschuldungsgrad 30 %
25 |
o T"in Jahren
0 20

Abbildung 4.3: Credit-Spread-Kurven bei Beriicksichtigung des Zinsdnderungsrisikos

héherem Verschuldungsgrad des emittierenden Unternehmens. Allerdings ist der Credit
Spread hoher als im Merton-Modell. Dies ist darauf zuriickzufithren, dass die Schwan-
kungsbreite des Unternehmenswerts bei Falligkeit des Zerobonds, die wiederum anhand
der in (4.45) definierten Standardabweichung des logarithmierten Unternehmenswerts
in diesem Zeitpunkt gemessen wird, auf Grund des im Ausgangsszenario positiven Kor-
relationskoeffizienten grofler ist. Die gleichgerichtete Entwicklung des Unternehmens-
werts und des kurzfristigen Kassazinssatzes fithrt somit zu einer héheren Ausiibungs-
wahrscheinlichkeit und zu einem héheren Wert des Ausfall-Puts als im Merton-Modell.
Der resultierende niedrigere Marktwert des Zerobonds impliziert einen hoheren Credit-
Spread. Bei negativem Korrelationskoeffizienten kann sich der Effekt umkehren, so dass
der Credit-Spread im Vergleich zum Merton-Modell sinkt. Dies bestatigt ein Blick auf
Tabelle 4.2. Der dort fiir einen Korrelationskoeffizienten p = —0, 25 aufgefiithrte Credit-
Spread ist unabhéngig vom Verschuldungsgrad des Unternehmens zumindest im kurzen
und mittleren Restlaufzeitbereich des Zerobonds niedriger als im Merton-Modell. Ein
negativer Korrelationskoeffizient sorgt in diesem Restlaufzeitbereich fiir eine Diversifi-
kation des Kreditrisikos, da die geringere Schwankungsbreite des Unternehmenswerts
bei Félligkeit des Zerobonds die Ausiibungswahrscheinlichkeit des Ausfall-Puts senkt
und dessen Wert mindert.'® Der damit verbundene hohere Marktwert des Zerobonds

hat einen niedrigeren Credit-Spread zur Folge.

19Collin-Dufresne/Goldstein (2001) sprechen in einem dhnlichen Zusammenhang von einem ,,natural

hedge against credit risk“. Vgl. Collin-Dufresne/Goldstein (2001): S. 1945f.
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©(0,7) in Bp p.a.

20 ¢

15 ¢t
I Verschuldungsgrad 50 %
10t
Verschuldungsgrad 30 %

T in Jahren

5 | 10 5 ———0
-5 1 Verschuldungsgrad 70 %

Abbildung 4.4: Theta der Credit-Spreads bei Beriicksichtigung des Zinsdnderungs-

risikos

Die Zeitstruktur der Credit-Spreads weist trotz der Beriicksichtigung des Zinsénde-
rungsrisikos im Wesentlichen die gleichen Figenschaften auf wie im Merton-Modell.
Wie Abbildung 4.3 zeigt, steigt der Credit Spread fiir einen Verschuldungsgrad von
30 % mit langerer Restlaufzeit, wiahrend er sich fiir einen Verschuldungsgrad von 50 %
und 70 % zundchst mit langerer Restlaufzeit ausweitet, um ab einer gewissen Rest-
laufzeit wieder abzunehmen. Der vergleichbare Verlauf der Credit-Spread-Kurven ist
aus mathematischer Sicht auf das Theta des Credit-Spreads, definiert als Ableitung
von Gleichung (4.46) nach der Restlaufzeit des Zerobonds, zuriickzufithren. Geméaf
Abbildung 4.4 stellt sich das Theta bei der vorliegenden Datenkonstellation dhnlich
wie im Merton-Modell dar, allerdings kommt es fiir einen mittleren und hohen Ver-
schuldungsgrad erst mit im Vergleich zum Merton-Modell léngeren Restlaufzeiten zu
einem Vorzeichenwechsel und somit zu fallenden Credit-Spread-Kurven. Der Verlauf
der Credit-Spread-Kurven ist weitestgehend unabhangig davon, welches Vorzeichen der
Korrelationskoeffizient besitzt. Auch wenn man von einem negativen Korrelationsko-
effizienten, also von einer gegenldufigen Entwicklung des Unternehmenswerts und des
kurzfristigen Kassazinssatzes ausgeht, verlaufen die Credit-Spread-Kurven etwa wie in

Abbildung 4.3, allerdings auf einem niedrigeren Niveau.

Wie sich Anderungen der Unternehmenswertvolatilitit o und der Zinsstrukturparame-
ter r(0), k,n und 7 auf den Credit-Spread eines Zerobonds auswirken, kann aus Tabelle

4.2 abgelesen werden: Der Credit-Spread steigt (sinkt) unabhéngig vom Verschuldungs-
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grad des Unternehmens und der Restlaufzeit des Zerobonds, wenn o oder n zunimmt
(abnimmt) bzw. r(0),x oder 7 abnimmt (zunimmt). Die Auswirkungen von Ande-
rungen der Unternehmenswertvolatilitédt und des kurzfristigen Kassazinssatzes kénnen
analog zum Merton-Modell damit begriindet werden, dass die Ausiibungswahrschein-
lichkeit des Ausfall-Puts durch die mit zunehmendem o oder n héhere Schwankungs-
breite des Unternehmenswerts steigt. Der Wert des Ausfall-Puts erhéht sich, was einen
sinkenden Marktwert des Zerobonds und einen steigenden Credit-Spread zur Folge
hat. Der umgekehrte Effekt tritt bei abnehmendem o oder n auf. Die beschriebenen
Auswirkungen der Parameterdnderungen treten dabei unabhéngig vom Vorzeichen des
Korrelationskoeffizienten p auf. Auch die Auswirkungen einer Anderung des kurzfri-
stigen Kassazinssatzes lassen sich analog zum Merton-Modell erkléren. So sinkt mit
zunehmendem r(0) der Barwert des Riickzahlungsbetrages des Zerobonds. Einerseits
fithrt dies zu einem niedrigeren Wert des Ausfall-Puts, so dass der Marktwert des Zero-
bonds steigt und der Credit-Spread sinkt. Andererseits besitzen die Zerobondinhaber
eine Anwartschaft auf den Riickzahlungsbetrag, so dass mit zunehmendem r(0) der
Marktwert des Zerobonds sinkt und der Credit-Spread steigt. Wie im Merton-Modell
scheint der zuletzt genannte Effekt dominiert zu werden. Ein abnehmender kurzfristiger
Kassazinssatz wirkt wiederum entgegengesetzt. Die Auswirkungen von Anderungen des
Parameters  lassen sich unter anderem dadurch begriinden, dass ein zunehmendes &,
also eine groflere Anpassungsgeschwindigkeit an das risikoadjustierte Mean Reversion-
Niveau r, nicht nur die Schwankungsbreite des kurzfristigen Kassazinssatzes, sondern
auch die des Unternehmenswerts vermindert. Der Wert des Ausfall-Puts sinkt, was
einen steigenden Marktwert des Zerobonds und einen sinkenden Credit-Spread zur
Folge hat. Bei abnehmender Anpassungsgeschwindigkeit kehrt sich dieser Effekt um.
Die Auswirkungen eines Anstiegs von 7 auf den Credit-Spread sind vergleichbar mit
denen eines Anstiegs von r(0), da ein hoheres Mean Reversion-Niveau ebenfalls den

Barwert des Riickzahlungsbetrages des Zerobonds senkt.
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4.3 Begrenzung von Kreditausfillen durch Siche-

rungsklauseln

4.3.1 Annahmen

Neben der Vernachlassigung des Zinsdnderungsrisikos besteht ein wesentliches Charak-
teristikum des Merton-Modells darin, dass der vom betrachteten Unternehmen emit-
tierte Zerobond ausschliefilich einen Anspruch auf Riickzahlung verbrieft. Im Folgen-
den wird das Merton-Modell um eine Sicherungsklausel erweitert. Diese Sicherungs-
klausel berechtigt die Zerobondinhaber, eine Neuordnung der Eigentumsverhéltnisse
des Unternehmens herbeizufithren, sobald der Unternehmenswert den Barwert des um
einen konstanten Anteil verringerten Riickzahlungsbetrages des Zerobonds erreicht.
Wihrend die Zerobondinhaber bei Erreichen dieser Ausfallschranke das Unternehmen
iibernehmen, wird der Anspruch der Gesellschafter durch die vorzeitige Neuordnung

der Eigentumsverhaltnisse wertlos, da sie ihre Beteiligung am Unternehmen verlieren.

Hinsichtlich der Annahmen zur Dynamik der Zinsstruktur und des Unternehmenswerts

wird der in Kapitel 4.2 vorgestellte Modellrahmen beibehalten.?

4.3.2 Bewertung der Finanzierungstitel

Wie bisher sollen die Zahlungsstréme der emittierten Finanzierungstitel mit der Un-
ternehmenswertentwicklung verkniipft werden. Durch die Einfithrung der Sicherungs-
klausel ist dabei im Unterschied zum Merton-Modell nicht nur der Falligkeitszeitpunkt
des Zerobonds relevant, sondern auch die erste Durchgangszeit des Unternehmenswerts
durch die Ausfallschranke. Diese so genannte ,first passage time* ist im vorliegenden
Modellrahmen definiert als 7 = inf{t € [0,7] : V(¢) = yP(¢,T)}. Der Ausdruck
yP(t,T), mit 0 <y < K und ¢ € [0,T], als Barwert des verringerten Riickzahlungs-
betrages des Zerobonds bestimmt die Hohe der Ausfallschranke im Zeitpunkt ¢. Der
Diskontierungsfaktor ist durch den Preis eines kreditrisikolosen Zerobonds im Zins-
strukturmodell von Vasicek gegeben. Auf Grund der zufallsabhdngigen Entwicklung
der Zinsstruktur sind die zukiinftigen Zerobondpreise unsicher, so dass auch die Aus-

fallschranke zufallsabhéngig ist.

Da die Zerobondinhaber das Unternehmen iibernehmen, sobald die Ausfallschranke

29Das hier vorgestellte Modell stellt eine Erweiterung des Modells von Black/Cox (1976) um das
Zinsanderungsrisiko dar. Der Modellrahmen ist vergleichbar mit dem von Briys/de Varenne (1997).
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erreicht wird, hat ihr Anspruch im Zeitpunkt 7 den Wert
D(r,T) = V(r)=yP(r,T). (4.47)

Wird die Ausfallschranke bis zur Félligkeit des Zerobonds nicht erreicht, wirken diesel-
ben Mechanismen wie im Modell von Merton. Definiert man das Minimum des Unter-
nehmenswerts im Intervall [0, T'] als info<¢<7 V(¢) und fasst die relevanten Szenarien in

den Mengen D; und D, mit

Dy = {weQ:V(T)> K, inf V(t)>yP(tT)},
D, = {weQ: OggT V(t) >yP(t,T)},

zusammen, ergibt sich der Anspruch der Zerobondinhaber im Falligkeitszeitpunkt 7'

als
DITT) = y+ (VIT) = )iy — (V(T) = )L, (1.49)

Gleichung (4.48) verdeutlicht, dass die Zerobondinhaber den gleichen Einzahlungsiiber-
schuss wie im Merton-Modell erhalten, wenn der Unternehmenswert bis zur Falligkeit
des Zerobonds die Ausfallschranke nicht erreicht, d.h. ein in der Menge D, enthalte-
ner Umweltzustand eintritt.?! GeméB (4.48) und (4.47) lasst sich der Anspruch der
Zerobondinhaber als Portefeuille bestehend aus einem gekauften europaischen Down-
and-out Call auf den Unternehmenswert mit Basispreis y, Félligkeit im Zeitpunkt T'
und Knock-out-Schranke (,,knock-out barrier*) yP(¢,T), fir alle t € [0, T], und einem
verkauften européaischen Down-and-out Call auf den Unternehmenswert mit Basispreis
K und identischer Falligkeit und Knock-out-Schranke interpretieren. Der Anspruch der
Zerobondinhaber bei Erreichen der Knock-out-Schranke kann als Entschddigungszah-
lung (,rebate*) des europaischen Down-and-out Call mit Basispreis y, fallig bei Errei-
chen der Knock-out-Schranke, angesehen werden. Die Héhe dieser Entschédigungszah-

lung betragt yP(7,T), fiir 7 € [0, T].

Die Gesellschafter erhalten bei Erreichen der in der Sicherungsklausel vereinbarten Aus-
fallschranke nichts, so dass sich ihr Finzahlungsiiberschuss bei Félligkeit des Zerobonds
im Zeitpunkt 7" als

B(T) = (V(T) - K)lpy (1.49)

ergibt. Wie Gleichung (4.49) zeigt, stimmt der Anspruch der Gesellschafter mit einem

gekauften européischen Down-and-out Call auf den Unternehmenswert mit Basispreis

2Dies lisst sich zeigen, wenn man den Zusammenhang V(T') — max(V(T) — K,0) = K — max(K —
V(T),0) ausnutzt.
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K, Falligkeit im Zeitpunkt 7" und Knock-out-Schranke yP(¢,T'), fiir alle t € [0,7],
iiberein. Im Fall des Erreichens der Knock-out-Schranke erfolgt keine Entschéddigungs-
zahlung.

Analog zur Vorgehensweise in Kapitel 4.2.2 kénnen die Marktwerte von Eigenkapital
und Zerobond unter Verwendung der Martingalmaf-Technik bestimmt werden. Nach

einem Wechsel auf das Forwardmafl Q7 gilt

BO) = B% |l OBy (T) = K)1p,)
= P(0,T)EY [(Fy(T,T) — K)1(p,,] (4.50)

und

D0, T) = 1 {6_ fOTr(S)dsy} + pU {6_ s r(s)ds(V(T) o y)l{DQ}}
B [ B V(1) — K)1p, |
= yP(0,T)+ P(0,TVEY" [(Fv(T,T) — y)1(p,)]
—P(0, TVEX [(Fv(T,T) — K)1(p,y] - (4.51)

Zur Berechnung der Erwartungswerte aus (4.50) und (4.51) ist wiederum die zeittrans-
formierte Terminkursentwicklung des Unternehmenswerts aus (4.41) heranzuziehen.
Obwohl die Wahrscheinlichkeitsverteilung der ersten Durchgangszeit des Unterneh-
menswerts durch die Ausfallschranke bei der Erwartungswertberechnung beriicksich-
tigt werden muss, konnen die Bewertungsgleichungen analytisch gel6st werden, wie der

folgende Satz zeigt.

Satz U3 [Marktwerte der Finanzierungstitel]. Die Marktwerte von Figenkapital und
Zerobond gemdfs Gleichung (4.50) und (4.51) sind fir eine Ausfallschranke yP(t,T),
fir alle t € [0,T] und mit y < K sowie yP(0,T) < V(0), gegeben durch

E(0) = V(0)®(d") — PO, T)K®(d)
—V(0)/(yP(0, 1)) [y*P*(0,T)/V(0)®(c} ) — P(0,T)K®(c3 )]

und

D0, T) = yP(0,T
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Es qgilt
V(0
JF In <AP((0,)T)> +3C(T)
1,2 = C(T) )
2pP2(0,T
In <VZ(/0)K53(0,)T)> +30(T)
C = 5
1,2 /C(T)
V(0
o _ o (50 ) £ sC(1)
1,2 C(T) )
P2(0,T
o In <vy(o)1(v(o,%)> + %C(T)
C =
1,2 C(T)
und
Oy = (o7 42720 L Y (2200 4 o7 (1—eT) +”—2(1—6—M)
N K K2 K2 K3 2k3 '

O(-) ist die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. P(0,T) gibt den Preis
eines kreditrisikolosen Zerobonds mit Laufzeit T im Vasicek-Modell gemdfs Gleichung

(4.35) an.

Beweis: Mit der Bewertungsformel fiir einen européischen Down-and-out Call aus
(6.32) im Anhang ergibt sich der Marktwert des Eigenkapitals. Der Marktwert der
Zerobonds kann ebenfalls mittels (6.32) bestimmt werden. Dazu ist die Formel mit den

Basispreisen y und K zu verwenden. O

Anhand der Bewertungsgleichungen aus Satz U3 kann verdeutlicht werden, wie sich
die Vereinbarung der Sicherungsklausel auf die Marktwerte der emittierten Finanzie-
rungstitel auswirkt. So entspricht der Marktwert des Eigenkapitals dem aus Satz U2
abziiglich eines Knock-out-Abschlags (,knock-out discount®)

V(0)/(yP(0,7)) [y P*(0.T)/V(0)®(cy ) = P(0,T)ED(cy)] .

Dies ist der mit einem Faktor V(0)/(yP(0,7)) multiplizierte Preis eines europaischen
Calls mit Basispreis K und einer Preisentwicklung des Basiswerts, die durch den Pro-
zess {y*P*(0,T)/V(0) : t € [0,T]} gegeben ist. Dabei bestimmt y als verringerter
Riickzahlungsbetrag des Zerobonds mafigeblich den Wert des Knock-out-Abschlags.
Geht y gegen Null, ist der Knock-out-Abschlag wertlos und der Marktwert des Eigen-
kapitals stimmt mit dem in Satz U2 ermittelten Marktwert {iberein. Fiir ein (strikt)
positives y besitzt der Knock-out-Abschlag einen (strikt) positiven Wert, so dass der

Marktwert des Eigenkapitals geringer ist als der aus Satz U2 bei ansonsten gleichen
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Ausgangsdaten. Der Knock-out-Abschlag misst demnach die Vermégensminderung der
Gesellschafter durch die Vereinbarung der Sicherungsklausel. Der Marktwert des Zero-
bonds sinkt niemals unter die Ausfallschranke yP(¢,T'). Unterstellt man, dass die Aus-
fallschranke dem Barwert des Riickzahlungsbetrages des Zerobonds entspricht, d.h. fiir
allet € [0,7T] gilt yP(¢t,T)= KP(t,T), lassen sich Kreditausfélle ganzlich vermeiden.
Die Zerobondinhaber kénnen bei Erreichen der Ausfallschranke im Zeitpunkt 7 das
Unternehmen verkaufen und den Erlés K P(7,T) risikolos anlegen. Dadurch erhalten

sie bei Félligkeit des Zerobonds mit Sicherheit den Riickzahlungsbetrag K.

4.3.3 Komparative Statik der Credit-Spreads

Die folgenden komparativ-statisch Analysen zeigen, wie sich die Vereinbarung der im
vorherigen Kapitel beschriebenen Sicherungsklausel auf die Credit-Spreads von Zero-

bonds auswirkt. Dabei wird das Zinsdnderungsrisiko zundchst vernachlassigt. Eine

Credit-Spreads mit Sicherungsklausel bei
Vernachlissigung des Zinsdnderungsrisikos
(in Bp p.a.)

Ausgangsdaten: » = 0,05, V(0) = 100, 0 = 0,25, y = 0, 75K

Verschuldungsgrad 30 % | Verschuldungsgrad 50 % | Verschuldungsgrad 70 %
Restlaufzeit in Jahren Restlaufzeit in Jahren Restlaufzeit in Jahren

5 10 20 5 10 20 5 10 20

Ausgangsdaten
3,19 8,69 10,67 | 31,33 33,67 2456 | 97,50 68,15 38,87

Parameter o

0,20 0,28 1,48 2,46 8,76 11,87 9,23 47,03 3477 19,03
0,30 13,34 24,25 24,68 67,54 62,16 4331 | 153,30 102,33 59,08
Parameter r
0,02 6,72 20,03 27,93 53,80 63,63 53,08 | 148,18 114,32 74,51
0,08 1,42 3,34 321 17,23 15,83 9,07 60,84 36,49 16,32
Parameter y
0,1bK 3,27 9,70 13,84 33,10 39,71 34,16 | 107,10 85,27 57,28
0,95K 1,47 3,00 3,01 12,14 10,28 6,44 32,85 19,09 9,67

Tabelle 4.3: Komparative Statik der Credit-Spreads mit Sicherungsklausel bei Ver-

nachldssigung des Zinsdnderungsrisikos

Vernachldssigung des Zinsénderungsrisikos bedeutet in diesem Zusammenhang, dass
die Zinsstrukturparameter k,n und r sowie der Korrelationskoeffizient p, die geméf

Satz U3 in der Bewertungsformel fiir den Marktwert eines Zerobonds zu bertiicksichti-
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A(0,T) in Bp p.a.
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Abbildung 4.5: Credit-Spread-Kurven mit Sicherungsklausel bei Vernachlédssigung des

Zinsanderungsrisikos

gen sind, gegen Null gehen. Hinsichtlich der Dynamik der Zinsstruktur und des Unter-
nehmenswerts findet man sich dann im Annahmengeriist des Merton-Modells wieder.
Tabelle 4.3 fithrt Credit-Spreads von Zerobonds auf, die mit der beschriebenen Siche-
rungsklausel ausgestattet sind. Abbildung 4.5 stellt die entsprechenden Credit-Spread-
Kurven im Restlaufzeitintervall von 0 bis 20 Jahren fiir die Ausgangsdaten dar. Wie im
Merton-Modell steigt der Credit-Spread eines Zerobonds unabhéngig von der Restlauf-
zeit mit héherem Verschuldungsgrad des emittierenden Unternehmens. Allerdings zeigt
der Vergleich mit den korrespondierenden Ergebnissen des Merton-Modells aus Tabelle
4.1 und Abbildung 4.1, dass der Credit-Spread niedriger ist als ohne Vereinbarung der
Sicherungsklausel. Dies bestétigt die Begrenzung des von Zerobondinhabern zu tragen-
den Kreditrisikos durch die Sicherungsklausel. Dabei fallt auf, dass sich die kreditrisi-
komindernde Wirkung der Sicherungsklausel erh6ht je langer die Restlaufzeit des Ze-
robonds ist. Die Zeitstruktur der Credit-Spreads bleibt trotz der Sicherungsklausel im
Vergleich zum Merton-Modell nahezu unverédndert. Fiir einen Verschuldungsgrad von
30 % verlauft die Credit-Spread-Kurve weiterhin steigend und fiir einen Verschuldungs-
grad von 50 % und 70 % bucklig. Das in Abbildung 4.6 dargestellte Theta des Credit-
Spreads nimmt allerdings niedrigere Werte an, was die mathematische Begriindung fiir
den verglichen mit dem Merton-Modell schwacher ansteigenden und starker fallenden

Verlauf der Credit-Spread-Kurven liefert.
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©(0,7T) in Bp p.a.
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Abbildung 4.6: Theta der Credit-Spreads mit Sicherungsklausel bei Vernachldssigung

des Zinsdnderungsrisikos

Wie wirken sich nun Anderungen der Unternehmenswertvolatilitit o und des kurafri-
stigen Kassazinssatzes r auf den Credit-Spread eines mit der Sicherungsklausel aus-
gestatteten Zerobonds aus? Aus Tabelle 4.3 wird ersichtlich, dass der Credit-Spread
unabhéngig vom Verschuldungsgrad des Unternehmens und der Restlaufzeit des Zero-
bonds steigt (sinkt), wenn o zunimmt (abnimmt) bzw. r abnimmt (zunimmt). Vergli-
chen mit dem Merton-Modell steigt der Credit-Spread allerdings schwécher und sinkt
starker. Abbildung 4.7 zeigt am Beispiel eines zunehmenden o, dass die Credit-Spreads
mit Sicherungsklausel insbesondere fiir hohe Unternehmenswertvolatilitaten und eine
langere Restlaufzeit schwécher steigen. Dabei wurde ein Verschuldungsgrad des Unter-

nehmens von 70 % unterstellt.

Abbildung 4.7 weist einen starken finanzierungspolitischen Bezug auf. Betrachtet man
die Unternehmenswertvolatilitdt als Indikator fiir das Investitionsrisiko des Unterneh-
mens, lasst sich anhand dieser Abbildung verdeutlichen, warum die hier beschriebene
Sicherungsklausel ein wichtiges Element der effizienten Vertragsgestaltung darstellt.
Bereits in Kapitel 2.1.1 wurde die Erh6hung des Investitionsrisikos als moéglicher In-
teressenkonflikt zwischen den Gesellschaftern und den Glaubigern eines Unternehmens
genannt. Dieser von Jensen/Meckling (1976) anhand des Merton-Modells untersuchte
und als ,asset substitution® bezeichnete Interessenkonflikt resultiert letztlich daraus,

dass sich der Anspruch der Gesellschafter als européischer Call auf den Unternehmens-
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Abbildung 4.7: Credit-Spread-Kurven mit und ohne Sicherungsklausel in Abhangigkeit

der Unternehmenswertvolatilitdat bei Vernachlassigung des Zinsdnderungsrisikos

wert charakterisieren lésst. Die Gesellschafter konnen den Marktwert des Eigenkapi-
tals durch die Erhéhung der Unternehmenswertvolatilitat steigern, da die Ausiibungs-
wahrscheinlichkeit und demzufolge auch der Wert des Calls zunimmt. Da gleichzei-
tig der Ausfall-Put, dessen Stillhalter die Zerobondinhaber sind, an Wert gewinnt,
sinkt der Marktwert des Zerobonds und der Credit-Spread steigt.?? Der Anstieg des
Credit-Spreads spiegelt daher den Vermégensverlust, den die Zerobondinhaber durch
die Erh6éhung der Unternehmenswertvolatilitdt erleiden, wider. Abbildung 4.7 zeigt,
dass dieser Vermogensverlust geringer ausféllt, wenn der Zerobond mit der Sicherungs-
klausel ausgestattet ist. Im Umkehrschluss profitieren die Gesellschafter nicht mehr
in dem Mafle wie bisher von einer Erhéhung der Unternehmenswertvolatilitat. Aus
optionspreistheoretischer Sicht liegt dies darin begriindet, dass der Anspruch der Ge-
sellschafter nicht mehr die Charakteristika eines europdischen (Plain-Vanilla) Calls,
sondern eines europaischen Down-and-out Calls auf den Unternehmenswert aufweist.
Da der Wert des européaischen Down-and-out Calls schwécher als der des (Plain-Vanilla)
Calls mit zunehmender Unternehmenswertvolatilitat steigt, entschérft die Sicherungs-

klausel die ,,asset substitution“-Problematik.

22Vgl. Kapitel 4.1.3.
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Tabelle 4.4 fiihrt die Credit-Spreads von Zerobonds mit Sicherungsklausel auf, wenn
das Zinsanderungsrisiko beriicksichtigt wird. Abbildung 4.8 zeigt die entsprechenden
Credit-Spread-Kurven im Restlaufzeitintervall von 0 bis 20 Jahren fiir die Ausgangs-
daten. Es ist ersichtlich, dass die Vereinbarung der Sicherungsklausel die gleichen Aus-
wirkungen auf den Credit-Spread eines Zerobonds hat wie bei Vernachlassigung des
Zinsénderungsrisikos. Der Credit-Spread ist insbesondere fiir langere Restlaufzeiten
geringer als ohne Vereinbarung der Sicherungsklausel, wie ein Blick auf die korrespon-

dierenden Angaben aus Tabelle 4.2 oder auf Abbildung 4.3 zeigt. Verglichen mit

Credit-Spreads mit Sicherungsklausel bei
Berticksichtigung des Zinsdnderungsrisikos

(in Bp p.a.)
Ausgangsdaten: »(0) = 0,05, V(0) = 100, x = 0,4, n = 0,06, # = 0,06, ¢ = 0,25, p = 0, 25,
y=0,7K
Verschuldungsgrad 30 % | Verschuldungsgrad 50 % | Verschuldungsgrad 70 %
Restlaufzeit in Jahren Restlaufzeit in Jahren Restlaufzeit in Jahren
5 10 20 5 10 20 5 10 20
Ausgangsdaten
9,25 24,63 28,78 55,06 62,67 48,14 | 135,21 102,77 63,96
Parameter p
—0,25 2,63 8,64 11,70 28,08 33,37 26,18 90,98 67,78 40,80
0 5,38 15,95 20,00 41,09 48,17 37,60 | 113,72 86,31 53,26
Parameter o
0,20 2,00 10,03 15,14 24,29 36,46 31,15 83,63 71,84 46,36
0,30 25,20 45,41 44,77 95,33 91,10 65,10 | 187,91 131,98 80,01
Parameter r(0)
0,02 11,94 28,58 31,24 66,65 70,39 51,48 | 157,01 113,13 67,74
0,08 7,10 21,13 26,45 45,18 55,4 44,93 | 11557 92,96 60,26
Parameter &
0,20 15,07 51,76 70,20 73,19 101,82 91,36 | 162,47 145,42 105,15
0,60 9,25 24,63 28,78 55,06 62,67 48,14 | 135,21 102,77 63,96
Parameter 5
0,01 3,20 8,06 9,04 30,47 30,86 21,02 93,95 62,71 33,59
0,10 23,29 58,20 63,42 93,46 109,46 84,90 | 188,93 152,66 99,33
Parameter 7
0,04 11,58 33,24 41,40 65,02 79,13 64,64 | 154,18 12455 82,19
0,08 7,34 17,89 19,04 46,33 48,69 34,21 | 117,90 83,27 47,55
Parameter y
0,15K 9,75 30,43 45,10 60,80 83,68 82,19 | 157,23 146,99 116,87
0,95K 3,71 7,26 7,03 18,83 16,74 11,11 40,94 25,57 14,19

Tabelle 4.4: Komparative Statik der Credit-Spreads mit Sicherungsklausel bei Beriick-

sichtigung des Zinsdnderungsrisikos
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A(0,T) in Bp p.a.
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Abbildung 4.8: Credit-Spread-Kurven mit Sicherungsklausel bei Beriicksichtigung des

Zinsanderungsrisikos

Abbildung 4.4 nimmt das in 4.9 dargestellte Theta des Credit-Spreads niedrigere Wer-
te an, was wiederum den schwicher ansteigenden und stérker fallenden Verlauf der
Credit-Spread-Kurven begriindet. Dieser Einfluss der Sicherungsklausel auf den Ver-
lauf der Credit-Spread-Kurven ist unabhéngig vom Korrelationskoeffizienten, d.h. die
Credit-Spread-Kurve eines Zerobonds mit Sicherungsklausel verlauft nie oberhalb der
Credit-Spread-Kurve eines Zerobonds ohne Sicherungsklausel. Abbildung 4.10, in der
die Credit-Spread-Kurven von Zerobonds mit und ohne Sicherungsklausel fiir einen
Verschuldungsgrad des emittierenden Unternehmens von 70 % in Abhangigkeit des
Korrelationskoeffizienten dargestellt sind, verdeutlicht dies. Der im Ausgangsszenario
unterstellte positive Korrelationskoeffizient bewirkt jedoch, dass der Credit-Spread ei-
nes Zerobonds mit Sicherungsklausel bei Beriicksichtigung des Zinsénderungsrisikos
héher ist als bei Vernachlédssigung des Zinsanderungsrisikos, wie ein Vergleich zwischen
Tabelle 4.4 und 4.3 zeigt. Bei negativem Korrelationskoeffizienten kann sich der Effekt
umkehren, so dass der Credit-Spread bei Beriicksichtigung des Zinsénderungsrisikos
niedriger ausfallt. Aus Tabelle 4.4 geht hervor, dass dies bei einem Korrelationskoeffi-
zienten p = —0,25 der Fall ist. Der Credit-Spread des Zerobonds ist unabhéngig vom
Verschuldungsgrad des Unternehmens im gesamten Restlaufzeitbereich niedriger als
bei Vernachlédssigung des Zinsénderungsrisikos. Ein negativer Korrelationskoeffizient

sorgt daher wiederum fiir eine Diversifikation des Kreditrisikos.??

BVgl. Kapitel 4.2.3.
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©(0,7T) in Bp p.a.
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Abbildung 4.9: Theta der Credit-Spreads mit Sicherungsklausel bei Beriicksichtigung

des Zinsdnderungsrisikos

ohne Sicherungsklausel
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Abbildung 4.10: Credit-Spread-Kurven mit und ohne Sicherungsklausel in Abhéngig-

keit des Korrelationskoeflizienten
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Vergleicht man Tabelle 4.4 und 4.2, wird deutlich, dass Anderungen der Unternehmens-
wertvolatilitdt o und der Zinsstrukturparameter r(0), &, n und 7 auf den Credit-Spread
eines Zerobonds in dieselbe Richtung wirken, ob nun eine Sicherungsklausel vereinbart
wurde oder nicht. Der Credit-Spread steigt (sinkt) unabhéngig vom Verschuldungsgrad
des Unternehmens und der Restlaufzeit des Zerobonds, wenn o oder n zunimmt (ab-
nimmt) bzw. 7(0),k oder 7 abnimmt (zunimmt). Allerdings steigt der Credit-Spread
eines Zerobonds mit Sicherungsklausel schwéacher und sinkt stérker als der eines Zero-

bonds ohne Sicherungsklausel. Die Abbildungen 4.11 und 4.12 zeigen am Beispiel eines

ohne Sicherungsklausel

Abbildung 4.11: Credit-Spread-Kurven mit und ohne Sicherungsklausel in Abhéngig-

keit der Unternehmenswertvolatilitat bei Beriicksichtigung des Zinsénderungsrisikos

zunehmenden o und 7, dass der Credit-Spread mit Sicherungsklausel insbesondere fiir
hohe Volatilitaten des Unternehmenswerts und des kurzfristigen Kassazinssatzes und
eine langere Restlaufzeit schwicher steigt. Dabei wurde erneut ein Verschuldungsgrad

des Unternehmens von 70 % unterstellt.

Anzumerken bleibt, dass die festgestellte kreditrisikomindernde Wirkung der Siche-
rungsklausel mafigeblich von der Héhe der vereinbarten Ausfallschranke abhéngt. So
geht aus Tabelle 4.3 und 4.4 hervor, dass der Credit-Spread eines mit Sicherungs-
klausel ausgestatteten Zerobonds fiir y = 0, 15K unabhéngig vom Verschuldungsgrad

des Unternehmens und der Restlaufzeit mit dem Credit-Spread eines Zerobonds ohne
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ohne Sicherungsklausel
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Abbildung 4.12: Credit-Spread-Kurven mit und ohne Sicherungsklausel in Abhéngig-
keit der Zinsvolatilitat

Sicherungsklausel aus Tabelle 4.1 bzw. 4.2 {ibereinstimmt. Das Recht der Zerobondin-
haber, eine Neuordnung der Eigentumsverhéltnisse des emittierenden Unternehmens
herbeizufithren und das Unternehmen zu iibernehmen, sobald der Unternehmenswert
die Ausfallschranke erreicht, ist demzufolge anndhernd wertlos. Der Credit-Spread ei-
nes Zerobonds mit Sicherungsklausel vermindert sich fiir y = 0,95K allerdings auf bis
zu 30 % des Credit-Spreads im Ausgangsszenario, in dem y = 0, 75 K" unterstellt wurde,
und auf bis zu 15 % verglichen mit der Situation, keine Sicherungsklausel vereinbart zu
haben. Die kreditrisikomindernde Wirkung der Sicherungsklausel ist hier sehr grof, so
dass die Zerobondinhaber nur einem vergleichsweise geringen Kreditrisiko ausgesetzt

sind.
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4.4 Kreditausfille bei komplexer Kapitalstruktur

4.4.1 Annahmen

In den vorangegangenen Kapiteln wurden Unternehmen betrachtet, deren Kapital-
struktur nur aus Eigenkapital in Form eines beschrankt haftenden Residualanspruchs
und einem Zerobond als einziger Fremdkapitalposition besteht. Das Kreditrisiko, dem
sich die Zerobondinhaber ausgesetzt sehen, wurde unter Beriicksichtigung aller in den
Finanzierungsvertriagen getroffenen Vereinbarungen modelliert, Zerobond und Eigenka-
pital wurden simultan bewertet. Liegt eine komplexere Kapitalstruktur des Unterneh-
mens vor, ist eine solche totalanalytische Vorgehensweise nicht umsetzbar. Es ist nahezu
unmoglich, fiir ein solches Unternehmen sémtliche Szenarien, in denen die Anleihein-
haber einen Kreditausfall erleiden, zu definieren. Longstaff/Schwartz (1995) tragen
diesem Umstand in ihrem nachfolgend vorgestellten Modell Rechnung. Sie geben den
Zeitpunkt eines Kreditausfalls fiir alle von einem Unternehmen emittierten Anleihen,
unabhédngig von der zeitlichen Struktur der Zins- und Tilgungszahlungen und weiteren
Vereinbarungen in den Finanzierungsvertragen, als erste Durchgangszeit des Unter-
nehmenswerts durch eine konstante Ausfallschranke vor. Wie in Kapitel 4.3 kommt
es bei Erreichen der Ausfallschranke zu einer Neuordnung der Eigentumsverhéltnisse
des Unternehmens. Durch die Neuordnung der Eigentumsverhaltnisse verringern sich
nachfolgende Zins- und Tilgungszahlungen der emittierten Anleithen um eine konstante

Abschreibungsrate.

Hinsichtlich der Annahmen zur Dynamik der Zinsstruktur und des Unternehmenswerts
wird bei der Analyse des Longstaff/Schwartz-Modells auf den Modellrahmen aus Ka-
pitel 4.2 und 4.3 zuriickgegriffen.

4.4.2 Partialanalytische Bewertung von Anleihen

Das Longstafl/Schwartz-Modell besitzt einen partialanalytischen Charakter. Die kon-
stante Ausfallschranke, die gemeinsam mit der Unternehmenswertentwicklung den Zeit-
punkt eines Kreditausfalls bestimmt, wird nicht unter Beriicksichtigung aller in den Fi-
nanzierungsvertragen getroffenen Vereinbarungen vorgegeben, sondern dient lediglich
als Indikator fiir Verschuldungssituation des Unternehmens. Mit K als konstanter Aus-

fallschranke lasst sich der Zeitpunkt eines Kreditausfalls im Longstaff/Schwartz-Modell
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definieren als

T = inf{t €[0,7]: K =V({)}
= inf{t €[0,7]: K/V(t)=1}. (4.52)

Interpretiert man das Verhéltnis zwischen Ausfallschranke und Unternehmenswert als
Verschuldungsgrad, kommt es geméf} (4.52) zu einem Kreditausfall, wenn das Unter-
nehmen tiberschuldet ist.?* Unter Verwendung des durch [(¢) = k — y(¢), mit k = InK
und y(t) = InV(t), gegebenen logarithmierten Verschuldungsgrades lasst sich (4.52)

umschreiben in
r = inf{t €[0,7]:1(t) =0} (4.53)

Mathematisch gesehen entspricht der Zeitpunkt eines Kreditausfalls somit der ersten
Durchgangszeit, oder alternativ der ,first passage time“, des Prozesses fiir die Ent-
wicklung des logarithmierten Verschuldungsgrades durch den Wert Null. Ebenso wie
der Zeitpunkt wird auch die Hohe eines Kreditausfalls durch die konstante Abschrei-
bungsrate losgelost von den vertraglichen Vereinbarungen der emittierten Finanzie-
rungstitel im Einzelnen festgelegt. So erhalten die Inhaber eines Zerobonds mit einem
Riickzahlungsbetrag von einem € bei Filligkeit im Zeitpunkt 7', 7" € [0,7], einen

Einzahlungsiiberschuss von
D(T,T)=1—-wlg<ry, (4.54)

wobei w, 0 < w < 1, als konstante Abschreibungsrate den Anteil des Riickzahlungsbe-
trages angibt, den die Zerobondinhaber durch die Neuordnung der Eigentumsverhalt-
nisse des Unternehmens bei Erreichen der Ausfallschranke verlieren.?® Wird die Aus-
fallschranke bis zum Félligkeitszeitpunkt des Zerobonds nicht erreicht, erhalten die

Zerobondinhaber den vollen Riickzahlungsbetrag.®

Longstaff/Schwartz verwenden den inversen Verschuldungsgrad V (¢)/K, um den Zeitpunkt eines
Kreditausfalls zu definieren. Vgl. Longstaff/Schwartz (1995): S. 796.

B Longstaff/Schwartz setzen somit die Einhaltung der ,absolute priority rule* bei Eintritt eines
Kreditausfalls nicht notwendigerweise voraus. Die ,absolute priority rule“ besagt, dass die geméafl
vertraglicher Vereinbarung vorrangigen Anspriiche erst vollstdndig erfiillt sein miissen, bevor nach-
rangige Anspriiche bedient werden diirfen. Longstaff/Schwartz motivieren ihre Vorgehensweise mit
empirischen Untersuchungen fiir den amerikanischen Kapitalmarkt, die zeigen, dass bei Insolvenzen
nach Chapter 11 des U.S. Bankruptcy Code im Fall der Fortfiihrung eines Unternehmens die ,,abso-
lute priority rule” haufig nicht eingehalten wird und einzelne Glaubiger von nachrangigen Gruppen
tibervorteilt werden. Vgl. Longstaff/Schwartz (1995): S. 793 oder auch Senbet/Seward (1998): S. 924
und S. 947.

26Bei der Festlegung von w ist allerdings darauf zu achten, dass der Marktwert der Anspriiche aller
emittierten Finanzierungstitel nach Neuordnung der Eigentumsverhéltnisse des Unternehmens nicht

grofler als K ist. Vgl. Longstaff/Schwartz (1995): S. 794.
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Die Bewertung von Anleihen im Longstaff/Schwartz-Modell soll wie bisher mittels der
Martingalmaf-Technik vorgenommen werden.?” Fiir den heutigen Preis des Zerobonds

aus (4.54) ergibt sich unter Verwendung der Martingalmaf-Technik
D0,T) = E° [e— e (1 — w1{T§T})} . (4.55)

Die Berechnung des Erwartungswertes aus (4.55) kann wiederum durch einen Wechsel

auf das ForwardmaB Q7 vereinfacht werden. Es gilt

D(O,T) = PO,T)EY [(1 - wlpery)]
= P0,7)(1—wQ" {r<T}), (4.56)

wobei P(0,T) den heutigen Preis eines kreditrisikolosen Zerobonds mit Restlaufzeit T'
im Vasicek-Modell gemif} (4.35) symbolisiert. Der Ausdruck QT {r < T'} entspricht der
Wahrscheinlichkeit unter dem Forwardmafl QT dass ein Kreditausfall bis zur Félligkeit
des Zerobonds eintritt, oder formal gesprochen, dass die erste Durchgangszeit des Pro-
zesses fiir die Entwicklung des logarithmierten Verschuldungsgrades durch den Wert

Null kleiner ist als der Falligkeitszeitpunkt des Zerobonds.

Ein Vorteil der von Longstaff/Schwartz gewéhlten Vorgehensweise besteht darin, dass
die vom betrachteten Unternehmen emittierten Kuponanleihen in Analogie zum kre-
ditrisikolosen Fall als Portefeuilles aus entsprechenden Zerobonds mit unterschiedli-
chen Laufzeiten dargestellt werden kénnen. Angenommen, eine Anleihe verbrieft neben
dem Riickzahlungsbetrag von einem € bei Félligkeit im Zeitpunkt T Kuponzahlun-
gen in Hoéhe von ¢ €, 0 < ' < 1, in den Zeitpunkten 7}, mit 5 = 1,... ,n und
0 < Ty <...<T,=T. Da sich bei Eintritt eines Kreditausfalls bis zur Falligkeit
der Anleihe die nachfolgenden Zins- und Tilgungszahlungen um die konstante Ab-
schreibungsrate verringern, kann der heutige Preis der Anleihe unter Verwendung der
Martingalmaf-Technik als

De(0.7) = E% |37 b 01 (1 - wl (ar)) €

i=1

+EY {6_ bt (1 — wl{TST}ﬂ

(4.57)

angegeben werden. Nach dem Wechsel auf das ForwardmaB QT gilt dann

De(0.7) = Z PO.THEY [(1 = wlgrery) O+ PO.1)EY [(1—wlgery)].

i=1

2"Da im Longstaff/Schwartz-Modell auf Grund des partialanalytischen Blickwinkels nicht mehr
das gesamte Emissionsvolumen eines Zerobonds oder einer Kuponanleihe betrachtet wird, sondern
lediglich ein Wertpapier, werden im Folgenden statt des Begriffs Marktwert die Termini Preis des
Zerobonds und Preis der Kuponanleihe verwendet.
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Dies ldsst sich analog zu Gleichung (4.56) umformen in

Dc(0,T) = zn: P(0,7;) (1 —wQ" {r <T;}) C + P(0,T) (1 —wQ" {r < T})

i=1

= ) D(0,T;)C + D(0,T). (4.58)
i=1

Um Zerobonds und Kuponanleihen im Longstaff/Schwartz-Modell bewerten zu kénnen,
miissen die in den Gleichungen (4.56) und (4.58) enthaltenen Ausfallwahrscheinlichkei-
ten bekannt sein. Dies setzt voraus, dass der Prozess fiir die Entwicklung des logarith-
mierten Verschuldungsgrades unter dem Forwardmaf Q7 angegeben werden kann. In
einem ersten Schritt ist dazu der entsprechende Prozess unter dem aquivalenten Martin-
galmafl Q zu bestimmen. Die benétigte logarithmierte Unternehmenswertentwicklung
unter Q kann mittels der mehrdimensionalen Version von [t6s Lemma abgeleitet wer-

den. Die stochastische Differenzialgleichung fiir die Unternehmenswertentwicklung aus
(4.31) lautet in Vektorschreibweise

dV(t) = f(t)dt + G(t)dW (1),
mit

oy/1—p?V(t) dWy (1)

wobei die Entwicklung des kurzfristigen Kassazinssatzes unter Q durch

F1) = )V (1), GT<t>=( opV(0) ) dw<t>=(dwf<”),

dr(t) =k (r—r(t))dt + ndW,(t) (4.59)

gegeben ist. Fir y(t) = InV(¢) erhdlt man durch Anwendung von Ités Lemma das

stochastische Differenzial

1 11 1

dy(t) = (mr(t)\/(t) - §V2—(t)G(t)G(t)T> i+ G GOV (@)

Berechnen der Skalarprodukte und Zusammenfassen der Terme fiithrt zu

dy(t) = (r<t> R v ,o2)2) dt + opdW, (1) + o/T— 2dWy (1)
= (r(t) — g) dt + opdW,.(t) + o+/1 — p2dWy (). (4.60)

Mittels Gleichung (4.60) kann nun die Entwicklung des logarithmierten Verschuldungs-
grades [(1) = k—y(¢) unter dem &quivalenten Martingalmafl Q bestimmt werden. Aus-
gangspunkt ist der 2-dimensionale stochastische Prozess fiir X (¢) = (k, y(¢)), der durch
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das stochastische Differenzial
dX(t) = f(t)dt + G(t)dW (),

mit

B 0 B 0 0 B dWT(t)
f(t) - ( T(t) _ % ) ’ G(t) N ( ap Uﬂ ) 7 dW(t) B ( dWV(t% )

beschrieben wird. Die Anwendung von Ités Lemma auf [(t) = k — y(¢) fiithrt zu
di(t) = g(1)f(t)dt + g(t)G(t)dW (2),

wobei ¢(t) = (1,—1) den entsprechenden Gradienten angibt. Nach Berechnen der
Skalar- und Matrixprodukte ergibt sich der Prozess fiir die Entwicklung des logarith-

mierten Verschuldungsgrades unter Q als
2
di(t) = — (r(t) — %) dt — opdW,(t) — or/1 — p2dWy (1). (4.61)

Wie bereits im Beweis von Satz T3 aus Kapitel 3.3.2.1 gezeigt wurde, erfolgt der Uber-
gang vom dquivalenten Martingalma$l Q auf das ForwardmaB QT indem die Wiener-
Prozesse, die auf die Zinsstrukturentwicklung Einfluss nehmen, um die Volatilitatsko-
effizienten des entsprechenden kreditrisikolosen Zerobonds , korrigiert” werden. Gemaf}

der Zerobondpreisentwicklung aus (4.24) lautet der Korrekturterm fiir den vorliegenden

Modellrahmen
_ M k(T
a(t,T) = (1 e ) .
K
Nach Ersetzung von

AW, (t) = dW,,T(t)—g(l—e_”(T_t)) dt
AWy (t) = dWE(1)

Y

in (4.61) und (4.59) ergibt sich fiir die Entwicklung des logarithmierten Verschuldungs-

grades und des kurzfristigen Kassazinssatzes unter dem Forwardmaf Q7
o’ nop —r(T—1) T T
diit) = —1(r() - 5 T . (1—e ) ) dt —opdW, (t) — on/1 — p2dWy (t)
(4.62)

und

dr(t) =k (r — 77—2 (1 — e_”(T_t)> — r(t)) dt + ndWT,T(t). (4.63)
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Dabei werden durch dW7Z(¢) und dW{(t) voneinander unabhingige Wiener-Prozesse
unter QT beschrieben. Bevor die stochastische Differenzialgleichung fiir den logarith-
mierten Verschuldungsgrad aus (4.62) gelost werden kann, muss der kurzfristige Kas-
sazinssatz r(t), der sich als Losung des stochastischen Differenzials (4.63) ergibt, be-
stimmt werden. Fiir 0 < s < ¢ gilt

¢ 2 gt
r(t) = T(S)e‘”(t‘s)+mr/ e‘*‘“—”dv—m%/ (1 — e (T=0) =rli=0) gy

t
—|—77/ e_*/”(t_”)a”/VT,T(v).28

Unter Beriicksichtigung von

1 1 1
/ <1 . e—ﬁ(T—’U)) e—ﬁ(t—v)dv — / e—ﬁ(t—v)dv . e—H(T—t)e—Qm‘/ e?m/dv
1
K
1
K

<1 _ e—ﬁ(t‘—s)) _ _e—ﬁ(T—t)e—Zm‘ <€2m‘ _ 62/15)
<1 . e—ﬁ(t‘—s)) . _e—H(T—t) <1 . eQﬁ(?ﬁ—s))

folgt daraus

—/tam — p2dWik(u). (4.65)

Einsetzen von (4.64) fithrt zu

Wty = Us)—r(s) /t e ) dy — /: (r - Z—j) (1 — e =9 duy

) t
—2k(u—s g nop —r(T—u
/2&2 1 e~ 2n( )>du—|—/57du—|—/57<1—e ( )>du
¢ ¢
/ / = dW T (v)du —/ opdW I (u)— / o/1 — p2dWE(u).

S

28Vgl. Korrolar A2 im Anhang.
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Dies lasst sich umformen in

Mit

- <1 . 6—2/1(7,‘—5))2

und nach Berechnung der {ibrigen Integrale wie in (3.45) ergibt sich der logarithmierte

Verschuldungsgrad unter dem Forwardmafl Q7 fiir 0 < s < ¢ als

2 2
g poy
0 = 1= (=G G- -
TS) r 772 U—HT— —k{t—s
—<7—z+;+? ( ”><1 )

— /tm/1 — p2dWiE (u). (4.66)

Auf Grund der ausschlieflich zeitabhéngigen Integranden, sind die beiden stocha-
stischen Integrale in Gleichung (4.66) gemeinsam normalverteilt.?? Dies impliziert,
dass der logarithmierte Verschuldungsgrad unter dem Forwardmaf Q7 normalverteilt
ist und sich die Entwicklung des logarithmierten Verschuldungsgrades durch einen
Gaufi’schen Prozess beschreiben lésst. Da allerdings keine geschlossene Losung fiir
die Dichtefunktion der ersten Durchgangszeit des entsprechenden Prozesses durch den
Wert Null existiert und demzufolge die Ausfallwahrscheinlichkeit QT {7 < T'} aus (4.56)
und (4.58) nicht analytisch bestimmt werden kann, 16sen Longstaff/Schwartz die Be-
wertungsgleichungen numerisch. Der nachfolgende Satz stellt die leicht modifizierte

Losung von Longstaff/Schwartz dar.

29Vgl. Satz A7 im Anhang

39Vgl. Longstaff/Schwartz (1995): S. 796. Die Modifikation bezieht sich auf die korrekte Berechnung
des nachfolgend aufgefithrten Terms M (s,t). Auch Collin-Dufresne/Goldstein (2001) weisen auf die
fehlerhafte Berechnung dieser Grofle in der Arbeit von Longstaff/Schwartz hin und geben denselben
Zusammenhang fiir M (s,t) an. Vgl. Collin-Dufresne/Goldstein (2001): S. 1953.
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Satz U4 [Preise von Zerobonds und Kuponanleihen]. Der Preis eines kreditrisikobe-
hafteten Zerobonds mit Filligkeitszeitpunkt T', T € [0,7T], ist gegeben durch

D(0,T) = P(0,T) (1 —wQ" {r <T}),

wobei die Ausfallwahrscheinlichkeit berechnet werden kann als

QT{TST} = Z@iv
=1

Y1 = (I)(al)v
1—1
¥ = (I)(al)_zg‘ojq)(bﬂ)? i:27"'7n7
7=1
[(0) + M(0,:T/n) M(GT/n,iT/n)
a; = s Uji = : ; )
5(0,4T /n) " /ST, T n)
mit
2 2
N S A ol N
M(s,t) = (T Zz 5 - )(t s)
r S) r 772 pon —r(T—t) —r(t—s)
el e 1
(-IeZa2 (1 - )
2
n —r{1— —r(t—s)\2
—%e (r t)<1 e~ rlt ))
und

_|_77_ (1 _ e—?ﬁ(t—s)) ‘

2r3

O(-) ist die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung. P(0,T) gibt den Preis
eines kreditrisikolosen Zerobonds mit Laufzeit T im Vasicek-Modell aus (4.35) an. Der
Preis einer kreditrisikobehafteten Kuponanleihe kann gemdfS (4.58) als Portefeuille aus

kreditrisikobehafteten Zerobonds mit entsprechenden Laufzeiten berechnet werden.
Beweis: Siehe Anhang.
Der Beweis von Satz U4 beruht Longstaff/Schwartz folgend auf der Bedingung, dass

die Dichtefunktion der ersten Durchgangszeit des Prozesses fiir den logarithmierten

Verschuldungsgrad durch den Wert Null implizit definiert werden kann als

10)+ M., 7)\ [" M,T) \
<I)< S0.7) ) —/0 o(u)® <7S(U,T)> du. (4.67)
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Dabei symbolisiert ¢ die angesprochene Dichtefunktion. M (s, ) stellt den (bedingten)
Erwartungswert E[l(t)|s,{(s) = 0] und S(s,t) die (bedingte) Varianz Var[l(t)|s] des
unter Q7 normalverteilten logarithmierten Verschuldungsgrades aus (4.66) dar.*' Die
Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung auf der linken Seite der Gleichung
gibt somit die Wahrscheinlichkeit an, dass [(T') groer ist als Null, wahrend die Vertei-
lungsfunktion auf der rechten Seite der Wahrscheinlichkeit entspricht, dass {(T) groBer
ist als Null, gegeben /(u) = 0. Der Zusammenhang aus (4.67) basiert auf der Uberle-
gung, dass [(T) fiir [(0) < 0 im Ausgangszeitpunkt genau dann einen Wert grofier Null
annimmt, wenn /() in einem Zeitpunkt v < 7" Null und die Differenz {(T")—{(u) positiv
ist. Gleichung (4.67) geht auf ein Resultat von Buonocore et al. (1987) zuriick, die deren
Giltigkeit allerdings nur fiir eindimensionale Gau3-Markov-Prozesse nachweisen. Da
das Longstaff/Schwartz-Modell ein Gaufi-Markov’sches 2-Faktoren-Modell darstellt, al-
so zwei Wiener-Prozesse als Storgrofen die Entwicklung des logarithmierten Verschul-
dungsgrades beeinflussen, gilt (4.67) nur ,approximativ. Collin-Dufresne/Goldstein
(2001) diskutieren diesen Aspekt ausfithrlich und erweitern Gleichung (4.67) fiir den
2-Faktoren-Fall.

4.4.3 Komparative Statik der Credit-Spreads

Im Folgenden werden die Credit-Spreads von Anleihen im Longstaff/Schwartz-Modell
einer komparativ-statischen Analyse unterzogen. Wie in Kapitel 4.4.2 verbriefen die
betrachteten Anleihen neben dem Riickzahlungsbetrag von einem € bei Falligkeit im
Zeitpunkt T" Kuponzahlungen in Hohe von ¢' € 0 < C < 1, in den Zeitpunkten
T;,mtjy=1,....,nund 0 < Ty < ... < T, = T. Un den Credit-Spread einer
kreditrisikobehafteten Anleihe bestimmen zu kénnen, muss zunichst die Rendite der

Anleihe auf Basis der vertraglich vereinbarten Zahlungen durch Auflésen der Gleichung

Do(0,T) =) e"?hC 4 7?07 (4.68)

7=1
nach Yp ermittelt werden. D¢ (0,7') gibt den mittels Satz U4 zu bestimmenden Preis
der Anleihe an. Die durch R symbolisierte Rendite einer in allen Ausstattungsmerk-

malen identischen, aber kreditrisikolosen Anleihe pro Jahr ergibt sich aus

Po(0,T) =Y el 4 7T, (4.69)

i=1

31Vgl. Longstaff/Schwartz (1995): S. 816.
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wobei P (0,T) als Preis der kreditrisikolosen Anleihe

Po(0,7) =Y P(0,7;)C + P(0,T) (4.70)
j=1

gentigt. Gleichung (4.70) nutzt wiederum den Umstand aus, dass Kuponanleihen bei
Arbitragefreiheit als Portefeuilles aus Zerobonds mit unterschiedlichen Laufzeiten dar-
gestellt werden kénnen.?? Die Preise der entsprechenden kreditrisikolosen Zerobonds,
P(0,Tj;), sind durch Gleichung (4.35) gegeben. Der Credit-Spread der kreditrisikobe-
hafteten Anleihe wird dann mittels der Renditen aus (4.68) und (4.69) berechnet.*® Es
gilt

A0,T) = Yp — Yo (4.71)

Tabelle 4.5 fithrt die Credit-Spreads von Anleihen mit einem Kupon von 8 % p.a.
auf. Dabei entsprechen die in der Tabelle angegebenen Verschuldungsgrade von 30 %,
50 % und 70 % den logarithmierten Verschuldungsgraden [(0) = —1,2, [(0) = —0,7
und [(0) = —0,35. Abbildung 4.13 stellt die entsprechenden Credit-Spread-Kurven
im Restlaufzeitintervall von 0 bis 20 Jahren fiir die Ausgangsdaten dar.** Wie in den
bisher vorgestellten Modellen steigt der Credit-Spread einer Anleihe unabhéngig von
der Restlaufzeit mit héherem Verschuldungsgrad des emittierenden Unternehmens. Ab-
bildung 4.13 verdeutlicht, dass auch die Zeitstruktur der Credit-Spreads nahezu un-
verdndert bleibt. Fiir einen Verschuldungsgrad von 30 % verlauft die Credit-Spread-
Kurve weiterhin steigend, wahrend sie fiir einen Verschuldungsgrad von 50 % und 70 %
den typischen buckligen Verlauf aufweist. Vergleicht man allerdings das Niveau, auf
dem die Credit-Spread-Kurven verlaufen, zeigt sich, dass der Credit-Spread im Long-
staff/Schwartz-Modell signifikant hoher ist als bisher. Dies liegt zum einen daran, dass
auch die versprochenen Kuponzahlungen der Anleihe ausfallen kénnen und die Inhaber
von Kuponanleihen im Vergleich zu den Inhabern von Zerobonds einem zusétzlichen
Kreditrisiko ausgesetzt sind. Zum anderen ist zu beachten, dass die Festlegung der
Abschreibungsrate w einen groflen Einfluss auf die Hohe des Credit-Spread hat. Tabel-
le 4.5 zeigt, dass der Credit-Spread fiir w = 0,3 unabhéngig vom Verschuldungsgrad
des Unternehmens naher an dem der bisher vorgestellten Modelle liegt, wéhrend sich

der Abstand zwischen den Credit-Spreads fiir w = 0,7 weiter vergréfiert. Abbildung

32Vgl. auch die Ausfithrungen im Anschluss an Gleichung (3.5) aus Kapitel 3.1.

33Da die Gleichungen (4.68) und (4.69) keine analytische Lésung zulassen, muss fiir Y und R eine
numerische Ndhrungslésung gesucht werden.

34Bei der numerischen Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeiten gemifi Satz U4 wurde n = 100
gesetzt. Fiir n > 100 lasst sich keine signifikante Verbesserung der Ergebnisse feststellen.
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4.14, in der die entsprechenden Credit-Spread-Kurven fiir einen Verschuldungsgrad des
emittierenden Unternehmens von 50 % dargestellt werden, verdeutlicht dies. Die Ab-
schreibungsrate spiegelt im Longstaff/Schwartz-Modell die Besicherung einer Anleihe
wider. So deutet eine niedrigere Abschreibungsrate an, dass die betrachtete Anleihe
bei Eintritt eines Kreditausfalls vorrangig bedient wird oder durch dingliche Rechte
besichert ist. Der im Vergleich zu den bisher betrachteten Modellen héhere Credit-
Spread im Longstaff/Schwartz-Modell kann demzufolge auch auf eine unterschétzte

Besicherung der Anleihe durch eine zu hohe Abschreibungsrate zuriickgefiihrt werden.

Credit-Spreads im Longstaff/Schwartz-Modell
(in Bp p.a.)
Ausgangsdaten: »(0) = 0,05, V(0) = 100, k = 0,4, n = 0,06, 7 = 0,06, ¢ = 0,25, p = 0,25,
w=0,5C=0,08

Verschuldungsgrad 30 % | Verschuldungsgrad 50 % | Verschuldungsgrad 70 %
Restlaufzeit in Jahren Restlaufzeit in Jahren Restlaufzeit in Jahren
5 10 20 5 10 20 5 10 20
Ausgangsdaten
46,53 93,38 104,90 | 262,656 261,32 217,04 | 673,37 495,76 359,78
Parameter p
—0,25 16,16 38,88 49,47 | 158,31 163,51 140,20 | 528,69 389,39 28361
0 29,53 64,89 77,24 | 210,78 214,63 181,33 | 605,59 447,59 326,00
Parameter o
0,20 12,92 4448 60,99 | 142,26 173,48 155,25 | 498,08 394,74 294,06
0,30 105,96 155,38 154,19 | 394,93 348,40 275,82 | 825,04 580,95 414,30
Parameter r(0)
0,02 55,23 99,74 106,50 | 289,33 271,19 218,52 | 708,56 504,82 359,03
0,08 38,94  87,b4 103,81 | 237,47 252,37 216,40 | 638,b3 487,78 361,46
Parameter &
0,20 70,39 178,27 22577 | 326,83 376,79 324,29 | 752,36 591,41 409,17
0,60 35,75 66,52 72,61 | 229,25 216,55 176,93 | 628,09 450,35 327,47
Parameter 5
0,01 18,99 36,75 41,43 | 168,40 157,56 129,86 | 541,78 385,15 283,98
0,10 101,69 195,42 202,88 | 394,26 395,35 309,34 | 826,96 607,68 409,19
Parameter 7
0,04 56,63 118,96 136,08 | 297,560 303,80 250,73 | 723,95 53591 377,74
0,08 38,09 72,29 78,72 | 231,11 222,92 185,03 | 625,36 456,72 340,39
Parameter w
0,3 29,70 56,95 61,71 | 159,82 152,44 122,45 | 386,15 274,06 192,50
0,7 69,95 137,64 154,66 | 393,47 393,84 333,64 | 1.041,19 78540 591,02

Tabelle 4.5: Komparative Statik der Credit-Spreads im Longstaff/Schwartz-Modell
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A(0,T) in Bp p.a.
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Abbildung 4.13: Credit-Spread-Kurven im Longstaff/Schwartz-Modell

A(0,T) in Bp p.a.

400 |
300
200 ¢t

100 |

s T 1in Jahren
20

Abbildung 4.14: Credit-Spread-Kurven im Longstaff/Schwartz-Modell in Abhangigkeit
der Abschreibungsrate
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Abschliefend soll die Frage diskutiert werden, wie sich Anderungen der Unternehmens-
wertvolatilitdt o, der Zinsstrukturparameter r(0), x,n und 7 sowie des Korrelationsko-
effizienten p auf den Credit-Spread einer Kuponanleihe auswirken. Aus Tabelle 4.5
ist ablesbar, dass der Credit-Spread unabhdngig vom Verschuldungsgrad des Unter-
nehmens und der Restlaufzeit des Anleihe steigt (sinkt), wenn o,n oder p zunimmt
(abnimmt) bzw. # oder # abnimmt (zunimmt). Eine Anderung des kurzfristigen Kas-
sazinssatzes bewirkt, dass der Credit-Spread fiir einen Verschuldungsgrad von 30 %
und 50 % unabhéngig von Restlaufzeit der Anleihe steigt (sinkt), wenn r(0) abnimmt
(zunimmt). Fiir einen Verschuldungsgrad von 70 % kehrt sich dieser Effekt bei ei-
ner Restlaufzeit von 20 Jahren um. Die angefithrten Auswirkungen lassen sich wie
folgt erklédren: Analog zu den bisher vorgestellten Modellen fiithrt ein zunehmendes o,
n oder p dazu, dass die Schwankungsbreite des Unternehmenswerts und demzufolge
auch die des logarithmierten Verschuldungsgrades zunimmt. Damit verbunden ist eine
hohere Ausfallwahrscheinlichkeit unter dem Forwardmafl, was den Preis der Anleihe
senkt und den Credit-Spread steigen lésst. Dieser Effekt kehrt sich fiir ein abnehmen-
des o, n oder p um. Demgegeniiber lassen sich die Auswirkungen von Anderungen
des Parameters « wie bisher darauf zuriickfithren, dass ein zunehmendes «, also eine
groflere Anpassungsgeschwindigkeit an das durch r gekennzeichnete risikoadjustierte
Mean-Reversion-Niveau des kurzfristigen Kassazinssatzes, die Schwankungsbreite des
logarithmierten Verschuldungsgrades vermindert. Dies wirkt sich iiber eine niedrigere
Ausfallwahrscheinlichkeit preismindernd auf die Anleihe aus und hat einen sinkenden
Credit-Spread zur Folge hat. Bei abnehmender Anpassungsgeschwindigkeit kehrt sich
dieser Effekt um. Eine Anderung des kurzfristigen Kassazinssatzes wirkt in zwei unter-
schiedliche Richtungen. So sinkt mit zunehmendem r(0) der Barwert der Kuponzah-
lungen und des Riickzahlungsbetrages der betrachteten Anleihe, was deren Preis senkt
und den Credit-Spread erhéht. Andererseits stimmt r(0) mit der aktuellen Moment-
anrendite des Unternehmenswerts unter dem aquivalenten Martingalmaf} iiberein. Fin
Zunehmen von r(0) sorgt demzufolge dafiir, dass der Unternehmenswert stérker von
der Ausfallschranke ,wegdriftet® und der erwartete Verschuldungsgrad sinkt, wobei
Letzteres auch unter dem Forwardma$ gilt, wie etwa aus Gleichung (4.66) hervorgeht.
Dies reduziert die Ausfallwahrscheinlichkeit unter dem Forwardmaf, so dass der Preis
der Anleihe steigt und der Credit-Spread sinkt. Dabei scheint der zuletzt genannte
Effekt in den meisten Fallen zu dominieren. Ein abnehmender kurzfristiger Kassazins-
satz wirkt wiederum entgegengesetzt. Die Auswirkungen eines Anstiegs von r auf den

Credit-Spread sind wiederum vergleichbar mit denen eines Anstiegs von r(0).
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Kapitel 5

Intensitatsbasierte

Kreditrisikomodelle

Im Gegensatz zur unternehmenswertbasierten Sichtweise des vorangegangenen Kapi-
tels wird der Zeitpunkt eines Kreditausfalls in intensitdtsbasierten Kreditrisikomodel-
len nicht als erste Durchgangszeit des Unternehmenswerts durch eine von der Ver-
schuldungssituation des betrachteten Unternehmens abhéngige Ausfallschranke inter-
pretiert. Es wird vielmehr vorausgesetzt, dass sich dieser Zeitpunkt als erste Sprungzeit
eines Zahlprozesses mit gegebener Intensitédt spezifizieren lasst. Dennoch ist es méglich,
beide Ansatze miteinander zu verkniipfen, wie im Folgenden gezeigt wird. Kapitel 5.1
stellt zunéchst den allgemeinen Modellrahmen intensitdtsbasierter Kreditrisikomodelle
dar. Neben der Modellierung des Zeitpunkts eines Kreditausfalls sind dabei insbeson-
dere die zur Bewertung kreditrisikobehafteter Zahlungsstréme nétigen Anpassungen
der Martingalmaf-Technik zu diskutieren. In Kapitel 5.2 werden dann Unternehmens-
anleihen in einem intensitdtsbasierten Kreditrisikomodell bewertet. Der Briickenschlag
zu den bereits vorgestellten unternehmenswertbasierten Modellen erfolgt, indem die
Intensitat des zu Grunde liegenden Zahlprozesses als Funktion des annahmegemé&f

stationdren Verschuldungsgrades des emittierenden Unternehmens vorgegeben wird.

5.1 Allgemeiner Modellrahmen

5.1.1 Modellierung des Zeitpunkts eines Kreditausfalls

Zur Modellierung des Zeitpunkts eines Kreditausfalls in einem intensitétsbasierten

Modellrahmen wird zunéchst ein Zahlprozess {N(t) : t € [0,7]} auf dem Wahr-
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scheinlichkeitsraum (£, G, P*) definiert. Der Zahlprozess ist adaptiert an eine Filtration
{G(t):t €0, 7]} und ,nicht-explodierend“. Weiterhin wird unterstellt, dass der Zahl-
prozess eine Intensitdt besitzt. Diese Intensitét ist durch einen beziiglich der Filtration
{F(t):t€][0,T]}, mit F(t) C G(1), vorhersehbaren Prozess {h(t) : t € [0, 7]} gegeben
und erfiillt fot h(s)ds < oo fast sicher fiir alle t. Annahmegemaf gehorcht der Zuwachs
N(T) — N(t) des Zahlprozesses bei gegebenem Informationsstand G(t) v F(T) fir alle

T >, mit T < T, einer Poissonverteilung mit Parameter ftT h(s)ds, so dass

P{N(T)— N(t)=k|Gt)VF()} = Wexp {— /tT h(s)ds} (5.1)

fiir beliebige k = 0,1,... gilt.!

Gegeben die oben beschriebene Informationsstruktur, stellt die Zufallsvariable 7 als
erste Sprungzeit des Zahlprozesses eine Stoppzeit beziiglich der Filtration {G(t) : t €
[0,7]} dar.? Geht man davon aus, dass 7 den Zeitpunkt eines Kreditausfalls anzeigt,
lasst sich anhand der Intensitét des Zahlprozesses die Wahrscheinlichkeit eines unmit-
telbar bevorstehenden Kreditausfalls bestimmen: Ausgehend von einem Zeitpunkt ¢
und Zustand w, mit t < 7(w), entspricht die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir 7 < ¢4 At
in etwa h(t,w)At, vorausgesetzt die nachfolgende Zeitspanne At ist hinreichend klein.”
Von besonderer Bedeutung fiir spatere Anwendungen ist die Wahrscheinlichkeit, dass
bei gegebenem Informationsstand G(¢) ein Kreditausfall nach dem Zeitpunkt 7' ein-
tritt, die so genannte bedingte Uberlebenswahrscheinlichkeit. Unter Verwendung der

Rechenregeln fiir bedingte Erwartungswerte kann diese bestimmt werden als

P{r > T|G(1)} E [1451|G(1)]
E[E 141G vV F(T)] |1G(1)]

= EP{r>T|Gt)VvF(T)}G(t)]. (5.2)

Wegen

Pr>T|G(t)v F(T)} =P{N(T)— N(t)=0|G(t) v F(T)}

!Die Definition eines Zahlprozesses und eine Erlduterung des Begriffs Intensitit ist dem Anhang zu
entnehmen. Duffie (2001) bezeichnet den hier beschriebenen Zahlprozess als ,,doubly stochastic driven
by {F(t) :t € [0, T]}*, Bielecki/Rutkowski (2002) sprechen von einem , {F(¢) : t € [0, T]}-conditional
Poisson-Prozess®. Vgl. Duffie (2001): S. 359 bzw. Bielecki/Rutkowski (2002): S. 193f.

2Die Definition einer Stoppzeit erfolgt im Anhang.

3Vgl. Duffie (2001): S. 275. Dieses Ergebnis wird am Ende des Kapitels fiir den Spezialfall einer
konstanten Intensitét des zu Grunde liegenden Z&hlprozesses veranschaulicht.
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ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit aus (5.2) nach Ausnutzen der (bedingten) Pois-
sonverteilung von N(T') — N(t) durch

P{r>TIG(t)} = E {exp{—/tT h(s)ds} |g(t)] : (5.3)

fiir alle t < min(7,T), gegeben.*

Ein Spezialfall des oben beschriebenen Modellrahmens ergibt sich, wenn man Jar-
row/Turnbull (1995) folgend unterstellt, dass der Zeitpunkt eines Kreditausfalls auf
(Q,G,P*) einer Exponentialverteilung mit Parameter A > 0 gehorcht. Der Zeitpunkt
eines Kreditausfalls entspricht dann der ersten Sprungzeit 7 eines Poisson-Prozesses mit
konstanter Intensitdt h, da die Sprungzeiten eines solchen Z&hlprozesses unabhangig
und identisch exponentialverteilt mit Parameter A sind.> Die G(t)-bedingte Uberle-

benswahrscheinlichkeit aus (5.3) berechnet sich als
P{{r>T|G(t)} = e_h(T_t), (5.4)

fir alle ¢ < min(7,T). Wegen der ,Gedachtnislosigkeit“ der Exponentialverteilung ist
die Uberlebenswahscheinlichkeit unabhingig vom Informationsstand G(t). Die Vertei-
lungsfunktion des Zeitpunkts eines Kreditausfalls im Jarrow/Turnbull-Modell ist unter

Verwendung von (5.4) durch
E)=P{r<t}=1—-eM, (5.5)

fir alle t € [0, 7], gegeben.

Die Definition des Zeitpunkts eines Kreditausfalls im Jarrow/Turnbull-Modell ermog-
licht es, den Zusammenhang zwischen der Intensitat des zu Grunde liegenden Zahlpro-
zesses und der Hazardrate anschaulich darzustellen. Die Hazardrate, in der Literatur
auch als Ausfallrate bezeichnet, ist eine wichtige Kenngréfle von Lebensdauervertei-
lungen, da sie diese vollstéindig charakterisiert.® Allgemein ist die Hazardrate einer
Lebensdauer 7 definiert als
ht) = Alg@éw{t cr<itt A1)

L1 P{i<r<itAy

At—0 At P+{r >t} ’

4Vgl. Duffie (2001): S. 276f.
>Vgl. die Definition eines Poisson-Prozesses im Anhang.

fVgl. Hartung (1991): S. 218f.
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was sich mit F,(t) = P*{r <t} als Verteilungsfunktion der Lebensdauer 7 und f.(¢)

als zugehoriger Dichtefunktion umformen lésst in

1R+ A = F(1)

hit) Atso Al 1 — F.(1)
B 1 dE.(1)
1= F(t) dt

1
1 — F.(1)
Das Produkt h(t)At entspricht fiir kleine Zeitintervalle At in etwa der Wahrscheinlich-
keit, dass ein Objekt mit Lebensdauerverteilung F;(¢) nach Erreichen des Zeitpunkts ¢

7). (5.6)

innerhalb der nachfolgenden Zeitspanne At ausfillt. Im Jarrow/Turnbull-Modell kann
die Hazardrate des Zeitpunkts eines Kreditausfalls mittels (5.6) in Verbindung mit
(5.5) als

he—ht
e—ht

=h

h(t) =

berechnet werden. Die Hazardrate ist zu jedem Zeitpunkt ¢ konstant und gleich der
Intensitdt ~. Die Wahrscheinlichkeit eines unmittelbar bevorstehenden Kreditausfalls

ergibt sich demzufolge als hAf.

5.1.2 Bewertung zustandsbedingter Anspriiche bei Kreditri-

siko

Bereits Kapitel 3.3.1 befasste sich mit der Bewertung von zustandsbedingten Ansprii-
chen. Der Preis eines zustandsbedingten Anspruchs ergab sich dort als Erwartungswert
des mit dem Geldmarktkonto diskontierten Zahlungsstroms, berechnet unter einem
aquivalenten Martingalmaf. Dieser als Martingalmaf-Technik bezeichnete Bewertungs-
ansatz unterstellt implizit, dass ein zustandsbedingter Anspruch bei Falligkeit gemé&f
den vertraglichen Vereinbarungen erfiillt wird, der Zahlungsstrom also nicht kreditrisi-
kobehaftet ist. Demgegeniiber unterliegt ein kreditrisikobehafteter zustandsbedingter
Anspruch der Gefahr, dass die vertraglich vereinbarte Zahlung bei Félligkeit nicht
vollstandig geleistet wird.

Die Arbeiten von Jarrow/Turnbull (1995) und Duffie/Singleton (1999) zeigen, dass
die Martingalmaf-Technik auch zur Preisbestimmung eines kreditrisikobehafteten zu-
standsbedingten Anspruchs eingesetzt werden kann, wenn man den Zeitpunkt eines
Kreditausfalls wie in Kapitel 5.1.1 als erste Sprungzeit eines Z&hlprozesses mit gegebe-

ner Intensitdt konstruiert. Die grundsdtzlichen Annahmen dieser intensitatsbasierten
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Modelle lassen sich wie folgt zusammen: Ausgehend von dem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,G,P*) und der Filtration {G(¢) : t € [0,T]} wird unterstellt, dass ein zum subjek-
tiven Wahrscheinlichkeitsmafl P* dquivalentes Martingalmafl Q* existiert, unter dem
die mit dem Geldmarktkonto diskontierten Preise der auf dem Kapitalmarkt gehan-
delten Wertpapiere, einschliellich des betrachteten kreditrisikobehafteten zustandsbe-
dingten Anspruchs, beziiglich G(¢) die Martingaleigenschaft aufweisen. Der zu Grunde
liegende Z&hlprozess besitzt unter dem dquivalenten Martingalmafl Q* eine Intensitat
{q(t) : t € [0,T]}, die vorhersehbar beztiglich der Filtration {F(t) : ¢t € [0,7T]} ist und
fot q(s)ds < oo fast sicher fiir alle ¢ erfiillt. Der Zuwachs N(T')— N(t) des Zahlprozesses
ist bei gegebenem Informationsstand G(t) v F(T') fir alle T > ¢, mit T" < T, auch

unter Q* poissonverteilt, und zwar mit Parameter ftT q(s)ds.”

Mit Blick auf die im nachfolgenden Kapitel zu bewertenden Unternehmensanleihen
reicht es aus, die Bewertung in intensitétsbasierten Modellen anhand eines ,,sehr einfa-
chen® kreditrisikobehafteten zustandsbedingten Anspruchs zu verdeutlichen: Tritt bis
zur Falligkeit im Zeitpunkt 7', T € [0,7T], ein Kreditausfall ein, wird die vertraglich
vereinbarte Zahlung in Héhe von X nicht geleistet, die Abschreibungsrate ist demzufol-
ge eins. Geht man wie bisher davon aus, dass 7 als erste Sprungzeit des Zahlprozesses
den Zeitpunkt eines Kreditausfalls anzeigt, besitzt der Preis des kreditrisikobehafteten
zustandsbedingten Anspruchs X auf Grund der unterstellten Martingaleigenschaft die
Darstellung

m(t,X)=EY [exp {—/tT r(s)ds}1{7>T}X|Q(t)} : (5.7)

fiir alle t € [0,T]. Dabei wird vorausgesetzt, dass der Prozess {r(t) : t € [0, 7]}, der
die Entwicklung des kurzfristigen Kassazinssatzes unter dem dquivalenten Martingal-
mafl Q@ beschreibt, adaptiert ist an die Filtration {F(¢) : ¢ € [0,7]} und X eine
F(T)-messbare und integrierbare Zufallsvariable darstellt. Die Indikatorfunktion in-
nerhalb des Erwartungswerts kann wie in Gleichung (5.2) eliminiert werden. Mit den

Rechenregeln fiir bedingte Erwartungswerte lasst sich (5.7) umschreiben in

LX) = BV {E@* {exp{—/tTr(s)ds}l{T>T}X|g(t)\/]—"(T)} |g(t)},

"Vgl. Duffie (2001): S. 277f. Duffie greift dort auf eine verallgemeinerte Version des Theorems von
Girsanov zuriick, um hinreichende Bedingungen fiir die Existenz der Intensitdt des Z&hlprozesses und
die Poissonverteilung der Zuwéchse unter dem zum subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafl dquivalenten
Martingalmafl abzuleiten.
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was auf Grund der Adaptiertheit und Messbarkeit von exp {— ftT r(s)ds}X zu

Xy = 5 e {- [ Tr(s)ds}XE@* [LnlG(0) v A1) 1610
= E¥ [exp {— /tTr(s)dS}XQ*{T > T1G(t) v ]—"(T)}|Q(t)]

fithrt. Unter Verwendung der Poissonverteilung von 7 folgt daraus analog zu (5.3)

EY [exp {—/tTr(s)dS}XeXp{—/tT q(s)ds}|g(t)]

_ g [exp {_/tT (r(s) + q(s))ds}X|g(t)} g (5.8)

m(t, X)

Eine wesentliche Vereinfachung des Bewertungszusammenhangs aus (5.8) ldsst sich

durch die folgende Bedingung erreichen.

Bedingung I1: Fiir jede Zufallsvariable ¢, die F(7 )-messbar und integrierbar
unter Q* ist, gilt

EY[E16(1)]) = BV [¢|F(1)], fir alle t € [0,7]. (5.9)

Die meisten intensitdtsbasierten Kreditrisikomodelle greifen entweder explizit oder im-
plizit auf diese Bedingung zuriick. Bielecki/Rutkowski (2002) zeigen, dass Bedingung 11
genau dann erfiillt ist, wenn die o-Algebren F(7) und G(t), gegeben F(t), bedingt un-
abhingig unter Q* sind.” Da die Zufallsvariable exp {— ftT (r(s) + q(s)) dS}X aus (5.8)
sowohl F(T')-messbar als auch integrierbar unter Q* ist, ergibt sich mit F(7") C F(T)

und unter Verwendung von Bedingung 11

m(t, X)=EY {exp {— /tT (r(s) + q(s)) ds}X|]~"(t)] : (5.10)

Ein Vergleich von (5.10) mit der Bewertungsgleichung (3.75) aus Satz MM1 in Kapitel
3.3.1 zeigt, wie im vorliegenden intensitatsbasierten Modellrahmen die Gefahr eines
Kreditausfalls bei der Bewertung des zustandsbedingten Anspruchs X beriicksichtigt
wird: Der Preis von X entspricht zwar weiterhin dem Erwartungswert des diskon-

tierten vertraglich vereinbarten Zahlungsstroms, berechnet unter einem aquivalenten

8Vgl. Duffie (2001): S. 278f.

“Diese Bedingung wiederum ist dquivalent zur so genannten Martingal-Invarianz-Eigenschaft, d.h.
ein Martingal beziiglich F(¢) ist auch ein Martingal beziiglich G(t). Vgl. Bielecki/Rutkowski (2002):
S. 242.
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Martingalma$, allerdings ist der risikolose Zinssatz, der den Diskontierungsfaktor bis-
her bestimmte, additiv um die Intensitiat des zu Grunde liegenden Z&hlprozesses zu

erhohen.

Bevor die Frage nach der ,,6konomischen Rechtfertigung® der Bewertung eines kre-
ditrisikobehafteten zustandsbedingten Anspruchs mittels (5.10) aufgegriffen wird, sei
noch einmal auf die Herleitung der Bewertungsgleichung (3.75) fiir den kreditrisikolo-
sen Fall hingewiesen. Die Herleitung dieser Bewertungsgleichung basiert darauf, dass
der Zahlungsstrom eines zustandsbedingten Anspruchs durch eine selbstfinanzierende
Handelsstrategie dupliziert werden kann. Bei Arbitragefreiheit muss der Preis des be-
trachteten zustandsbedingten Anspruchs jederzeit mit dem Marktwert des entsprechen-
den Duplikationsportefeuilles iibereinstimmen. Die Bewertung eines zustandsbedingten
Anspruchs mittels der Martingalmaf-Technik ist dadurch gerechtfertigt, dass die mit
dem Geldmarktkonto diskontierte Marktwertentwicklung des Duplikationsportefeuil-
les unter dem dquivalenten Martingalmafl die Martingaleigenschaft aufweist. Die Exi-
stenz eines eindeutigen dquivalenten MartingalmafBes ist im Grunde gleichbedeutend
mit der Vollstdndigkeit des Kapitalmarkts, so dass jeder beliebige zustandsbedingte
Anspruch duplizierbar ist. Im Rahmen der intensitdtsbasierten Bewertung eines kre-
ditrisikobehafteten zustandsbedingten Anspruchs wird hingegen lediglich die Existenz
eines aquivalenten Martingalmafles vorausgesetzt. Dies bedeutet, dass die Bewertung
mittels (5.10) zwar die Arbitragefreiheit des Kapitalmarkts gewdhrleistet, sich also
unter Einbeziehung des Geldmarktkontos und der dort gehandelten Wertpapiere, ein-
schlieBllich des betrachteten kreditrisikobehafteten zustandsbedingten Anspruchs, keine
selbstfinanzierende Handelsstrategie konstruieren lasst, die eine Arbitragemoglichkeit
darstellt, nicht aber, dass es ein entsprechendes Duplikationsportefeuille gibt.'® In in-
tensitdtsbasierten Modellen ist somit nicht von vornherein ausgeschlossen, dass noch
weitere dquivalente Martingalmafle existieren, die moglicherweise zu anderen Preisen
fiir den kreditrisikobehafteten zustandsbedingten Anspruch fithren. Fiir das im nachfol-
genden Kapitel vorgestellte Modell ist das zur Bewertung heranzuziehende dquivalente

Martingalmaf allerdings eindeutig.

10ygl. Duffie et al. (1996): S. 1076f. oder Bielecki/Rutkowski (2002): S. 233f.
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5.2 Integration unternehmensspezifischer Groflien

In der Literatur finden sich verschiedene intensititsbasierte Kreditrisikomodelle, die
unternehmensspezifische Gréflen beriicksichtigen. Der Grundgedanke besteht darin, die
Intensitat des zu Grunde liegenden Zahlprozesses in Abhangigkeit unternehmensspe-
zifischer Groflen anzugeben. So beweisen Duffie/Lando (2001), dass im unternehmens-
wertbasierten Kreditrisikomodell von Leland (1994) eine von unternehmensspezifischen
Groflen abhdngige Intensitat existiert, wenn die Anleiheinhaber nur periodisch . ver-
zerrte“ Informationen tiber den Unternehmenswert erhalten. Madan/Unal (1998) geben
in ithrem Modell die Intensitdt als Funktion des diskontierten Marktwerts des Eigen-
kapitals des betrachteten Unternehmens vor, wiahrend die Intensitét im Modell von
Madan/Unal (2000) von Parametern der Dynamik des Unternehmenswerts und der

Zinsstruktur abhéngt.

Die aufgefithrten Modelle unterstellen oder erzeugen einem bestimmten funktiona-
len Zusammenhang zwischen der Intensitdt des Z&hlprozesses und unternehmensspe-
zifischen GroBen. Ein allgemeinerer Ansatz ist bei Lando (1998) zu finden. Lando
geht zunachst davon aus, dass der Zahlprozess {N(t) : t € [0,7]} eine Intensitat
{q(t) : t €]0,T]} besitzt, die sich als Funktion ¢(t) = ¢(Y(¢)) darstellen l&sst. Dabei
beschreibt der d-dimensionale stochastische Prozess {Y(¢) : ¢ € [0, 7]} die Entwick-
lung der zu beriicksichtigenden Zustandsvariablen, die neben unternehmensspezifischen
Groflen auch Zinsstrukturgréffen oder makroSkonomische Daten sein kénnen. Sowohl
der Prozess fiir die Entwicklung der Zustandsvariablen als auch die Intensitat sind an-
nahmegeméaf adaptiert an die Filtration {F(¢) : ¢t € [0,7T]}. Lando nimmt an, dass
diese Filtration vom stochastischen Prozess fiir die Entwicklung der Zustandsvariablen
erzeugt wird, so dass F(t) = o (Y (s) : s € [0,¢]) gilt.!* Weiterhin unterstellt er die Exi-
stenz einer Zufallsvariablen FE;, die einer Exponentialverteilung mit Parameter Eins
gehorcht und fiir alle ¢ € [0,7] unabhangig von F(¢) ist. Alle aufgefiithrten Prozesse
und die Zufallsvariable F; sind definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (92, G, Q*),
wobei das Wahrscheinlichkeitsmafl Q* wie bisher ein &dquivalentes Martingalmaf} fiir
den betrachteten Kapitalmarkt darstellt. Gegeben dieses Annahmengeriist, konstru-
iert Lando den Zeitpunkt eines Kreditausfalls als erste Sprungzeit 7 des Zahlprozesses,

indem er

_— inf{t € [0,7]: /Ot g(s)ds = El}

YEin Zihlprozess mit diesen Eigenschaften wird in der Literatur als Cox-Prozess bezeichnet. Vgl.

Lando (1998): S. 101 oder Bielecki/Rutkowski (2002): S. 195 und S. 253.
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t.12 Diese Definition des Zeitpunkts eines Kreditausfalls fithrt zu zwei wichtigen

setz
Implikationen: Zum einen stellt 7 eine Stoppzeit beziiglich der Filtration {G(¢) : t €
[0, 7]}, mit G(¢) = F(t) V H(t), dar. Dabei ist H(t) = o (1{,<s}) die von T als erster
Sprungzeit des Zahlprozesses erzeugte o-Algebra. Zum anderen ist 7 unter Q* bei
gegebenem Informationsstand G(¢) v F(T') fir alle T' > ¢, mit T' < T, poissonverteilt

mit Parameter ftT q(s)ds, so dass

Q{r > T|G(t) V F(T)} = exp {_ /tT q(s)ds} (5.11)

gilt.1?

Die Darstellung aus Gleichung (5.11) verdeutlicht, dass das Modell von Lando ein Spe-
zialfall des Modellrahmens aus Kapitel 5.1 ist. Zur Bewertung des in Kapitel 5.1.2
beschriebenen kreditrisikobehafteten zustandsbedingten Anspruchs X, der nichts aus-
zahlt, wenn zum Félligkeitszeitpunkt 7', 7" € [0, T], ein Kreditausfall eingetreten ist,
kann somit weiterhin der Bewertungszusammenhang aus (5.8) herangezogen werden.

Es gilt
rt.x) = 6 [ {= [ 06+ aton ds | Xigto)
= E¥ [exp {—/tT (r(s)+ q(s))dS}Xu-“(t) \/’H(t)] : (5.12)

Wie bisher wird dabei vorausgesetzt, dass der Prozess {r(t) : t € [0,7]} adaptiert
ist an die Filtration {F(¢) : t € [0, 7]} und X eine F(T')-messbare und integrierba-
re Zufallsvariable darstellt. Weiterhin gilt F(¢) v H(t) C F(t) V o (F1). Wegen der
fiir alle ¢ € [0, 7] unterstellten Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen E; von F(t) sind
auch die o-Algebren F (7 ) und H(t) bedingt unabhéngig, gegeben F(t). Die Zufallsva-
riable exp {— ftT (r(s) + q(s)) dS}X aus (5.12) ist annahmegemaf F(T')-messbar und
integrierbar unter Q*, so dass sich mit F(T') C F(T) die Darstellung

m(t,X)=EY {exp {— /tT (r(s) + q(s)) ds}X|]~"(t)] (5.13)

ergibt. Gleichung (5.13) zeigt, dass Bedingung I1 aus Kapitel 5.1.2 im Lando-Modell
automatisch erfiillt ist. Dies liegt an der speziellen Konstruktion des Zeitpunkts eines
Kreditausfalls.!*

12Vgl. Lando (1998): S. 102. Eine ausfiihrliche Analyse dieser Vorgehensweise zur Konstruktion des
Zeitpunkts eines Kreditausfalls ist bei Bielecki/Rutkowski (2002): S. 227ff. zu finden.

13Vgl. Lando (1998): S. 104f.

14Vgl. Bielecki/Rutkowski (2002): S. 253fT.
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Da die Gestalt der Intensitdtsfunktion im Modell von Lando (1998) von vornherein
nicht festgelegt ist, steht ein flexibler Modellrahmen zur Verfiigung, um Aspekte unter-
nehmenswert- und intensitatsbasierter Kreditrisikomodelle zu kombinieren. Das Ziel
der nachfolgenden Ausfithrungen ist es, aufbauend auf dem oben beschriebenen Mo-
dellrahmen zunéchst die Intensitét des zu Grunde liegenden Zahlprozesses mit dem Ver-
schuldungsgrad des betrachteten Unternehmens zu verkniipfen. Dies erscheint sinnvoll,
da die Intensitat die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Zeitpunkts eines Kreditausfalls
bestimmt. Wie schon die Analyse der unternehmenswertbasierten Kreditrisikomodelle
in Kapitel 4 zeigt, sollte Letztere von der Verschuldungssituation des Unternehmens
abhangen. In Kapitel 5.2.1 wird dazu der Prozess fiir die Entwicklung des logarithmier-
ten Verschuldungsgrades des Unternehmens unter einem dquivalenten Martingalmaf}
bestimmt. Die Vorgabe ist dabei, dass sich die Verschuldungspolitik des Unternehmens
an der Beibehaltung eines Zielverschuldungsgrades orientiert, oder anders formuliert,
dass sich der Verschuldungsgrad im Zeitablauf als stationar erweist. Dies berticksichtigt
die Ergebnisse neuerer empirischer Untersuchungen, die das Vorliegen stationédrer Ver-
schuldungsgrade bestitigen.'® Kapitel 5.2.2 spezifiziert die Intensitit des Zahlprozesses
als Funktion des logarithmierten Verschuldungsgrades. In Kapitel 5.2.3

wird das resultierende intensitédtsbasierte Kreditrisikomodell zur Bewertung von Un-
ternehmensanleihen eingesetzt. Da bei der Bestimmung des Prozesses fiir die Entwick-
lung des logarithmierten Verschuldungsgrades auf den Modellrahmen aus den Kapitel 4
zuriickgegriffen wird, ist es moglich, die Ergebnisse der komparativ-statischen Analyse
der Credit-Spreads in Kapitel 5.2.4 mit denen der unternehmenswertbasierten Kredi-

trisikomodelle zu vergleichen.

5.2.1 Dynamik des Verschuldungsgrades

In Kapitel 4.2.2 wurde gezeigt, dass sich die zufallsabhéngige Entwicklung des kurzfri-
stigen Kassazinssatzes und des Unternehmenswerts unter einem dquivalenten Martin-

galmaf durch die stochastischen Differenzialgleichungen
dr(t) = k& (F — r(t)) dt + ndW,(t) (5.14)

und
AV (1) = r()V (1)dt + opV (1)dW,(1) + o+/T — p2V (1) dWy (1) (5.15)
15Vgl. Opler/Titman (1996) oder Fama/French (2002). Stationire Verschuldungsgrade sind verein-

bar mit der bereits in Kapitel 2.1.2 angesprochenen Tradeoff-Theorie zur Erklarung der Verschul-
dungspolitik von Unternehmen.
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beschreiben lasst.'® Fiir den logarithmierten Unternehmenswert y(¢) = InV/(¢) ergibt

sich mittels [tos Lemma das stochastische Differenzial
2
dy(t) = (r(t) — %) dt + opdW,. (1) + o+/1 — deWV(t).17 (5.16)

Es wird unterstellt, dass die im vorherigen Kapitel angefiihrte Referenz-Filtration
{F(t) :t € [0, 7]} von den Prozessen aus Gleichung (5.14) und (5.15) bzw. (5.16)

erzeugt wird.

Um einen im Zeitablauf stationéren Verschuldungsgrad des betrachteten Unternehmens
zu gewéhrleisten, wird die Dynamik des logarithmierten Verschuldungsvolumens unter

dem &quivalenten Martingalmafl durch

dk(t) = y(y(t) — v —(r(t) —7) — k(t))dL, (5.17)

mit v, v, > 0, beschrieben. Die Darstellung fiir die Entwicklung des logarithmierten
Verschuldungsvolumens aus (5.17) geht auf Collin-Dufresne/Goldstein (2001) zuriick.
Collin-Dufresne/Goldstein erweitern das in Kapitel 4.4 vorgestellte unternehmenswert-
basierte Kreditrisikomodell von Longstaff/Schwartz (1995), indem sie den Zeitpunkt
eines Kreditausfalls als erste Durchgangszeit des Unternehmenswerts durch eine sto-
chastische Ausfallschranke der Form (5.17) vorgeben.'® Gleichung (5.17) fiihrt zu fol-
genden Implikationen fiir die Verschuldungspolitik des Unternehmens: Wenn k(¢) klei-
ner ist als y(¢) — v —(r(t) — 7), nimmt die Driftfunktion des Prozesses einen positiven
Wert an, d.h. das Unternehmen erhéht das logarithmierte Verschuldungsvolumen. Ist
k(t) groBer als y(t) — v —(r(t) — ), nimmt die Driftfunktion einen negativen Wert an,
d.h. das logarithmierte Verschuldungsvolumen sinkt. Weiterhin ist die Driftfunktion
fiir ¢» > 0 monoton fallend im kurzfristigen Kassazinssatz r(t), so dass das logarith-
mierte Verschuldungsvolumen zuriickgeht, wenn der kurzfristige Kassazinssatz steigt.
Dies tragt dem auf den Kapitalmérkten bei steigendem Zinsniveau zu beobachtenden

Riickgang der Emissionsvolumina von Forderungstiteln Rechnung.!?

Die Vorgabe der Entwicklung des logarithmierten Verschuldungsvolumens mittels Glei-
chung (5.17) sorgt dafiir, dass sich der Verschuldungsgrad des Unternehmens als sta-
tiondr erweist. Dies wird deutlich, wenn man die Entwicklung des logarithmierten
Verschuldungsgrades des Unternehmens, definiert als {(t) = k(¢) — y(?), betrachtet.
Die Entwicklung von [(¢) unter dem &quivalenten Martingalmaf} kann analog zur Be-

stimmung des logarithmierten Verschuldungsgrades im Longstaff/Schwartz-Modell aus

16Siehe Gleichung (4.32) und (4.31).

17Siehe Gleichung (4.60).

18Vgl. Collin-Dufresne/Goldstein (2001): S. 19391T.
19Vgl. ebenda: S. 1940f.
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(4.61) mittels Ités Lemma angegeben werden. Ausgangspunkt ist der 2-dimensionale

stochastische Prozess fiir X (¢) = (k(t),y(¢)) mit dem stochastischen Differenzial
dX(t) = f(t)dt + G(t)dW (),

wobei

(0 0 | aw)
Gl) = ( op oy/1 — p? ) V(D) = ( dWy (1) )

gilt. Mittels [t6s Lemma lasst sich der Prozess fiir die Entwicklung des logarithmierten

Verschuldungsgrades durch das stochastische Differenzial
di(t) = g(1)f(t)dt + g()G(t)dW (1)

darstellen. Dabei gibt ¢g(¢) = (1,—1) den entsprechenden Gradienten an. Nach Berech-

nen der Skalar- und Matrixprodukte und Zusammenfassen der Terme erhilt man

di(t) =~ (I(t) = I(1)) dt — opdW,(1) — o/1 — p2dWy (1), (5.18)

mit
)+

l(t) = ———F = v = 4(e(0) = 7). (5.19)

Durch die Anwendung von [tos Lemma ist gewahrleistet, dass der Prozess fiir die Ent-
wicklung des logarithmierten Verschuldungsgrades aus (5.18) ebenfalls an die Referenz-
Filtration {F(¢) : t € [0, 7]} adaptiert ist. Analog zum kurzfristigen Kassazinssatz im
Vasicek-Modell aus (5.14) besitzt der Prozess die Mean-Reversion-Eigenschaft. Das

Mean-Reversion-Niveau [(¢) hangt vom kurzfristigen Kassazinssatz r(¢) ab und ist da-

her stochastisch. Gegeben r(t), kennzeichnet [(¢) den Verschuldungsgrad, gegen den [()
im langfristigen Mittel tendiert. Dies verdeutlicht ein Blick auf die Driftfunktion des

Prozesses, die fiir () < [(t) ({(t) > [(t)) einen positiven (negativen) Wert annimmt.
Liegt [(1) unter (iiber) [(¢) ist ein hoherer (niedrigerer) logarithmierter Verschuldungs-

grad zu erwarten, so dass [(¢) immer wieder an [(¢) herangezogen wird. Die Konstante

v gibt die Anpassungsgeschwindigkeit an. Das Mean-Reversion-Niveau [(t) lasst sich

somit als logarithmierter Zielverschuldungsgrad des Unternehmens interpretieren.

20Vgl. Collin-Dufresne/Goldstein (2001): S. 1941.
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Soll die Dynamik des logarithmierten Verschuldungsgrades unter dem subjektiven
Wahrscheinlichkeitsmafl angegeben werden, miissen die entsprechenden Prozesse fiir
die Entwicklung des kurzfristigen Kassazinssatzes und des logarithmierten Unterneh-
menswerts herangezogen und die Parameter des Mean-Reversion-Niveaus aus (5.19)
angepasst werden. Letzteres stellt sich wie folgt dar:

2

Lo i)+ 5

I(t) = N —v—=(r(t) = B), (5.20)

wobei p(t) die erwartete Momentanrendite des Unternehmenswerts und 3 das Mean-
Reversion-Niveau des kurzfristigen Kassazinssatzes unter dem subjektiven Wahrschein-

lichkeitsmaf} angibt.

5.2.2 Spezifikation der Intensititsfunktion

Die Intensitat des zu Grunde liegenden Zé&hlprozesses wird im Folgenden als lineare
Funktion des logarithmierten Verschuldungsgrades vorgegeben. Der Vorteil einer sol-
chen Vorgehensweise besteht darin, dass eine analytische Losung der resultierenden
Bewertungsgleichungen wesentlich vereinfacht wird. Im hier vorgestellten Modellrah-

men bietet es sich an, die Intensitét als

1), (5.21)

mit @ > 0 und 7 < 0, darzustellen.?! [(0) entspricht dem aktuellen logarithmierten
Verschuldungsgrad des Unternehmens, wobei [(0) < 0 gilt, da eine Uberschuldung im
Ausgangszeitpunkt ausgeschlossen wird. Durch die Spezifikation aus (5.21) weist die

Intensitédt die folgenden Figenschaften auf:

1. Wegen I(t) T (}) < ¢q(t) T ({) geht mit einem hoheren (niedrigeren) logarithmier-

ten Verschuldungsgrad eine hohere (niedrigere) Intensitat einher. Dies bedeutet

21Die Sperzifikation der Intensitit gemdf (5.21) orientiert sich an Hiibner (1997, 2001), der einen
ghnlichen funktionalen Zusammenhang zwischen der mittleren Verlustrate aus dem intensitétsbasier-
ten Modell von Duffie/Singleton (1999) und der von ihm verwendeten Zustandsvariablen unterstellt.
Die mittlere Verlustrate ist definiert als Produkt aus der Intensitat des Zahlprozesses und dem anteili-
gem Marktwertverlust einer Anleihe bei Eintritt ein Kreditausfalls. Sie erfasst somit die Unsicherheit
hinsichtlich des Zeitpunkts und der Hohe eines Kreditausfalls. Hiibner beschreibt die Entwicklung der
Zustandsvariable durch einen Prozess, der zwar ebenfalls die Mean-Reversion-Eigenschaft aufweist, al-
lerdings wie der Prozess fiir die Entwicklung des kurzfristigen Kassazinssatzes aus dem Vasicek-Modell
ein konstantes Mean-Reversion-Niveau besitzt. Der hier gewdhlte Ansatz unterscheidet sich weiterhin
hinsichtlich der 6konomischen Interpretation der Zustandsvariablen von dem angesprochenen Modell.

Vgl. Hiibner (1997, 2001): S. 13ff. bzw. S. 303.
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unter anderem, dass die Wahrscheinlichkeit eines unmittelbar bevorstehenden
Kreditausfalls mit steigendem (sinkendem) logarithmiertem Verschuldungsgrad

zunimmt (abnimmt).

2. Ein Verschuldungsgrad ,,nahe Fins“, der einem logarithmierten Verschuldungs-
grad ,,nahe Null* entspricht, ist in der Regel durch Schwierigkeiten im Finanz-
bereich des Unternehmens gekennzeichnet. Die durch die Intensitdt bestimmte
Wahrscheinlichkeit eines unmittelbar bevorstehenden Kreditausfalls sollte in die-
sem Fall relativ hoch sein. Der Zusammenhang [(t) — 0 < ¢(t) — —a/l(0) impli-
ziert, dass die Intensitét bei einem logarithmierten Verschuldungsgrad nahe Null
ausschlieBlich von zustandsunabhéngigen Parametern bestimmt wird. Dies setzt
voraus, dass die Marktteilnehmer bereits heute gewisse Vorstellungen beziiglich
der Intensitét bei Fintritt eines solchen Szenarios haben. Beriicksichtigt man die
von einer héheren Verschuldung ausgehenden negativen Anreizeffekte fiir die Ge-
sellschafter des Unternehmens, liegt die Vermutung nahe, dass die Intensitét bei
Erreichen eines Verschuldungsgrades nahe Fins hoher eingeschétzt wird, je héher
der aktuelle Verschuldungsgrad ist. Diesem Umstand wird durch die Gewichtung
der Intensitdt mit dem aktuellen logarithmierten Verschuldungsgrad [(0) Rech-

nung getragen.

3. Bei einem ,sehr niedrigen® Verschuldungsgrad treten in der Regel keine Schwie-
rigkeiten im Finanzbereich des Unternehmens auf, so dass auch die Wahrschein-
lichkeit eines unmittelbar bevorstehenden Kreditausfalls gegen Null geht. Ange-
nommen, ein solcher Verschuldungsgrad ist durch 7’ gekennzeichnet. Mit = =
In 7’ gilt dann () — 7© < ¢(t) — 0. Geht also der logarithmierte Verschul-

dungsgrad gegen , ist die Intensitdt anndhernd Null.

4. Bei einem Verschuldungsgrad, der dem Verschuldungsgrad im Ausgangszeitpunkt
entspricht, kommt es zu keiner ,Neubewertung® der Gefahr eines Kreditausfalls.
Die Wahrscheinlichkeit eines unmittelbar bevorstehenden Kreditausfalls sollte
daher in etwa der im Ausgangszeitpunkt entsprechen. Dies spiegelt sich in der

Intensitat wider, fiir die gilt {(t) — [(0) < ¢(t) — —1 + 5

Kis

5.2.3 Partialanalytische Bewertung von Anleihen

Das hier vorgestellte intensitatsbasierte Kreditrisikomodell besitzt einen partialanaly-

tischen Charakter. Dies duflert sich zum einen in der Spezifikation der Intensitat des zu
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Grunde liegenden Zéhlprozesses aus Kapitel 5.2.2. Dort wurde die Intensitdt, welche
die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Zeitpunkts eines Kreditausfalls bestimmt, nicht
unter Beriicksichtigung aller in den Finanzierungsvertrigen getroffenen Vereinbarun-
gen vorgegeben, sondern als Funktion des logarithmierten Verschuldungsgrades des
betrachteten Unternehmens dargestellt. Zum anderen soll analog zum unternehmens-
wertbasierten Kreditrisikomodell von Longstaff/Schwartz (1995) unterstellt werden,
dass sich bei Eintritt eines Kreditausfalls die nachfolgenden Zins- und Tilgungszahlun-
gen der emittierten Anleihen um eine konstante Abschreibungsrate verringern. Ebenso
wie der Zeitpunkt wird somit auch die Hohe eines Kreditausfalls losgelést von den ver-
traglichen Vereinbarungen der emittierten Finanzierungstitel im FEinzelnen angegeben.
So erhalten die Inhaber eines Zerobonds mit einem Riickzahlungsbetrag von einem €
bei Félligkeit im Zeitpunkt 7', 7' € [0, 7], wie im Longstaff/Schwartz-Modell einen

Einzahlungsiiberschuss von

D(T,T) = 1-wlyer
= l—w(l—1m)
= (1 — w) + w1{7>T}, (5.22)

wobei 7 weiterhin den Zeitpunkt eines Kreditausfalls darstellt und w, 0 < w < 1, als
konstante Abschreibungsrate den Anteil des Riickzahlungsbetrages angibt, den die Ze-
robondinhaber bei Eintritt eines Kreditausfalls bis zum Falligkeitszeitpunkt verlieren.
Aus Gleichung (5.22) ist zu ersehen, dass sich der Einzahlungstiberschuss der Zerobond-
inhaber duplizieren lasst durch ein Portefeuille aus (1 — w) gekauften kreditrisikolosen
Zerobonds und w gekauften kreditrisikobehafteten Zerobonds mit einer Abschreibungs-
rate von Eins. Die Zusammenstellung eines solchen Duplikationsportefeuille setzt dem-
zufolge voraus, dass kreditrisikobehaftete Zerobonds, die nichts auszahlen, wenn bis
zur Falligkeit im Zeitpunkt T' beim betrachteten Unternehmen ein Kreditausfall ein-
getreten ist, auf dem Kapitalmarkt gehandelt werden. Bei Arbitragefreiheit ergibt sich
der heutige Preis des Zerobonds aus (5.22) dann als

D0,T) = (1—w)P(0,T)+wDy(0,T). (5.23)

Dabei symbolisiert P(0,7') den Preis des im Duplikationsportefeuille enthaltenen kre-
ditrisikolosen Zerobonds und D;(0,T') den Preis des kreditrisikobehafteten Zerobonds
mit der Abschreibungsrate von Eins. Wie im Longstaff/Schwartz-Modell kénnen kre-
ditrisikobehaftete Kuponanleihen als Portefeuilles aus entsprechenden Zerobonds mit

unterschiedlichen Laufzeiten dargestellt werden. Fiir den heutigen Preis einer Anleihe,
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die neben dem Riickzahlungsbetrag von einem € bei Filligkeit im Zeitpunkt 7" Ku-
ponzahlungen in Héhe von ' €, 0 < (' < 1, in den Zeitpunkten T}, mit j =1,... ,n
und 0 < Ty < ... < T, =T, verbrieft, gilt dann

De(0,7) = Z D(0,T;)C + D(0,T). (5.24)

Die Gleichungen (5.23) und (5.24) zeigen, dass auf Grund der getroffenen Annahmen
die Kenntnis von P(0,7) und D(0,7T) ausreicht, um die vom betrachteten Unter-
nehmen emittierten Zerobonds und Kuponanleihen zu bewerten. P(0,7T') als Preis des
kreditrisikolosen Zerobonds ist dabei durch das verwendete Zinsstrukturmodell von
Vasicek bestimmt. Zur Bestimmung von D;(0,7) kann man den Bewertungszusam-

menhang aus (5.13) heranzeihen. Fir X = 1 gilt

D1(0,T) = EY {exp {— /tT (r(s) + q(s)) dsH : (5.25)

Nach Einsetzen der verschuldungsgradabhéngigen Intensitét aus (5.21) ergibt sich

Dy(0,T) = E¥ {exp {_ /OT (r(s) - % + l((?‘)ﬁz(s)) dsH L (5.26)

Die Berechnung des Erwartungswerts kann analog zum Longstaff/Schwartz-Modell

durch einen Wechsel auf das Forwardmafl Q7 vereinfacht werden.?? Es gilt

Di(0,T) = P(0,T)EY :exp{—/OT (—% + l((%wl(s)) dsH

= P(0,T)EY :exp {/OT (% . l((?)ﬁl(s)) dSH

— P(0,T)EY" :eXp {%T - ﬁ /OTl(s)dsH . (5.27)

Der Erwartungswert aus Gleichung (5.27) entspricht der unbedingten Uberlebenswahr-
scheinlichkeit unter dem Forwardmafl, QT {r > T}.?* Zur Berechnung dieses Erwar-
tungswerts muss die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Integrals fOTl(S)dS unter dem
Forwardmaf QT bestimmt werden. Ausgangspunkt ist dabei der Prozess fiir die Ent-
wicklung des logarithmierten Verschuldungsgrades unter dem dquivalenten Martingal-

maf} Q* aus (5.18). Da im hier vorgestellten intensitatsbasierten Modell hinsichtlich der

22Siehe Gleichung (4.55). )
#Giehe Gleichung (5.3), in der die bedingte Uberlebenswahrscheinlichkeit unter dem subjektiven
Wahrscheinlichkeitsmafl dargestellt wird.



5. INTENSITATSBASIERTE KREDITRISIKOMODELLE 137

relevanten stochastischen Prozesse weiterhin auf das schon von Longstaff/Schwartz ver-
wendete GauB’sche 2-Faktoren-Modell zuriickgegriffen wird, findet der Ubergang auf
das ForwardmaB Q7 wie in Kapitel 4.4 durch die Ersetzungen

dW,(t) = dWT(t)— (1 —erT=9)at,
K
AWy (t) = dWE(1)

statt. Durch dW7(¢) und dWit(¢) werden wiederum voneinander unabhéngige Wiener-
Prozesse unter Q7 beschrieben. Die Entwicklung des logarithmierten Verschuldungs-

grades unter Q7 ist demzufolge durch die stochastische Differenzialgleichung

di(t) = v (I(t) = U(t)) dt — opdW](t) — o/1 — p2dW (¢ (5.28)

mit
(O % (e PON (| _ ~r(T=1)
l(t) = — (r(t) —7))+ P (1 )

gegeben, wobei die Entwicklung des kurzfristigen Kassazinssatzes unter dem Forward-
mafl Q7

2

dr(t) =k (r (1—e" (T_t)> — r(t)) dt +ndWT(t) (5.29)

3|3
o

folgt. Die Losung der stochastischen Differenzialgleichung (5.28) fiir 0 < s < ¢ lautet

2 t

(1) = 1 by (T —vsur) [
Y s

—/_/

T
1 ¢ ¢
o (Ee) [ et 2220 [ (1 ey
Y s YR Js
T2 T‘3

t
—/ ope "ty dWT / o1 — pre 7y dWV u).* (5.30)

Das Integral T} lésst sich dabei berechnen als

1
T, = —(1—e=9),
L= (et

24Vgl. Korrolar A2 im Anhang.
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Unter Beriicksichtigung des Prozesses aus (4.64) ergibt sich fiir das Integral T

1 2 t
T, = r(s)/ e~ Hu=8) o=y gy 4 (r — 77—2> / (1 — e—ﬁ(u—5)> == g0,
S K S

T21 T22
772 t
‘I’ﬁ e (T—w) <1 €—2ﬁ(t—u)> —W(t—u)du
Tas
+n/ / — AW (v)e T du
Toy

Fiir die Integrale Ty, und Ty, folgt unmittelbar

t
T, = enli-s) / o= (=) =w) gy — prlt=s) L (1 e===9)
s Y—K
bzw.
t t
Ty = e gy — e_ﬁ(t_s)/ e~ gy
= L m ety — et L () ey
v Y —K

Das Integral Ty3 kann berechnet werden als

t
Tha = e_“(T_t)/ e—(W-l-H)(t—u)(l_e—ZH(u—s))du

t t

_ (T ( / (=) gy / €—<w+n><t—u>€—2m<u—s>du>
St ’ t

_ (T ( / (=) gy —2li9) / e—(w—a)(t—wdu)

—H(T—t); <1 . e—(w—l—ﬁ)(?ﬁ—s)) . e—H(T—t)e—Qﬁ(t—S);
VTR Y=k

Das Integral T4 lasst durch einen Austausch der Integrationsgrenzen vereinfachen zu

T24 _ // —r(u—v) —Wt udwT du—// —r(u—v) —Wt u)dudwT()
_ / >/ = =R g g T (1)

t
= / e_ﬁ(t_’u); <1 — e ('7 H)( )) dWT( )
s Y

— K

(1 _ e—(w—ﬁ)(f—8)> )

= €

Fiir das Integral 75 gilt schlielich

1 1
7 - / o= i=0) gy =r(T=0) / o~ (R (E=0) gy,

1 1
= (1 _ e—w(t—s)> _eh(T-y T (1 _ e—(’v-l-ﬁ)(t—s)) ‘
v v+ K
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Nach Ersetzen von Ti, Ty und T5 in (5.30) und Zusammenfassen der Terme ist der
logarithmierte Verschuldungsgrad unter dem Forwardmaf QT fiir 0 < s < ¢ gegeben
durch

2

2
(1) = i)t 1 (0_ Cpgrg PO LY ( _ 77_>> (1 = -2
2y VK ~y K2

. ( pon (1+ 7@/’)772> o R(T=1) (1 _ e—(’v+ﬁ)(t—s)>
Ry +R) 263y 4 5R)

1 2
. + 7¢ <T(S) — 77_2> e—ﬁ(t—s) <1 _ e—(’y—ﬁ)(t—S))
K

Y—K
2
—I-(l +7¢)n ¢HT=0=2n(1=9) (1 _ o~r=r)(t=9))
26%(y — k)
1
_/ ((1 + 7¢)n <€—ﬁ(t—u) _ e—w(t—u)) + Upg—w(t—u)) dWTT(U)
Y—K

— taﬂeﬂ(t_“)dwg(u). (5.31)
Die beiden stochastischen Integrale in Gleichung (5.31) sind auf Grund der ausschlief-
lich zeitabhéingigen Integranden gemeinsam normalverteilt.? Wie im unternehmens-
wertbasierten Kreditrisikomodell von Longstaff/Schwartz (1995) impliziert dies, dass
der logarithmierte Verschuldungsgrad unter dem Forwardmaf QT normalverteilt ist
und sich die entsprechende Dynamik durch einen Gaufi’schen Prozess beschreiben

t.25 Die Intensitit des zu Grunde liegenden Zahlprozesses ist ebenfalls normalver-

lass
teilt, da sie gemaf (5.21) eine lineare Funktion des logarithmierten Verschuldungsgrades
ist. Somit kénnen negative Realisationen der Intensitiat auftreten. Dies erscheint nicht
sinnvoll, da eine negative Intensitdt impliziert, dass die Wahrscheinlichkeit eines un-
mittelbar bevorstehenden Kreditausfalls kleiner Null ist. Unter Beriicksichtigung des
funktionalen Zusammenhangs aus (5.21) ist die Wahrscheinlichkeit einer negativen In-
tensitét allerdings vernachlédssigbar gering, wenn auch die Wahrscheinlichkeit, dass sehr
niedrige Verschuldungsgrade mit einem logarithmierten Verschuldungsgrad kleiner als
7 auftreten, sehr klein ist. Dabei sorgt nicht zuletzt die Mean-Reversion-Eigenschaft
des Prozesses fiir den logarithmierten Verschuldungsgrad fiir eine Reduktion der Wahr-

scheinlichkeit sehr niedriger Verschuldungsgrade und damit auch einer negativen In-

tensitat.

Aus der Normalverteilung des logarithmierten Verschuldungsgrades geméaf (5.31) folgt

2Vgl. Satz A7 im Anhang.

26Der logarithmierte Verschuldungsgrad im Longstaff/Schwartz-Modell aus (4.66) ergibt sich durch
die Grenzwertbetrachtung v — 0, was letztlich bedeutet, dass das logarithmierte Verschuldungsvolu-
men konstant bleibt.
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unmittelbar die Normalverteilung des Integrals fOT [(s)ds.*™ Auf Grund der Normalver-

teilungseigenschaft dieses Integrals ist eine analytische Losung von Gleichung (5.27)

und demzufolge auch der Bewertungszusammenhénge fiir die vom betrachteten Unter-

nehmen emittierten Zerobonds und Kuponanleihen aus (5.23) und (5.24) moglich, wie

der nachfolgende Satz zeigt.

Satz I1 [Preise von Zerobonds und Kuponanleihen]. Der Preis eines kreditrisikobehayf-

teten Zerobonds mit Abschreibungsrate Fins gemdfS (5.27) ist durch

D4(0,T) = P(0,T)exp {%T - (E[I(o, - Torm V(0 T)]) }

gegeben. Dabei gilt

2

E[1(0,T)] = l(o)f1+<;—7—u+¢r+ﬂ—l+w (r—n—z»f?

YK K

v
—< ikl +(1+’y@/})772>f3_1—|—7¢ (T(O)—T—l-n_z) 4

k(Y +K) 263y 4+ k) v — K p
(L+yd)n*
+2li2(’}/ _ /i)ffn
mat
_ l _ e—wT
fi = 5 (1 1 ) ,
, = T'——(1- e T ,
f 1 - (1 ) |
I e—HT —-rT = e_WT
fs = - (1 ) . (1 )7
1
4 = —1—6_HT _1_6—7T7
f : ( )= | )
[ — e—HT _ e—HT_ . e—wT
s = - (1 ) ; (1 )7
und
Var[I(0,T)] = %ﬁ; Ly ((1 +_w32772 L a +z¢)nap> P
(7 /i) K (’)/ /i) Ky (f)/ /i)/i

N <02 N (1 +~¢)? N ST V@b)nap) i
(v —r)*? (v =K1y

2TIntuitiv ldsst sich dies begriinden, indem man fOT l(s)ds als Summe normalverteilter Zufallsvaria-

blen interpretiert. Der Beweis dieser Implikation ist Bestandteil des Beweises von Satz I1.
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mit

fe = Qi (2/<;T + 4T — 72T _ 3) )

K
1
f- = g (27T + 4T — =T _ 3) )
1

fo = T—t(—emy Loy !

= (1 _ AT
- . S (1 e ) .

P(0,T) gibt den Preis eines kreditrisikolosen Zerobonds mit Laufzeit T im Vasicek-
Modell aus (4.35) an. D(0,T) und Dc(0,T) als Preis eines Zerobonds und Preis einer
Kuponanleihe mit Abschreibungsrate w ergeben sich aus (523) und (5.24).

Beweis: Gegeben die Normalverteilung des Integrals I( fo s)ds, lasst sich die
Bewertungsgleichung (5.27) fiir einen kreditrisikobehafteten Zerobond mit Abschrei-

bungsrate Eins umschreiben in

DyO.T) = P(O.T) exp {&T 5T {exp{—l(gé)wf(o,T)}}

exp{—l(gé)ﬁE[[(O,T ( $W> Varlf }

{
:P(O,T)exp{iT— ° (E[[(O,T)] l(gz)w\/ar[[;(), >}

Die Berechnung von E[I(0,7)] und Var[/(0,7")] erfolgt im Anhang. O

Das hier vorgestellte intensitatsbasierte Kreditrisikomodell kann als Erweiterung des
Zinsstrukturmodells von Vasicek (1977) angesehen werden: Die Anleiheinhaber sind
neben dem Zinsdnderungsrisiko, das wie im Vasicek-Modell durch die zufallsabhéngige
Entwicklung des kurzfristigen Kassazinssatzes erfasst wird, zusdtzlich einem Kredit-
risiko ausgesetzt. Letzteres ist emittentenspezifisch und hangt von der Entwicklung
des (logarithmierten) Verschuldungsgrades des betrachteten Unternehmens ab. Wie im
Vasicek-Modell lassen sich mit der Bewertungsformel aus Satz I1 die Preise von Zero-
bonds und Kuponanleihen analytisch berechnen. Der Preis eines kreditrisikobehafteten
Zerobonds mit Abschreibungsrate Fins als ,,building block® entspricht dabei dem Pro-
dukt aus dem Preis eines identischen kreditrisikolosen Zerobonds nach Vasicek und der
Uberlebenswahrscheinlichkeit unter dem bewertungsrelevanten ForwardmaB. Im Ge-
gensatz zu den vergleichbaren unternehmenswertbasierten Kreditrisikomodellen von
Longstaff/Schwartz (1995) und Collin-Dufresne/Goldstein (2001) ist eine numerische

Berechnung der Preise von Zerobonds und Kuponanleihen nicht erforderlich.
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5.2.4 Komparative Statik der Credit-Spreads

Die Credit-Spreads von Anleihen im beschriebenen intensitétsbasierten Modellrahmen
werden nachfolgend einer komparativ-statischen Analyse unterzogen. Die entsprechen-
den Ergebnisse der unternehmenswertbasierten Kreditrisikomodelle dienen dabei als
Vergleichsbasis. Wie bisher werden Kuponanleihen betrachtet, die neben dem Riickzah-
lungsbetrag von einem € bei Félligkeit im Zeitpunkt 7' Kuponzahlungen in Héhe von
C € 0<C <1,inden Zeitpunkten 7;, mit y=1,... ,.nund 0< Ty < ... < T, =T,
verbriefen. Fiir den Credit-Spread einer kreditrisikobehafteten Anleihe gilt weiterhin

A0,T) = Yp — Yo, (5.32)

wobei Yp als Rendite der Anleihe auf Basis der vertraglich vereinbarten Zahlungen und

Yo als Rendite einer in allen Ausstattungsmerkmalen identischen, aber kreditrisikolosen
Anleihe wie im Longstaff/Schwartz-Modell mittels (4.68) und (4.69) zu berechnen sind.
Lediglich D¢ (0,T) ist durch den Preis der kreditrisikobehafteten Anleihe aus Satz 11

zu ersetzen.?®

Tabelle 5.1 fithrt die Credit-Spreads von Anleihen mit einem Kupon von 8 % p.a.
auf.?® Abbildung 5.1 gibt die entsprechenden Credit-Spread-Kurven im Restlaufzei-
tintervall von 0 bis 20 Jahren fiir die Ausgangsdaten an. Wie in den vorgestellten
unternehmenswertbasierten Kreditrisikomodellen steigt der Credit-Spread einer Anlei-
he auch im intensitatsbasierten Modell unabhéngig von der Restlaufzeit mit héherem
Verschuldungsgrad des emittierenden Unternehmens. Ein wesentlicher Unterschied be-
steht jedoch darin, dass der Credit-Spread fiir eine kurze Restlaufzeit nicht gegen Null
geht, wie die Credit-Spread-Kurven in Abbildung 5.1 zeigen. Darin spiegelt sich die
in intensitidtsbasierten Modellen positive Wahrscheinlichkeit eines unmittelbar bevor-
stehenden Kreditausfalls wider. Diese Wahrscheinlichkeit entspricht in etwa dem Pro-
dukt aus der Intensitdt des zu Grunde liegenden Z&éhlprozesses und der (hinreichend
kurzen) Restlaufzeit. Angenommen, der heutige Verschuldungsgrad des emittierenden
Unternehmens betragt 50 %, was mit einem logarithmierten Verschuldungsgrad von
[(0) = —0,7 gleichzusetzen ist. Unter Beriicksichtigung der Ausgangsdaten aus Tabelle
5.1 und des funktionalen Zusammenhangs aus (5.20) ergibt sich eine Intensitat von
q(0) = 0,06. Die Wahrscheinlichkeit eines Kreditausfalls im néchsten halben Jahr be-

tragt somit etwa 3 %. Demgegeniiber ist in unternehmenswertbasierten Modellen fiir

28 Auch hier muss fiir Y und R eine numerische Nihrungslésung gesucht werden.

ZDabei entsprechen die in der Tabelle angegebenen Verschuldungsgrade von 30 %, 50 % und
70 % wie schon im Longstaff/Schwartz-Modell den logarithmierten Verschuldungsgraden {(0) = —1, 2,
{(0) = —0,7 und {(0) = -0, 35.
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einen niedrigen oder mittleren Verschuldungsgrad des Unternehmens die Wahrschein-
lichkeit eines unmittelbar bevorstehenden Kreditausfalls und somit auch der Credit-
Spread fiir eine kurze Restlaufzeit der emittierten Anleihen anndhernd Null. Letzteres
wird als ein grofles Defizit unternehmenswertbasierter Kreditrisikomodelle angesehen,
da die am Kapitalmarkt zu beobachtenden Credit-Spreads diese Figenschaft nicht auf-

weisen und auch fiir kurze Restlaufzeiten positiv sind.?°

Credit-Spreads im intensitéatsbasierten Modell
(in Bp p.a.)
Ausgangsdaten: »(0) = 0,05, V(0) = 100, x = 0,4, n = 0,06, # = 0,06, ¢ = 0,25, p = 0, 25,
w=0,5,vy=0,2,v=0,6,¢¥=2,8 a=0,08, 7=—-1,5 C=0,08
Verschuldungsgrad 30% | Verschuldungsgrad 50% | Verschuldungsgrad 70%
Restlaufzeit in Jahren Restlaufzeit in Jahren Restlaufzeit in Jahren
5 10 20 5 10 20 5 10 20
Ausgangsdaten
107,62 125,68 133,98 | 196,21 196,85 187,05 | 336,01 295,56 252,22
Parameter o
0,20 103,48 120,17 128,20 | 191,24 190,72 181,14 | 330,45 289,b8 246,96
0,30 112,57 132,22 140,75 | 202,15 204,11 193,96 | 342,66 302,64 258,38
Parameter p
—0,25 103,52 119,26 126,98 | 191,33 189,88 180,19 | 330,64 289,12 246,55
0 105,57 122,48 130,50 | 193,77 193,37 183,64 | 333,33 292,35 249,40
Parameter r(0)
0,02 116,99 133,41 137,49 | 207,85 205,69 190,34 | 350,20 304,79 254,46
0,08 98,18 117,81 130,34 | 184,46 187,80 183,62 | 321,69 286,01 249,83
Parameter &
0,20 112,10 141,33 165,04 | 201,73 214,50 217,36 | 342,b3 313,20 276,39
0,60 105,08 119,65 125,42 | 193,08 190,03 178,50 | 332,32 288,73 245,23
Parameter 5
0,01 102,02 113,76 117,68 | 189,40 18348 170,72 | 328,19 282,40 238,82
0,10 116,10 144,69 160,19 | 206,55 218,08 212,64 | 347,95 316,41 272,58
Parameter 7
0,04 108,79 131,01 143,40 | 197,67 202,88 195,85 | 337,75 301,49 257,74
0,08 106,45 120,40 124,55 | 194,75 190,84 178,14 | 334,28 289,64 246,52
Parameter w
0,3 63,91 73,72 76,97 | 115,54 113,96 105,57 | 195,18 167,98 139,25
0,7 152,24 180,13 196,52 | 280,06 286,24 280,18 | 486,80 439,15 388,53
Parameter vy
0,1 100,96 120,82 133,83 | 199,03 201,98 193,41 | 350,21 308,69 261,65
0,3 113,41 129,21 134,01 | 195,08 194,17 183,35 | 326,15 287,27 246,24

Tabelle 5.1: Komparative Statik der Credit-Spreads im intensitatsbhasierten Modell

30Vgl. etwa Bielecki/Rutkowski (2002): S. 56.
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A(0,T) in Bp p.a.

400 +
Verschuldungsgrad 70%
300
Verschuldungsgrad 50%
200
100 Verschuldungsgrad 30%
: : : : : : : +T"in Jahren
0 5 10 15 20

Abbildung 5.1: Credit-Spread-Kurven im intensitatsbasierten Modell

Abbildung 5.1 verdeutlicht eine weitere Anderung der Zeitstruktur der Credit-Spreads.
So verlauft die Credit-Spread-Kurve fiir einen Verschuldungsgrad von 30 % zwar weiter-
hin steigend, allerdings ist der fiir unternehmenswertbasierte Modelle typische bucklige
Verlauf der Credit-Spread-Kurven fiir einen Verschuldungsgrad von 50 % kaum noch
und fiir einen Verschuldungsgrad von 70 % gar nicht mehr zu beobachten. Dies ist kein
Charakteristikum intensitatsbasierter Kreditrisikomodelle im Allgemeinen, sondern auf
die hier getroffene Annahme eines stationaren Verschuldungsgrades des betrachteten
Unternehmens zuriickzufithren. Unterstellt man beispielsweise eine erwartete Momen-
tanrendite des Unternehmenswerts von p(0) = 0,10 und ein nicht-risikoadjustiertes
Mean-Reversion-Niveau des kurzfristigen Kassazinssatzes von = 0,06, ergibt sich
unter Beriicksichtigung der Ausgangsdaten aus Tabelle 5.1 und Gleichung (5.20) un-
ter dem subjektiven Wahrscheinlichkeitsmaf} ein logarithmierter Zielverschuldungsgrad
von [(0) = —0,92.3! Die Verschuldungspolitik des Unternehmens orientiert sich bei der
gegebenen Datenkonstellation somit an der Beibehaltung eines Zielverschuldungsrades
von etwa 40 %. Der Zielverschuldungsgrad passt sich im Zeitablauf an eine gedanderte
Datenkonstellation an. So sinkt der zukiinftige Zielverschuldungsgrad, wenn der kurz-
fristige Kassazinssatz in Zukunft steigt, wie ein Blick auf Gleichung (5.20) zeigt. Legt

man erneut die oben angegebenen Daten zu Grunde, fithrt z.B. eine Verdopplung des

31Damit wurde implizit unterstellt, dass A, als Marktpreis fiir Zinsinderungsrisiko Null ist, d.h.
die Mean-Reversion-Niveaus des kurzfristigen Kassazinssatzes unter dem subjektiven Wahrscheinlich-
keitsmafl und unter dem Martingalmafl, 5 und r, stimmen tiberein.
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kurzfristigen Kassazinssatzes zu einer Senkung des Zielverschuldungsrades um 13 %.
Entscheidend fiir den Verlauf der Credit-Spread-Kurven ist, in welchem Verhéltnis der
aktuelle Verschuldungsgrad und der aktuelle Zielverschuldungsgrad des Unternehmens
stehen. Liegt heute der Verschuldungsgrad tiber dem Zielverschuldungsgrad, ist in Zu-
kunft eine Verbesserung der Verschuldungssituation zu erwarten, da der Prozess fiir die
Entwicklung des logarithmierten Verschuldungsgrades die Mean-Reversion-Eigenschaft
aufweist und der Verschuldungsgrad immer wieder an den Zielverschuldungsgrad her-
angezogen wird. Durch die héhere Wahrscheinlichkeit eines in Zukunft niedrigeren Ver-
schuldungsgrades sinkt auch die Wahrscheinlichkeit eines Kreditausfalls, die iiber die
Intensitdat mit dem Verschuldungsgrad verkniipft ist. Dies wiederum verringert den
Credit-Spread fiir eine ldngere Restlaufzeit und fithrt zu einem fallenden Verlauf der
Credit Spread-Kurven. Fiir einen hohen Verschuldungsrad von 70 % zeigt sich dieser
Effekt schon fiir sehr kurze Restlaufzeiten, wiahrend er fiir einen Verschuldungsgrad
von 50 % erst ab dem mittleren Restlaufzeitbereich zum Tragen kommt. Der umge-
kehrte Effekt tritt auf, wenn der aktuelle Verschuldungsgrad unter dem aktuellen Ziel-
verschuldungsgrad liegt. In diesem Fall ist ein in Zukunft héherer Verschuldungsgrad
wahrscheinlicher, so dass die Wahrscheinlichkeit eines Kreditausfalls und der Credit-
Spread fiir eine lingere Restlaufzeit steigt. Der Verlauf der Credit-Spread-Kurve fiir
einen Verschuldungsgrad von 30 % bestatigt dies.

Aus Tabelle 5.1 lésst sich weiterhin ablesen, dass sowohl die durch ~ symbolisierte
Anpassungsgeschwindigkeit des logarithmierten Verschuldungsgrades an den logarith-
mierten Zielverschuldungsgrad als auch die Abschreibungsrate w hinsichtlich der Héhe
des Credit-Spreads eine wichtige Rolle spielen. Fine niedrigeres v bewirkt fiir Ver-
schuldungsgrade von 50 % und 70 % ein Ansteigen und fiir einen Verschuldungsgrad
von 30 % ein Absinken des Credit-Spreads im Vergleich zum Ausgangsszenario. Da-
bei wurde der Zielverschuldungsgrad durch Variieren des Parameters v konstant bei
40 % gehalten. Die Anderungen des Credit-Spreads sind darauf zuriickzufithren, dass
der Verschuldungsgrad nicht mehr so schnell an den Zielverschuldungsgrad herangezo-
gen wird. Fir die iiber dem Zielverschuldungsgrad liegenden Verschuldungsgrade von
50 % und 70 % reduziert ein niedrigeres v die Wahrscheinlichkeit eines in Zukunft
niedrigeren Verschuldungsgrades, d.h. einer Verbesserung der Verschuldungssituation.
Dies erhoht, wiederum iiber die mit dem Verschuldungsgrad verkniipfte Intensitét, die
Wahrscheinlichkeit eines Kreditausfalls und ist daher mit einem héheren Credit-Spread
verbunden. Bei einem Verschuldungsgrad von 30 % bedeutet ein niedrigeres v hinge-
gen, dass sich die Wahrscheinlichkeit eines in Zukunft hoheren Verschuldungsgrades

reduziert, also eine Verschlechterung der Verschuldungssituation weniger wahrschein-
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lich ist. Umgekehrt bedeutet ein héheres ~, dass der Verschuldungsgrad schneller an
den Zielverschuldungsgrad herangezogen. Dies fiithrt unter Beriicksichtigung der oben
genannten Effekte zu einer entgegengesetzten Anderung des Credit-Spreads. Aus den
schon im Rahmen der komparativ-statischen Analyse des unternehmenswertbasierten
Modells von Longstaff/Schwartz genannten Griinden steigt (sinkt) der Credit-Spread
mit zunehmender (abnehmender) Abschreibungsrate w. Die in Abbildung 5.2 fiir einen
Verschuldungsgrad des emittierenden Unternehmens von 30 % dargestellten Credit-

Spread-Kurven verdeutlichen dies.

A(0,T) in Bp p.a.

125 + w=20,70
100
75
50
25 ¢
‘ ‘ ‘ ‘ \ : : + T'in Jahren
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Abbildung 5.2: Credit-Spread-Kurven im intensitétsbasierten Modell in Abhangigkeit
der Abschreibungsrate

Wie wirken sich nun Anderungen der Unternehmenswertvolatilitit o, der Zinsstruktur-
parameter r(0), £, 7 und 7 sowie des Korrelationskoeffizienten p im intensitétsbasierten
Modell auf den Credit Spread einer Kuponanleihe aus? Tabelle 5.1 zeigt, dass die
Auswirkungen mit denen der unternehmenswertbasierten Modelle vergleichbar sind.
So steigt (sinkt) der Credit-Spread unabhéangig vom Verschuldungsgrad des Unterneh-
mens und der Restlaufzeit der Anleihe, wenn o,n oder p zunimmt (abnimmt) bzw.
r(0), k oder ¥ abnimmt (zunimmt). Einige der angefiihrten Auswirkungen lassen sich
in Analogie zum unternehmenswertbasierten Modell von Longstaff/Schwartz erkldren:
Ein zunehmendes n oder p erhéht die Schwankungsbreite des Unternehmenswerts und
demzufolge die des logarithmierten Verschuldungsgrades. Die damit verbundene héhere

Ausfallwahrscheinlichkeit unter dem Forwardmaf senkt den Preis der Anleihe und lasst
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den Credit-Spread steigen. Dieser Effekt kehrt sich fiir ein abnehmendes n oder p um.
Die Auswirkungen von Anderungen des Parameters « lassen sich darauf zuriickfiihren,
dass ein zunehmendes &, also eine groflere Anpassungsgeschwindigkeit des kurzfristigen
Kassazinssatzes an das risikoadjustierte Mean-Reversion-Niveau r, die Schwankungs-
breite des logarithmierten Verschuldungsgrades vermindert. Dies wirkt sich iiber ei-
ne niedrigere Ausfallwahrscheinlichkeit preissteigernd auf den Zerobond aus und hat
einen sinkenden Credit-Spread zur Folge hat. Bei abnehmendem x kehrt sich dieser
Effekt um. Sollen die Auswirkungen von Anderungen der Unternehmenswertvolatilitit
o und des kurzfristigen Kassazinssatzes r(0) auf den Credit-Spread erklart werden,
ist zu beachten, dass sich Anderungen dieser Grofen auch auf den Zielverschuldungs-
grad auswirken, wie ein Blick auf Gleichung (5.20) zeigt. Fir o = 0,2, 0 = 0,25 und
o = 0,3 lauten die Zielverschuldungsgrade 38 %, 40 % und 43 %, fir »(0) = 0,02,
r(0) = 0,05 und r(0) = 0,08 entsprechend 44 %, 40 % und 37 %. H&lt man den
Zielverschuldungsgrad durch Variieren des Parameters v konstant bei 40 %, reagiert
der Credit-Spread kaum noch auf die Anderungen von ¢ im hier untersuchten In-
tervall. Der mit zunehmendem o steigende Credit-Spread scheint somit ausschlielich
auf den gleichzeitig zunehmenden Zielverschuldungsgrad zuriickzufithren zu sein. Mit
zunehmendem r(0) nimmt hingegen der Zielverschuldungsgrad ab. Dies reduziert die
Ausfallwahrscheinlichkeit unter dem Forwardmaf, so dass der Anleihepreis steigt und
der Credit-Spread sinkt. Allerdings verringert sich mit zunehmendem r(0) auch der
Barwert der Kuponzahlungen und des Riickzahlungsbetrages der Anleihe, was deren
Preis senkt und den Credit-Spread erhoht. Wie die komparativ-statische Analyse zeigt,
scheint der zuletzt genannte Effekt dominiert zu werden. Ein abnehmender kurzfristi-
ger Kassazinssatz wirkt wiederum entgegengesetzt. Die Auswirkungen eines Anstiegs

von 7 auf den Credit-Spread sind vergleichbar mit denen eines Anstiegs von r(0).
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Kapitel 6
Zusammenfassung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit war die Bewertung von Unternehmensanleihen
mittels optionspreistheoretischer Methoden. Dabei wurden mit den unternehmenswert-
und den intensitdtsbasierten Kreditrisikomodellen die beiden in der finanzwirtschaftli-
chen Literatur vorrangig diskutierten Ansétze zur Abbildung des Kreditrisikos dieser

Finanzierungstitel beriicksichtigt.

In Kapitel 2 wurden zunéchst die institutionellen Grundlagen des Problemkreises von
Kreditfinanzierung und Kreditrisiko erértert. Dabei widmete sich der erste Teil des Ka-
pitels den finanzierungstheoretischen Aspekten dieses Problemkreises. Es zeigte sich,
dass Sicherungsklauseln ein geeignetes Instrumente zur Begrenzung des Kreditrisikos
von Unternehmensanleihen darstellen kénnen und die optimale Verschuldungspolitik
eines Unternehmens ein Abwégen zwischen den steuerlichen Vorteilen einer héheren
und léngerfristigen Verschuldung einerseits und den damit verbundenen Kosten an-
dererseits beinhaltet. Weiterhin wurde der Stellenwert gesetzlicher Regelungen in die-
sem Zusammenhang betont. Im Rahmen eines Uberblicks zum Kreditgeschaft und zur
Risikopolitik von Banken wurden im zweiten Teil von Kapitel 2 Kreditderivate und
Asset-Backed-Securities vorgestellt. Der partielle Verkauf des Kreditrisikos mittels die-
ser Instrumente erwies sich als vorteilhaft, da er helfen kann, das Konzentrationsrisiko
im Kreditportefeuille zu korrigieren, und den Banken neue Handlungsspielrdume im

Kreditgeschiaft eroffnet.

Kapitel 3 arbeitete die optionspreistheoretischen Grundlagen der unternehmenswert-
basierten Kreditrisikomodelle heraus. Ziel war es, die relevante Literatur zusammenzu-
fassen und einen einheitlichen Modellrahmen fiir die vergleichende Analyse unterneh-
menswertbasierter Kreditrisikomodelle in Kapitel 4 zu entwickeln. Den Ausgangspunkt

bildete das von Heath/Jarrow/Morton (1992) entwickelte Zinsstrukturmodell. In die-
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sen Modellrahmen eingebunden wurde das Gaufl’sche 1-Faktor-Zinsstrukturmodell von
Vasicek (1977), das unter anderem durch die Mean-Reversion-Eigenschaft des Pro-
zesses fiir die Entwicklung des kurzfristigen Kassazinssatzes gekennzeichnet ist. So-
dann wurde der entsprechende Anleihemarkt Amin/Jarrow (1992) folgend erweitert,
so dass neben kreditrisikolosen fest verzinslichen Wertpapieren auch als Wertpapiere
verbriefte riskante Vermogensgegensténde gehandelt werden kénnen. Im Mittelpunkt
der Diskussion stand die Frage, welche Bedingungen die Existenz eines dquivalenten
MartingalmafBes fiir den betrachteten Kapitalmarkt gewdhrleisten. Gegeben ein sol-
ches dquivalentes Martingalmaf, erfolgte im Anschluss die Bewertung von zustandsbe-
dingten Anspriichen auf die dort gehandelten Wertpapiere mittels der Martingalmaf}-
Technik. Der Grundgedanke dieses Bewertungsansatzes beruht auf der Duplikation
der entsprechenden Zahlungsstrome durch selbstfinanzierende Handelsstrategien. Wie
gezeigt werden konnte, ist die Existenz eines eindeutigen dquivalenten Martingalma-
Bes im Grunde gleichbedeutend mit der Vollsténdigkeit des Kapitalmarkts, so dass
jeder beliebige zustandsbedingte Anspruch dupliziert werden kann. Der Marktwert ei-
nes Duplikationsportefeuilles ergibt sich als Erwartungswert des mit dem risikolosen
Zinssatz diskontierten Zahlungsstroms des betrachteten zustandsbedingten Anspruchs,
berechnet unter dem dquivalenten Martingalmaf. Um die Arbitragefreiheit des Kapital-
markts zu gewahrleisten, muss der Preis des zustandsbedingten Anspruchs demzufolge
mit diesem Erwartungswert iibereinstimmen. Abschlielend wurden mit dem Wechsel
auf das Forwardmafl und einem Zeitwechsel Methoden aufgezeigt, die eine Bewertung

zustandsbedingter Anspriiche rechnerisch wesentlich vereinfachen.

Indem grundlegende unternehmenswertbasierte Kreditrisikomodelle im Modellrahmen
aus Kapitel 3 dargestellt und verglichen wurden, konnte in Kapitel 4 eine bestehen-
de Liicke in der Literatur geschlossen werden.! Als Ausgangspunkt und Vergleichs-
basis diente das Modell von Merton (1974), mit seinen vereinfachenden Annahmen
zur Dynamik der Zinsstruktur und des Unternehmenswerts, zur Finanzierungspolitik
des betrachteten Unternehmens und zur Kapitalmarktform. Die anschlieffend vorge-
stellten Modelle sind als Erweiterungen des Merton-Modells anzusehen. So wurde das
Zinsénderungsrisiko unter Verwendung des Vasicek-Modells integriert, Sicherungsklau-
seln zur Begrenzung des Kreditrisikos beriicksichtigt und den mit einer komplexeren

Kapitalstruktur des Unternehmens verbundenen Problemen bei der Abbildung des Kre-

'Das mit dem Abschluss dieser Arbeit verdffentlichte Buch von Bielecki/Rutkowski (2002) ana-
lysiert neben den hier vorgestellten grundlegenden unternehmenswertbasierten Kreditrisikomodel-
len noch einige weitere Modellvarianten. Allerdings liegt der Schwerpunkt des Buches von Biel-
ecki/Rutkowski diesbeziiglich auf der Herleitung der Bewertungsformeln, die resultierenden Credit-
Spreads werden keiner vergleichenden Analyse unterzogen.
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ditrisikos Rechnung getragen. Dem Grundgedanken der unternehmenswertbasierten
Kreditrisikomodelle folgend waren die von betrachteten Unternehmen emittierten An-
leihen dabei als zustandsbedingte Anspriiche auf den Unternehmenswert anzusehen
und der entsprechende Zahlungsstrom mit der zufallsabhéngigen Unternehmenswert-
entwicklung zu verkniipfen. Durch die Anwendung der Martingalmaf-Technik konnte
die Bewertung der Anleihen vereinheitlicht werden, wobei in den meisten Fillen ei-
ne analytische Losung der resultierenden Bewertungsgleichungen méglich war. Im An-
schluss an die Herleitung der Bewertungsformeln wurden die Credit-Spreads der Anlei-
hen komparativ-statischen Analysen unterzogen. Anhand des Merton-Modells konnte
zunichst gezeigt werden, wie sich Anderungen des Verschuldungsgrades, der Unter-
nehmenswertvolatilitdt und des kurzfristigen Kassazinssatzes auf die Credit-Spreads
von Zerobonds auswirken. Es folgte eine Analyse der Credit-Spreads von Zerobonds,
wenn das Zinsanderungsrisiko zu beriicksichtigen ist und Sicherungsklauseln vereinbart
werden. Dies fithrte unmittelbar zu der Frage, wie die Credit-Spreads von Zerobonds
reagieren, wenn sich neu hinzukommende Parameter wie die Zinsvolatilitdt, das Mean-
Reversion-Niveau des kurzfristigen Kassazinssatzes, die Anpassungsgeschwindigkeit an
das Mean-Reversion-Niveau oder der Korrelationskoeffizient zwischen Unternehmens-
wert und kurzfristigem Kassazinssatz dndern. Den Ergebnissen gegeniibergestellt wur-

de die komparative Statik der Credit-Spreads von Kuponanleihen.

Zusammenfassend lassen sich aus den vorgenommenen komparativ-statischen Analysen

die folgenden Ergebnisse ableiten:

1. Der Credit-Spread steigt unabhéngig von der Restlaufzeit der Anleihe mit ho-
herem Verschuldungsgrad des betrachteten Unternehmens. Dabei verlaufen die
Credit Spread-Kurven fiir einen niedrigen Verschuldungsgrad des Unternehmens
steigend, wahrend sie fiir einen mittleren und hohen Verschuldungsgrad zunachst
steigen und dann fallen. Bezogen auf das gesamte Laufzeitspektrum iiberwiegt
zumindest fiir einen hohen Verschuldungsgrad der fallende Verlauf. Die angespro-
chenen Verldufe der Credit-Spread-Kurven sind unabhéngig davon, ob Zerobonds

oder Kuponanleihen betrachtet werden.

2. Der Credit-Spread steigt (sinkt) unabhéngig vom Verschuldungsgrad des emit-
tierenden Unternehmens und der Restlaufzeit der Anleihe, wenn die Unterneh-
menswertvolatilitat, die Zinsvolatilitdt oder der Korrelationskoeffizient zunimmt
(abnimmt) bzw. der kurzfristige Kassazinssatz, das Mean-Reversion-Niveau des
kurzfristigen Kassazinssatzes oder die Anpassungsgeschwindigkeit an das Mean-

Reversion-Niveau abnimmt (zunimmt).
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Zum ersten Punkt bleibt anzumerken, dass empirische Untersuchungen zum Verlauf
von Credit-Spread-Kurven zu unterschiedlichen Ergebnissen kommen. Wahrend Sa-
rig/Warga (1989) die angefithrten Verlaufe der Credit-Spread-Kurven bestétigen, beob-
achten Helwege/Turner (1999) auch fiir Unternehmen mit hohen Verschuldungsgraden
in erster Linie steigende Verlaufe der Credit-Spread-Kurven. Hinsichtlich des zweiten
Punktes soll nochmals darauf hingewiesen werden, dass die Ausfallwahrscheinlichkeit
einer Anleihe mit einer Zunahme der Unternehmenswertvolatilitidt, der Zinsvolatilitat
oder des Korrelationskoeffizienten steigt, was auch den Anstieg des Credit-Spreads
erklart. Dennoch lasst sich nicht sagen, dass eine Beriicksichtigung des Zinsdnderungs-
risikos verglichen mit dem Fall einer sich im Zeitablauf nicht &ndernden Zinsstruktur
immer zu einer héheren Ausfallwahrscheinlichkeit und somit zu einem hoheren Credit-
Spread fiihrt. Das Gegenteil kann auftreten: Liegt ein negativer Korrelationskoeffizient
vor, entwickeln sich Unternehmenswert und kurzfristiger Kassazinssatz entgegengesetzt
und die Beriicksichtigung des Zinsdnderungsrisikos kann die Ausfallwahrscheinlichkeit
und den Credit-Spread unter Umstanden sogar verringern. Ein negativer Korrelations-

koeffizient sorgt in diesem Fall fiir eine Diversifikation des Kreditrisikos.

In Kapitel 5 wurde zunéchst der Modellrahmen aus Kapitel 3 angepasst, um Anleihen
auch in einem intensitétsbasierten Kreditrisikomodell mittels der Martingalmaf-Tech-
nik bewerten zu kénnen. Dies geschah durch die Einfithrung eines Zé&hlprozesses mit
gegebener Intensitat, dessen erste Sprungzeit den Zeitpunkt eines Kreditausfalls an-
zeigt. Wie in intensitétsbasierten Modellen tiblich, wurde der Preis eines kreditrisiko-
behafteten zustandsbedingten Anspruchs mit einer Abschreibungsrate von Eins dar-
gestellt als Erwartungswert des diskontierten vertraglich vereinbarten Zahlungsstroms,
berechnet unter einem adquivalenten Martingalmafl. Dabei ist der risikolose Zinssatz,
der den Diskontierungsfaktor bisher bestimmte, additiv um die Intensitét des zu Grun-
de liegenden Zahlprozesses zu erhéhen. Anders als in den unternehmenswertbasierten
Modellen gewéhrleistet die Bewertung des kreditrisikobehafteten zustandsbedingten
Anspruchs mittels der Martingalmaf-Technik zwar weiterhin die Arbitragefreiheit des
Kapitalmarkts, es wird allerdings nicht vorausgesetzt, dass ein Duplikationsportefeuil-
le fiir den entsprechenden Zahlungsstrom existiert. Die damit verbundenen Probleme

wurden kurz skizziert.

Im zweiten Teil von Kapitel 5 ging es darum, unternehmensspezifische Gréflen in den in-
tensitétsbasierten Modellrahmen zu integrieren und eine Verbindung zu den bisher dis-
kutierten unternehmenswertbasierten Kreditrisikomodellen herzustellen. Dies geschah,
indem die Intensitét des zu Grunde liegenden Zéhlprozesses als Funktion des loga-

rithmierten Verschuldungsgrades des betrachteten Unternehmens angegeben wurde.
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Um die Entwicklung des logarithmierten Verschuldungsgrades zu beschreiben, wur-
de der Erweiterung des unternehmenswertbasierten Modells von Longstaff/Schwartz
(1995) durch Collin-Dufresne/Goldstein (2001) folgend ein Gauf’scher Prozess mit
Mean-Reversion-Eigenschaft herangezogen. Dadurch konnten die Ergebnisse neuerer
empirischer Untersuchungen beriicksichtigt werden, die bestatigen, dass sich die Ver-
schuldungspolitik von Unternehmen an der Beibehaltung eines Zielverschuldungsgrades
orientiert, oder anders formuliert, dass sich Verschuldungsgrade im Zeitablauf als stati-
onar erweisen. Das zufallsabhdngige Mean-Reversion-Niveau des verwendeten Prozes-
ses gab dabei den logarithmierten Zielverschuldungsgrad des Unternehmens an. An-
schlielend wurde das intensitidtsbasierte Kreditrisikomodell zur Bewertung von Ku-
ponanleihen eingesetzt. Die resultierenden Bewertungsgleichungen konnten analytisch
gelost werden, im Gegensatz zum vorgestellten Longstaff/Schwartz-Modell oder zum
Collin-Dufresne/Goldstein-Modell, in denen eine numerische Berechnung der Anleihe-
preise vorzunehmen ist. Sodann wurden die Credit-Spreads von Kuponanleihen einer

komparativ-statischen Analyse unterzogen.

Die komparativ-statische Analyse fiithrte zu folgenden Ergebnissen:

1. Der Credit-Spread steigt unabhéngig von der Restlaufzeit der Anleihe mit ho-
herem Verschuldungsgrad des betrachteten Unternehmens. Dabei geht der Credit-
Spread auch fiir kurze Restlaufzeiten nicht gegen Null. Die Credit-Spread-Kurven
verlaufen fiir einen niedrigen Verschuldungsgrad des Unternehmens steigend,
wahrend sie fiir einen mittleren Verschuldungsgrad entweder zunéchst steigen
und dann fallen oder nur fallen. Fiir einen hohen Verschuldungsgrad zeigt sich

ein ausschlieflich fallender Verlauf.

2. Der Credit-Spread steigt (sinkt) unabhéngig vom Verschuldungsgrad des emit-
tierenden Unternehmens und der Restlaufzeit der Anleihe, wenn die Unterneh-
menswertvolatilitat, die Zinsvolatilitdt oder der Korrelationskoeffizient zunimmt
(abnimmt) bzw. der kurzfristige Kassazinssatz, das Mean-Reversion-Niveau des
kurzfristigen Kassazinssatzes oder die Anpassungsgeschwindigkeit an dieses Mean-
Reversion-Niveau abnimmt (zunimmt). Weiterhin steigt (sinkt) der Credit-Spread,
wenn die Anpassungsgeschwindigkeit an das Mean-Reversion-Niveau des loga-
rithmierten Verschuldungsgrades zunimmt (abnimmt), gegeben einen niedrigen
aktuellen Verschuldungsgrad, bzw. abnimmt (zunimmt), gegeben einen mittleren

oder einen hohen aktuellen Verschuldungsgrad.

Die unter dem ersten Punkt angefithrte Figenschaft eines positiven Credit-Spreads
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im kurzen Restlaufzeitbereich liegt darin begriindet, dass die Wahrscheinlichkeit ei-
nes unmittelbar bevorstehenden Kreditausfalls in intensitatsbasierten Modellen stets
positiv ist. In unternehmenswertbasierten Modellen ist diese Wahrscheinlichkeit und
somit auch der Credit-Spread fiir eine kurze Restlaufzeit der Anleihe anndhernd Null,
wenn das betrachtete Unternehmen einen niedrigen oder mittleren Verschuldungsgrad
aufweist. Da die am Kapitalmarkt zu beobachtenden Credit-Spreads auch fiir kur-
ze Restlaufzeiten positiv sind, erweist sich der intensitatsbasierte Ansatz in diesem
Restlaufzeitbereich als vorteilhaft. Der insbesondere fiir hohe Verschuldungsgrade fest-
stellbare fallende Verlauf der Credit-Spread-Kurven ist kein Charakteristikum inten-
sitdtsbasierter Kreditrisikomodelle im Allgemeinen, sondern auf die hier getroffene An-
nahme eines stationdren Verschuldungsgrades des Unternehmens zuriickzufithren. Da
der Prozess fiir die Entwicklung des logarithmierten Verschuldungsgrades die Mean-
Reversion-Eigenschaft aufweist, wird der Verschuldungsgrad immer wieder an den Ziel-
verschuldungsgrad herangezogen. Ein in Zukunft niedrigerer Verschuldungsgrad, aus
Sicht eines aktuell hoch verschuldeten Unternehmens also eine Verbesserung der Ver-
schuldungssituation, ist somit wahrscheinlicher. Dies reduziert die iiber die Intensitét
mit dem Verschuldungsgrad verkniipfte Ausfallwahrscheinlichkeit und demzufolge auch
den Credit-Spread. Der zweite Punkt verdeutlicht, dass die Auswirkungen von Para-
meteranderungen im Wesentlichen mit denen der unternehmenswertbasierten Modelle
iibereinstimmen. Die Anderung der jetzt ebenfalls zu beriicksichtigenden Anpassungs-
geschwindigkeit an das Mean-Reversion-Niveau des logarithmierten Verschuldungsgra-
des wirkt sich auf die Wahrscheinlichkeitsverteilung des zukiinftigen Verschuldungs-
grades und damit auch auf die Ausfallwahrscheinlichkeit aus. Fiir einen niedrigen Ver-
schuldungsgrad fiihrt eine niedrigere (héhere) Anpassungsgeschwindigkeit zu einem
niedrigeren (hoheren) Kreditrisiko, wiahrend sich der Effekt fiir einen mittleren und

einen hohen Verschuldungsgrad umkehrt.

Abschlielend soll ein kurzer Ausblick auf mégliche zukiinftige Forschungsschwerpunkte

und weitere Anwendungsmoglichkeiten der vorgestellten Modelle gegeben werden:

1. Der in dieser Arbeit vorgestellte Ansatz zur Bewertung von Unternehmensan-
leihen erlaubt es, in einem finanzierungstheoretisch orientierten Modellrahmen
Bestimmungsgréflen von Credit-Spreads zu identifizieren und die Auswirkun-
gen von Anderungen dieser GroBen auf die Credit-Spreads zu untersuchen. Bis-
her gibt es allerdings nur wenige Verédffentlichungen, die sich einer empirischen
Uberpriifung dieser Ergebnisse widmen. Eine neuere Untersuchung von Collin-

Dufresne/Goldstein/Martin (2001) unterstiitzt die Hypothese, dass die in diesem
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Modellrahmen identifizierten BestimmungsgréBen die Anderungen von am Ka-
pitalmarkt beobachtbaren Credit-Spreads nicht vollstdndig erkléaren kénnen. Es
muss somit noch weitere Bestimmungsgréfien von Credit-Spreads geben, deren

Integration in die diskutierten Modelle noch aussteht.

2. Wéhrend unternehmenswertbasierte Kreditrisikomodelle vorrangig zur Bewer-
tung von Anleihen eingesetzt werden, sind in der Literatur vielfaltige Anwen-
dungsméglichkeiten intensitatsbasierter Kreditrisikomodelle zu finden. So wird
dieser Ansatz etwa von Duffie/Singleton (1999) zur Bewertung von Kreditderiva-
ten herangezogen oder wie in der Arbeit von Carr/Linetsky (2000) eingesetzt, um
Aktienoptionspléane fiir Manager zu bewerten. Dabei hingt der Zahlungsstrom
im ersten Fall vom Kreditrisiko des Emittenten des Basiswerts und im zweiten
Fall vom Kreditrisiko des Emittenten der Aktienoptionen selbst ab. Die hier vor-
genommene Verkniipfung der Intensitét mit dem Verschuldungsgrad erlaubt es,
das in diesen Finanztiteln enthaltene Kreditrisiko in Abhédngigkeit unternehmens-
spezifischer Merkmale abzubilden und gleichzeitig Implementierungsvorteile der

intensitatsbasierten Modelle zu nutzen.
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Mathematischer Anhang

Definitionen und Satze

Im Folgenden werden in der Arbeit verwendete Definitionen und Satze aus der stocha-

stischen Analysis aufgefiihrt.

1. Grundlagen stochastischer Prozesse

Definition [Stochastischer Prozess].? Sei (0, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
[0,7] ein Intervall auf der reellen Achse, das als Zeitintervall interpretiert wird. Fine
Familie {X(t) : t € [0,T]} von R™-wertigen Zufallsvariablen, so dass fiir ein fest
vorgegebenes t die Abbildung

Xt :w—=X(tw): Q—=R"

messbar ist, heifft m-dimensionaler stochastischer Prozess (oder verkirzend: Prozess).

Fiir ein fest vorgegebenes w € Q wird die Abbildung
t— X(t,w): [0, 7] = R™

als Zufallspfad oder Pfad des Prozesses bezeichnet.

Definition [Filtration].® Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fine Filtration
{F(t):t €[0,T]} ist eine monoton wachsende Familie von o-Unteralgebren von F,
mit F(t) C F(u), fir allet <u<T.

Bemerkung: Soweit nicht anders erwiahnt, erfiillen alle in dieser Arbeit betrachteten

Filtrationen die ,,iiblichen* Bedingungen

1. F(0) enthéalt alle Nullmengen von F (Vollstandigkeit) und

2Vgl. Nielsen (1999): S. 2.
3Vgl. Elliot/Kopp (1998): S. 98f.
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2. F(t) = NystF(u). (Rechtsstetigkeit)

Definition [Adaptiertheit, Messbarkeit, Vorhersehbarkeit und Progressive-Messbarkeit
eines Prozesses].* Sei (0, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F(t) : t € [0,7T]}
eine Filtration. Fin m-dimensionaler Prozess {X(t) : t € [0,T]} heifit (an {F(t):t €
[0,71}) adaptiert, wenn die m-dimensionale Zufallsvariable
Xt :w—=X(tw):Q—=R"
fiir alle t < T messbar beziiglich F(t) ist. Der m-dimensionale Prozess X = {X(t) :
t €10, 7]} wird als messbar bezeichnet, wenn die Abbildung
X:(Qx[0, T, Fa2B(T)) — (R",B(R™))

messbar ist. Der Prozess X ist vorhersehbar, wenn er messbar beziiglich der von den
adaptierten linksstetigen Prozessen auf Q x [0,7T] erzeugten o-Algebra ist. Progressiv-
messbar heifit der Prozess X, wenn fir jedes t € [0,7T] die Finschrinkung von X auf
Q x [0,t] messbar beziiglich F(t) @ B([0,1]) ist.
Bemerkung: Jeder progressiv-messbare Prozess ist adaptiert und messbar.”
Definition [Stoppzeit].® Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F(t) : t €
[0, 7]} eine Filtration. Fine Stoppzeit (beziiglich {F(t) : t € [0,T]}) ist eine Zufallsva-
riable

7:0Q —1[0,7],
fiir die gilt {w € Q:7(w) <t} € F(t).

Definition [Martingal].” Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F(t) : t €
[0, 7]} eine Filtration. Fin adaptierter Prozess {X(t) : t € [0,7T]|} heifit Martingal
(beziiglich F(t)), falls gilt:

EllX(w)]] < oo, firale0<u<T, (Integrierbarkeit)
E[X(|F@®)] = X(@), firalet <u<T.Z2 (Martingaleigenschaft)

FEin quadrat-integrierbares Martingal erfillt weiterhin die Bedingung

E [Xz(u)] < oo, firalle0 <u<T. (Quadrat-Integrierbarkeit)

4Vgl. Nielsen (1999): S. 15 und 44.

®Vgl. ebenda: S. 45

fVgl. Elliot/Kopp (1998): S. 100.

"Vgl. Arnold (1973): S. 40 und Nielsen (1999): S. 16.

8Der bedingte Erwartungswert wird hiufig als EY [X(¢)|F(s)] geschrieben, um das zu Grunde
liegende Wahrscheinlichkeitsmaf} hervorzuheben.
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Definition [Wiener-Prozess].? Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F(t) :
t € [0,T]} eine Filtration. Der m-dimensionale Prozess {W(t) : t € [0,T]} wird

Wiener-Prozess genannt, falls gilt:

1. W(0) = 0.

A

2. {W(t) :t €[0,T]} ist adaptiert.

3. Fir alle 0 < s < t st W(t) — W(S) stochastisch unabhéingig von F(s) und
N0, (t—s)

matric (t — s

-verteilt, d.h. normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Kovarianz-

I, wobei I die m x m Finheitsmatriz symbolisiert.

A

4. {W(t):t € [0,T]} besitzt stetige Pfade.

Bemerkung: Der Wiener-Prozess folgt einem Martingal, wie sich mittels 2. und 3.

zeigen lasst.

Definition [Zahlprozess].'” Sei (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fin Zihlpro-
zess {N(t) : t € [0,T]} ist eine wachsende Familie {T(0),T(1),...} von Zufallsvaria-
blen auf [0, 7], mit T(0) =0 und T'(n) < T(n+1), fir T(n) < co. Es gilt

N(t)=mn, firte[T(n),T(n+1)),

und N(t) = 4oo, falls t > sup T(n). Dabei lisst sich T(n) als n-te Sprungzeit von
{N(t):t €0, T]} und N(t) als Anzahl der Spriinge bis einschlieflich t interpretieren.
Fin Zihlprozess heifit nicht-explodierend® fir sup T(n) = +oo fast sicher.

Bemerkung: Die Intensitdt eines Zahlprozesses lésst sich wie folgt definieren: Sei
(Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, {F(t) : ¢t € [0,7]} eine Filtration und h =
{h(t) : t € [0, 7]} ein nicht-negativer vorhersehbarer Prozess, so dass fot h(s)ds < oo
fast sicher, fiir alle t € [0,7], gilt. Ein nicht-explodierender adaptierter Z&hlprozess
N ={N(t):t €[0,T]} besitzt die Intensitat h, wenn der Prozess {N(t) — fot h(s)ds :
t € [0, 7]} ein lokales Martingal ist. Der nachfolgende Satz formuliert eine Bedingung,

um die lokale Martingaleigenschaft zu vermeiden.

Satz A1l [,Kompensierter* Ziahlprozess].!! Sei N ein adaptierter Zihlprozess und h
ein nicht-negativer vorhersehbarer Prozess, mit F Uot h(s)ds} < oo, fir alle t €10,7T].

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

*Vgl. Arnold (1973): S. 50f. und 60f. und Nielsen (1999): S. 17.
10Vgl. Duffie (2001): S. 357.
Vgl Duffie (2001): S. 358.
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1. N st nicht-explodierend und besitzt die Intensitdt h.
2. Der Prozess {N(t) — fot h(s)ds :t €[0,T]} ist ein Martingal.

Beweis: Duffie (2001): S. 358.

Definition [Poisson-Prozess|.'? Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F(t) :
t €10, 7]} eine Filtration. Ein adaptierter Prozess {N(t) : t € [0,T]} wird Poisson-

Prozess mit Intensitit h genannt, falls gilt:
1. N(0)=0.

2. Fir alle 0 < s <t ist N(t) — N(s) stochastisch unabhingig von F(s) und pois-
sonverteilt mit Parameter h(t — s), d.h. fir beliebige k =0,1,... gilt

PIN(1)— N(s) = KIF(s)} = P{N(t)— N(s) = k}
RE(t — s)k
= %exp{—h(t —8)}.
Bemerkung: Der hier definierte Prozess wird als homogener Poisson-Prozess bezeich-
net. Ein inhomoger Poisson-Prozess besitzt eine zeitabhéngige Intensitatsfunktion h(t),

wobei N (1) — N(s) stochastisch unabhéngig von F(s) und poissonverteilt mit Parame-
ter f: h(w)du ist.

2. Stochastische Differenzialgleichungen

Definition [It6-Prozess].'? Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F(t) : t €
[0, 7]} eine Filtration. Fin Ito-Prozess ist ein d-dimensionaler Prozess {X(1) : 1 €
[0, 7]} der Form

X(t):X(O)—I—/O f(s)ds—l—/o G(s)dW (s), (6.1)

wobei der Anfangswert X (0) eine F(0)-messbare d-dimensionale Zufallsvariable und
{W(t):t €0, 7]} ein m-dimensionaler Wiener-Prozess ist. Weiterhin sind f(t) und
G/(t) adaptierte und messbare d-vektorwertige bzw. d x m-matrizwertige Funktionen,

welche die Regularititsbedingungen fOT||f(t)||dt < oo und fOT||G(t)||2dt < oo fast

sicher erfiillen.* Die stochastische Differenzialgleichung

dX(t) = f(t)dt + G(1)dW (1)

12Vgl. Bielecki/Rutkowski (2002): S. 186.

13Vgl. Arnold (1973): S. 113ff. und Nielsen (1999): S. 52.

MDer Ausdruck ||f(¢)|| symbolisiert die euklidische Norm der d-vektorwertigen Funktion f(t)
und wird berechnet als ||f(¢)|| = /f2(t) + -+ f2(t). Fiir ||G(t)||* gilt entsprechend ||G(t)||*> =

> G50
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ist die kompaktere, symbolische Schreibweise fir den Zusammenhang aus (6.1). Fin

Ito-Prozess ist adaptiert und messbar. Er besitzt weiterhin stetige Pfade.

Satz A2 [Ito’s Lemma]. Sei ' = F(t, ) eine auf [0, T] x R? definierte stetige Funktion
mit Werten in R* und den stetigen partiellen Ableitungen

0
EF(t [E) Ft,
0 F(t,z) = F,, o = (x1,...,24)7,
6:1%
82
F(t,x) = Fyp i, j < d.
axla:p] (7x) 'y Z.]

Angenommen, ein d-dimensionaler Ito-Prozess {X(t) : t € [0,T]} ist durch das sto-
chastische Differenzial

dX(t) = f(t)dt + G(t)dW (1)

gegeben, wobei f(t) eine d-vektorwertige Funktion, G(t) eine d X m-matrizwertige
Funktion und {W(t) :t € [0,T]} ein m-dimensionaler Wiener-Prozess ist. Der k-
dimensionale Prozess {Y(t) : t € [0,T]}, mit Y(t) = F(t,X(t)) und dem Anfangs-
wert Y(0) = F(0, X(0)), besitzt dann ein stochastisches Differenzial beziiglich desselben
Wiener-Prozesses {W(t) : t € [0, T]}, und zwar gilt

d

DY e (t, X(t G(t)GT(t))Z»]) dt

=1 j7=1

DN | —

dY (t) = (Ft(t,X(t)) + F(t, X(t )+
+F(t, X (1) G(L)dW (L). (6.2)

Hierbei ist F = (Fy., ..., Fy,) eine k x d-Matriz und F, ., ein k-dimensionaler Spal-
tenvektor.

Beweis: Arnold (1973): S. 108ff.

Bemerkung: Die Doppelsumme in (6.2) kann wie folgt geschrieben werden:

d
YN Fow (GGT)y = tr (FruGGT) = tr (GGTF,,)

=1 j7=1

wobel F,, = (Fx,x) eine d x d Matrix ist, deren Elemente k-Vektoren sind, und ¢r die

Spur einer Matrix angibt.!® Die Spur einer symmetrischen Matrix A ist definiert als

15Vgl. Arnold (1973): S. 104.
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die Summe der Elemente auf der Hauptdiagonalen, d.h.
trA = Z A“

Korollar A1 [It6’s Lemma fiir k = m =d = 1]. Sei I' = F(t,2) eine in [0,7] x R
definierte skalare Funktion mit stetigen partiellen Ableitungen F,, F, und F,.. Ange-
nommen, der (eindimensionale) Prozess {X(t) :t € [0, T} ist durch das stochastische
Differenzial

dX(t) = f(t)dt + G(1)dW (1)

gegeben, wobei f(t) und G(t) skalare Funktionen sind und {W(t) :t € [0,T]} einen
(eindimensionalen) Wiener-Prozess darstellt. Der Prozess {Y(t) : t € [0,T]}, mit
Y(t) = F(t,X(t)), besitzt dann das stochastische Differenzial

dY(t) = (Ft(t,X(t)) R X)) F(1) + %Fm(t,X(t))GQ(t)> dt

+F, (4, X(1)G()dW (1).

Definition [Lineare stochastische Differenzialgleichung].!® Sei {W () : ¢ € [0,7]}
ein m-dimensionaler Wiener-Prozess auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (9, F,P) und
{F(t):t€][0,T]} eine Filtration. Fine stochastische Differenzialgleichung der Form

dX(t) = f(t, X(1))dt + G(t, X (1))dW (1)

fiir den d-dimensionalen Prozess {X(t):t € [0, T} heifit linear, wenn die Funktionen
f(t,z) und G(t,z) in [0,T] x R? lineare Funktionen von x € R sind, wenn also gilt

f(t ) = A(t)e + a(t),
A(t) d x d-matrizwertig, a(t) R¥*-wertig, und
G(t,z) = (Bi(t)x + b1(t), ..., Bu(t)x + by(t)),

Byi(t) d x d-Matrizen, by(t) Re-wertig. Fine lineare stochastische Differenzialgleichung
hat also die Gestalt

16Vgl. Arnold (1973): S. 139
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wobei W(t) = (Wl (t),... ,Wm(t))T ist. Sie heifit homogen im Falle a(t) = by (t) = ... =
by, (t) = 0. Sie heifit linear im engeren Sinne, falls gilt Bi(t) = ... = B,(t) =0).
Bemerkung: Eine lineare stochastische Differenzialgleichung im engeren Sinne lasst
sich schreiben als

dX (1) = (A(DX () + a(t))dt + B(t)dW (1),

mit B(t) = (by(t),...,bn(t)).
Satz A3 [Existenz der Losung einer linearen stochastischen Differenzialgleichung).

Gegeben sei eine lineare stochastische Differenzialgleichung
AX(1) = (ADX(1) + a(t)de + S BAOX(0) + bD)dWi(e),  (63)

wobei A(t), a(t), Bi(t) und b(t) in [0,T] messbare Funktionen sind, die die Regula-
rititsbedingungen [ ||a(t)+bi(1)]|dt < oo sowie [ ||A(t)]|*dt < oo und [ || Bi(t)]|%dt <
oo erfillen. Die lineare stochastische Differenzialgleichung (6.3) besitzt dann fir jeden
F(0)-messbaren Anfangswert X(0) = ¢, mit 0 < t, im Intervall [0,T] eine eindeutige

Lésung.
Beweis: Arnold (1973): S. 140f.

Satz A4 [Losung einer linearen stochastischen Differenzialgleichung im engeren Sinne].

Die (im engeren Sinne) lineare stochastische Differenzialgleichung

A

dX (1) = (A()X () + a(t))dt + B(t)W (1), (6.4)

mit X(0) = ¢, besitzt in [0,T] die Losung

X(t) = K(1) (c—l—/t K‘l(s)a(s)ds—l—/t K‘l(s)B(s)dW(s)>.

0 0

Hierbei ist K(t) die Losung der Matrizgleichung
dK(t) = A(t)K(t)dt
zum Anfangswert K(0) = I, mit I als d x d Finheitsmatriz.

Beweis: Arnold (1973): S. 142f.

Korrolar A2 [Losung einer linearen stochastischen Differenzialgleichung im engeren
Sinne fiir A(t) = A]. Ist in Gleichung (6.4) die Matriz A(t) = A unabhdngig von t, so
qilt fiir die Lésung

X(t) = eAfc+/0 e (a(s)ds + B(s)dW (s)). (6.5)
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Bemerkung: Die Sétze A3 und A4 sowie das Korrolar K2 verallgemeinern sich un-
mittelbar auf den Fall, dass A(t), a(t), Bi(t) und b;(t) adaptierte und messbare stocha-

stische Prozesse, die die Regularititsbedingungen fast sicher erfiillen, darstellen.!”

Satz A5 [Die Feynman/Kac¢-Formel]. Gegeben sei:

1. FEine d-vektorwertige Funktion f: Ry x R — R

2. Fine d x d-matrizwertige Funktion C : Ry x RY — M(d, d), die sich fir eine
d x m-matrizwertige Funktion G : Ry x R™ — M(d, m) als

C(t,z) = G(t,2)GT(t, x)
schretben ldsst.
3. Fine reellwertige Funktion ¢ : RY — R.

4. Eine reellwertige Funktion r: R* — R.

Angenommen, die reellwertige Funktion F': R. x RY — R ist eine Lisung des Rand-

wertproblems

QF(t, )+ gt ) f(t, @)+ %tr (C(t,x)H(t,z))—r(t,x)F(t,z) = 0,

ot
F(Tvx) = q(:z;),
mit dem d-vektorwertigen Gradienten g(t,x) = <8871F(t,:1;), o ,%F(t,x)) und der
d x d-Hesse-Martix
—81’?81’1 F(t,z) ... —ax?axdF(tv )
—81’281’1 F(t,z) ... —axiaxdF(t7 )

Weiterhin sei g(s, X(s))G(s, X(s)) quadrat-integrierbar und {X(s) : s € [0,T]} ein
It6-Prozess, der durch (6.6) beschrieben wird. Die Funktion F' besitzt dann fir jedes
gegebene Paar (t,x) € [0,T] x R? die Darstellung

F(t,2) = B e & reX s x (), | .
Der Prozess {X(s): s € [0,T]} geniigt der stochastischen Differenzialgleichung

dX(s) = f(s,X(s))ds 4+ G(s,X(s))dW(s), s>1,
X(s) = =z, s<t. (6.6)

17Vgl. Karatzas/Shreve (1988): S. 360f.




MATHEMATISCHER ANHANG 163

{W(s):s €0, T]} ist ein m-dimensionaler Wiener-Prozess.
Beweis: Bjork (1998): S. 58ff. oder Duffie (2001): S. 96 und S. 342ff.

3. Girsanovs Theorem und Integraldarstellung eines Martingals

Satz A6 [Das Theorem von Girsanov]. Sei {W(t) : t € [0,T]} ein Wiener-Prozess
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F,P) und {F(t) : t € [0,T]} die entsprechen-
de Standardfiltration.'® Sei ferner {\(t) : t € [0,T]} ein adaptierter und messbarer
Prozess, wobei fg N (s)ds < oo fast sicher gill und der Prozess {A(t) : 1 € [0,T]}, mit

A1) = exp {/Ot A(s)dW (s) — %/Ot A?(s)ds} :

ein Martingal unter P ist.*® Definiere durch

dQ
plr =AT)

ein weiteres, zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmafs Q auf F(T). Dann ist der
Prozess {W(t):t € [0,T]}, mit

bzw. dem stochastischen Differenzial
dW(t) = dW(t) — A(t)dt,

ein Wiener-Prozess auf (F(t),Q).
Beweis: Elliot/Kopp (1998): S. 138f.

Bemerkung: Das Theorem von Girsanov verallgemeinert sich fast unmittelbar auf

den vektorwertigen Fall des m-dimensionalen Wiener-Prozesses W(t) = (Wl (t),...,

18F{ir die Standardfiltration gilt
F(t)=o (U({W(s) L5 < 1)) UNO) , fiir alle ¢ € [0, 7].

Dabei gibt o({W(s) : s < t}) die von dem Wiener-Prozess erzeugte Filtration und A die Nullmengen
von F an.
Y9Hinreichend dafiir, dass der Prozess {A(t) : ¢ € [0,7]} ein Martingal darstellt, ist die Novikov-

Bedingung
1 T
E |exp —/ /\Z(t)dt
2.Jo

< 0.

Vgl. Elliot/Kopp (1998): S. 138.
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Wm(t)) und des m-vektorwertigen Prozesses A(t) = (A1(1),... , An(t)), wenn die einzel-
nen Komponenten ebenfalls die oben genannten Bedingungen erfiillen und fg A(s)dW (s)

durch Y77 fot )\i(s)dm(s) ersetzt wird.?°

Satz AT [Stochastische Integraldarstellung eines Martingals]. Sei {W(t) :t e [0, 7]}
ein Wiener-Prozess auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) und {F(t) :t € [0, T}
die entsprechende Standardfiltration.*' Ist der Prozess {M(t) :t € [0,T]} ein quadrat-

integrierbares Martingal, so besitzt er die Integraldarstellung
t
M(t) = M(0) + / C(s)W(s) fast sicher, fir alle t € [0,7T],
0

mit eindeutig bestimmtem, adaptiertem und messbarem ((t). Weiterhin gilt

P [(/OTH«t)H?dt)] <.

Beweis: Elliot/Kopp (1998): S. 144f.

Bemerkung: Analog zum Theorem von Girsanov lésst sich Satz A7 auf den vek-
torwertigen Fall des m-dimensionalen Wiener-Prozesses W(t) = (Wl (t),..., Wm(t))
verallgemeinern. Dazu ist wiederum fot §(5)dW(5) durch 77" fot Q(S)dm(s) zu erset-

zen.

4. Gauf3’sche Prozesse

Definition [Gaufl’scher Prozess|.?* FEin d-dimensionaler Prozess {X(t) : t € [0,7]}
ist ein Gauf$’scher Prozess, wenn fiir beliebige beliebige Vektoren (ty,tz, ... ,t,), mit
te[0,T] und t; <ty <...<Ht,, die Elemente der d x n-Matriz

(X(t1), X(t2),..., X(tn))

gemeinsam normalverteilt sind.

Satz A8 [Stochastisches Integral fiir deterministische Integranden]. Sei {W(t) : t €
[0, 7]} ein m-dimensionaler Wiener-Prozess auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P),
{F(t) : t € [0,T]} eine Filtration und G(t) eine adaptierte und messbare d x m-
matrizwertige Funktion, die fOT [|G(t)||2dt < oo fast sicher erfillt. Angenommen, G(t)

20Vgl. Hackenbroch/Thalmair (1994): S. 260.
21ygl. Satz A6 zur Definition der Standardfiltration.
22Vgl. Nielsen (1999): S. 91.
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ist unabhdngig von w, also eine ausschlieflich zeitabhingige (bzw. deterministische)

Funktion. Fir 0 <s <t ist dann das d-dimensionale stochastische Integral

/ G u)dW (u) (6.7)

unabhdinig von F(s) und normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatriz

/ G(u)GT(u)du. (6.8)

Beweis: Arnold (1973): S. 91 oder Nielsen (1999): S. 93.

Bemerkung: Unter Verwendung des stochastischen Integrals aus (6.7) ldsst sich ein
d-dimensionaler [to-Prozess { X (¢) : t € [0, 7]}, mit

_|_/Otf(3)d3—|—/0t G(s)dW (s), (6.9)

konstruieren, wobei der Anfangswert X (0) eine F(0)-messbare, normalverteilte d-di-
mensionale Zufallsvariable oder konstant ist und f(¢) eine adaptierte und messbare
d-vektorwertige Funktion darstellt, die fOT || f(t)]|dt < oo fast sicher erfiillt. Ist f(?)
wie (7(1) unabhéngig von w, also eine ausschlieflich zeitabhéngige Funktion, entspricht

dieser 1t6-Prozess einem Gaufy’schen Prozess.
Satz A9 [Zeitwechsel]. Sei {W(t) : t € [0,T]} ein m-dimensionaler Wiener-Prozess
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P), {F(t) : t € [0,T]} eine Filtration und G(t)
eine adaptierte und messbare m-vektorwertige Funktion, die fOT [|G(t)||2dt < oo fast si-
cher erfillt. Angenommen, G(t) ist unabhéingig von w, also ausschliefilich zeitabhingiy,
und positiv fiir alle t € [0,T]. Definiere
t
X(t) = / G(s)dW(s) (6.10)
0
und
/ |G (s)]|d(s (6.11)
fiir alle 0 <t < T, und setze TY = C(T). Dann ist durch
f}(s) = X(C7Y(s)), (6.12)

fiir alle 0 < s < T, ein Wiener-Prozess beziiglich der zeittransformierten Filtration

{FO(s) 15 € [0, TC}, mit FC(s) = F(C(s)), gegeben und es gill

X(t) = B(C(1t)), (6.13)
fiir alle 0 < ¢t < TC.
Beweis: Nielsen (1999): S. 94f.
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Beweise

1. Zu Satz Ul

Der heutige Preis eines in T félligen européischen Calls auf den Unternehmenswert ist

unter Verwendung der Martingalmaf-Technik durch

CPV0,7) = e EYN(V(T) - K)Lyvr)>x)
e TEY V(T vrysiy) —e 7 PKQV(T) > K} (6.14)

T1 T2

gegeben. Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite der Gleichung ergibt sich

I = ¢7'KQ {V(O) exp { (r - g) T+ UW(T)} > K}

— TKQ { (r - g) T+ oW(T) > 1n(K/V(O))}
In(K/V(0)) <r - 7) T

g

= ¢ "TKQ{ W(T) >

TRy {g _ In(V(0)/Ker) - %T}

oV T
= ¢ "TK®(dy), (6.15)

wobei € = —W(T)/+/T eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist. Der Ausdruck
Q{V(T) > K} = ®(dy) entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass der Call bei Falligkeit

ausgeiibt wird, gegeben das dquivalente Martingalmafl Q.

Um die Berechnung des Terms T} aus der Preisgleichung des européaischen Calls zu
vereinfachen, wird ein zu Q Aquivalentes WahrscheinlichkeitsmaB @ durch
dQ

ol = AT) = exp {UW(T) - %QT} (6.16)

definiert. Gemafl dem Theorem von Qirsanov ist dann durch W(t) = W(t) — ot ein

Wiener-Prozess unter Q gegeben.



MATHEMATISCHER ANHANG 167

Unter Beriicksichtigung der Definition von A(7T') in (6.16) lasst sich der Term T} als
2
= s e~ 2) s ]

0.2
= V(O)EQ |:exp {—7T + UW(T)}I{V(T)>K}:|

schreiben. Unter dem Maf} Q ist der Unternehmenswert durch
o? ~
V(t) = V(0)exp { (r — 7) t+o(W(t)+ Ut)}
o? ~
= V(0)exp { (r + 7) t+ UW(Z‘)} (6.17)

gegeben. Damit folgt fiir den Term T}

o= V(0)Q

In(V(0)/Ke ™)+ 2T
oV'T

= V(0)9(

wobei £ = —W(T')//T wiederum eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.
Fasst man nun die Darstellungen fiir die Terme T} und T, zusammen, zeigt sich, dass
der Preis des européischen Calls durch

CEV(0,T) = V(0)®(dy) — e TK®(dy) (6.18)

gegeben ist.

Der heutige Preis eines in T falligen europaischen Puts auf den Unternehmenswert ist

unter Verwendung der Martingalmaf-Technik durch

PPY(0.T) = eEY(K = V(T)lvr)<xy]
= CTRQU(T) < K} - BV v an] (619

Tl T2
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gegeben. Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite der Gleichung ergibt sich
2
T, = ¢"TKQ {V(O) exp { (r — %) T+ UW(T)} < K}
2
= ¢"TKQ { (r - %) T+oW(T) < ln(K/V(O))}

n(V(0)/K) + (r - %) T}

g

= ¢"TKQ {W(T) < -

o T
= ¢"TK®(—dy), (6.20)

_ Tig {g __In(V(o)/KeT) - %T}

wobei ¢ = W(T)/v/T eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist. Der Ausdruck
Q{V(T) < K} = ®(—d>) entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass der Put bei Falligkeit

ausgeiibt wird, gegeben das dquivalente Martingalmafl Q.

Der Term T lasst unter Verwendung des in (6.16) definierten Wahrscheinlichkeitsmafes
Q als

2

T, = e TpQ {V(U) exp { (r - %) T+ UW(T)}l{V(TKK}}
= V(0)Q{V(T) < K}

schreiben. Daraus ergibt sich

n = V(0)Q {V(O) exp { (r + g) T+ aW(T)} < K}
= V(O)Q{ r+ g) T+ JW(T) < 1n([(/v(0))}
) { ) In(V(0)/K) + <r—|— 7) T
= V(0)Q{ W(T) < - .
_ v {g _ V(oK) ¢ —T}
= V(0)B(—d,),

wobel % = W(T)/\/T wiederum eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.

Unter Beriicksichtigung der Darstellungen fiir die Terme T} und T3 ist der Preis des

européischen Puts gegeben durch

PPY(0,7) = e TK®(—dy) — V(0)0(—d,). (6.21)
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2. Zu Satz U2

Der heutige Preis eines in T félligen europédischen Calls auf den Unternehmenswert

ist unter Verwendung der Martingalmaf-Technik und nach einem Wechsel auf das

ForwardmaB Q7 durch

CPV(0,7) = PO, T)EY[(Fy(T,T) - K)1r, (115K
T
— PO, TYKQ"{Fy/(T,T) > K} (6.22)

T

gegeben. Der Terminkurs des Unternehmenswerts unter Q7 entspricht nach dem Zeit-
wechsel gemaf} (4.41)

Fo(t,T) = Fy(0,T) exp {—%C(t) + W(C(t))} , (6.23)

fiir alle t € [0, T]. Dabei stellt W(s) einen (eindimensionalen) Wiener-Prozess beziiglich
der zeittransformierten Filtration {F(s) : s € [0, T°]}, mit T = C(T), dar.

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite der Gleichung (6.22) gilt somit
1
T, = PO, T)KQ" {FV(O, T)exp {—§C(T) + W(C(T))} > K}

C(T) + W(C(T)) > In(K/Fy (0, T))}

(NN

= P00, T)KQ" {—
— P(0,T)KQ" {W(C(T)) > In(K/Fy(0,T)) + %C(T)}

In(Fy(0,7)/K) — 1C(T)
(1)

= P(0,T)KQ" {g <
= P(0.T)K®(dL),

wobei ¢ = —W(C(T))/+/C(T) eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist. Der
Ausdruck QT{Fy(T,T) > K} = ®(dl’) entspricht hierbei der Wahrscheinlichkeit, dass
der Call bei Filligkeit ausgeiibt wird, gegeben das Forwardmafl Q7.

Um die Berechnung des Terms T} aus der Preisgleichung des européaischen Calls zu
vereinfachen, wird ein zu Q7 dquivalentes WahrscheinlichkeitsmaB QT definiert durch

dQT

. 1
@L}-C(Tc) = AT(TC) = exXp {W(TC) - §Tc}, (624)
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mit 7 = C(T), wobei W(s) wiederum einen (eindimensionalen) Wiener-Prozess
beziiglich der zeittransformierten Filtration {F(s) : s € [0,7°]} darstellt. Geméf
dem Theorem von Girsanov ist dann durch W (s) = W(s) — s ein Wiener-Prozess unter

QT gegeben.
Unter Beriicksichtigung der Definition von AT(T%) in (6.24) lisst sich der Term T} als

1= B [0, esp { e W) o

= V(0)EY" {exp {—%C(T) + W(C(T))}l{Fv(TvaK}]
= V(O)EQT {/N\T(TC)I{FV(T,T»K}}

= V(O)EQT (Lo (r1)5 53]
= V(OQ" {Fy(1.T) > K}

schreiben. Unter dem MaB Q7 ist der Terminkurs des Unternehmenswerts aus (6.23)

durch
F(.T) = Fel0.T)exp {310+ (07(C) + )
= Fy(0,T)exp {%C(t) + W(C(t))}, (6.25)
fiir alle ¢ € [0, T], gegeben. Damit folgt fiir den Term T}
o= V(0)Q {FV(O,T)eXp {%C(T) + W(C(T))} > K}

- VO { W) > Wk F0.7) - 500}

B o |~ In(F(0,T)/K)+ L0(T)
= V(0)Q {§< o }

= V(0)o(dy),

wobei £ = =W (C(T))//C(T) wiederum eine standardnormalverteilte Zufallsvariable
ist.
Fasst man nun die Darstellungen fiir die Terme T} und T, zusammen, zeigt sich, dass

der Preis des européischen Calls durch
CEV(0,7) = V(0)&(d) — PO, T)K®(dy) (6.26)

gegeben ist.
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Der heutige Preis eines européischen Puts auf den Unternehmenswert ist unter Ver-
wendung der MartingalmaB-Technik und nach einem Wechsel auf das Forwardmafs QT

als
PPV(0,7) = PO, T)VEY[(K — Fy(T,T)) 1z, (r.1)<K)]
T
— PO, TYKQ"{ Iy (T,T) < K} (6.27)

T

gegeben. Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite der Gleichung ergibt sich
1
T, = PO, T)KQ" {FV(O, T)exp {—§C(T) + W(C(T))} < K}
1
= P0,T)KQ" {—§C(T) + W(C(T)) < In(K/Fv(0, T))}

— P(0,T)KQ” {W(C(T)) < —In(Fy(0,T)/K) + %C(T)}

= P(0,T)KQ" {g _ (VO T)/K) + %C(T)}

C(T)

— PO, T)K(~d).
wobei £ = W(C(T))/+/C(T) eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist. Der Aus-
druck QT{Fy(T,T) < K} = ®(—d}’) entspricht hierbei der Wahrscheinlichkeit unter

dem ForwardmaB Q7, dass der Put bei Filligkeit ausgeiibt wird, gegeben das Forward-
mafl Q7

Der Term T lasst unter Verwendung des in (6.24) definierten Wahrscheinlichkeitsmafles
QT als

1
T1 = P(O, T)EQT |:Fv(0, T) exXp {—§C(T) —|— W(C(T))}]-{FV(T,T)<B}:|
= V(0O)Q'{F(T,T) < K}
schreiben. Daraus ergibt sich

T, = V(0)Q’ {FV(O,T)GXP {%C(T) + W(C(T))} < K}

- VO { () < (/) - o)

= V(0)Q" {6 < - i)

= V(O)e(-df),

In(Fy (T, T)/K) + %cm}
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wobei & = W(C(T))/+/C(T) wiederum eine standardnormalverteilte Zufallsvariable

ist.
Unter Beriicksichtigung der Darstellungen fiir die Terme T} und T3 ist der Preis des

europaischen Puts durch
PPY(0,7) = PO, T)K®(—d)) — V(0)®(—d}) (6.28)
gegeben.

3. Zu Satz U3

Der heutige Preis des européischen Down-and-out Calls auf den Unternehmenswert

ergibt sich unter Verwendung der MartingalmaB-Technik und bei einem Wechsel auf

das Forwardmafl Q7 als

CP(0,7) = PO.T)EY [(F(T,T) — K) L5 (1.1)>Kinfocicr V()>9P(tT)}]
= P00, T)E?" v (T, Ty (1,15 K infocrcr Ve >yP(T)} )
T
— P(0,T)K B [1{p (.15 K infoccr V(0> 0P@.1)} (6.29)

T

Um die Bewertungsgleichung 16sen zu kénnen, werden einige Verteilungsfunktionen
benotigt. Gegeben sei ein Prozess {X(t) : t € [0, 7]}, mit

X(t)=at+oW(t),

wobei {W(t) : t € [0,T]} ein Wiener-Prozess ist und ¢ und o die konstante Driftfunkti-
on bzw. den konstanten Volatilitatskoeflizienten darstellen. Weiterhin seien Maximum

und Minimum des Prozesses {X(¢) : ¢t € [0, 7]} im Intervall [0, 7] als

definiert. Harrison (1985) zeigt, dass die gemeinsame Verteilungsfunktion von X(7')
und Mx (T) fiir z > 0 und z > & durch

2

Quwvgawuav§@:¢<:y?>_gmf¢<g%%%g>

gegeben ist.?? Da durch —W (t) ebenso wie durch W(t¢) ein Wiener-Prozess gegeben

(6.30)

ist, gleicht die Wahrscheinlichkeitsverteilung von

~X(t) = —at + o(—=W (1))

23Vgl. Harrison (1985): S. 12f.
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bis auf das Vorzeichen von a der von X(¢), fir alle ¢t € [0,7]. Fiir die gemeinsame

Verteilungsfunktion von —X(71') und M_x(T') = supg,cp —X () gilt daher

Q= X(T) < 2, M_x(T) < z) = (1??) g (%) |

Fiir den zweiten Term auf der rechten Seite der Preisgleichung (6.29) ergibt sich

T, = P(O,T)KQT{Fv(T,TbI&”,OglgTV(t)>yP(t,T)}
= P(0,T)KQ"{F(T,T) > K, Jnf VP, T) > y}
= PO, T)KQ"{Fv(T,T) > K, Jnf (8, T) >y}

Der Terminkurs des Unternehmenswerts unter Q7 ist nach dem Zeitwechsel wie in

(6.23) durch
Felt,T) = Fr(0, ) exp { = 5000+ W(C) .
fiir alle t € [0,T], gegeben. Mit dem durch
Yo (t,T) = InFy (£, T) — InFy (0, T) = —%C(t) +W(C)

definierten Prozess kann die in 7, unter dem ForwardmaB Q7 gegebene Wahrschein-

lichkeit, dass der Call bei Félligkeit ausgeilibt wird, geschrieben werden als
@ {¥lT) > WK (0.1), nf, Yo (0)> ol Ful0. )15

= @ ) < TR, s Yot < 0.

0<t<T

Unter Verwendung der Verteilungsfunktion (6.30) mit « = In(Fy(0,7)/K) und z =
In(Fv(0,7)/y) ergibt sich daraus

o (hq(FV(O,T)/K) - %C(T))

c(T)
g (IUV(0.T)/K) — 2n(Fy(0.T)/y) = §C(T)
C(T)
_ o [EVO,T)/E) —3C(T)\ _ .o (I’ Fv(0,T)/(FH(0, T)K)) — 5C(T)
a C(T) C(T)

= O(d) — ().
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Der Term T, stellt sich nun als

T, = P(0,T)K [®(d}) — e ®(ch)]
= P(0,T)K [®(d)) — Fy(0,T)/y®(c3 )]

dar. Um die Berechnung des Terms T} aus der Preisgleichung des européischen Down-
and-out Calls zu vereinfachen, kann wiederum auf das in (6.24) definierte, zu Q! &qui-
valente WahrscheinlichkeitsmaB Q7 zuriickgegriffen werden. Der Term 7} lasst sich

als

e

T
Ty = PO, TVEY [Fy(T,T)Lr (1,1)> Kinfocrcr V(0)>yP(1T)})

T
0)EY [AT(T Nr (11)5 Kinfosrcr VIO P(T)~ 54} )

I
<

0)EY" [L(r (1.7 Kintogecr Fu (6T) 5}

I
<

( b
(0)
(OB [A(T) Ly (.1)> Kintycocr Fo(e7) 53]
(0)
(0)Q

= V(0)Q {FV(T T)> K, mé‘T Fy(t,T) > y}
darstellen, wobei der Terminkurs des Unternehmenswerts unter Q wie in (6.25) durch
Felt,T) = Fol0. Ty exp { 5000 41700
fitr alle ¢ € [0, 1, geseben ist. Mit dem durch
Vo (4, T) = InFy (£, T) — InFy (0, T) = %C(t) W)

definierten Prozess kann die in der Bestimmungsgleichung von 7} enthaltene, nach Q7
transformierte Wahrscheinlichkeit, dass der Call bei Félligkeit ausgeiibt wird, geschrie-

ben werden als
Q" {YV(T) > In(K/Fy(0,7)), inf Yy (t) > In(y/Fv (0, T))|Fo}
= Q7 {_Y/V(T) < In(Fy (0, T)/K), sup —Yv (1) < In(Fv(0, T)/y)} :

Zieht man die Verteilungsfunktion (6.30) mit « = In(Fv(0,7)/K), z = In(Fv(0,7)/y)
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und der Hilfsvariablen g = — ln(y/FV (0,7)) heran, ergibt sich daraus
o (m(FV(o T) /A

\/C(T)
g [ U0, T)/K) + 5C(T) n(y*Fy(0,7)/(F2(0,T)K)) + 1C(T)
- C(T) (1)

= q)(df) — eﬁq)(cf).
Der Term T stellt sich nun als

o= V(0) [@(d) — e"@(cy)]
= V(0) [®(dy) — y/Fv(0,T)®(cy)]

dar. Fasst man nun die Darstellungen fiir die Terme T} und T zusammen, zeigt sich,

dass der Preis des européischen Down-and-out Calls durch

CP0,T) = V(0) [@(d)) — y/Fv(0,T)(cy )]
—P(0,T)K [®(d}) — Fv(0,T)/y®(c})]
= V(0)®(d) — P(0, T)K®(d})
Plain-Vanilla Call

R0, 7y [V(0)/ FH0, T)0(F) — PO, T)EB(L)]  (6.31)

Knock-out-Abschlag

gegeben ist. Der Preis des européischen Down-and-out Calls entspricht somit dem

Preis eines in allen Ausstattungsmerkmalen identischen europaischen Plain-Vanilla

Calls abziiglich eines Knock-out-Abschlags. Mit

In (i) = 3C(T)

dr, = ,
1,2 C(T)
y? P2(0,T) l
o In <V( 0)KP(0,T) > 2C(T)
’ C(T)

ergibt sich alternative Darstellung

CPo0,T) = V(0)®(dY) — PO, T)K®(dL)
Plain-Vanilla Call
V() (yP(0, 1) [2PH0,7)/V(0)0(cl) — P(0,T)K(cl)] . (6.32)
Knock-out-Abschlag
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4., Zu Satz U4

Longstaff/Schwartz (1995) folgend wird die Dichtefunktion der ersten Durchgangszeit
des Prozesses fiir den logarithmierten Verschuldungsgrad durch den Wert Null implizit

[ M(0,T 4 M(u, T
o (L MO.T) :/‘wmé M) ) g, (6.33)
S(0,T) 0 S(u,T)
wobei ¢ die angesprochene Dichtefunktion symbolisiert, M(s,t) = FE[l(t)|s,[(s) = 0]

den (bedingten) Erwartungswert des logarithmierten Verschuldungsgrades, gegeben

definiert als

einen Zeitpunkt s und einen logarithmierten Verschuldungsgrad von Null in diesem
Zeitpunkt, angibt und S(s,T) = Var[l(?)|s] der (bedingten) Varianz des logarithmier-
ten Verschuldungsgrades, gegeben einen Zeitpunkt s, entspricht. Die Parameter der
Verteilungsfunktionen lassen sich unter Verwendung von Gleichung (4.66) bestimmen.
Die stochastischen Intergrale in (4.66) sind gem&f Satz A8 normalverteilt mit Erwar-

tungswert Null und Kovarianzmatrix

[E@w@m

wobei

B % (1 — e‘”(t_“)> + op 0
G(u)-( 0 0'\/1—,02>

gilt. Der (bedingte) Erwartungswert M (s,t) ergibt sich unmittelbar aus dem zweiten,

dritten und vierten Summanden in Gleichung (4.66) als

‘W”):_G_@_g_EQQ_Q

K K
r S) r 772 pan —r(T—t) —r(t—s)
| — -+ =+ — 1
( o o + P + 12 (1—e )
2
n —r(T—t —r(t—s)\2
—5§e< V(1 — emnl=)", (6.34)

Die (bedingte) Varianz S(s,t) ist unabhédngig von {(s) und kann berechnet werden als

S(s,t) = /: <Q (1 _ e—m(t—u)) + 0p>2du + /: <0m>2du.

K
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Dies lasst sich umformen zu

S(s,t) = (o*p*+0*=0%p") (t—s)+ 2 TP (1 Y gy
K

2 t
+”—2/ (1 — e =) dqy
= (0‘ +2 '077—|—77>(t—3 —2—/
li

S

—277—/ u+ 77—2 6_2H(t W dy
K S
2
opn 1M apn N —r(t—s
= ( + 21 +;> (t—s)— (2?+2;> (1 —e7rl=2))
n?
_I_% <1 . 6_2H(t_5)> )

In Anlehnung an Longstaff/Schwartz wird Gleichung (6.33) diskretisiert, indem das

Zeitintervall [0, 7] in n dquidistante Teilintervalle unterteilt wird. Man erhélt das fol-

gende Gleichungssystem:

Z@Zq)(bﬂ), Z = 1,. e,
7=1

mit

Ty = MO MO ) M(T/n,iT)/n)
#i = (T /n)T/n, a S(0,:T/m) " \/SGT/n,iT/n)

Satz U4 gibt die rekursiv bestimmte Losung des Gleichungssystems an. Die Ausfall-

wahrscheinlichkeit kann als

T n
QM {r<T :/c,oudu:hm ©;
()= [ ptudi= i

berechnet werden.?* O

#Vgl. Longstaff/Schwartz (1995): S. 816f.
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5. Zu Satz I1
Der Ausdruck 1(0,7) fo s)ds ergibt sich nach Integration von Gleichung (5.31)

und einem Wechsel der Integrationsgrenzen der stochastischen Integrale als

100, 7) = l(O)/Te_WSdS

2 T
_ ( pon + (1 + 7¢)n ) / e—H(T—S) <1 . e—(w—l—ﬁ)s) ds
0

v =K K
1 2 T

_I_(2 j7¢)n / —k(T—5) _—2rs <1 e (v=~r) )dS
K

(1
/ / ( ‘|"ﬂ/’ ( H(s—u)—e‘”(s_u)>—|-a,0‘e—7(s_“)> dsdW, (u)
_ / / /T = p2e= =0 dsdWE (). (6.35)
0 U

Die beiden stochastischen Integrale sind geméf Satz A8 normalverteilt mit Erwar-

tungswert Null und Kovarianzmatrix

/0 ' G(w)GT (w)du,

G( ) fuT <(1-W|-11£)77 <€—H(s—u) _ e—w(s—u)) + O.pe—w(s—u)> ds 0
u) =
0 fuT o\/1 — pre "= s

gilt. Der Erwartungswert und die Varianz von (0, 7") sind somit gegeben durch
E[1(0,T)] = (0)/ e *ds
0
2 1 2 T
—v+Yr +@— v <T_77_2>>/ (1—6_%)0[3
0

<g TR v K

T
1 -:7%;)”;) / e—H(T—S) <1 . e—(w—l—ﬁ)s) ds
TTR 0

2 T
_ n _ (o~
r(0 7+ )/ e (1 — e~ (19 s
7_,i(<> e )

(L+ 3 / AT -2 o
A(T=s) =25 (1 _ o=(1=rR)s) ¢ 6.36
Yot Jy T (6:56)

_|_
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und

VELI’[[(O,T)] = /OT (/T (m <€—H(s—u) _ e—W(s—u)> + O-pe—ﬁ(s—u)> dS) du

v =K
T T 2

-I-/ (/ ov/ 1 — ,026_”(5_“)0%) du. (6.37)
0 U

Zur Berechnung des Erwartungswerts aus (6.36) werden die folgenden Umformungen

VOrgenominen:

T 1
/ e Pds = — (1 — 6_7T> = f1,
0 >

v

pan (1 +y¥)n? 1+~ o

- (ﬁ(vﬂz) * 2ﬁ2(7+/€)>f3_ (r(())—r—l——) /i
(1 +y¥)n?

taei - o)
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Fiir die Varianz gilt nach Auflésen der unter dem Quadrat stehenden Integrale in (6.37)
T
vt 1) = [ (R0
0 (v — KA
1 2
_M (1 _ e—W(T—“)> + op (1 _ e—W(T—“)>> du
(v =)y
T 2
-I-/ <0‘\/1 — p? (1 — e_”(T_“))> du.
0

Dies lasst sich weiter vereinfachen zu

Var[1(0,T)] = M/OT (1 — e~ T=)? gy

(v = ~)%w?

(1 + 7@5)2772 /T —r(T—u) —v(T—u)
—27(7_/{)2&7 i (1—6 ) (1—6 )du

. (1 +777Z))770-p T _ e—ﬁ(T—u) _ e—w(T—u) du
T [ a (1 )

1+ 22 T (T 2
+((7 —7/3)27772 / (1= e ) du
T
el AT

T
-|-02,02/ (1 — e_W(T_“)f du
0

T
+0*(1 — ,02)/ (1 — e T=)" g, (6.39)
0
Mit

T T
/ (1 . e—H(T—u)>2 du — / (1 . 26_H(T—u) + e—?ﬁ(T—u)) du
0 0

2 —w(T—u 1 —zaklL—u
= T—E<1—€ (T )>—|—%<1—€2(T )>
= Qi (2/<;T + 4T — 72T _ 3) = fe
K
bzw.
T 2 1
/ (1 — e_W(T_“)> du = 7 (27T 44T 7T 3) = fr
0 v
und
T T
/ <1 . e—ﬁ(T—u)) <1 _ e—w(T—u)) du = / <1 _ e—ﬁ(T—u) _ e—w(T—u) + e—(ﬁ—l—w)(T—u)) du
0 0
_ _ l o —RrTY l
=T - (1 € ) N
1
Yt R

(1 — 6_7T>

_|_

(1 _ e—(w-l-ﬁ)T) = fs
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ergibt sich fiir (6.39)

ar = M _ (1 +y¢)n* | (1 +y)nop
Var[1(0,7)] (y — r)22 6 2((7—/@)2/437 + = r)n >f8
2, (L9 (14 ¢)nop
+ (U T (v — )22 +2 (v — k)7 ) fr. (6.40)
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Symbolverzeichnis

C(t)
(0, T)

CPV(0,7)

F . ZF
€1,2:C1 2

Dl; Dy
D(t,T)

De(t,T)

Geldmarktkonto

Parameter des Zerobondpreises im Hull/White- und
Vasicek-Modell

Volatilitatsparameter der Zerobondpreisdynamik im
Hull/White- bzw. Heath/Jarrow/Morton-Modell; ¢ = 1,
D)

Mean-Reversion-Niveau des kurzfristigen Kassazinssatzes
unter dem &quivalenten Martingalmafl im Hull/White-
Modell

Parameter des Zerobondpreises im Hull/White- und Va-
sicek-Modell

Erwartete momentane Risikoprdmie eines Zerobonds mit
Restlaufzeit T' — ¢

Basispunkt(e)

Kuponzahlung

Zeittransformationsvariable fiir Zeitwechsel

Heutiger Preis eines in 7' félligen européischen Down-and-
out Calls

Heutiger Preis eines in T' falligen européischen (Plain Va-
nilla) Calls

Modellabhdngige Parameter der Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung

Mengen méglicher Szenarien

Marktwert bzw. Preis eines kreditrisikobehafteten Zero-
bonds mit Restlaufzeit T'— ¢

Preis einer kreditrisikobehafteten Anleihe mit einem Ku-
pon in Héhe von C'€ und Restlaufzeit T' — ¢
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Di(t,T)

. JgF L gF
d1727d1,27d1,2

Preis eines kreditrisikobehafteten Zerobonds mit Restlauf-
zeit T'— ¢t und Abschreibungsrate eins

Modellabhdngige Parameter der Verteilungsfunktion der
Standardnormalverteilung

Exponentialverteilte Zufallsvariable (mit Parameter eins)
Marktwert des Eigenkapitals

Unbedingter Erwartungswert einer Zufallsvariablen
Bedingter Erwartungswert einer Zufallsvariablen bei ge-
gebenem Informationsstand A

Terminkurs eines Zerobonds mit Restlaufzeit U — ¢ zum
Liefertermin T

Terminkurs des Unternehmenswerts zum Liefertermin T
Terminkurs eines riskanten Vermogensgegenstandes x
zum Liefertermin T

Terminkurs eines Basiswertes Y zum Liefertermin 7'
Terminkurs eines zustandsbedingten Anspruchs X zum
Liefertermin T

Verteilungsfunktion des Zeitpunkts eines Kreditausfalls 7
Forwardrate mit Féalligkeitszeitpunkt T'

Terminzinssatz mit Falligkeitszeitpunkt 7' und Anlage-
zeitraum U — T'

Zu F.(t) gehorige Dichtefunktion

Einzahlungsiiberschuss des Terminkédufers bzw. Termin-
verkdufers eines Basiswertes Y bei Félligkeit des Termin-
geschéfts

d x d-Volatilitatsmatrix der Benchmark-Wertpapiere
Element von H(t); j,i=1,...,d

Parameter einer Exponentialverteilung

Uber das Geldmarktkonto risikolos angelegter oder aufge-
nommener Betrag

Von Wertpapier j gehaltene Stiicke; y =1,....d
Vertraglich vereinbarter Riickzahlungsbetrag eines kredit-
risikobehafteten Zerobonds im Merton-Modell bzw. (kon-
stantes) Verschuldungsvolumen im Longstaff/Schwartz-

Modell
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r,r(t)
r(t,T)
S(t)

V(t, x)
Vi(t)

Logarithmiertes (konstantes) Verschuldungsvolumen im
Longstaff/Schwartz-Modell

Logarithmiertes (zufalliges) Verschuldungsvolumen im in-
tensitatsbasierten Modell

Logarithmierter Verschuldungsgrad
Mean-Reversion-Niveau des logarithmierten Verschul-
dungsgrades

Martingal

Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz o
Preis eines kreditrisikolosen Zerobonds mit Restlaufzeit
T—1

Preis einer kreditrisikolosen Anleihe mit einem Kupon in
Héhe von C' € und Restlaufzeit T'— ¢

Heutiger Preis eines in T' falligen européischen (Plain Va-
nilla) Puts

Momentanrendite

Mean-Reversion-Niveau des kurzfristigen Kassazinssatzes
unter dem &quivalenten Martingalmafl im Vasicek-Modell
Kurzfristiger Kassazinssatz

Kassazinssatz fiir den Anlagezeitraum T — ¢

Marktwert einer Handelsstrategie

Falligkeitszeitpunkt, Liquidationszeitpunkt, Liefertermin
¢ =C(T)

Preis eines riskanten Vermogensgegenstandes «
Unternehmenswert

d-dimensionaler Spaltenvektor der erwarteten Momentan-
renditen der Benchmark-Wertpapiere

Erwartete Momentanrendite von Wertpapier j; 7 =

1 d

Unbedingte Varianz einer Zufallsvariablen

9o ey

Bedingte Varianz einer Zufallsvariablen bei gegebenem In-
formationsstand A

Abschreibungsrate

Zustandsbedingter Anspruch

Preis von Wertpapier j; 7 =1,...,d
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Y Basiswert eines Termingeschéafts
Y(T) Kassakurs des Basiswertes eines Termingeschéfts im Lie-

fertermin 7T’

Yy Verminderter Riickzahlungsbetrag eines kreditrisikobe-
hafteten Zerobonds

y(t) Logarithmierter Unternehmenswert

Yp Rendite einer kreditrisikobehafteten Anleihe, ermittelt auf
Basis der versprochenen Zins- und Tilgungszahlungen

Yo Rendite einer kreditrisikolosen Anleihe

Zp(t) Diskontierter Marktwert bzw. Preis eines kreditrisikobe-
hafteten Zerobonds

Zg(t) Diskontierter Marktwert des Eigenkapitals

Z;(t) Diskontierter Preis von Wertpapier j; 7 =1,...,d

Zp(t,T) Diskontierter Preis eines kreditrisikolosen Zerobonds mit
Riickzahlungsbetrag 1€ und Restlaufzeit T'— ¢

Zs(t) Diskontierter Marktwert einer selbstfinanzierenden Han-
delsstrategie

Zy(t,x) Diskontierter Preis eines riskanten Vermogensgegenstan-
des z

o Parameter der Intensitatsfunktion

a(t,T) Driftfunktion des Forwardrateprozesses im Heath/Jar-
row /Morton-Modell

¢ Mean Reversion-Niveau des kurzfristigen Kassazinssat-

zes unter dem subjektiven Wahrscheinlichkeitsmafl im
Vasicek-Modell

~ Anpassungsgeschwindigkeit an Mean Reversion-Niveau
des logarithmierten Verschuldungsgrades im intensitéts-

basierten Modell

A(0,T) Aktueller Credit-Spread einer Anleihe mit Restlaufzeit T

C;(1) Koeffizient der Integraldarstellung eines Martingals; ¢ =
1,....d

n Volatilitét  des  kurzfristigen  Kassazinssatzes im
Hull/White- und im Vasicek-Modell

n,(t,T) Volatilitatskoeffizient ~des  Forwardrateprozesses im

Heath/Jarrow/Morton-Modell; i = 1,... ,n
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0(0,7T)

AL
iy A

e, 11(
p(t,x)

t)

$A>z

m
m(t, X)
P
Ui(tvx)
-

{00, 7): T €[0,TT}
t

{F ()t €[0T

{Fs): s €0, T}

[0, 71}
[0, 71}
[0, 71}
[0, 71}

(
19() :
{h(1) :
{A(
{At

t e
t e
t e
t e

):
):

(AT AT

Aktuelles Theta des Credit-Spreads einer Anleihe mit
Restlaufzeit T

Anpassungsgeschwindigkeit an das Mean-Reversion-
Niveau des kurzfristigen Kassazinssatzes im Hull/ White-
und im Vasicek-Modell

Radon-Nikodym Ableitung

Marktpreis fiir Risiko; ¢ =,V bzw. 1 =1,... ,d
Erwartete Momentanrendite des Unternehmenswerts
Erwartete Momentanrendite eines riskanten Vermogens-
gegenstandes x

Parameter der Dynamik des logarithmierten Verschul-
dungsgrades im intensitatsbhasierten Modell
Zufallsvariablen

Handelsstrategie; ¢(t) = (ho(t), ..., ha(t))
Dichtefunktion der ersten Durchgangszeit im Long-
staff/Schwartz-Modell

Parameter der Intensitatsfunktion

Preis eines zustandsbedingten Anspruchs X
Momentaner Korrelationskoeffizient
Unternehmenswertvolatilitéat

Volatilitatskoeffizient des Preisprozesses eines riskanten
Vermogensgegenstandes z; 1 =1,... ,d

Erste Durchgangszeit des Unternehmenswerts durch ei-
ne Ausfallschranke, erste Sprungzeit eines Zahlprozesses,
zufélliger Zeitpunkt eines Kreditausfalls
Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
Parameter der Dynamik des logarithmierten Verschul-

dungsgrades im intensitatsbhasierten Modell

Aktuelle Forwardratekurve

Filtration

Zeittransformierte Filtration

Erweiterte Filtration

Intensitatsprozess auf (9, G, P*)

Dichteprozess zur Radon-Nikodym Ableitung A(7)
Dichteprozess zur Radon-Nikodym Ableitung /N\(T)
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(AT(t):t € [0,T]}

{/N\T(S) 15 € [0, T}

{N(t):te€[0,T]}

{P(0,T): T €l0,7T]}

{a(t):t € [0, T}
{V(0,2) : 2 €T}
{W;(t):t€[0,T]}
{Wit): t [0, 7]}
{(W(t):telo, T}
{(W(s):

W) tefo,1]}

F.G

s €[0,T°}

Dichteprozess zur Radon-Nikodym Ableitung AT (T')
Dichteprozess zur Radon-Nikodym Ableitung /N\T(TO)
Zahlprozess auf (9,G,P*) baw. (Q,G, Q")

Aktuelle Zerobondpreise

Intensitatsprozess auf (9, G, Q")

Aktuelle Preise der riskanten Vermégensgegensténde
Wiener-Prozess auf (Q, F,Q); e =1,... ,dbzw. i =r, V
QOFPyi=1,...,dbzw. i =rV
0, 7.Q)

0,7,Q")
OF,Ql);i=1,...,dbzw. i =1V

Wiener-Prozess auf
Wiener-Prozess auf

Wiener-Prozess auf

e~

Wiener-Prozess auf

o-Algebra von Teilmengen von {2

Borel’sche o-Algebra in R™

o-Unteralgebra von F bzw. G

Produkt von Fi(t) und Fy(t)

Fi(t) ist Teilmenge von Fy(t)

Vereinigung von Fi(t) und Fy(t)

Von 7 erzeugte o-Algebra; H(t) = o (1{7375})
Indexmenge der riskanten Vermogensgegenstinde
Subjektives Wahrscheinlichkeitsmaf
Aquivalentes Martingalmaf

Forwardmaf zum Liefertermin 7'

7Zu Q bzw. QT dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf
Von Zufallsvariablen erzeugte o-Algebra

Ende des Planungshorizontes

T¢=C(T)

Ereignismenge

Elementarereignis

Wahrscheinlichkeitsraum

Indikatorfunktion einer Menge A
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