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Kurzzusammenfassung

Diese Arbeit befasst sich mit der Echtzeit-Signalextraktion aus uni- und multivariaten Zeit-
reihen sowie mit der Echtzeit-Uberwachung der Zusammenhéinge zwischen den univariaten
Komponenten multivariater Zeitreihen. Die in dieser Arbeit untersuchten und entwickelten
Methoden eignen sich zur Echtzeit-Anwendung auf hochfrequent gemessene instationére
Zeitreihen, die Ausreifser und Fehler mit wechselnder Variabilitat aufweisen.

Ein Verfahren zur Echtzeit-Signalextraktion aus univariaten Zeitreihen wird entwickelt,
welches auf der Anpassung robuster Repeated Median-Regressionsgeraden in gleitenden
Zeitfenstern griindet, deren Fensterbreite entsprechend der aktuell vorliegenden Datensi-
tuation gewshlt wird. Eine umfassende Vergleichsstudie zeigt die Uberlegenheit der neuen
Methode gegeniiber einem bereits bestehenden Signalfilter mit adaptiver Fensterbreiten-
wahl.

Auf Basis des neu entwickelten Signalfilters wird eine Methodik zur Echtzeit-Uberwachung
der Zusammenhénge zwischen den einzelnen Komponenten einer multivariaten Zeitreihe
entwickelt. Dieses Verfahren bewertet zu jedem Zeitpunkt den Zusammenhang zwischen
zwel univariaten Zeitreihen anhand der aktuell vorliegenden Trends. Bei diesem Ansatz
resultiert ein Zusammenhang aus gleich bzw. dhnlich gerichteten Verldufen.

Das Verfahren zur Uberwachung der Zusammenhinge wird mit dem neuen adaptiven Sig-
nalfilter kombiniert zu einer multivariaten Prozedur zur umfassenden Extraktion relevanter
Information in Echtzeit. Neben der multivariaten Signalextraktion mit adaptiver Fenster-
breitenwahl liefert dieses neue Verfahren fiir jede univariate Zeitreihenkomponente eine
Schétzung der Fehlervariabilitit, zeigt zu jedem Messzeitpunkt die aktuell bestehenden

Zusammenhénge an und erkennt Spriinge und Trendwechsel in Echtzeit.
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1 Einleitung

In vielen Bereichen werden Prozesse durch fortlaufende Messung einer oder mehrerer Va-
riablen iiberwacht. So wird beispielsweise im intensivmedizinischen Online-Monitoring der
Zustand eines Patienten kontrolliert, indem eine Vielzahl von Vitalparametern wie die
Herzfrequenz oder die Sauerstoffsittigung des Blutes fortlaufend sekiindlich gemessen wird.
Weitere Beispiele sind in hochfrequenten Zeitabstianden ausgegebene Aktienpreise oder in-
dustrielle Fertigungsprozesse, die durch fortlaufende Messung verschiedener Variablen kon-
trolliert werden.

Eine hohe Messfrequenz von z.B. einer Beobachtung oder einem Beobachtungsvektor pro
Sekunde resultiert haufig in stark verrauschte und mit Ausreifsern kontaminierte uni- oder
multivariate Zeitreihen, fiir die gdngige Annahmen wie die Stationaritét nicht erfiillt sind.
Vielmehr weisen die Zeitreihen neben stabilen Phasen auch langere oder wechselnde Trends,
plotzliche und zum Teil starke Niveaudnderungen sowie wechselnde Variabilitdten auf. Des
Weiteren ist die Struktur der Abhéngigkeiten zwischen den Variablen haufig sowohl unbe-
kannt als auch zeitverinderlich. Aufgrund dieser Eigenschaften ist es selbst fiir den geiibten
Anwender oftmals schwierig die richtigen Schliisse aus den gemessenen Zeitreihen zu ziehen,
insbesondere wenn ausschlieflich die aktuell vorliegende Situation zu bewerten ist. Das Ziel
dieser Arbeit ist daher die Untersuchung und Entwicklung von Methoden zur Extraktion
von relevanten Informationen aus derart komplexen multivariaten Zeitreihen in Echtzeit.
In Echtzeit bedeutet in diesem Kontext, dass die extrahierte Information mit jeder neu
gemessenen Beobachtung, also zu jedem Messzeitpunkt, aktualisiert wird. In dieser Arbeit

werden drei Arten der Echtzeit-Informationsextraktion betrachtet:
1. Die Echtzeit-Extraktion von Signalen aus univariaten Zeitreihen.
2. Die Echtzeit-Extraktion von Signalen aus multivariaten Zeitreihen.

3. Die Echtzeit-Uberwachung der Zusammenhinge zwischen den univariaten Kompo-

nenten einer multivariaten Zeitreihe.

Alle in dieser Arbeit behandelten Methoden sollen fortlaufend die zum gegenwéartigen Zeit-
punkt ¢ vorliegende relevante Information wiedergeben. Daher griinden die Verfahren auf
dem Ansatz eines gleitenden Zeitfensters, das die letzten n Beobachtungen umfasst. Auf-
grund moglicher Ausreifer in den Daten und der Notwendigkeit der Echtzeit-Fahigkeit
kommen nur Verfahren in Frage, die robust gegeniiber Ausreifern sind und kurze Rechen-

zeiten benotigen.



In Kapitel 2 werden bestehende Verfahren zur Signalextraktion aus Zeitreihen vorgestellt.
Die Signalextraktion basiert auf der Annahme, dass die Daten aus einem unterliegenden
wahren aber unbekannten Signal bestehen, das iiberlagert ist von Rauschen und Ausrei-
fern. Eine Extraktion des Signals bedeutet daher eine Glattung der Zeitreihe. Eine geeigne-
te Vorgehensweise zur Echtzeit-Signalextraktion bietet die robuste Regression in gleitenden
Zeitfenstern. In Vergleichsstudien hat sich die Repeated Median- (RM) Regression gegen-
iiber anderen robusten Regressionsmethoden durchgesetzt. Daher existiert eine Reihe von
uni- und multivariaten Verfahren zur Signalextraktion, die auf dem RM griinden. Da fiir
die fensterbasierte Signalextraktion ein Bias-Varianz-Dilemma bzgl. der Wahl der Fenster-
breite besteht, bietet die adaptive Fensterbreitenwahl einen viel versprechenden Ansatz zur
Verbesserung der Signalextraktion. Diesen Ansatz verfolgt der univariate adaptive online
Repeated Median (aoRM). Im Gegensatz zum aoRM bezieht der multivariate Trimmed Re-
peated Median-Least Squares- (TRM-LS) Filter die Abhéngigkeiten zwischen den einzelnen
Komponenten einer multivariaten Zeitreihe mit ein. Der adaptive online TRM-LS-Filter
(a0TRM-LS) kombiniert den adaptiven aoRM mit dem multivariaten TRM-LS zu einem
multivariaten Filter mit adaptiver Fensterbreitenwahl. Zwar vereint der aoTRM-LS in der
Theorie die Vorteile des aoRM und TRM-LS, doch zeigen Anwendungen, dass die Fenster-
breitenadaption nicht befriedigend funktioniert. Einen Ansatz zur Verbesserung bietet die
Wahl eines Testverfahrens, das im Vergleich zum Test des aoRM eine hohere Giite aufweist.
In Kapitel 3 wird daher eine Alternative zum aoRM entwickelt. Ein weiterer Ansatz ist eine
zeitabhingige Einteilung der K Komponenten in Blocke abhingiger Variablen, so dass die
Signalschatzung blockweise erfolgt. Dies motiviert die Entwicklung eines Verfahrens zur
Echtzeit-Uberwachung der Zusammenhinge zwischen den Komponenten einer multivaria-
ten Zeitreihe in Kapitel 5.

Bei dem in Kapitel 3 entwickelten Slope Comparing Adaptive Repeated Median (SCARM)
geschieht die Fensterbreitenadaption mit Hilfe eines Tests, der auf der Differenz von RM-
Steigungsschatzungen basiert, die in separaten aufeinander folgenden Zeitfenstern ermittelt
werden. Die Schatzung der zur Standardisierung benotigten Varianz der RM-Steigungsdif-
ferenzen ist von grofter Bedeutung fiir die Leistung der Fensterbreitenadaption. Daher wird
eine Schatzmethodik entwickelt, die unempfindlich gegeniiber starken und wiederholten Si-
gnalveranderungen ist und somit eine hohe Giite des Tests gewéhrleistet.

Der SCARM und der aoRM werden in einer umfangreichen Studie in Kapitel 4 gegeniiber-
gestellt. Als Vergleichskriterien werden die Robustheit der Tests gegeniiber Ausreifsern, die

Giite der Tests, die Zeitverzogerung bzgl. der Erkennung von Signalverdnderungen und



die Effizienz der Signalschitzungen betrachtet. Der Vergleich zeigt die Uberlegenheit des
SCARM, insbesondere hinsichtlich der Giite zur Erkennung von Signalverdnderungen bei
niedrigem Signifikanzniveau. Anwendungen der beiden Filter auf Zeitreihen aus der Inten-
sivmedizin und auf Zeitreihen von Aktienpreisen bestéitigen die Resultate.

In Kapitel 5 wird zunichst ein Uberblick iiber bestehende Verfahren zur Uberwachung
der Zusammenhéinge zwischen den Komponenten einer multivariaten Zeitreihe gegeben.
Aufgrund der beschriebenen schwierigen Datenlage miissen die Methoden eine Reihe von
Anforderungen erfiillen. Da in der Literatur meines Wissens kein Verfahren besteht, das
allen gestellten Anforderungen geniigt, wird das robuste Similar Slope Monitoring- (SSM)
Verfahren entwickelt. Das SSM-Verfahren entdeckt einen Zusammenhang zwischen zwei
univariaten Zeitreihen zu einem Zeitpunkt ¢, wenn die aktuell vorliegenden Trends &hnlich
sind. Die komponentenweise Anwendung des SCARM liefert dabei die Schétzungen der ak-
tuellen Trends, deren standardisierte Differenz die Vergleichsstatistik des SSM-Verfahrens
bildet. Zur Schétzung der Varianz der Differenz wird eine Methodik entwickelt, die auf
den vom SCARM gelieferten Schiatzungen der Fehlervarianzen beruht. Die Anwendung der
SSM-Methode in verschiedenen Szenarien dhnlicher und unéhnlicher bivariater Zeitreihen
liefert Erkenntnisse bzgl. der Bewertung der Zusammenhénge.

Auf Basis der neuen Verfahren SCARM und SSM wird in Kapitel 6 ein adaptiver Filter
fiir multivariate Zeitreihen entwickelt, der multivariate SCARM (mSCARM). Dieser ver-
wendet die Fensterbreitenadaption des SCARM, bildet zu jedem Zeitpunkt mit Hilfe des
SSM-Verfahrens Blocke aus aktuell &hnlich verlaufenden Komponenten und schétzt das Sig-
nal innerhalb der Blécke mit dem robusten multivariaten TRM-LS. Der mSCARM liefert
neben der Signalextraktion zuséitzlich Schatzungen der Fehlervarianz, zeigt Signalveran-
derungen an und gibt Aufschluss iiber aktuell bestehende Zusammenhénge zwischen den
univariaten Komponenten. Der mSCARM stellt daher ein robustes RM-basiertes Verfahren
zur umfassenden Echtzeit-Extraktion relevanter Information aus multivariaten Zeitreihen
dar.

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse sowie ein Uberblick iiber mogliche Anwendungsge-
biete der entwickelten Methoden liefert Kapitel 7.



2 Echtzeit-Signalextraktion aus uni- und multivariaten

Zeitreihen

Durch die fortlaufende Messung einer oder mehrerer Variablen in kurzen Zeitabstdnden
— z.B. zur Uberwachung von industriellen Fertigungsprozessen oder zur Uberwachung des
Blutdrucks und der Herzfrequenz eines Intensivpatienten — ergeben sich aufgrund der ho-
hen Messfrequenz von z.B. einer Beobachtung pro Sekunde oftmals stark verrauschte und
mit Ausreiffern kontaminierte uni- bzw. multivariate Zeitreihen, die auch als Datenstrome
bezeichnet werden. Dieses Kapitel befasst sich mit bestehenden Verfahren zur Echtzeit-
Signalextraktion aus uni- und multivariaten Datenstromen. Dies meint die Schéatzung des
angenommenen wahren Signals, das den Daten unterliegt und die relevante Information
trégt, jedoch unbekannt und von Rauschen und Ausreifern iiberlagert ist. Bei der Signalex-
traktion in Echtzeit erfolgt die Signalschédtzung zum Zeitpunkt ¢, sobald die Beobachtung v,
gegeben ist und bevor der ndchste Messwert y;, 1 vorliegt. Da die Signale aus hochfrequent,
z.B. sekiindlich, gemessenen Zeitreihen extrahiert werden sollen, kommen nur Verfahren in
Frage, die wenig Rechenzeit benétigen. Dariiber hinaus soll das wahre unterliegende Signal
moglichst exakt approximiert werden, ohne dass relevante Niveau- oder Trenddnderun-
gen in den Datenstromen iibergangen werden. Zundchst werden Verfahren fiir univariate
Zeitreihen behandelt.

2.1 Univariate Signalextraktionsverfahren

Eine zentrale Annahme in dieser Arbeit ist, dass sich die Beobachtungen einer univariaten

Zeitreihe (y;):cz als Realisationen von
Yi=+e +m (2.1)

ergeben. Dabei bezeichnet p; das unterliegende wahre, aber unbekannte Signal zum Zeit-
punkt ¢. Es wird angenommen, dass das Signal zumeist ,glatt” ist, d.h. einen stabilen
Verlauf zeigt. Es kann jedoch auch ldngere Trends und plétzliche Niveau- und Trend-
wechsel aufweisen. Der Fehlerprozess (g;);ez stellt einen Prozess von Zufallsvariablen mit
Erwartungswert E(g;) = 0 und zeitabhéngiger Varianz Var(e;) = o7 dar. Der Ausreifier
generierende Prozess (m;)icz erzeugt zuféllige stark abweichende Werte, ist aber fiir den

Grofteil der Zeitpunkte gleich null.
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Einen intuitiven Ansatz zur Echtzeit-Signalextraktion bieten gleitende Zeitfenster. Der glei-
tende Mittelwert liefert fiir normalverteilte Daten sehr effiziente Signalschidtzungen und gibt
Trends gut wieder. Abrupte Niveaudnderungen, so genannte Level Shifts (auch Springe,
Jumps oder Edges), werden jedoch nicht exakt, sondern ,yverschmiert wiedergegeben. Dar-
iiber hinaus ist er nicht robust gegeniiber Ausreifern. Im Gegensatz dazu ist der gleitende
Median (Tukey, 1977) hoch-robust gegeniiber Ausreiffern und gibt Level Shifts gut wieder,
approximiert jedoch das Signal in Trendphasen durch eine Treppenfunktion. Einen Kom-
promiss zwischen dem gleitenden Mittel und dem gleitenden Median bietet das Modified-
Trimmed-Mean (MTM, Lee und Kassam, 1985). Dabei werden diejenigen Beobachtungen
aus der Stichprobe entfernt, die weiter vom Median der Stichprobe entfernt sind als ein zu-
vor festgelegtes Vielfaches der Streuungsschitzung, die z.B. mit dem Median der absoluten
Abweichungen vom Median (Median Absolute Deviation, MAD) erfolgen kann. Anschlie-
flend wird der Mittelwert der getrimmten Stichprobe berechnet. Eine Modifikation des
MTM ist das Double Window MTM (DWMTM, Bernholt et al., 2006), bei dem der Medi-
an und der MAD in einem kiirzeren Zeitfenster bestimmt werden, weshalb das DWMTM
kiirzere Rechenzeiten als der MTM benétigt.

Gleitende Mittelwerte und Mediane basieren auf Lokationsschétzern und implizieren da-
her ein lokal konstantes Niveau. Hinsichtlich des Prinzips der lokalen Anpassung von Po-
lynomen an die Daten wiirden lokationsbasierte Schéitzer demnach der Anpassung eines
Polynoms vom Grad null entsprechen. Die Glattung von Daten durch lokale polynomiale
Anpassung wurde bereits Ende des 19. bis Anfang des 20. Jahrhunderts praktiziert, vgl.
z.B. Woolhouse (1870) und Spencer (1904). Einen robusten Ansatz der lokalen polynomia-
len Anpassung liefert Cleveland (1979), der in einer iterativen Prozedur grofen Residuen
kleine Gewichte zuordnet. Dabei empfiehlt er Polynome vom Grad eins, was der lokalen
Anpassung einer Geraden entspricht. Weiterhin weisen McDonald und Owen (1986) darauf
hin, dass Polynome der Ordnung > 2 zwar die Nachzeichnung lokaler Extrema ermdglichen
und somit Signalschiatzungen mit geringen Verzerrungen liefern. Diese weisen jedoch hohe
Varianzen auf.

Auch Davies et al. (2004) und Gather et al. (2006) empfehlen fiir die Echtzeit-Signal-
extraktion die lokale Anpassung von Regressionsgeraden. Davies et al. (2004) verwenden
robuste Regressionsverfahren in gleitenden Zeitfenstern der Form {t —w, ... ¢,... ¢t + w}
mit ungerader Linge n = 2w + 1, um das Signal zum mittleren Fensterzeitpunkt ¢ anhand
des Niveaus der Regressionsgerade zu diesem Zeitpunkt ¢ zu approximieren. Da bei einer

Anwendung in Echtzeit der Zeitpunkt ¢ + w dem aktuellen Zeitpunkt entspréche, wiirde
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dieser Ansatz zu Signalschétzungen mit einer Zeitverzogerung von w Zeiteinheiten fiihren.
Daher lésst sich dieser Ansatz als zeitverzdgerte Signalschiatzung und das entsprechende
Filterverfahren als zeitverzogerter Filter bezeichnen. Da bei der Echtzeit-Anwendung eine
Zeitverzogerung in der Regel unerwiinscht ist, schitzen Gather et al. (2006) das Signal
zum rechten bzw. letzten Zeitpunkt ¢ + w des Zeitfensters. Dieser entspréche bei einer An-
wendung in Echtzeit dem aktuellen Zeitpunkt, das Signal wiirde also ohne Zeitverzégerung
extrahiert. Dieser Ansatz lasst sich daher als Online-Signalschédtzung bezeichnen, die Fil-
terverfahren entsprechend als Online-Filter. Um bei Online-Filtern auch die Wahl gerader
Fensterbreiten zu ermoglichen, verwenden Schettlinger et al. (2010a) gleitende Zeitfenster
{t —n+1,...,t} beliebiger Lénge n. Hierbei wird das Signal zum aktuellen bzw. letzten
Zeitpunkt ¢ geschétzt.

Sowohl zeitverzogerte als auch Online-Regressionsfilter basieren auf der Annahme, dass
sich das Signal ,,gut* durch lokale Anpassung von Regressionsgeraden approximieren lésst.

Beim zeitverzogerten Ansatz lasst sich diese Annahme wie folgt schreiben:
,utJri%,ut_‘_Bt'ia i:—w,...,w, (22)

wobei p;y; das Signal zum Zeitpunkt ¢ + ¢ und [, die Steigung im Zeitfenster
{t—w,... t,...,t+w} bezeichnet. Bei der Online-Signalschitzung lasst sich die Annahme

der lokalen Linearitat formulieren durch

H’t—n-i-z%,ut_'_ﬁt(z_n)a Z:].,,TL (23)

Dabei ist j;_,4; das Signal zum Zeitpunkt ¢ — n + ¢ und §; die Steigung im Zeitfenster
{t—n+1,...,t}. Beide Ansitze (2.2) und (2.3) zielen darauf ab, die Steigung /3; und das
Niveau p; zu jedem Zeitpunkt ¢ mit Hilfe von Regressionsverfahren zu schétzen. Dabei

dient das Niveau ji; der Regressionsgeraden als Signalschatzung zum Designpunkt ¢.

Fiir den zeitverzogerten Ansatz (2.2) vergleichen Davies et al. (2004) die L,-, die Re-
peated Median- (RM, Siegel, 1982) und die Least Median of Squares- (LMS, Hampel, 1975;
Rousseeuw, 1984) Regression hinsichtlich der Kriterien Robustheit, Rechenzeit, Effizienz
bei normalverteiltem Rauschen und Verhalten bei Level Shifts und Trendwechseln. Dabei
erweist sich die RM-Regression insgesamt als geeignetste Methode. Zum einen ist sie fiir
aquidistante Designs robuster als die Lj-Methode, zum anderen liefert sie glattere Signal-

schiatzungen und benotigt weniger Rechenzeit als die LMS-Regression. Letztere hat jedoch
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Vorteile bei der Wiedergabe von Level Shifts und Trendwechseln.

Gather et al. (2006) vergleichen die Methoden RM, LMS, Least Trimmed Squares (LTS,
Rousseeuw, 1985) und Deepest Regression (DR, Rousseeuw und Hubert, 1999) zur Online-
Signalextraktion. Dabei weisen der RM und die DR ebenso wie die LMS- und LTS-
Regression dhnliche Eigenschaften auf. Die LMS- und LTS-Regression sind robuster ge-
geniiber einer groffen Anzahl an Ausreifsern, was jedoch gleichzeitig eine tragere Reaktion
auf Level Shifts bedeutet. Weiterhin liefern der RM und die DR stabilere Signalschétzungen
bei kleinen und moderaten Ausreifsern. Insgesamt zeigt der RM auch in dieser Vergleichs-
studie die besten Eigenschaften, auch weil er von allen Schétzern die kiirzeste Rechenzeit
bendtigt.

Einen Kompromiss zwischen der Glattheit des RM und der guten Wiedergabe von Le-
vel Shifts und Trendwechseln der LMS- bzw. LTS-Regression bieten die Least Quartile
Difference- (LQD, Croux et al., 1994) und die Least Trimmed Differences- (LTD, Strom-
berg et al., 2000) Regression. Diese Regressionsschétzer sind jedoch instabil bei moderaten
Variabilitdten in den Daten und bendétigen lange Rechenzeiten, weshalb sie fiir die Echtzeit-
Anwendung weniger geeignet sind als der RM.

Die hier wiedergegebenen Untersuchungsergebnisse charakterisieren den RM als geeignets-
ten Kandidaten fiir die Echtzeit-Signalextraktion aus nichtstationéren, stark verrauschten
und mit Ausreiffern kontaminierten Zeitreihen. Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten

Verfahren basieren daher auf dem RM.

2.1.1 Repeated Median-Regression

Da bei der Signalextraktion in Echtzeit in der Regel keine Zeitverzogerung erwiinscht ist,
wird im Folgenden der Online-Ansatz (2.3) betrachtet. Sei Y ,, :== (Y;_n41,...,Y:) ein Vek-
tor von Zufallsvariablen in einem Zeitfenster der Lange n. Der RM-Schétzer der Steigung 3,

(im Zeitfenster) und des Niveaus y; (zum Designpunkt t) ist gegeben durch Try = (5r, fir)

mit
A A Y;f—n-‘,-i - Y;f—n—&—j
— B(Y,,) = med d , 2.4
t BYin) zilllen {I?;Ez 11— (2:4)
= (Y o) = med {¥i =B (i-m)}. (2.5)
Fiir einen Vektor von Realisationen y,,, := (Yi—n+1,-..,%:) wird die Notation B (Y;.,) und

fi(y;,,) verwendet. In dieser Arbeit ist der Median med{-} fiir gerade n definiert als das
arithmetische Mittel der (n/2)- und (n/2 + 1)-ten Ordnungsstatistik.
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Zur Schitzung des Parameters p; in (2.5) muss zunichst die Schéatzung der Steigung 3,

erfolgen. Alternativ kann p; auch direkt durch

v
A(Y,,) = med {med] tonti 70 t”ﬂ} (2.6)

i=1,..,n J#i 1—J

geschétzt werden. Die Schétzer (2.5) und (2.6) besitzen dieselbe beschrénkte Influenzfunk-
tion und asymptotische Effizienz fiir standardnormalverteilte Daten (Héossjer et al., 1995).
Da der hierarchische Schéitzer (2.5) jedoch weniger Rechenzeit benétigt und intuitiver ist,
wird im Folgenden nur dieser verwendet.

Der RM-Steigungsschétzer ist im einfachen linearen Modell mit festen Kovariablen und
symmetrischer Verteilung des Fehlers unverzerrt und Fisher-konsistent (Siegel, 1982). Zu-
dem ist der RM regressions- und skalendquivariant und dquivariant bzgl. affiner Transfor-
mationen der Zielvariablen, jedoch nicht bzgl. affiner Transformationen der Kovariablen
(Schettlinger, 2004). Letzteres stellt jedoch im Zeitreihenkontext aufgrund des festen Desi-
gns keinen Nachteil dar. Die Definitionen der Aquivarianzeigenschaften von Schétzern sind
in Anhang A gegeben.

Der RM besitzt einen Bruchpunkt! von |n/2] /n fiir Daten in allgemeiner Lage (Davies
et al., 2004). Dies ist der groftmogliche Bruchpunkt fiir regressionsidquivariante Schétzer
(Davies und Gather, 2005). Dabei weist der RM-Schétzer des Niveaus (2.5) gegentiber der
Kleinste Quadrate-Regression fiir endliche Stichproben aus einer Standardnormalvertei-
lung eine recht hohe Effizienz von fast 70% auf (Gather et al., 2006). Die asymptotische
Effizienz fiir normalverteilte Daten betriagt 63.7% (Hossjer et al., 1995). Der RM hat im
Vergleich zu vielen anderen robusten Regressionsschétzern eine geringere Varianz, weshalb
er flir Zeitreihen eine glattere Signalextraktion liefert als andere Verfahren. Die asymptoti-
sche Effizienz des RM-Steigungsschéitzers (2.4) fiir normalverteilte Daten betréigt lediglich
40.5% (Hossjer et al., 1994). Simulationen zeigen jedoch eine Effizienz von bis zu 61% fiir
endliche normalverteilte Stichproben.

Weiterhin besitzt der RM die ezact-fit-Figenschaft (Rousseeuw und Leroy, 1987, S. 60f):
Liegen mindestens [n/2]+1 der Beobachtungen einer Stichprobe vom Umfang n kollinear,
so verlauft die RM Regressionsgerade exakt durch diese Datenpunkte. Exact-fit-Situationen
sind jedoch auszuschlieflen, falls den Daten eine stetige Verteilung zugrunde liegt, da sich
dann die Beobachtungen mit Wahrscheinlichkeit eins in allgemeiner Lage befinden.

Eine direkte Implementierung des RM benétigt eine Rechenzeit von O(n?). Es bestehen

n dieser Arbeit ist mit Bruchpunkt der finite sample replacement breakdown point (fsbp) nach Donoho
und Huber (1983) bezeichnet, vgl. Anhang A.
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jedoch schnellere Algorithmen, die lediglich eine erwartete Rechenzeit von O(nlog®n)
(Rousseeuw et al., 1993) bzw. O(nlogn) (Matousek et al., 1998) aufweisen. Eine bzgl.
der Echtzeit-Anwendung entscheidende Verbesserung stellt der von Bernholt und Fried
(2003) entwickelte Update-Algorithmus fiir den RM im gleitenden Zeitfenster dar. Dieser

bendtigt eine Rechenzeit von nur O(n).

Fiir den RM besteht eine Reihe von Modifikationen und Erweiterungen, welche die Effizienz
der Signalschitzung und/oder die Wiedergabe von Level Shifts verbessern. Bernholt et al.
(2006) tibertragen die Idee des lokationsbasierten MTM-Filters von S. 5 auf den Regressi-
onsfall. Sie fiithren in einem Zeitfenster zunéchst eine RM-Regression durch, woraufhin der
MAD der RM-Residuen berechnet wird. Dieser dient dann als Schatzung fiir die Variabilitét
des Rauschens im Zeitfenster (Gather und Fried, 2003). Daraufhin werden diejenigen Beob-
achtungen aus der Fensterstichprobe entfernt, die weiter von der RM-Regressionsgeraden
entfernt sind als ein Vielfaches der MAD-Skalenschitzung. Beim RM2-Filter wird dann auf
Basis der getrimmten Stichprobe eine erneute RM-Regression durchgefiihrt, wohingegen
der Trimmed Repeated Median- (TRM) Filter die Kleinste Quadrate-Regression verwen-
det. Der TRM verzeichnet gegeniiber dem RM? nur sehr geringe Einbufen hinsichtlich der
Robustheit, benotigt dafiir jedoch weniger Rechenzeit und ist effizienter bei normalverteil-
tem Rauschen. Der RM? und TRM sind zeitverzogerte Filter, die sich jedoch problemlos
fiir den Online-Ansatz modifizieren lassen. Dies ist bereits fiir die multivariate Variante
des TRM (vgl. Kapitel 2.2) geschehen.

Die Double Window RM?- und Double Window TRM-Regression sind Varianten der RM?-
und TRM-Regression, bei welchen die initiale RM-Regression in einem kiirzeren Zeitfenster
geschieht. Diese Varianten benotigen kiirzere Rechenzeiten und geben Level Shifts genau-
er wieder. Sie wurden jedoch bisher lediglich fiir den zeitverzogerten Ansatz untersucht.
Fiir eine Modifikation dieser Filter zur Online-Signalextraktion miisste die Wahl der unter-
schiedlichen Fensterbreiten bzw. deren Einfluss auf die Signalschiatzung erforscht werden.

Fried et al. (2007) entwickeln das Prinzip des Weighted RM (WRM) unter der Annahme,
dass fiir nahe beieinander liegende Zeitpunkte die Steigung des Signals d&hnlicher ist als fiir
weiter entfernte. Fiir den zeitverzogerten Ansatz werden symmetrische und fiir die Online-
Signalextraktion monotone Gewichtsprinzipien empfohlen. Der WRM ist effizienter als der
RM und gibt nichtlineare Trends besser wieder. Fiir den Fall kurz aufeinander folgender
Ausreifergruppen stellt der RM jedoch die bessere Wahl dar (Fried et al., 2007). Auferdem

ist die optimale Wahl der Gewichte bzgl. eines geeigneten Kriteriums schwer zu ermitteln.
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Der RM zeigt gute Robustheitseigenschaften hinsichtlich kleiner Ausreifser, weist jedoch
Schwichen bei grofen Ausreifsern auf (Gather und Fried, 2003, 2004). Da grofse Ausrei-
fser fiir gewohnlich leichter zu erkennen sind als kleine, fiigt Fried (2004) dem RM eine
Regel zur Ausreiffererkennung und -ersetzung bei. Wie beim RM? und TRM gelten dabei
Beobachtungen als Ausreifser, falls sie um mehr als ein Vielfaches der robust geschétzten
Fehlervariabilitdt von der RM-Regressionsgeraden abweichen. Zusétzlich zu der Ausreifie-
rerkennungsregel schligt Fried (2004) eine Methode zur Erkennung von Level Shifts vor,
die auf einer einfachen Mehrheitsregel griindet. Dadurch kénnen Level Shifts besser und

schneller nachgezeichnet werden, was den grokten Nachteil des RM authebt.

Wie fiir alle lokal arbeitenden Signalextraktionsverfahren besteht auch fiir RM-basierte
Filter ein Dilemma bzgl. der Wahl der Fensterbreite n. Grofte Fensterbreiten fiithren zu
glatten Signalschidtzungen mit geringer Variabilitédt, wohingegen kleine Fensterbreiten zu
exakten Signalschéatzungen fiihren, die ndher an den Daten liegen. Solange die Zeitreihe
einen stabilen Trend aufweist, der auch Null sein kann, ist n grofs zu wéahlen um eine
glatte Signalextraktion zu erhalten. Plétzliche Verdnderungen des unterliegenden Signals
sollen jedoch moglichst genau nachgezeichnet werden, da diese in der Regel eine wich-
tige Information darstellen. In derartigen Situationen wird also eine kleine Fensterbreite
benotigt. Abbildung 2.1 verdeutlicht das beschriebene Dilemma. Hier fiihrt die grofsere
Fensterbreite n = 50 (blaue Signalextraktion) zwar zu guten Ergebnissen, wenn keine Ver-
anderungen in den Daten auftreten; der vorliegende Level Shift wird jedoch stark verzogert
und ,yverschmiert” nachgezeichnet. Demgegeniiber wird der Level Shift bei der kleineren
Fensterbreite n = 10 (rote Signalextraktion) wesentlich exakter und mit geringerer Zeit-
verzogerung nachgezeichnet. Aufgrund des beschriebenen Dilemmas kann mit einer festen
Fensterbreite nicht zu jedem Zeitpunkt eine (bzgl. eines geeigneten Kriteriums) optimale
Signalextraktion erreicht werden. Vielmehr ist je nach aktueller Datenlage eine kleine oder
grofte Fensterbreite von Vorteil, was eine automatische zeit- bzw. datenadaptive Fenster-
breitenwahl motiviert. Fiir die retrospektive Signalextraktion schlagen Gather und Fried
(2004) eine Methodik zur Fensterbreitenadaption vor, welche von Schettlinger et al. (2010a)
zur Entwicklung eines adaptiven RM-basierten Online-Filters weiterentwickelt wird, dem
adaptiven online RM (aoRM).
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Abbildung 2.1: Vergleich der RM-Signalextraktion mit unterschiedlichen Fensterbreiten.

2.1.2 Der adaptive online Repeated Median

Um zu jedem Zeitpunkt eine passende Fensterbreite zu finden, verwendet der aoRM einen
Test, der die Giite der Anpassung der RM-Regressionsgerade anhand der Vorzeichen der
Residuen bewertet. Der Test des aoRM wird im Folgenden vorgestellt. Anschliefsend wird
der Algorithmus des aoRM inklusive einiger Modifikationen beschrieben. Eine detaillierte
Erklérung des aoRM findet sich in Schettlinger et al. (2010a) und in der Dissertation von
Schettlinger (2009, Kap. 3.2). Die Dissertation liefert dabei umfangreiche Untersuchungen
und Simulationen, u.a. hinsichtlich der Verteilung der vom aoRM verwendeten Teststatis-
tik.

Der Test des aoRM

Da der aoRM zu jedem Zeitpunkt ¢ die Fensterbreite an die aktuelle Datenlage adaptiert,
sei die Fensterbreite im Folgenden mit n; bezeichnet. Der Test des aoRM griindet auf der
Tatsache, dass der Median der Residuen einer RM-Regression unter gewissen Bedingungen

(s.u.) gleich Null ist. Daher gilt
> sign(;) = 0. (2.7)
i=1

Dabei sind die Residuen R;; im Zeitfenster {t —n, + 1,...,t} gegeben durch

9{t,i = }/;‘,—nt-i-i - ,&t—nt—‘ria 1= 17 <oy Ny, (28)
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und fig—p, i = flt + Bt - (1 — ny) bezeichnet die RM-Regressionsgerade mit fi; und Bt gemaf
(2.4) und (2.5). Weiterhin ist

1, fallsx >0
sign(z) = 0, fallsz =0
—1, fallsx <0

die Signumfunktion. Fiir die Balance der Residuenvorzeichen wie in (2.7) miissen sowohl
der Regressor als auch der Regressand einer stetigen Verteilung folgen (Hossjer et al., 1995).
Aufgrund des festen Designs ist letztere Bedingung jedoch nicht erfiillt. Fiir stetig verteil-
te Zielvariablen gilt zwar die allgemeine Lage der Beobachtungen mit Wahrscheinlichkeit
eins, doch ist diese Bedingung nicht hinreichend fiir (2.7). Nach Schettlinger (2009, Kap.
2.2) ist jedoch die Wahrscheinlichkeit, dass (2.7) bei stetig verteilten Daten mit festen
Designpunkten nicht erfiillt ist, bereits bei kleinen Stichprobenumfingen vernachléssigbar

gering.

Die Anpassung der RM-Geraden an die Daten wird als gut bewertet, wenn die Balan-
ce der RM-Residuen in einem bestimmten Teilfenster von {t —n; + 1,...,t} gegeben ist.
Der aoRM testet daher anhand der Residuen die Lage der Verteilung der Fehler im Teil-
fenster {t —ny+i} mit i € I, C {1,...,n;} und Fensterbreite |I;| = nj,. Als Lokationsmafs
dient i, der Median der Fehlerverteilung an den durch I; spezifizierten Designpunkten.
Das Testproblem lautet

Hy:jlt=0 wvs. Hy:jk#0, (2.9)

und die Teststatistik ist gegeben durch
TaoRM<Yt,nt) - Z Sign(%t,i) (210)
i€l

mit R, ,; aus (2.8). Falls entweder die negativen oder positiven Residuen in der Teilstichpro-
be tiberwiegen, ist |Toorm(Ytm,)| € {0,1,..., 1y} entsprechend grofs. In diesem Fall kann
die Anpassung der Regressionsgeraden im Zeitfenster {t —n, +1,...,t} nicht als addquat

bewertet werden. Die Nullhypothese wird daher verworfen, falls

|Ta0RM(Yt,nt)| > Ca(ntanh)v

wobei der kritische Wert c,(ng,n;,) vom Umfang n, der gesamten Stichprobe und vom

Umfang nj, der Teilstichprobe abhéngt; o bezeichnet das gewéhlte Signifikanzniveau.
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In einer umfangreichen Simulationsstudie vergleichen Schettlinger et al. (2010a) verschie-
dene Designpunktmengen [;, die aus den zentral gelegenen, aus den ersten und letzten und
aus den letzten n;, Designpunkten im Zeitfenster {¢ —n, + 1,...,¢} bestehen. Basierend
auf den Ergebnissen der Studie empfehlen sie, die letzten n;, Designpunkte im Zeitfenster
zu betrachten, d.h. I, = {n; —n;, +1,...,n;} mit

ny;, = min{nys, |n;/2]}, n;eN. (2.11)

Fiir diese Wahl von [; weisen die Signalschétzungen des aoRM eine geringe Verzerrung nach
plotzlichen Niveau- und Trendverinderungen auf. Als kritischer Wert ¢, (n4, ny,) dient das
(1—a/2)-Quantil der Verteilung von T,orm unter der Nullhypothese. Die wahre Verteilung
von T,orMm ist unbekannt, kann jedoch fiir grofe Stichprobenumfiange durch eine hyper-
geometrische Verteilung approximiert werden (Schettlinger, 2009, Kap. 3.2.3). Fiir kleine
Stichprobenumfinge n; € {11,...,121} wird die Verteilung der Teststatistik mit Hilfe von
Simulationen approximiert. Dabei werden die Beobachtungen aus einer Standardnormal-
verteilung generiert. Fiir schiefe Verteilungen oder fiir Verteilungen mit schweren Réndern
ergibt sich kein wesentlicher Unterschied in der Verteilung der Teststatistik, da diese ledig-
lich die Vorzeichen der RM-Residuen betrachtet.

Fiir den Anpassungstest empfehlen Schettlinger et al. (2010a) ein Signifikanzniveau von
a = 0.1, da der aoRM-Filter damit gute Ergebnisse in Simulationen erzielt. Abbildung C.1
in Anhang C zeigt die anhand der Simulationen gewonnenen kritischen Werte c,(n¢, ny,)
fir n;, € [10,60], n; € [2n,120] und o = 0.1. Hier ist c,(n¢, ny,) fiir jede Kombination

von n; und ny, nicht grofer als sechs.

Der aoRM-Algorithmus

Der aoRM verwendet den beschriebenen Test zur Fensterbreitenadaption: Lehnt der Test
die Nullhypothese in 2.9 ab, wird die Anpassung der RM-Geraden im Zeitfenster der Lan-
ge n; nicht als gut bewertet. In diesem Fall wird n; verkleinert und die RM-Gerade im
verkleinerten Zeitfenster neu geschatzt. Diese Entscheidungsregel bildet das Herzstiick des

aoRM-Algorithmus, fiir den die folgenden Inputargumente zu wéhlen sind:

e Minimal und maximal mogliche Fensterbreiten mn,;, und 7., so dass

1t € {Nminy - - - s Nmax t C N.

e Die maximale Lange n; des Teilfensters Iy, so dass Iy = {n; —ny, +1,...,n:} mit ny,
aus (2.11).
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Die Wahl der maximalen Fensterbreite m,,., sollte unter Beriicksichtigung der Annahme
der lokalen Linearitéat (2.3) geschehen. Sehr grofe Fensterbreiten sind mit dieser Annah-
me oftmals schwer vereinbar. Des Weiteren sollte ein Zeitfenster nur aktuelle Information
wiedergeben, also keine zu weit zuriickliegenden Beobachtungen enthalten. Zudem ist zu
beriicksichtigen, dass grofsere Fensterbreiten zu lingeren Rechenzeiten fiihren.

Die minimale Fensterbreite n,;, bestimmt die Anzahl an Ausreifsern, denen der Filter in
einem Zeitfenster widerstehen kann. Entscheidend fiir die Wahl von n,,;, ist der Umfang
der grofiten zu erwartenden Ausreifsergruppe. So sollte n,,;, beispielsweise mindestens den
Wert 21 haben, damit der RM einer Gruppe von zehn aufeinander folgenden Ausreifsern
widerstehen kann. Diese Uberlegung ist motiviert durch den Bruchpunkt des RM von
|n/2]|/n ~ 50%. Der RM wird jedoch bereits bei einem Ausreifseranteil von etwa 1/3 stark
verzerrt. Unter diesem Aspekt ist es unter Umsténden sinnvoller, n,,;, als das Dreifache
des Umfangs der groften zu erwartenden Ausreifsergruppe zu wahlen.

Die Fensterbreitenadaption des aoRM wird mafgeblich von der Wahl von nj, beeinflusst.
Je kleiner nj,, desto eher reagiert der aoRM auf plotzliche Signalverdnderungen. Gleichzei-
tig sinkt jedoch die Resistenz gegeniiber Ausreifser bedingten falschen Testentscheidungen.
In Kapitel 4.1 werden die Resistance to Rejection und Resistance to Acceptance (RR und
RA, Ylvisaker, 1977) des aoRM-Tests ermittelt. Grob gesagt beschreibt die RR (RA) den
kleinsten Anteil m/n an Beobachtungen in einer Stichprobe vom Umfang n, der ersetzt
werden muss, damit der Test die Nullhypothese ablehnt (nicht ablehnt) — unabhéngig
von den iibrigen nicht-kontaminierten Daten. In Kapitel 4.1 wird gezeigt, dass fiir alle
Fensterstichproben vom Umfang n; durch Ersetzen von mggr = |(ng, + ca(ne,nr,))/2] +1
Beobachtungen eine Ablehnung von Hg erreicht werden kann. Auf der anderen Seite ge-
niigt es, mpa = [(ng, — ca(ne, ny,))/2] Beobachtungen geeignet zu ersetzen um eine Nicht-
Ablehnung von Hy zu erwirken. Mit Riicksicht auf die Test Resistances sollten n;, und
ca(ng,ny,) derart auf den Umfang m* der grofiten zu erwartenden Ausreifergruppe abge-
stimmt sein, dass mgrr > m* und mga > m*. Dabei héngt der kritische Wert ¢, (n, ny,)
zwar von «, n; und ny, ab, der Wertebereich von ¢, (n,ns,) wird jedoch wegen (2.11) und
n¢ € {Nmin, - - - » Pmax } durch die gewéhlten Inputargumente o, 1y, Ny, und 1y, festgelegt.
Damit z.B. mgrr > m* = 10 erfiillt ist, muss fiir « = 0.1 die Groke der Teilstichpro-
be n;, > 16 sein, da fir a = 0.1 und n;, > 16 gilt c,(ny,ng,) € {4,5,...}. Dann ist
mrr > (16 +4)/2] +1 = 11 > 10 = m*. Damit n;, > 16, muss allerdings wegen (2.11)
auch n;y > 32 und ny;, > 32 sein. Die gewédhlten Inputargumente o, ny, ngin und Npay

bestimmen somit die Robustheit des aoRM-Tests im Sinne der Test Resistances.
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| Start: Warte bis ¢ = nt = nmnin Beobachtungen gegeben sind

}

Fiithre RM-Regression basierend auf der Fensterstichprobe

Ytn, = (Yt—ns+1,---,yt) durch und erhalte die RM-Signalschétzung /it

}

Ist ne = nmin? —

‘Nein

aoRM-Test basierend auf den letzten n;, Residuen:

Ja
Ist die Anpassung der RM-Regressionsgeraden an die

Fensterstichprobe der Lange n: adaquat?

‘ Nein ‘ Ja
~raoRM

L—| Verkleinere Fensterbreite: ny < ny — 1 [ ‘ Speichere Signalschitzung fiz =: i |

}

Update Fensterbreite: ni1 < min{ns + 1, nmax }

Update Zeitindex: ¢t <t + 1

Abbildung 2.2: Flussdiagramm des aoRM-Algorithmus.

Der Algorithmus des aoRM ist in dem Flussdiagramm in Abbildung 2.2 dargestellt. Sobald
nmin Beobachtungen gegeben sind, d.h. zum Zeitpunkt ¢ = n; = ny,,, startet der ers-
te Durchlauf, indem die RM-Regression auf Basis der Stichprobe y,,,. = (Y—n;+1,-- -, )
durchgefiihrt wird. Gilt zu einem Zeitpunkt ¢, dass n; = 1y, (was fiir den ersten Durchlauf
immer der Fall ist), so gibt der Algorithmus das anhand der Stichprobe y, ,, geschétzte Ni-
veau der RM-Regressionsgeraden ji; als Signalschitzung i2°"™ aus. Falls jedoch ny > npin,
wird der beschriebene aoRM-Test durchgefiihrt. Kann der Test die Nullhypothese aus (2.9)
nicht ablehnen, wird die Anpassung der RM-Regressionsgeraden im Zeitfenster der Lénge
n; als gut bewertet und ji; als Signalschitzung i2°™™ ausgegeben. Lehnt der Test jedoch die
Nullhypothese ab, so wird die Fensterbreite n; verkleinert, indem die alteste Beobachtung
aus der Fensterstichprobe entfernt wird. Darauthin wird anhand der verkleinerten Stichpro-
be erneut eine RM-Regression durchgefiihrt. Diese Vorgénge werden so lange wiederholt,
bis entweder n; = n,;, oder die Nullhypothese nicht abgelehnt werden kann. Dann gibt der
Algorithmus das mit dem RM geschiitzte ji; als Signalschitzung i2°R®M aus. Anschliefend
wird das Update des Zeitfensters fiir den nédchsten Zeitpunkt ¢ + 1 durchgefiihrt. Dazu
wird die neu hinzukommende Beobachtung ;. in die Fensterstichprobe aufgenommen,
wodurch sich deren Umfang auf n; + 1 erhoht. Ist der Umfang dadurch grofer als np.y,
wird die dlteste Fensterbeobachtung aus der Stichprobe entfernt. Der Update-Vorgang wird

abgeschlossen, indem der Algorithmus den Zeitindex auf ¢ < ¢ + 1 setzt.
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Der hier beschriebene aoRM nutzt einen sog. linearen Suchalgorithmus zur Bestimmung
einer addaquaten Fensterbreite n;: Diese wird so lange um den Wert eins verkleinert, bis
der Vorzeichentest die Anpassung als gut bewertet oder bis n; = ny;, ist. Dabei wird in
jeder Iteration eine RM-Regression durchgefiihrt, weshalb der lineare Suchalgorithmus mit
einem hohen Rechenaufwand verbunden ist. So miissen zu einem Zeitpunkt ¢ im Extremfall
Nmax — Nmin 1terationen gerechnet werden. Da die Rechenzeit bei hohen Messfrequenzen
kritisch ist, schlégt Schettlinger (2009, Kap. 3.2.9) die bindre Suche als Alternative zur
linearen Suche der Fensterbreite vor. Bezeichne n,; die in der ¢-ten Iteration zum Zeit-
punkt ¢ gefundene Fensterbreite, wobei n;o = min{n;_ 1, Nmax}. Die binfdre Suche nutzt
das Prinzip der Intervallschachtelung. Wird die Nullhypothese in der ersten Iteration ab-
gelehnt, so wird direkt 7,1 <= nmin gesetzt. Anschliefend wird getestet, ob die Anpassung
der RM-Geraden im Zeitfenster {t —n;; +1,...,t} gut ist. Falls der Test die Nullhypothe-
se ablehnt, wird das RM-Niveau fi; als Signalschétzung ausgegeben. Lehnt der Test diese
jedoch nicht ab, wird n¢ o < [(ne1 + nep)/2] gesetzt, eine erneute RM-Regression durch-
gefiihrt und die Anpassungsgiite getestet. Je nach Testentscheidung fiir n, s ergibt sich als
Menge der moglichen Fensterbreiten entweder {n;1,...,n.2} oder {n;2,...,n:o}. Die An-
zahl der moglichen Fensterbreiten wird also mit jeder Iteration halbiert, so lange bis eine
Fensterbreite eindeutig feststeht. Dadurch ergeben sich maximal log(nmax — Mmin) + 2 Ite-
rationen pro Zeitpunkt, weshalb die bindre Suche wesentlich geringere Rechenzeiten als die
lineare Suche benotigt. Allerdings liefert die lineare Suche im Gegensatz zur bindren Suche
die bzgl. des Anpassungstest grofstmogliche Fensterbreite, was glattere Signalschétzungen
zur Folge hat. Als dritte Methode schlidgt Schettlinger (2009) die geometrische Suche vor:
Wird Hy in der i-ten Iteration abgelehnt, so wird ng; ¢ n.o — 23':1 271 gesetzt. Falls Hy
in der i-ten Iteration nicht verworfen werden kann, wird eine binédre Suche innerhalb der
Grenzen n;; und n;,;_, durchgefiihrt. Die Rechenzeit der geometrischen Suche ist von der
Ordnung O(log(nmax — Mmin) ), also von der selben Ordnung wie die Rechenzeit der binéren
Suche. Auf Basis einer umfangreichen Simulationsstudie empfiehlt Schettlinger (2009, S.
71) die geometrische Suche, da diese einen Kompromiss zwischen einer schnellen Rechen-

zeit und der groftmoglichen Wahl der Fensterbreite bietet.

Nach Level Shifts und Trendwechseln sind die Signalschatzungen des aoRM oftmals derart
stark verzerrt, dass sie aukerhalb des Stichprobenintervalls [min(y, ,,), max(y, ,,)] liegen.
Dies ist darin begriindet, dass die Signalschdtzungen mit dem hoch-robusten RM zum

rechten aufseren Designpunkt des Zeitfensters erfolgen. Ein Trend wird demzufolge zu-
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néchst extrapoliert, auch wenn im Zeitfenster bereits Beobachtungen enthalten sind, die
einem entgegengesetzten Trend folgen. (Ein Level Shift kann in diesem Zusammenhang
als zwei direkt aufeinander folgende, stark ausgeprigte Trendwechsel aufgefasst werden.)
In der Folge kommt es zu einem ,Uberschiefen* der RM-Signalschétzungen, das auch in
Abbildung 2.1 auf Seite 11 zu sehen ist. Solche deutlichen Verzerrungen sind offenbar auch
fiir kleine Fensterbreiten nicht ausgeschlossen, wenn auch meist weniger ausgepriagt als
fiir groke Fensterbreiten. Die von Schettlinger et al. (2010a) vorgeschlagene Restrict-to-
Range-Regel bietet eine einfache doch wirkungsvolle Losung des Problems, indem sie die

aoRM-Signalschatzungen auf das Stichprobenintervall beschrankt:

min(yt’nrtr), falls f2oRM < min(yt’nm)
e = dmax(y,,..,), falls 22" > max(y, ) - (2.12)
f1aoRM sonst

Dabei ist der Umfang n., der Fensterstichproben y, ,, —~vom Anwender festzulegen. Schett-
linger et al. (2010a) empfehlen nyy, relativ klein zu wéhlen, z.B. ny, = ny,, damit weit zuriick

liegende Ausreifier die Grenzen des Stichprobenintervalls nicht beeinflussen.

Fiir die freie Software R (R Development Core Team, 2011) besteht eine Funktion des
aoRM, bezeichnet mit adore.filter (adaptive online repeated median). Diese ist ent-
halten im R-Paket robfilter (Fried et al., 2012), welches auf dem CRAN-Server zur
Verfiigung steht:

http://cran.r-project.org/web/packages/robfilter/.

Eine Erweiterung des aoRM fiir multivariate Zeitreihen wird von Borowski et al. (2009)
entwickelt. Sie kombinieren die Fensterbreitenadaption des aoRM mit der multivariaten
Trimmed Repeated Median-Least Squares-Regression (TRM-LS) von Lanius und Gather
(2010). Die daraus resultierende adaptive online Trimmed Repeated Median-Least Squares-
Regression (a0TRM-LS) sowie die multivariate TRM-LS-Regression sind speziell fiir die
Echtzeit-Signalextraktion aus multivariaten Zeitreihen entwickelt und werden in Kapitel
2.2.1 und 2.2.2 vorgestellt.
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Abbildung 2.3: Multivariate Zeitreihe himodynamischer Variablen aus der intensivmedizi-

nischen Patienteniiberwachung.

2.2 Multivariate Signalextraktionsverfahren

Multivariate Datenstréme wie in Abbildung 2.3 ergeben sich z.B. bei der Uberwachung des
Patientenzustands in der Intensivmedizin, dem sog. Online-Monitoring. Diese Abbildung
zeigt die sekiindlich erfolgten Messungen der Vitalparameter Herzfrequenz (HR), Puls (je-
weils in Schldge pro Minute), Sauerstoffsittigung des Blutes (SpO2, in %) und systolischer,
mittlerer und diastolischer Blutdruck (ART.S, ART.M, ART.D, in mmHg). Die Zeitreihen
des Puls und der Herzfrequenz sind um 60 bzw. 80 Einheiten nach unten verschoben.
Zwischen den Variablen, insbesondere zwischen der Herzfrequenz und dem Puls sowie zwi-
schen dem systolischen, mittleren und diastolischen Blutdruck, bestehen offensichtlich star-
ke Abhéngigkeiten. Die Sauerstoffsittigung des Blutes zeigt keine auf den ersten Blick
ersichtlichen Abhéngigkeiten zu den iibrigen Variablen. Die Abhéangigkeitsstruktur stellt
moglicherweise eine wichtige Information dar, die im Zuge der parallelen Anwendung ei-
nes univariaten Filters auf die einzelnen univariaten Zeitreihen nicht beachtet wiirde. Im
Gegensatz dazu beziehen die nachfolgend vorgestellten multivariaten Filter die Abhéngig-
keiten zwischen den univariaten Komponenten einer K-variaten Zeitreihe mit ein.

Allen in diesem Kapitel préasentierten multivariaten Filtern liegt dasselbe Modell fiir multi-
variate Zeitreihen zugrunde, das sich analog zum univariaten Modell (2.1) ergibt. Fiir eine

K-variate Zeitreihe (y,)iez mit y, = (y:(1),...,y:(K))" € R wird angenommen, dass sie
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aus einem multivariaten Signal besteht, das von Rauschen und Ausreiffern iiberlagert ist:
Yi=p +e+mn,. (2.13)

Dabei ist p, = (ue(1), ..., 1 (K)) € RE der K-dimensionale Signalvektor zum Zeitpunkt
t und 1, € RE ein AusreiRer erzeugender Prozess. Die Fehler €, € RX werden als Pro-
zess unabhéngiger Zufallsvariablen mit F(e;) = 0 angenommen. Die Kovarianzmatrix der
Fehler Cov(g;) = X; € RE*K st zeitveridnderlich und nicht notwendigerweise diagonal,
d.h. Korrelationen zwischen den univariaten Fehlerkomponenten sind moglich. Die Fehler-
varianz der k-ten Komponente sei mit Var(e,(k)) = Cov(ey(k),e:(k)) = o?(k) bezeichnet,
wobei k=1,... K.

Analog zur univariaten regressionsbasierten Signalextraktion wird angenommen, dass sich
jede Komponente (k) des multivariaten Signals lokal ,gut durch eine Gerade approxi-

mieren lasst:

Dabei ist p;1;(k) das Signal der k-ten Komponente zum Zeitpunkt ¢ +4 und S;(k) die Stei-
gung der k-ten Komponente im Zeitfenster, das durch die Indexmenge I spezifiziert ist. Die
komponentenweisen Signale und Steigungen werden zu Vektoren p, = (u¢(1), ..., u:(K)) €
RE und B, = (B:(1),...,6:(K)) € RE zusammengefasst. Fiir die zeitverzogerte Signal-
schatzung, also die Schétzung des Signalvektors zum mittleren Zeitpunkt ¢ des Zeitfensters
{t—w,... t,....t+w}, ist [ = {—w,...,w}. Fir die Online-Signalschétzung, also fiir die
Schitzung des Signalvektors zum letzten Zeitpunkt ¢ des Zeitfensters {t —n+1,... t}, ist
I={-n+1,...,0}.

Lanius (2005, Kap. 5.2) und Lanius und Gather (2010) entwickeln die Trimmed Repea-
ted Median-Least Squares-Regression (TRM-LS) als multivariaten Filter, der robuste und
effiziente aber zeitverzogerte Signalschatzungen liefert. Der TRM-LS-Filter extrahiert das
K-dimensionale Signal in einem gleitenden Zeitfenster fester Lange mittels zweier hinter-
einander ausgefiithrter Regressionsschétzungen. Dabei werden im Zeitfenster zunéchst par-
allel K univariate RM-Regressionen durchgefiihrt; anhand der RM-Residuen werden dann
mogliche Ausreiffer detektiert und aus der Stichprobe entfernt; auf Basis der getrimmten
Stichprobe wird schliefslich eine multivariate LS-Regression zur Schéitzung des Signalvek-
tors vorgenommen. Der TRM-LS-Filter wird in Kapitel 2.2.1 vorgestellt.

Da es sich bei dem TRM-LS um einen zeitverzogerten und nicht-adaptiven Filter handelt,
entwickeln Borowski et al. (2009) den adaptive online TRM-LS (aoTRM-LS), der sich aus
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der Kombination des univariaten aoRM und des multivariaten TRM-LS ergibt. Dabei wird
zu jedem Zeitpunkt ¢ mit dem aoRM fiir jede der K univariaten Komponenten eine indi-
viduell passende Fensterbreite adaptiert; anhand der K individuellen Fensterbreiten wird
dann eine gemeinsame Fensterbreite n; ermittelt; im Zeitfenster der Lange n, wird schliefs-
lich die TRM-LS Regression zur Schatzung des Signalvektors durchgefiihrt. Der aoTRM-LS
ist somit ein multivariates, adaptives und nicht zeitverzogertes Signalextraktionsverfahren,

das in Kapitel 2.2.2 prasentiert wird.

2.2.1 Der Trimmed Repeated Median-Least Squares Filter

Lanius (2005, Kap. 5.2) und Lanius und Gather (2010) entwickeln die TRM-LS-Regression
als multivariaten Filter, der den Signalvektor g, in einem gleitenden Zeitfenster {y, ; : i €
I} mit I = {—w,...,w} und Fensterbreite |I| = 2w + 1 = n zum zentralen Designpunkt
t schitzt und daher eher fiir die retrospektive Signalextraktion geeignet ist. Der TRM-LS
lasst sich jedoch leicht zu einem Online-Filter modifizieren, der den Signalvektor in einem
gleitenden Zeitfenster {y,,; : ¢ € I} mit / = {-n+1,...,0} und |/| = n zum rechten
Designpunkt ¢ schitzt (Borowski et al., 2009). Der folgende Algorithmus des TRM-LS zur
Berechnung der Signal- und Steigungsschitzung g "™~ ¢ RX und BTRM_LS € R¥ ist

sowohl fiir den zeitverzogerten Ansatz als auch fiir den Online-Ansatz giiltig:

1. Fihre fiir jede Komponente k € {1,..., K} anhand der Fensterstichprobe {y;.;(k) :
i € I} eine RM-Regression durch und kombiniere die K RM-Schitzungen
(Be(k), fir(k)) zu Vektoren

2. Berechne die Residuenvektoren
Citi =Ygy — (o, + B, - 1), i€l
mlt tt-‘ri = (tt-l—i(l)) e 7tt+i(K))/'

3. Schitze die lokale Kovarianzmatrix der Fehler ¥, € RE¥*X anhand der Residuenvek-

toren {v.; i€ I}.

4. Bestimme
A1
St = {Z el: tg_H-Et Ty < dn} .
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Die Indexmenge S; umfasst die Designpunkte im Zeitfenster, deren Residuenvekto-
ren beziiglich der lokalen Kovarianzstruktur eine Mahalanobis-Distanz aufweisen, die
nicht grofer ist als ein vorgegebener Wert d,,.

5. Fiihre anhand der getrimmten Fensterstichprobe {y, ; : i € S;} eine LS-Regression

~ TRM—LS
durch und speichere die LS-Schétzung von p, und 3, als [JRM—LS und 3,

In Schritt 4 wird anhand des Werts d,, zwischen Ausreifern und ,,guten” Beobachtungen
unterschieden. Dabei wird ein Beobachtungsvektor vy, ; als Ausreifser angesehen, wenn der
zugehorige Residuenvektor v, ; zu stark von der geschitzten lokalen Kovarianzstruktur der
Fehler abweicht. Nach Lanius und Gather (2010) und Maronna und Zamar (2002) kann
d, = x% () oder

X (0) - med{x; 3, v i € 1)
X7 (0.5)
mit zB. @ = 0.9 oder a = 0.95 gewihlt werden, wobei Y% (w) das w-Quantil der y*-

d, =

Verteilung mit K Freiheitsgraden ist. Hintergrund ist, dass die quadrierten Mahalanobis-
Distanzen v, Hit_ 1tt+i asymptotisch einer y?-Verteilung folgen, falls die Residuen unab-
héngig normalverteilt sind.

Zur Schétzung der lokalen Fehler-Kovarianzmatrix 3; in Schritt 3 empfehlen Lanius und
Gather (2010) auf Basis einer umfangreichen Vergleichsstudie, den orthogonalisierten Gna-
nadesikan-Kettenring-Schatzer (OGK, Maronna und Zamar, 2002) auf die Residuen v;;; €
RE im Zeitfenster anzuwenden. Der OGK ist eine Modifikation des Gnanadesikan-Ket-
tenring-Kovarianzschétzers (GK, Gnanadesikan und Kettenring, 1972). Der GK nutzt die
Gleichheit Cov(X,Y) = (Var(X +Y) — Var(X —Y'))/4 zur Kovarianzschitzung auf Basis
eines univariaten Skalenschétzers ¢(-). Der Skalenschétzer 6(-) bestimmt dabei die Robust-
heit, da der maximal mogliche Explosionsbruchpunkt des OGK dem Bruchpunkt von & (-)
entspricht. Beim OGK sind die paarweisen, robusten GK-Kovarianzschatzungen derart mo-
difiziert, dass die OGK-Kovarianzmatrix positiv definit und approximativ affin Aquivariant
ist. Sei X € R™¥ eine Stichprobenmatrix mit den Zeilen x; = (z;1, ..., z;,) und Spalten
X = (z1gy -y xux), 0 =1,...,nund k = 1,..., K. Dann ergibt sich die Kovarianzschét-
zung OGK,; (X)) wie folgt:

1. Bestimme D = diag(6(X}),...,6(Xk)),sodass Y = XD .
2. Schétze die Korrelationsmatrix R von X mit

Rij= (6(Yi+Y))? —o(Yi = Y))?) /4



2.2 Multivariate Signalextraktionsverfahren 22

und R; = 1, wobei Y; die i-te Spalte von Y bezeichnet.

3. Fiihre eine Eigenwertzerlegung R = EAE’ durch, wobei A = diag(\y, ..., \k) die

geordneten Eigenwerte und E die zugehorigen Eigenvektoren von R enthélt.

4. Erhalte die OGKs-Kovarianzschitzung durch OGK;(X) = AT A’ mit A = DE und
T = diag(6(Z1)?,...,6(ZK)?), wobei Z; die i-te Spalte von Z = X (A’)~! bezeichne.

Als Skalenschétzer ¢(-) empfehlen Lanius und Gather den robusten @, (Rousseeuw und
Croux, 1993), der einen asymptotischen Bruchpunkt von 50% fiir Daten in allgemeiner
Lage besitzt. Zudem beschranken sie den (),,-Schatzer durch den Wert 0.02 nach unten:

&(-) = max {Qn(-),0.02} . (2.15)

Diese Regel soll die Nicht-Singularitdt und somit die Invertierbarkeit von 3, sicherstellen,
vgl. Schritt 4 des TRM-LS-Algorithmus.

Der multivariate TRM-LS-Filter basiert auf der Idee des von Bernholt et al. (2006) ent-
wickelten univariaten TRM, vgl. Kapitel 2.1.1. Wie beim univariaten TRM wird das Sig-
nal beim multivariaten TRM-LS nach der Ausreiferbereinigung mittels LS-Regression ge-
schétzt, was die Effizienz der Signalschidtzung verbessert. Im Gegensatz zum univariaten
TRM ist der multivariate TRM-LS jedoch zudem in der Lage, Ausreiffer bzgl. der lokalen
Kovarianzstruktur zu detektieren. Diese wiirden durch die komponentenweise Anwendung

einer univariaten Ausreifsererkennung womoglich nicht entdeckt werden.

2.2.2 Der adaptive online Trimmed Repeated Median-Least Squares Filter

Borowski et al. (2009) vereinen den multivariaten TRM-LS mit dem univariaten aoRM
aus Kapitel 2.1.2 zu einem multivariaten Filter mit adaptiver Fensterbreitenwahl, dem ad-
aptive online Trimmed Repeated Median-Least Squares-Filter (a0TRM-LS). Der aoTRM-
LS adaptiert mittels aoRM zu jedem Zeitpunkt ¢ fiir jede Komponente der multivariaten
Zeitreihe eine individuelle Fensterbreite n.(k), & = 1,..., K. Anhand der K individuel-
len Fensterbreiten wird dann eine fiir die gesamte multivariate Zeitreihe zum Zeitpunkt
t giiltige Fensterbreite n; bestimmt. Fiir den aoTRM-LS sind daher die Inputargumente
des aoRM zu wahlen, d.h. eine minimale und maximale Fensterbreite n,;, und n,., sowie
die Anzahl an Residuenvorzeichen n;, die fiir den aoRM-Test betrachtet werden. Dabei
sind die Residuen durch die Designpunktmenge I, = {n; —n;, + 1,...,t} spezifiziert mit
ny, = min{ns, [n:/2|}. Der Algorithmus des a0TRM-LS zur Signalschétzung ist wie folgt:
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0. Start: Warte bis t = ny; = n,;, Beobachtungen gegeben sind.

1. Bestimme im Zeitfenster {t —n;+1,...,t} mit dem aoRM fiir jede univariate Kom-

ponente die individuelle Fensterbreite ni(k) mit n,(k) € {nmin, - -, 1t}
2. Bestimme die gemeinsame Fensterbreite n; = ming_;  x{n:(k)}.

3. Fithre den TRM-LS-Algorithmus mit / = {—n; + 1,...,0} durch und speichere die

Signalschitzung fu; NS = faoTRM=LS,

4. Update der Fensterbreite: Setze 1,1 < min{n; + 1, nyax };
Update des Zeitindex: Setze t < t + 1 und gehe zu Schritt 1.

Die Signalschétzung des aoTRM-LS erfolgt mittels multivariater TRM-LS-Regression im
Zeitfenster der adaptierten Lénge n;. Dabei muss die gemeinsame Fensterbreite n; dem
Minimum der mit dem aoRM adaptierten individuellen Fensterbreiten n;(k) entsprechen,

damit die Annahme der lokalen Linearitédt fiir alle Komponenten vertretbar ist.

Fehlende Werte in der k-ten Komponente eines Datenvektors y,, ; bedeuten fehlende Werte
in der k-ten Komponente des entsprechenden RM-Residuenvektors v;;, so dass die lokale
Kovarianzmatrix der Fehler 3; nicht geschitzt werden kann, vgl. Schritte 1-3 des TRM-
LS-Algorithmus. Ausschlieflich Residuenvektoren ohne fehlende Werte zur Schiatzung von
3 zu nutzen, ist offensichtlich mit einem unnétigen Verlust an Information verbunden.
Daher schlagen Borowski et al. (2009) eine Alternative zum Umgang mit fehlenden Wer-
ten vor, die einen Output in jeder Datensituation gewéhrleistet. Bei diesem kann es sich
allerdings auch um einen fehlenden Wert handeln, wenn nicht geniigend Daten fiir eine
gesicherte Signalschétzung vorliegen. Borowski et al. (2009) fordern fiir jede Komponente
k zu jedem Zeitpunkt ¢, dass zu den letzten n, Positionen im Zeitfenster mindestens ¢ Be-
obachtungen gegeben sind. Diese Regel soll sicherstellen, dass die Signalschitzung anhand
geniigend aktueller Beobachtungen erfolgt. Fiir diejenigen Komponenten, welche diese Be-
dingung nicht erfiillen, wird zum Zeitpunkt ¢ keine Signalextraktion durchgefiihrt und an
den entsprechenden Positionen im Vektor der Signalschitzung ™™ ™5 ein fehlender
Wert ausgegeben. Bei den iibrigen Komponenten werden fehlende Werte durch das Niveau
der RM-Geraden ersetzt, so dass die entsprechenden Residuen gleich null sind. Dadurch
wird zwar die Schétzung von 3; mit dem @),,-basierten OGK ermdglicht, allerdings sind die
@ ,-Schitzungen offensichtlich in Richtung null verzerrt. Eine Implosion der (),,-Schétzung
wird jedoch durch die Vorschrift (2.15) verhindert.
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Eine R-Funktion des aoTRM-LS, bezeichnet mit madore.filter (multivariate adaptive
online repeated median), ist im R-Paket robfilter (Fried et al., 2012) enthalten, welches
auf dem CRAN-Server zur Verfiigung steht:

http://cran.r-project.org/web/packages/robfilter/.

Der aoTRM-LS soll zu jedem Zeitpunkt eine gemeinsame Fensterbreite n;, wahlen, die der
aktuellen Datensituation angepasst ist. Borowski et al. (2009) weisen jedoch darauf hin,
dass die vom aoTRM-LS adaptierte Fensterbreite n; haufig kaum iiber die gewéhlte mini-
malen Fensterbreite n,,;, hinaus wichst. Auch Schettlinger (2009, Kap. 3.3.3) untersucht
die vom aoTRM-LS adaptierten Fensterbreiten anhand der retrospektiven Anwendung auf
intensivmedizinische Zeitreihen der Dimension K = 6. Dabei sind die adaptierten Fens-
terbreiten in 91.25% der Falle gleich der gewéahlten minimalen Fensterbreite ngy;, = 60
und wachsen nicht iiber den Wert n; = 71 hinaus. In der Folge unterscheidet sich die
a0 TRM-LS-Signalextraktion kaum von der Signalextraktion des Online-TRM-LS mit fes-
ter Fensterbreite n = ny;,. Die Fensterbreitenadaption des aoTRM-LS funktioniert also
bereits bei kleiner Dimension K nicht zufriedenstellend, so dass ein (positiver) Effekt der
Fensterbreitenadaption nicht oder kaum gegeben ist.

Dieser Umstand wird verschuldet durch die Annahme der lokalen Linearitdt und der hieraus
folgenden Notwendigkeit, die gemeinsame Fensterbreite n; als Minimum der individuellen
Fensterbreiten n,(k) zu wihlen. Wére die gemeinsame Fensterbreite grofer als das Mini-
mum, wire die Annahme der Linearitdt und somit die Signalschdtzung mittels Geradenan-
passung nicht fiir jede Komponente k vertretbar. Die gemeinsame Fensterbreite muss also
gleich dem Minimum der individuellen Fensterbreiten sein. Folglich geniigt eine einzelne
kleine individuelle Fensterbreite n,(k), damit der Wert der gemeinsamen Fensterbreite n,
klein ist. Die Bedeutung einer geringen Rate an falschlichen Verkleinerungen der individu-
ellen Fensterbreiten, d.h. an Fehlern 1. Art des aoRM-Tests, steigt daher mit zunehmender
Dimension der Zeitreihe. Das Signifikanzniveau o des aoRM-Tests sollte demnach entspre-
chend klein gewahlt werden. Allerdings erfordert der Test des aoRM einen hohen Wert von
a, um eine gute Giite fiir die Erkennung von Level Shifts und Trendwechseln aufzuweisen,
wie die Vergleichsstudie in Kapitel 4.2 zeigt. Der aoRM bzw. dessen Test stellt demnach
keine optimale Basis fiir einen multivariaten Filter mit adaptiver Fensterbreitenwahl dar.
Im folgenden Kapitel 3 wird daher ein neuer adaptiver RM-basierter Filter entwickelt, der
Slope Comparing Adaptive Repeated Median (SCARM). Der Test des SCARM bietet im

Gegensatz zum Test des aoRM auch bei kleinem Signifikanzniveau eine hohe Giite.
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Einen weiteren Ansatz zur Verbesserung der Fensterbreitenadaption des aoTRM-LS bie-
tet die blockweise Anwendung des aoTRM-LS (Borowski et al., 2009). Dabei bezeichnet
ein Block bzw. eine Gruppe eine Menge von (stark) abhéngigen Variablen. Beispielsweise
liefse sich die multivariate intensivmedizinischen Zeitreihe in Abbildung 2.3 sinnvoll in die
drei Blocke {ART.S, ART.M, ART.D}, {PULS, HR} und {SpO2} aufteilen. Der aoTRM-LS
wird dann nicht auf die gesamte multivariate Zeitreihe der Dimension sechs angewendet,
sondern separat auf drei Zeitreihen der Dimension drei, zwei und eins. Falls ein Block
nur aus einer Variablen besteht, nutzen Borowski et al. den univariaten aoRM. Bei der
blockweisen Anwendung des aoTRM-LS kann eine kleine individuelle Fensterbreite aus-
schlieklich die Fensterbreitenadaption und somit die Signalextraktion im eigenen Block
beeinflussen. Daher werden durch die blockweise Anwendung des aoTRM-LS grofsere Fens-
terbreiten adaptiert, weshalb sich glatte Signalschidtzungen ergeben — Signalverdnderun-
gen werden jedoch weiterhin exakt wiedergegeben (Borowski et al., 2009). Allerdings setzt
die blockweise Anwendung des a0TRM-LS eine bekannte und feste Abhéangigkeitsstruktur
der multivariaten Zeitreihe voraus, was oftmals nicht der Fall ist. Es wird also ein Ver-
fahren bendtigt, welches die zeitverdnderlichen Zusammenhénge zwischen den einzelnen
Komponenten multivariater Datenstrome in Echtzeit anzeigt, so dass eine automatische,
zeitabhéngige Blockbildung erfolgen kann. Hierzu wird in Kapitel 5 ein auf dem SCARM
basierendes Verfahren entwickelt, das den hohen Anforderungen der Echtzeit-Uberwachung

,schwieriger multivariater Datenstrome geniigt.
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3 Der Slope Comparing Adaptive Repeated Median

In Kapitel 3.1 wird zunéachst der Test des Slope Comparing Adaptive Repeated Median
(SCARM, Borowski und Fried, 2011, 2012) zur Erkennung von Signalverdnderungen in
Form von plotzlichen Niveau- und/oder Trendverdnderungen vorgestellt. Die Teststatistik
ergibt sich aus der Differenz zweier RM-Steigungen relativ zu der Standardabweichung die-
ser Differenz. Aus diesem Grund wird in Kapitel 3.2 eine Methodik zur Echtzeit-Schitzung
der Varianz von Steigungsdifferenzen entwickelt. Der vollstindige SCARM-Algorithmus
wird dann in Kapitel 3.3 prasentiert. Um geeignete kritische Werte zur Testentscheidung
zu erhalten, wird zudem in Kapitel 3.4 die Verteilung der SCARM-Teststatistik fiir ver-

schiedene Fehlerverteilungen im Rahmen einer Simulationsstudie untersucht.

3.1 Der SCARM-Test

Der vom SCARM verwendete Test basiert auf der Annahme, dass sich die Beobachtun-
gen als Realisationen von Y; = pu; + & ergeben, wobei p; das unterliegende Signal und
& = o0& + 1y den Fehlerprozess mit Varianz o2 bezeichnet, vgl. (2.1). Verinderungen der
Fehlervariabilitat sind moglich, diese geschehen jedoch allméhlich und nicht abrupt. Folg-
lich kann die Fehlervariabilitat als lokal konstant angenommen werden, d.h. o;_,,; = oy,
t=1,...,n. Im Zuge der Entwicklung des neuen Verfahrens wird zunéchst angenommen,
dass o4&y ~ N(0,02) und n; = 0 ist.

Zu jedem Zeitpunkt ¢ testet der SCARM die Nullhypothese eines linearen Signals im Zeit-
fenster {t —n + 1,...,t} gegen die Alternative, dass zu einem Fensterzeitpunkt ¢, eine

Signalverdnderung in Form eines Level Shifts und/oder Trendwechsels vorliegt:

HO: Mt—n+i:/1't+ﬁt'<i_n)7 izl)"'vnv

P+ B (=), i=1. (3.1)
Hy o ppnyi = . . ;
ppt + gt (i—mn), i=to+1,...,n
wobei ty € {1,...,n — 1} und p® # P und/oder B¢ £ BreU. Unter den obigen Vor-
aussetzungen gilt Y, i = pi—nti + 01€1—n1i, so dass Hy auch geschrieben werden kann

als
Yicnti = pe + B - (0 = n) + 04 €4—npi. (3.2)
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47 —— linke RM Gerade —— rechte RM Gerade
2 -
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_2 —
f linkes Zeitfenster | — rechtes Zeitfenster —
f gesamtes Zeitfenster |
_4 —
t*—{ +1 t*
| * ‘
t—n+1 t-r t

Zeitpunkt

Abbildung 3.1: Aufteilung eines Zeitfensters in ein linkes und rechtes Zeitfenster mit linker

und rechter RM Regressionsgerade.

Fiir den SCARM-Test wird das gesamte Zeitfenster {¢ — n + 1,...,t} der Linge n in
zwei separate Fenster geteilt, ein linkes Zeitfenster {t* — ¢+ 1,...,t*} der Lange ¢ und ein
rechtes Zeitfenster {t —r+1,...,t} der Lange r. Dabei gilt t* =t —r, t* —(+1=t—n+1
und n = ¢ + r, vgl. Abbildung 3.1. Seien

yt,n = (yt*n+17 s 7yt> € an yt,r = (yt*T+17 s 7yt> € Rra
Y=o = Y —tg1s - Y) = Wimntts - s Ytmntt) = Wtmntis - Yer) € R

die gesamte, linke und rechte Fensterstichprobe und Yy ,,, Y, , und Y4« 4 die entsprechenden
Zufallsvektoren. Des Weiteren seien fi(y,.,) und & (Y4« ) das RM-Niveau bzw. die RM-
Steigung, welche anhand der linken Fensterstichprobe geschitzt werden und die linke RM-
Gerade sperzifizieren, vgl. Abbildung 3.1:

I (yt*,e) = ﬂ(yt*,z) + B(yt*,é) (j—1) (3.3)

mit j = 1,...,¢. Das RM-Niveau und die RM-Steigung im rechten Fenster seien bezeichnet
mit fi(y,,) und & (y;,). Sie spezifizieren die rechte RM-Gerade:

ﬂt—r+k(yt,r) = [I’(yt,r) + B(yt,r) (k - T) (34>
mit k=1,...,r.
Nach Siegel (1982) ist der RM-Steigungsschétzer fiir symmetrisch verteilte Fehler unver-

zerrt. Falls Hy wahr ist, sind daher auch die RM-Steigungsschétzer im gesamten, linken
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und rechten Zeitfenster fiir symmetrische Fehler unverzerrt:

E(B(Ytn» = E(B(Yt*,f)) - E(B<Yt,r)> = bt (3.5)
Folglich ist der Erwartungswert der Differenz von 5(Y ) und S(Y,) gleich Null. Aus
diesen Uberlegungen ergibt sich die SCARM Teststatistik als

D
Ty =Ty(Y ) = ———,

Var(D;) (3.6)

Dy = Di(Yin) = B(Yis) = B(Y i),
wobei @(Dt) ein Schétzer von Var(Dy) ist, der in Kapitel 3.2 vorgestellt wird. Ist |T}| ,zu
grof”, wird angenommen, dass sich die gesamte Stichprobe y, ,, := (Ys—nt1, .., ¥;) nicht als
Realisation von (3.2) ergibt, das Signal also nicht linear ist. Konkret wird die Nullhypothese

verworfen, falls

D D
Ty = ——— < oy oder T, = ——u > gy,
Var(Dt) Var(Dt)

wobei als kritischer Wert gio bzw. qup das (a/2)- bzw. (1 —«/2)-Quantil einer ¢-Verteilung
mit f Freiheitsgraden genutzt wird, vgl. Kapitel 3.4. Die Freiheitsgrade der t-Verteilung
hangen dabei von der linken und rechten Fensterbreite ¢ und r ab. Fiir grofse ¢ und r

werden Quantile der Standardnormalverteilung verwendet.

3.2 Die Schatzung der Varianz von RM-Steigungsdifferenzen

Die Varianz der Differenz D, der RM-Steigungen 3(Y i) und 5(Y,) in (3.6) kénnte an-
hand der letzten m Realisationen von D;, also anhand d;_,,41, ..., d;, mittels eines geeig-
neten Skalenschétzers, z.B. dem robusten MAD, geschétzt werden. Dieser intuitive Ansatz
bringt jedoch Probleme mit sich. Abbildung 3.2 (a) zeigt eine simulierte Zeitreihe (y;) mit
mehreren Level Shifts. Darunter ist in (b) die Zeitreihe (d;) der RM-Steigungsdifferenzen
mit ¢/, = 25 abgebildet. Wegen n = ¢ + r beginnt diese Zeitreihe erst zum Zeitpunkt
t = n = 50. Die untere Abbildung (c) zeigt die Schitzungen der Standardabweichung
von D;. Diese werden zu jedem Zeitpunkt ¢ mit dem MAD anhand der vorangegangenen
m = 25,50, 100 realisierten RM-Steigungsdifferenzen d;_,,.1,...,d; geschétzt. Aus diesem
Grund beginnen die Zeitreihen fiir m = 25,50, 100 jeweils zum Zeitpunkt n + m.

Kurz nach einem Level Shift in (y;) zeigt die Zeitreihe (d;) einen Peak in die entgegenge-

setzte Richtung. Dieses Verhalten von (d;) resultiert aus der Tatsache, dass ein Level Shift
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Abbildung 3.2: (a) Simulierte Zeitreihe (y;); (b) Zeitreihe (d;) der RM-Steigungsdifferenzen
mit £, = 25; (¢) MAD(dy_s1, .. ., dy) fiir m = 25, 50, 100.

zunéchst das rechte Zeitfenster durchlauft, bevor er das linke Zeitfenster erreicht. In dieser
Phase weist die rechte RM-Steigungsschéitzung einen grofsen absoluten Wert auf, wahrend
sich die linke weiterhin im Bereich um null bewegt. Folglich ist bei einem Level Shift in
(y¢) die Differenz d; = B(yt*’e) - B(ym) kurzzeitig deutlich von null verschieden. Erfol-
gen in der Zeitreihe (y;) mehrere Level Shifts in kurzer Abfolge hintereinander, ergeben
sich entsprechend viele kurz aufeinander folgende Peaks in (d;). Die Zeitreihe (d;) weist
folglich eine hohe Variabilitdt auf, so dass Var(D,) auch unter Verwendung eines hochro-
busten Schétzers wie dem MAD groft geschétzt wird, wie in Abbildung 3.2 (c) zu sehen
ist. Offenbar bietet dabei auch ein groftes m keinen Schutz vor grofen Skalenschétzungen.
Grofse Skalenschétzungen sind problematisch, da sie zu Masking-Effekten fiihren konnen.
Ein Masking-Effekt liegt vor, wenn unter der Alternative H; ein betraglich grofer Wert d;

durch eine zu grofte Schitzung von Var(D,) geteilt wird, so dass die Teststatistik kleiner als
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der kritische Wert ist und Hy nicht verworfen wird. Der Test kann die Signalverdnderung
also nicht erkennen, da sie ,maskiert” ist. Die Verhinderung von Masking-Effekten steigert
demnach die Giite des Tests bzgl. der Erkennung von Signalverdnderungen. Daher wird im
Folgenden eine alternative Methode zur Schétzung von Var(D;) unter Hy entwickelt, mit
der Masking-Effekte verhindert werden.

Im Zuge der Entwicklung des Schétzverfahrens fiir Var(D;) unter Hy wird angenommen,
dass & nyi = 04 €i—nyi ~ N(0,02) wi.v. im gesamten Zeitfenster {t —n +1,...,t}. Verlet-

zungen dieser Annahme werden in Kapitel 3.5 diskutiert. Unter Hy gilt

Var(D,) = Var | 3(Y 1) — B(YM)} — Var [B(Yt*,@)} + Var [B(Yt,r)] , (3.7)

~ ~

d.h. Cov[B(Y ), (Y )] = 0, da die & unabhéngig normalverteilt sind und sich die

~

linke und rechte Fensterstichprobe nicht {iberschneiden. Zudem héngen Var[3(Y,)] und

A

Var[3(Y 4+ ¢)] nicht von der wahren Steigung ; ab:

Satz 3.1.
Unter Hy st die Varianz von ﬁ(th) unabhdngig von der wahren Steigung ;. Sie ist

abhingig von der Fehlervarianz o? und der Fensterbreite n.

Bewezs.

Unter Hy kann der RM-Steigungsschétzer B (Y:,) geschrieben werden als

. n jFi Z—j i=1,..., " i Z_]

da Y i = e + Bt — n) + 0ve4pns und Yippj = py + i(j — n) + 0164—p4j unter Hy.
Daher ist

Var(B(Yt,n)) =o? - Var ( ‘med {med 6t_"+2: _ ?t_”” }) , (3.8)
Lewn [ g# 11—

wobei Var(g;_,4;) = 1. O

Da die Zufallsvariablen im linken und rechten Zeitfenster unter Hy dieselbe lineare Struktur

aufweisen, folgt daraus

Korollar 3.1.
Unter Hy sind Var(3(Y ) und Var(8(Y ) unabhingig von der wahren Steigung ;. Sie

sind abhdingig von der Fehlervarianz o? und der jeweiligen Fensterbreite £ und r.
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An dieser Stelle sei auf die Bedeutung der Gleichung (3.8) im Beweis von Satz 3.1 hinge-

wiesen:

Bemerkung 3.1.
Unter Hy st die Varianz von B(thn) — und somit auch von B(Yt*,g) und B(Yt,r) ~ pro-

portional zur Fehlervarianz o?.

Aufgrund der obigen Aussagen lassen sich die Varianz des linken und des rechten RM-

Steigungsschitzers als Funktionen V : N x Rt —— R* auffassen mit
V(¢,0,) := Var (ﬁ(Yt*,g)> und V(r,oy) := Var (B(th)> : (3.9)
Nach Bemerkung 3.1 gilt:
V(l,0,)=V(,1)-07 und V(r,o;) =V(r,1) -0}, (3.10)
so dass sich (3.7) unter Hy wegen (3.9) und (3.10) schreiben lésst als
Var(D,) = o2 - (V(¢,1) 4+ V(r,1)). (3.11)

Dabei bezeichnet V(n, 1) die Varianz der RM-Steigung fiir Stichproben der Lénge n bei
Fehlervarianz eins. Approximationen V(n, 1) =: v, werden fiir n > 5 anhand des Modells
v(n) = 4.77-1077 + 17.71 - n~3 in (B.1) gewonnen, welches in Anhang B.1 mit Hilfe von
Simulationen erstellt wird. Zur Schéitzung von oy in (3.11) kommen nur robuste Skalen-
schitzer in Frage. Gather und Fried (2003) vergleichen einige hochrobuste Skalenschétzer,
uw.a. den MAD und den S,- und @,-Skalenschétzer (Rousseeuw und Croux, 1993), zur
Schétzung der Variabilitdt in Zeitreihen. Sie zeigen auf, dass die Skalenschétzer bei ei-
nem nicht-konstanten Signal p; stark verzerrt sind, da bei einer direkten Anwendung der
Skalenfunktionale auf die gegebenen Beobachtungen nicht nur die Variabilitdt des Feh-
lers, sondern auch die des Signals geschatzt wird. Es ist jedoch moglich, den Trend z.B.
mit Hilfe des RM-Regressionsschétzers aus den Daten zu entfernen. Die Fehlervariabilitit
kann dann anhand der Residuen der RM-Regression geschitzt werden. Dieser regressions-
basierte Ansatz setzt jedoch ein lokal zumindest anndhernd lineares Signal voraus. Eine
Verletzung dieser Annahme, z.B. aufgrund eines Level Shifts, kann zu sehr grofsen abso-
luten Residuen fiihren. In diesem Fall konnen selbst hochrobuste Skalenschétzer unange-
messen grofe Schiatzungen von o; liefern. Es besteht also fiir diesen Ansatz die Gefahr von
Masking-Effekten. Abhilfe schaffen die von Rousseeuw und Hubert (1996) vorgeschlagenen
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regressions- und modellfreien Skalenschétzer. Mit regressionsfreien Skalenschétzern lésst
sich o; direkt an den Daten schétzen, auch wenn diesen ein linearer Trend unterliegt. Es
ist daher vorab keine lokale Regressionsanpassung notig. Dies ist auch fiir die modellfreien
Skalenschétzer der Fall. Diese benotigen jedoch dariiber hinaus kein Modell fiir das Signal
bzw. die Variabilitdt des Rauschens, so dass sie auch bei nichtlinearen Signalen verléssliche
Schétzungen von oy liefern. In umfangreichen Studien vergleichen Gelper et al. (2009) und
Schettlinger et al. (2010b) mehrere regressions- und modellfreie Echtzeit-Schétzer fiir o, in
nichtstationdren Zeitreihen und empfehlen den modellfreien Q;dj—Skalenschéitzer. Fiir einen

a

Stichprobenvektor y; ,, := (Yi—n+1,- -, ¥:) ist der Q 5dj—Skalenschétzer gegeben durch

adj
5 J(yt,n) = Cpn * N(5(n—2)))- (3.12)

Dabei ist h(|5pn—2)|) das 6-Quantil der n — 2 vertikalen Hohen

ht—n—i—i = \Yt—n+i — Yiontit ;— Yionitl ) (S {Qa RN 1} (313>

der Dreiecke, die sich aus den n — 2 Tripeln von aufeinander folgenden Beobachtungen
Yt—nti-1s Yt—ntis Yt—nrir1 ergeben. Das ¢, in (3.12) ist eine Konstante, welche die Unver-
zerrtheit des Schétzers fiir normalverteilte Fehler und den Stichprobenumfang n sicherstel-
len soll. Mittels Simulationen lassen sich auch Konstanten fiir andere Fehlerverteilungen
gewinnen. Gelper et al. (2009) empfehlen die Wahl von § = 0.5, da der Q;dj—Skalenschétzer
hierfiir einen guten Kompromiss zwischen Robustheit und Effizienz liefert. Unter Verwen-
dung des Q3¥-Skalenschitzers und der Approximationen V(¢,1) := v, und V(r,1) := v,
wird Var(D;) dann geméf (3.11) geschétzt durch

@(dt) = Sf?(ym)Q . ('Ug + Ur) = Cp h(Ln/Zflj) . (Ug + UT). (3.14)

Der Q?dj—Skalenschétzer schatzt o, anhand der vertikalen Hohen von Dreiecken, die sich
aus jeweils drei aufeinander folgenden Beobachtungen ergeben, weshalb er invariant ge-
geniiber linearen Trends ist. Dariiber hinaus ist er unempfindlich gegeniiber plétzlichen
Signalverianderungen, was folglich auch fiir den vorgeschlagenen Varianzschéatzer \//é;(dt) in
(3.14) gilt. Es wird somit verhindert, dass plotzliche Signalveranderungen sich selbst oder
nachfolgende Signalverdnderungen maskieren.

Unter Verwendung des hier entwickelten Varianzschatzers @(Dt) ist die SCARM Test-
statistik 7; aus (3.6) unter Hy symmetrisch um null verteilt, wenn die Fehler symmetrisch

um null verteilt sind:
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Satz 3.2.
Fur Yt,n = (}/t—n-‘rb e ,}/;) mait
Y;f—n—i-i :,ut_‘_ﬁt : (z—n) +0—t5t—n+i7 1= 1,...,71,,

und ;—pii ~ —E¢—nyi gult
E(Yt,n> ~ _E(Yt,n)

Beweis.
Im Folgenden sei der Zeitindex ¢ vernachlédssigt, d.h. statt Y, und 7;(Y,,) wird Y :=
(Y1,...,Y,) und T(Y) betrachtet mit

Yi=pu+p-(i—n)+og, i=1,...,n. (3.15)

Die SCARM-Teststatistik ist dann 7(Y) = D(Y)/S(Y) mit

~

DY) :=pB(V1,....Y)) = B(Yes, ..., Yy),

S(Y) = \/Cn (Ve +vy) - Hijnjo-1)),
Iy Yi1+Yn

L j=2....n—1

Wenn (3.15) erfiillt ist, gilt
B(Yi,...,Ye) =B+ .mede{.#.med M}
. og; — 0€;
d B8(Yei,...,Y,) = d d —
und S(Yer, ..., Vo) ﬁ—i—i:gl? ,,,,, n{j;éi,gl‘g?ﬂ ..... n o 1—] }’
vgl. den Beweis von Satz 3.1. In diesem Fall ist D(Y") also unabhéngig von p und §. Wenn

(3.15) erfiillt ist, lasst sich zudem durch einfaches Einsetzen und Kiirzen zeigen, dass

&1t i

Hy(Y)=0-l¢; 5

Y

d.h. auch H;(Y’) und somit S(Y') sind unabhéngig von p und §. Daher kann in (3.15)
0.B.d.A. = = 0 gesetzt werden, so dass Y; = og; und daher Y; ~ —Y;.
Weiterhin gilt offensichtlich

~ ~ ~

B, Y = =B(=Y1,...,=Ye) und B(Yeqr,..., Ya) = =B(=Yiqn,..., —Ya),

so dass
D(Y) = B(Yi,..,Ye) = B¥err, .., Ya) = —D(=Y).
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Auferdem gilt offensichtlich H;(Y) = H;(—Y) und daher auch S(Y) = S(—Y). Somit
gilt fiir die SCARM-Teststatistik
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Der SCARM-Test inklusive der beschriebenen Varianzschétzung von RM-Steigungsdiffe-
renzen bilden den Kern des SCARM-Filters, dessen Algorithmus im Folgenden présentiert
wird. Da der SCARM die Fensterbreite zu jedem Zeitpunkt ¢ an die Daten adaptiert, ist

diese nachfolgend mit n; bezeichnet.

3.3 Der SCARM-Algorithmus

Der hier vorgestellte Algorithmus des SCARM bedient sich einiger Prinzipien des aoRM-
Algorithmus aus Kapitel 2.1.2, weist jedoch entscheidende Unterschiede auf. Der SCARM
bendtigt die Wahl der folgenden Inputargumente, die vom Anwender mit Riicksicht auf die

Daten zu wihlen sind und weiter unten diskutiert werden:

Das Signifikanzniveau o des Tests.

Die feste Breite r des rechten Zeitfensters.

Eine untere Grenze /,,;, fiir die linke Fensterbreite ¢, (wegen ¢, := n; — r ist die linke
Fensterbreite nicht fest, sondern zeitvariabel); die Untergrenze ¢,,;, garantiert, dass
gt 2 gmin-

e Fine minimale und maximale Fensterbreite ngy, und mng.., so dass gilt

ng € {nmina s >nmax} und Nmin < gmin +r < Nmax-

Der SCARM-Algorithmus ist in dem Flussdiagramm in Abbildung 3.3 dargestellt. Das
Herzstiick dieses Algorithmus ist der SCARM-Test auf Linearitdt des Signals im Zeit-
fenster der Lange n,;. Falls Hy nicht verworfen werden kann, wird die Fensterbreite n; als
adéquat bewertet und das Signal y; anhand der Fensterstichprobe y, .. = (Y¢—n,11,-- -, ¥)
mit dem RM-Niveau fi; geschétzt. Lehnt der Test die Nullhypothese jedoch ab, wird n,

auf n;, gesetzt und das Signal anhand der verkleinerten Stichprobe geschétzt. Nach der
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| Start: Warte bis t = nt = nmin Beobachtungen gegeben sind |

| Ist ng > lpin + 17 |<*
¢ Ja ¢ Nein
Teste Hp: Das Signal ist linear Ho Berechne das RM-Niveau fit = fit(Yy p, );
—_— >
im Zeitfenster der Lénge ny — |speichere Signalschétzung [i; =: ﬂtSCARM
§ }
Verkleinere Fensterbreite: Setze ny41 < min{n¢ + 1, nmax };
Setze Nt <— Nmin Update: Setze t <t + 1

Abbildung 3.3: Flussdiagramm des SCARM-Algorithmus.

Signalschitzung wird das Update des Zeitfensters fiir den néchsten Zeitpunkt ¢ + 1 durch-
gefiihrt. Dies geschieht wie beim aoRM, indem die Fensterstichprobe durch Hinzufiigen der
neu hinzukommenden Beobachtung ;1 vergrofert wird. Wéchst dadurch die Fensterbrei-
te iiber den Wert n,,. hinaus, wird die &dlteste Beobachtung aus der Stichprobe entfernt.
Anschliefsend setzt der Algorithmus ¢ < t 4+ 1, und das Update ist abgeschlossen.

Der SCARM nutzt offenbar ein anderes Adaptionsprinzip als der aoRM. Bei letzterem
geschieht die Verkleinerung des Zeitfensters sukzessiv iiber eine sequentielle Anwendung
des Tests. Im Gegensatz dazu wird beim SCARM bei Ablehnung der Nullhypothese die
Fensterbreite direkt auf n,;, gesetzt, da von einer Signalverdnderung im Zeitfenster aus-
gegangen wird. Im Idealfall ist n,,;, derart, dass das Zeitfenster der Lange n; = ny;, nur
Beobachtungen nach der Signalverdnderung enthélt. Eine geeignete Wahl von n,;, wird
unten diskutiert. Des Weiteren kann beim SCARM die Fensterbreite n; nur dann verklei-
nert werden, wenn diese nicht kleiner ist als f,;, + . Diese Regel garantiert, dass der
SCARM-Test anhand von mindestens ¢,,;,, + r Beobachtungen durchgefiihrt wird. Wird n,
zum Zeitpunkt ¢ auf n,;, gesetzt (wobei gilt ny, < fmin + 1), so wird der Test erst wieder

zum Zeitpunkt ¢ + £, + 7 — Nin durchgefiihrt.

3.3.1 Wahl der Inputargumente

Das Signifikanzniveau o des SCARM-Tests bestimmt die erwartete Rate an Fehlern 1. Art,
also an félschlicherweise entdeckten Signalverdnderungen. Fiir z.B. a = 0.001 ist auf 1000
Tests unter Hy im Mittel in etwa eine falsch positive Entdeckung einer Signalverdnderung
zu erwarten. Die kritischen Werte zur Testentscheidung werden allerdings mittels Simula-
tionen auf Basis von linearen Signalen mit unabhéngig normalverteilten Fehlern ermittelt,

vgl. Kapitel 3.4. Daher gilt die obige Aussage bzgl. der zu erwartenden Rate an falsch
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positiven Entdeckungen lediglich annédhernd und nicht fiir alle Arten von Fehlern. Lassen
sich fiir die Daten andere Fehlerverteilungen vermuten, konnen die kritischen Werte bei
Bedarf mit Hilfe von Simulationen oder auch mittels Bootstrapping bestimmt werden. Da
ein groferes Signifikanzniveau eine hohere Giite des Tests bedeutet, kann das Signifikanzni-
veau auch als Glattungsparameter angesehen werden. Ein kleines « fiihrt dabei zu glatten
Signalextraktionen.

Die rechte Fensterbreite r ist von grofser Bedeutung fiir die SCARM-Signalextraktion, da
sie den ,Cutoff* definiert, der eine Gruppe von Ausreifern von einer Signalverinderung
unterscheidet. Bezeichne mit 7* den Umfang der groften zu erwartenden Ausreifsergrup-
pe. Dann ist r aufgrund des Bruchpunkts des RM so zu wahlen, dass |[r/2] > r*. Die
RM-Schéatzung der Regressionsgeraden kann jedoch bereits bei einem Ausreiferanteil von
1/3 betrachtlich verzerrt sein. So ist in Abbildung 2.1 auf Seite 11 zu erkennen, dass die
Zeitreihen der RM-Signalschédtzungen (rot und blau) den Level Shift in den Daten jeweils
mit einer Verzogerung von etwa n/3 Zeitpunkten nachzeichnen. Aus diesem Grund ist es
empfehlenswert, r grofer als 3r* zu wihlen, so dass der RM im rechten Zeitfenster einer
Gruppe von r* Ausreiffern widerstehen kann. Folglich sollte auch die Breite des linken Zeit-
fensters ¢; zu keinem Zeitpunkt ¢ kleiner als 37* sein, d.h. es sollte £,,;, = r > 3r* gelten,
so dass £; > 3r* fiir alle t.

Die rechte Fensterbreite r bestimmt nicht nur die maximale Grofe einer Ausreifsergruppe,
welcher der RM im rechten Zeitfenster widerstehen kann, sondern auch die Zeit, die zur
Erkennung einer Signalverianderung bendtigt wird. Diese Verzogerung betrégt in etwa /3,
vgl. Abbildung 2.1 auf Seite 11 sowie Kapitel 4.2.2. Falls der Test zu einem Zeitpunkt
t eine Signalveranderung entdeckt, ldasst sich daher vermuten, dass diese etwa zum Zeit-
punkt ¢t — /3 vorliegt. Es ist aus diesem Grund zu empfehlen die minimale Fensterbreite
Nmin =~ 7/3 zu wahlen. Die Wahl der maximalen Fensterbreite 7., ist in der Regel we-
niger kritisch und sollte mit Riicksicht auf die Rechenzeit und die Annahme der lokalen

Linearitat gewahlt werden, also nicht zu grof$ sein.

3.3.2 Recheneffiziente Update-Algorithmen des SCARM

Der SCARM fiihrt zu jedem Zeitpunkt eine RM-Regression in einem Zeitfenster der Lange
n; durch. Gilt zu einem Zeitpunkt ¢, dass ny > l,i, + 7, werden im Zuge des SCARM-Tests
zusatzlich noch eine RM-Regression im linken und im rechten Teilfenster durchgefiihrt.
Wiirden die RM-Regressionsschétzer in jeder Iteration von Grund auf neu bestimmt, ware

dieser Ansatz mit grofsem Rechenaufwand verbunden. Die erforderlichen Rechenoperatio-
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nen lassen sich jedoch in Anlehnung an den von Bernholt und Fried (2003) entwickelten
Update-Algorithmus des RM effizient gestalten.

Die erste Signalschitzung erfolgt zum Zeitpunkt ¢ = ny; = nyi,. Dabel wird wegen n,;, <
Cmin + 7 nicht auf Linearitét des Signals getestet. Fiir die Stichprobe y, ,,, = (Yi—n, 41, - Yt)
wird zunéchst die Matrix B, ,, der paarweisen Differenzenquotienten

B.. C— Yi—ni+i — Yt—ni+j _ Yt—ny+i — Yt—ny+j
R R ) i— g

berechnet, wobei Bu = NA und Bij = Bji:

NA Bia oo Bt Bim
62,1 NA L B2,nt—1 Bzm
By, : : ) : : ~ (nt X nt)-
Bnt—l,l Bnt—l,z o NA Bm—l,nt
Bm,l Bm,z . an,,nt—l NA

Die RM-Steigung im gesamten Zeitfenster der Lange n, lasst sich dann als Median der

zeilenweisen Mediane berechnen:

o= e, et {3}
Mit
fitn, = med {yt_ntﬂ — Bt’nt (i — nt)}

i=1,...,n¢
ergibt sich dann das Niveau der RM-Geraden zum Zeitpunkt ¢, d.h. die SCARM-Signal-
schatzung. Im Zuge des Update-Vorgangs wird die Beobachtung y;.1 in das Zeitfenster
aufgenommen, so dass die Fensterbreite nunmehr n; + 1 betrigt und die RM-Regression im
vergroferten Zeitfenster durchgefiithrt wird. Dazu miissen nicht alle Bz-j miti, g =1,...,n+

1 und i # j neu berechnet werden, sondern lediglich

Bnt—l-l,l? 6nt+1,27 sy ﬂnt—i-l,ntu (316)

da die librigen Bij bereits zum vorherigen Zeitpunkt berechnet worden sind. Die Matrix

Byt n,41 ist dann gegeben durch

NA 31,2 oo Bim, Bl,nt-‘rl
82,1 NA L Bz,nt B2,nt+l

Biiin+1 = : : ' : : ~ (ng+1) x (ng +1).
Bnt,l Bnt,Q . NA Bnt,m—l—l

ﬂnt—i-l,l ﬂnt—i-l,Z e ﬁnt—i-l,nt NA
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Die Teilmatrix der ersten n, Zeilen und Spalten entspricht also der Matrix B, ,, des vorhe-
rigen Zeitpunkts. Der Update-Vorgang wird beendet, indem B, ,,, <= Bj41 5,41 gesetzt wird.
Die beschriebenen Vorgénge werden so lange wiederholt, bis n; = £, + 7, was erstmalig
zum Zeitpunkt ¢ = £, + r der Fall ist. Zu diesem Zeitpunkt hat die Matrix B;,, die
Dimension ({yin +7) X (Uin + 7). Fiir den SCARM-Tests miissen dann die RM-Steigungen
Jleft . — B(ytfnet) und BrEM .= B(ytvr) anhand der linken und rechten Teilstichproben
Yi i, = Winet1, -+ Ye—r) und Yy . = (Ye—r41, - - -, Y¢) geschiitzt werden, wobei £, = n;, — 7.
Dabei wird die linke RM-Steigung £ als Median der zeilenweisen Mediane der Teilmatrix
der 0y = Ly, ersten Zeilen und Spalten von By, berechnet. Die rechte RM-Steigung Btright
ergibt sich analog anhand der Teilmatrix der r letzten Zeilen und Spalten von B, ,,. Lehnt
der Test die Nullhypothese nicht ab, wird die RM-Signalschéitzung auf Basis der gesam-
ten Matrix B, durchgefiihrt. Wird die Nullhypothese jedoch abgelehnt, wird n; < nmin
gesetzt, d.h. die RM-Signalschétzung erfolgt anhand der Teilmatrix der n; = ny,;, letzten
Zeilen und Spalten. Die iibrigen Bij werden verworfen. Anschliefend werden wieder die
BntHJ aus (3.16) ermittelt, so dass der Update-Vorgang vollzogen werden kann.

Fiir den Fall, dass beim Update-Vorgang durch das Hinzufiigen der Beobachtung v, die
Fensterbreite n; + 1 > n. ist, wird die erste bzw. élteste Beobachtung aus der Stichprobe
entfernt. Dadurch kann n, nicht iiber den Maximalwert n,,., hinauswachsen. In diesem Fall

ist die Matrix B4 ,,41 gegeben durch

NA Bos oo Bome  Borment
Bsn A
Biiine1 = : : : ~ (ng X ng).
Bz B ... NA Bnt,nt+1
Burrz Brns - Burme  NA

Falls also n; + 1 < Ny, ergibt sich Byyy pn,41 aus By, durch Hinzufiigen einer Zeile und
Spalte am rechten und unteren Rand. Falls jedoch n;+1 > np.., wird gleichzeitig die obere
Zeile und linke Spalte entfernt.

Die hier beschriebenen Operationen beschleunigen den SCARM-Algorithmus, da zu je-
dem Zeitpunkt lediglich die Steigungen in (3.16) neu bestimmt werden miissen; die zum
vorangegangenen Zeitpunkt errechneten Steigungen Bij werden wieder verwendet. Fiir die
Berechnung der Q?dj—Skalenschétzung (3.12) findet dasselbe Prinzip Anwendung: Zu jedem
Zeitpunkt muss lediglich die Hohe des Dreiecks bestimmt werden, das sich aus der neuen

Beobachtung y;,1 und den beiden vorangegangenen Werten y;_; und y; ergibt.
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3.3.3 Behandlung fehlender Werte

In Datenstromen kénnen aus verschiedenen Griinden, héufig technisch bedingt, fehlende

Werte auftreten. Dabei sind vereinzelte fehlende Werte fiir das Verfahren bzw. fur die

Programmierung unproblematisch, da eine RM- und Q;dj

-Schétzung auch bei vereinzelten
fehlenden Werten zu berechnen ist. Treten fehlende Werte jedoch gehauft auf oder fehlen
langere Abschnitte an Beobachtungen, kann dies zu einem Programmfehler und somit
zu einem Abbruch der Signalextraktion fiihren. Daher sind Regeln erforderlich, die einen
Output in jeder Datensituation und zu jedem Zeitpunkt garantieren. Im Folgenden sei ein
fehlender Messwert mit y; = NA bezeichnet und ein nicht-fehlender bzw. gemessener Wert

mit y; # NA. Ein 3, = NA wird jedoch weiterhin als Beobachtung aufgefasst.

Regel 1: Gilt zu einem Zeitpunkt ¢ mit Fensterbreite n;, dass

# {7’ € {17 cee anmin} Yt—npinti — NA} = Nmin
und/oder # {i € {1,...,m} : Ys—ms: # NA,m = min{ng, 7}} < Nuin,

so wird fiir diesen Zeitpunkt der SCARM-Algorithmus nicht ausgefiihrt. Stattdessen
wird p; = NA ausgegeben und fiir den nachfolgenden Zeitpunkt die Fensterbreite auf

min{n; + 1, {in + 7} gesetzt.

Regel 2: Gilt zu einem Zeitpunkt ¢ mit Fensterbreite ny = €, +r > £ + 7, dass

#{Z € {1, e aft} P Yt—np+i 7£ NA} < gmin/2
und/oder #{i € {1,...,7}: y—psi # NA} < 1/2,

so wird der SCARM-Test nicht durchgefiihrt. Stattdessen wird das Signal anhand
der rechten Fensterstichprobe {y;—,11,...,y:} geschitzt und fiir den nachfolgenden

Zeitpunkt die Fensterbreite auf ¢,,;, + r gesetzt.

Die erste Regel stellt sicher, dass die Signalextraktion zu jedem Zeitpunkt anhand von
mindestens n,;, Messwerten erfolgt. Aufserdem wird das Signal nicht geschétzt, wenn die
aktuellsten n,,;, Werte fehlen. Die zweite Regel garantiert, dass fiir den SCARM-Test in
beiden Teilfenstern gentigend Messwerte gegeben sind. Die zweite Regel kann nur dann in
Kraft treten, wenn Regel 1 nicht in Kraft tritt. Falls eine der beiden Regeln in Kraft tritt,
wird die Fensterbreite fiir den nachfolgenden Zeitpunkt auf den Wert ¢,,,;,, + r verkleinert —
bzw. auf n; 4+ 1 gesetzt, sofern n; < ly,;, +7. Somit kann der Test sofort wieder durchgefiihrt

werden, sobald das Zeitfenster der Lange ¢,,;, + r geniigend Beobachtungen enthélt.
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Die beiden Regeln stellen sicher, dass die Signalschétzung und der Test anhand gentigend
(aktueller) Messwerte durchgefiithrt werden. Allerdings ist es trotz dieser Regeln moglich,
dass die Q;dj—Skalenschétzung der Standardabweichung der Fehler o, aufgrund zu vieler
fehlender Werte nicht erfolgen kann, was zu einem Programmabbruch fiihrt. Gilt fiir ei-
ne Beobachtung y; = NA, so sind die Dreieckshéhen h;_1, h¢, hyy1 nicht zu berechnen, vgl.
(3.13). Wiirde in einer Zeitreihe (y;)ier exakt jeder dritte Messwert fehlen, wére h; = NA

fiir alle t € T'. Das heift, selbst wenn 2/3 der Messwerte in einem Zeitfenster gegeben sind,

. v 1. . . d
ist moglicherweise die Q5

-Skalenschétzung von o; nicht zu berechnen. Zusétzlich zu den
obigen zwei Regeln liefe sich fordern, dass in jedem Zeitfenster mehr als 2/3 der Messwerte
vorliegen. Somit wére eine Q‘gdj—Skalenschéitzung von oy gesichert. Bei diesem Ansatz kann
jedoch die Anzahl der fiir die Schiatzung betrachteten Dreieckshchen sehr gering sein, da
ein Messwert nur dann in die Skalenschitzung eingeht, wenn auch die beiden benachbarten
Messwerte gegeben sind. Daher wird stattdessen eine leicht modifizierte Version des Q;dj
vorgeschlagen. Im Folgenden sei der Zeitindex vernachléssigt. Sei y = (y1, ..., y,) €in Stich-
probenvektorund I = {i =1,...,n : y; # NA} mit |I| = m die Menge der Designpunkte, an
denen Messwerte gegeben sind. Mit z := (y;)ier = (25)j=1,..m und € := (i)icr = (z;)j=1,...m
ist der modifizierte Q;dj—Skalenschéitzer dann gegeben durch
adj * Zj+1 — Zj—1

5 (Y) = cmhsm—2), My =z —zj1 — (2 —xj1)  ————|, (3.17)
Lj+1 — Lj-1

J =2,...,m—1. Dabei ist h; die vertikale Hohe des Dreiecks, das sich aus den drei aufein-
ander folgenden Beobachtungen z;_1, z;, z;41 mit Designpunkten z;_1, ;, ;41 ergibt. Der
Korrekturfaktor ¢, entspricht dem Korrekturfaktor ¢, aus (3.12) und ist nach der Anzahl
an Messwerten m zu wahlen. Falls m = n, d.h. falls keine Messwerte fehlen, entspricht
der Q3V* dem Q3% aus (3.12). Falls jedoch m < n, wird beim Q3%* im Gegensatz zum

24 jeder Messwert zur Skalenschiitzung verwendet. Zudem garantiert der Q3%* bereits
fiir m > 3 eine Skalenschitzung. Wie der QY ist der Q3V* stabil gegeniiber plétzlichen

Signalveranderungen und invariant gegeniiber linearen Trends:

Satz 3.3.
Seien Yy = (Y1, .-, Yn) und y* = (yf,...,y5) mit yf =y; +1-v, v € R. Dann gilt

S (y) = Q5 (y").
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Beweis.

ist Q5" (y) = - (s(n-2))) Wie in (3.17) und Q57" (Y*) = ¢ - B 5y Mit

25—z
* * * j+1 7—1 .
=zl —2_, —(xj—xjq) ———|, j=2,...,m—L
Tj41 — Tj-1
Durch einfache Rechenoperationen lisst sich mit 27 = z; + z; - v zeigen, dass h; = h} fiir

alle j=2,...,m—1. O

Neben der Trendinvarianz des Q)

4* 1558t sich leicht zeigen, dass dieser bei fehlenden Werten
einen nicht-kleineren Bruchpunkt als der dij besitzt. Sei dazu k die Anzahl an Tripeln
Yi—1,Yi, Yir1 in einer Stichprobe y mit y;_1 # NA,y; # NA, y;.1 #NA, e =2,...,n— 1, d.h.
k ist die Anzahl an Dreiecken, deren vertikale Héhen zur Q;dj—Schéitzung genutzt werden.
Ist m die Anzahl an tatsdchlich gegebenen Messwerten, so gilt offensichtlich £ < m — 2.
Die Qi}dj—Schéitzung erfolgt also anhand von £+ 2 < m Beobachtungen, wohingegen fiir die

Edj *_Schitzung alle m Beobachtungen genutzt werden. Folglich ist

fsbp* (Q5”, y,) = % - Pk 2 _31 - Wﬂ
< % ' {m —1- L;(m - 2)J—‘ — fsbpt(Q2*, y, )
o (5, = & [0k < - [a(m - 2)) = b~ (@3"" ).

vgl. (3.21).

Des Weiteren ist der dij * bei fehlenden Werten ein effizienterer Schitzer fiir o, als der Q;dj,
wie Simulationen in Anhang B.2 anzeigen. Dies gilt sowohl fiir normalverteilte Fehler als
auch fiir Fehler, die einer kontaminierten Normalverteilung folgen. Der dij* ist dem Q?dj
also bzgl. der Robustheit und Effizienz tiberlegen und garantiert in Kombination mit Regel
1 auf S. 39, dass kein Programmabbruch aufgrund von fehlenden Messwerten geschieht,

sofern Ny, > 3.

3.4 Die Verteilung der SCARM-Teststatistik

Im Folgenden wird die Verteilung der SCARM-Teststatistik 7; aus (3.6) unter Hy unter-
sucht. Das Ziel dieser Untersuchung ist es, fiir jedes beliebige Signifikanzniveau « € (0, 1)

und jede beliebige Kombination von Fensterbreiten (¢;, ) einen passenden kritischen Wert
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zu erhalten. Die Bestimmung der asymptotischen Verteilung von 7; unter Hy ware sicherlich
aufschlussreich. Da es sich in der Anwendung bei den Fensterbreiten ¢, und insbesondere r
in der Regel um relativ kleine Stichprobenumfinge handelt, ist die Kenntnis der asymptoti-
schen Verteilung von T} unter Hy von eher geringem Nutzen. Daher wird hier die Verteilung
der SCARM Teststatistik unter Hy fiir endliche Stichproben mit unterschiedlich verteilten
Fehlern mittels Simulationen untersucht. Fiir symmetrisch um null verteilte Fehlerprozesse
weist T; unter Hy eine um null symmetrische Verteilung auf, vgl. Satz 3.2. Da die Variabili-
tat der Steigungsdifferenz nicht bekannt ist sondern geschéatzt wird, besitzt die Verteilung
von T; vermutlich schwere Rander. Im Folgenden sei einfach ¢ = ¢; und n = n,.

Im Rahmen der Simulationsstudie werden zunéchst Stichproben y,, betrachtet, die ent-

sprechend dem Hg-Modell (3.2) generiert sind:

Yiongi = e+ B - (i = n) 4+ Enp

Stonti = OtEt—nti + Ments, =1,...,m,
wobei aufgrund der Regressionsidquivarianz des RM o0.B.d.A. u; = ; = 0 gewéhlt wird.
Es werden unterschiedliche Arten von Fehlerprozessen &_,,.; betrachtet. Dabei werden fiir
jede Fehlerart N = 10000 Stichproben der Lénge n = ¢ 4+ r mit r € {5,10,...,100} und

¢e{r,r+5,...,100} generiert. Fiir jede Kombination von ¢ und r ergeben sich demnach
N = 10000 Realisationen

5(%* 0) — B(yt r)
\/dig yt n ,Uf + UT)

mit Ypp = Ye—nt1s- - Yer) € R? und Yir = (Yt—rt1,---,y) € R", deren empirische
Verteilung Aufschluss gibt iiber die wahre Verteilung der SCARM-Teststatistik unter Hy

fiir unterschiedliche Arten von Fehlern.

3.4.1 Normalverteilte Fehlerprozesse

Zunéchst werden normalverteilte Fehler betrachtet, d.h. 7,4, = Ound oy &4y, s ~ N (O, JtQ ),
wobei aufgrund der Skalendquivarianz der RM-Steigung und des Q?dj—SChétzers 0.B.d.A.
oy = 1 gesetzt wird. Die Abbildungen 3.4 und 3.5 zeigen QQ-Plots und Histogramme
basierend auf den N Realisationen der Teststatistik T;(¢,r) fiir (¢,7) = (10, 10), (50, 50),
(100, 100), (50, 10), (100, 10) und (100, 50). Die QQ-Plots vergleichen die empirischen Quan-

tile der Realisationen T;(¢,7) mit denen einer Standardnormalverteilung. Des Weiteren
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Abbildung 3.4: QQ-Plots und Histogramme zum Vergleich der Standardnormalverteilung
mit der empirischen Verteilung der SCARM-Teststatistik fiir (¢,7) = (10, 10) (obere Zeile),
(¢,7) = (50,50) (mittlere Zeile) und (¢,r) = (100, 100) (untere Zeile).

ist zu den Histogrammen die Dichte einer Standardnormalverteilung eingezeichnet. Er-
wartungsgemaéfs deuten die Histogramme auf eine um null symmetrische Verteilung der
SCARM-Teststatistik hin. Wenn ¢ und r nicht zu klein sind, folgt die SCARM-Teststatistik
anndhernd einer Standardnormalverteilung. Fiir kleine Fensterbreiten ¢ und r weisen die
Histogramme jedoch eine leptokurtische Form mit schweren Randern auf, und in den QQ-
Plots weichen die empirischen Quantile in den Randbereichen deutlich von den Quantilen
der Standardnormalverteilung ab, vgl. Abbildung 3.4 und 3.5, oben. Fiir kleine Fenster-
breiten ¢ und r scheint es daher angemessener, die Verteilung der SCARM-Teststatistik
iber eine t-Verteilung zu approximieren, so dass deren Quantile als kritische Werte genutzt

werden. Die Freiheitsgrade f der ¢t-Verteilung sind dabei in Abhéngigkeit von den Fenster-
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Abbildung 3.5: QQ-Plots und Histogramme zum Vergleich der Standardnormalverteilung
mit der empirischen Verteilung der SCARM-Teststatistik fiir (¢,7) = (50, 10) (obere Zeile),
(¢,7) = (100, 10) (mittlere Zeile) und (¢, ) = (100,50) (untere Zeile).

breiten ¢ und r zu wahlen, d.h. f = f(¢,r). Dabei ldsst sich ein wachsendes Verhalten von
f in £ und r vermuten — je kleiner die Fensterbreite, desto kleiner f, d.h. desto schwerer
die Réander der Verteilung von 7;.

Um fiir jede Kombination (¢, r) ein passendes f zu finden, werden die Stichprobenquantile
Qo, @ € I, = {YN,2/n, ..., (¥=1)/N} mit den entsprechenden a-Quantilen einer ¢-Verteilung
mit Freiheitsgraden f € I = {1,1.1,...,100} verglichen. Dabei wird jedem Tupel (¢,)
dasjenige f zugeordnet, fiir welches die mittlere quadratische Abweichung der N theoreti-
schen Quantile ¢,y von den N Stichprobenquantilen g, minimal ist:

f(l,r) = argmin Z (tars — Ga)” -

fe]f aEIoz
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Rechte Fensterbreite r

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

51 3.5 - — — — — — - — -
10| 48 6.1 - — — - - - — -
5172 75 11.1 - — - — - — -
201 81 94 121 123 - - - - - -
251105 115 13.5 144 194 - - - - -
30 | 10.8 12.1 148 194 194 214 - - - -
35| 11.6 146 148 20.2 224 224 224 - - -
40 | 144 14.6 148 21.7 224 224 224 226 - -
45 1 15.8 16.2 214 21.7 224 224 224 233 248 -
50 | 15.8 20.0 21.4 21.7 224 224 224 233 24.8 253

Linke Fensterbreite ¢

Tabelle 3.1: Monotonisierte Freiheitsgrade f(¢,r) fiir die Approximation der Verteilung der
SCARM-Teststatistik iiber eine t-Verteilung

Somit ist fiir alle Werte von a eine gewisse Néhe der theoretischen Quantile ¢, s zu den
Stichprobenquantilen g, gewahrleistet. Die auf diese Weise bestimmten Freiheitsgrade fiir
r € {5,10,...,100} und ¢ € {r,r+5,...,100} sind erwartungsgeméf tendenziell wachsend
in ¢ und r, allerdings nicht monoton, vgl. Tabelle C.1 in Anhang C. Daher werden die
Freiheitsgrade iiber die folgende Vorschrift monotonisiert:

f(€,7) = minmin f(¢, "), (3.18)

>0 r'>r

wobei r' € {5,10,...,50} und ¢ € {r',r"+5,...,50}. Die Regel (3.18) garantiert, dass das
Signifikanzniveau eingehalten wird. Dabei werden einige f (¢, r)-Werte deutlich verkleinert,
was grofsere kritische Werte zur Folge hat, wodurch der Test konservativ wird. Dariiber
hinaus sind durch die Regel (3.18) auch die Freiheitsgrade f(¢,r) fir ¢,7 € {5,6,...,100}\
{5,10,...,100} gegeben.

Tabelle 3.1 zeigt die monotonisierten Freiheitsgrade f(¢,r) fir r € {5,10,...,50} und
¢ € {r,r+5,...,50}. Offensichtlich ergeben sich bereits fiir moderate Fensterbreiten ¢ und r
Freiheitsgrade f(¢,r) > 20. Fiir grofe Fensterbreiten liefe sich die Verteilung der SCARM-
Teststatistik also auch durch eine Standardnormalverteilung approximieren. Daher werden
fiir ¢ > 100 oder r > 100 die Quantile der Standardnormalverteilung als kritische Werte
des SCARM-Tests genutzt.
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3.4.2 Weitere Fehlerverteilungen

Die oben beschriebene Simulation mit normalverteilten Fehlern wird analog fiir vier weitere
Fehlerarten durchgefiihrt. Dabei ist vor allem von Interesse, wie sehr sich die empirischen
Quantile der SCARM-Teststatistik 7; von den Quantilen der zur Approximation der wahren

Verteilung von T; genutzten ¢-Verteilung unterscheiden. Die vier Fehlerverteilungen sind:

Typ 1: Die t-Verteilung mit drei Freiheitsgraden.

Typ 2: Die Weibull-Verteilung mit Formparameter zwei und Skalenparameter eins.
Typ 3: Eine Mischverteilung: &_,.; ~ 0.9 N(0,1) + 0.1 N(p; = 10,1).

Typ 4: Eine Mischverteilung: &, ~ 0.9 N(0,1) + 0.1 N(0, 02 = 100).

Bei dem Verteilungstyp 1 handelt es sich um eine Verteilung mit schweren Réndern und
beim Typ 2 um eine schiefe Verteilung. Dabei sind beide Verteilungen durch den jewei-
ligen Erwartungswert und die jeweilige Varianz standardisiert. Bei dem Verteilungstyp 3
werden lediglich Ausreifser in positiver Richtung generiert, wohingegen beim vierten Typ
auch Ausreifser in negativer Richtung auftreten.

Fiir jeden der vier Fehlertypen und fiir jede der sechs Fensterbreitenkombinationen (¢, r) =
(10, 10), (50,50), (100,100), (100,50), (50,10) und (100, 10) ergeben die Simulationen
N = 10000 Realisationen der SCARM-Teststatistik. Erkenntnisse iiber das Verhalten des
SCARM-Tests fiir die jeweilige Fehlerart und Fensterbreitenkombination liefert dann der
Vergleich der Stichprobenquantile mit den Quantilen der entsprechenden £y, )-Verteilung.
Dazu sind in den Abbildungen 3.6 und 3.7 die QQ-Plots der empirischen und theoreti-
schen Quantile fur (¢,7) = (50,50) und (100, 10) dargestellt. Fiir die tibrigen vier (¢,r)-
Kombinationen sind die QQ-Plots in den Abbildungen C.3 — C.6 in Anhang C gegeben.
Fiir den Fehlertyp 2 zeigen die empirischen und theoretischen Quantile grofe Ubereinstim-
mungen. Die Quantile der ¢-Verteilung sind also auch fiir diesen Fehlertyp als kritische
Werte geeignet. Fiir die iibrigen drei Fehlertypen ergeben sich je nach Kombination (¢, )
unterschiedliche Resultate. Fiir ¢,r = (10, 10), (50,50), (100,100) und (100, 50) sind die
Quantile der ¢-Verteilung in den Réndern extremer als die Stichprobenquantile, d.h. der
SCARM-Test wére in diesen Fillen konservativ. Im Gegensatz dazu wire der SCARM-Test
fiir die (¢, r)-Kombinationen (50, 10) und (100, 10) anti-konservativ. Allerdings sei darauf
hingewiesen, dass der SCARM-Test zur Fensterbreitenadaption genutzt wird. Das Einhal-
ten des Signifikanzniveaus ist in der Regel eher von geringer Bedeutung. Dieses lésst sich

vielmehr als eine Art Glattungsparameter ansehen.
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Abbildung 3.6: QQ-Plots der Quantile der ¢y ,)-Verteilung mit (¢,7) = (50, 50) gegen die
Stichprobenquantile der SCARM-Teststatistik fiir die Fehlertypen 1-4.
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Abbildung 3.7: QQ-Plots der Quantile der ¢ (- Verteilung mit (¢,r) = (100, 10) gegen die
Stichprobenquantile der SCARM-Teststatistik fiir die Fehlertypen 1-4.
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3.5 Diskussion

Die fiir den SCARM-Test benoétigte Schatzung der Varianz der RM-Steigungsdifferenzen
(3.14) ist unter der Annahme normalverteilter Fehler entwickelt worden. Fiir andere Feh-
lerverteilungen ist dieser Schétzer im Allgemeinen verzerrt, vgl. Anhang B.1.2. Eine Ver-
zerrung kann jedoch ausgeglichen werden, indem die Approximationen v,, (bzw. v, und v,)
der Varianz der RM-Steigung V(n, 1) sowie die Korrekturkonstanten ¢, des Q?dj—SChéitzers
entsprechend der gegebenen Fehlerverteilung anhand von Simulationen neu bestimmt wer-
den. Zudem ist der Schétzer in (3.14) verzerrt, wenn die Fehler nicht unabhéngig sondern
autokorreliert sind. Zum einen liefert der Q;dj—Skalenschéitzer bei Autokorrelationen ver-
zerrte Schitzungen der Fehlervarianz, vgl. Schettlinger (2009, S. 113f.), da eine positive
(negative) Autokorrelation kleinere (grofere) Dreieckshohen und somit negativ (positiv)
verzerrte Schitzungen bewirkt. Zum anderen liefert das in Anhang B.1 erstellte Modell
v(n) fiir V(n, 1) bei positiver (negativer) Autokorrelation zu geringe (zu hohe) Approxima-
tionen, d.h. die tatséchliche Varianz der RM-Steigungen V' (n, 1) ist grofser (kleiner), vgl.
Anhang B.1.3. Bei positiver Autokorrelation unterschitzt der SCARM demnach die Va-
rianz der RM-Steigungsdifferenzen Var(D;). Folglich weist die SCARM-Teststatistik eine
gesteigerte Variabilitdt auf, so dass vermehrt Fehler 1. Art auftreten. Der SCARM adap-
tiert daher tendenziell kleinere Fensterbreiten, was eine weniger glatte Signalextraktion be-
deutet. Demgegeniiber iiberschétzt der SCARM die Varianz der RM-Steigungsdifferenzen
Var(D;) bei negativ autokorrelierten Fehlern. Es kommt daher vermehrt zu nicht erkann-
ten Signalverdnderungen, d.h. der SCARM-Test verliert an Giite. Der SCARM adaptiert
folglich tendenziell zu grofte Fensterbreiten.

Um Verzerrungen des Schétzers \//'a\r(dt) in (3.14) aufgrund von Autokorrelationen ent-
gegenzuwirken, werden die Konstanten v, und ¢, zusétzlich auf Basis von Daten ermit-
telt, die einem AR(1)-Prozess folgen. Dazu werden fiir alle n € {5,...,300} und fir alle
v €{-0.9,-0.6,-0.3,0,0.3,0.6,0.9} jeweils 10000 Stichproben (y;_pn+1,--.,y:) gemak

Yinyi = pe + Bt - (i = n) + E1—npis
Et—nti = é-:‘p—n-l—i V(1= ?), (3.19)
§F i = P&ontiol T Cnti, €—nyi ~ N(0,1),
erzeugt, i = 1,...,n. Wegen g,y = & /(1 — ¢?) gilt Var(e;_,4;) = 1. Aufgrund der
Regressionsiquivarianz des RM ist 0.B.d.A. i, = B = 0 gewahlt. Die ¢£ und v? werden

dann fiir alle ¢ und n bestimmt, indem der Q?dj—Skalenschéitzer mit 0 = 0.5 bzw. der RM-

Steigungsschétzer auf die Stichproben (vy;—n41,...,%:) angewendet wird. Dann ist 1/c¥
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gleich dem arithmetischen Mittel der 10000 Q;dj—Schéitzungen, und v? ist die empirische
Varianz der 10000 RM-Steigungsschatzungen. Die so gewonnenen Konstanten ¢f und vy
sind in der Abbildung C.2 in Anhang C zu sehen. Fiir ¢ = 0 entsprechen v¢ und cf den
o.g. Konstanten v,, und ¢,. Anhand der v¢ und ¢? werden analog zum Fall unabhéngiger
Fehler in Anhang B.1 Modelle erstellt, so dass die v¥ und cf fiir alle n > 5 entsprechend der
gegebenen Autokorrelation gewéhlt werden kénnen. Sind die Fehler beispielsweise schwach
positiv (stark negativ) korreliert, wéren die Konstanten v¢ und ¢? mit ¢ = 0.3 (¢ =
—0.9) zu empfehlen. Falls kein Vorwissen zu der Autokorrelationsstruktur besteht oder
sich diese iiber die Zeit dndern kann, besteht die Moglichkeit der automatischen Wahl
der Konstanten v¢ und ¢f in Abhéngigkeit von der aktuellen Autokorrelation. Dazu wird
zu jedem Zeitpunkt ¢ die Autokorrelation der Fehler zum Lag eins anhand der letzten
Nmax SCARM-Residuen vy, . +i — ﬂfgﬁﬂﬁi mit ¢ = 1,..., nyax geschitzt. Wiirde die
Fehlerkorrelation anhand der Daten g; geschétzt werden, ergdben sich in Trendphasen
verzerrte Schéatzungen. Bei diesem Ansatz ist die maximale Fensterbreite mny., nicht zu
klein zu wahlen, so dass die Schétzung der Fehlerkorrelation, bezeichnet mit ¢;, anhand
von geniigend Beobachtungen gewonnen wird. Die Korrelationsschéitzung ¢, bestimmt dann

die Wahl von ¢ und somit die Wahl der Konstanten v¥ und cf iiber die Regel

© = (@) = argmin|¢p — @, mit ¥ ={-0.9,—-0.6,—0.3,0,0.3,0.6,0.9}. (3.20)

PV
Zuséatzlich zu der Annahme unabhéngiger Fehler ist der Varianzschétzer \//z;(dt) in (3.14)
unter der Voraussetzung entwickelt worden, dass der Ausreifserprozess 1;_,.; = 0 ist. Die
Robustheit des Schitzers gegeniiber Ausreifsern ist jedoch durch die Robustheit des f;dj—
Skalenschéatzers gegeben. Fiir ein festes Design ist der Bruchpunkt von Qf;dj an einer Stich-

probe y,, = (y1,- .., yn) gegeben durch

fsbp(Q3”, y,,) = min {fsbp*(Q3", y,.), fsbp™(Q5%. 9, }

fsbp* (24, y,) = [n— 1—[8(n - 2)% |

2 (3.21)

1
~
" (5(n —2)]
n

(Gelper et al., 2009). Die Definition des Bruchpunkts fiir Skalenfunktionale ist in An-
hang A zu finden. Fiir den von Gelper et al. empfohlen Wert 6 = 0.5 ergibt sich ein

fsbp (@3, y,,) =

Explosions-Bruchpunkt von fsbp+(Q§dj,yn) ~ n/6 und ein Implosions-Bruchpunkt von

fsbp_(Qidj,yn) ~ n/2. FEine einfache Mafnahme zur Verhinderung einer Implosion von
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\//zﬁ(dt) — und einer daraus folgenden Ablehnung der Nullhypothese — bietet eine zuvor
festgelegte untere Grenze b > 0 fiir die Q?dj—Sch'atzung der Fehlerskala:

Var(d) = (max {b, Q3 (yt,n)}>2 (v + ). (3.22)

Die Schranke b sollte unter Beachtung der tatsédchlichen Fehlervariabilitat gewahlt werden.

Eine R-Funktion des SCARM, bezeichnet mit scarm.filter, ist enthalten im R-Paket
robfilter (Fried et al., 2012), welches auf dem CRAN-Server zur Verfligung steht:

http://cran.r-project.org/web/packages/robfilter/.

Die Funktion scarm.filter ermoglicht die Wahl der auf Seite 34 aufgelisteten Inputar-
gumente sowie der Schranke b fiir die Q3Y-Schitzung der Fehlerskala in (3.22). Fiir die

genannten Inputargumente gelten die folgenden Entsprechungen:

lrin = min.left.width, r = right.width,
Nmin = Min.width, Nmax = Max.width,
o = sign.level, b = bound.noise.sd.

Zudem kann mit dem Inputargument rtr=TRUE/FALSE die Restrict-to-Range-Regel (2.12)
angewendet werden. Falls rtr=TRUE, werden die SCARM-Signalschéatzungen auf das Stich-
probenintervall der letzten n,,;, Beobachtungen beschrankt. Weiterhin ermoglicht es das In-
putargument autocorrelations, die Konstanten v¢ und ¢ fiir die Schétzung von Var(D;)
geméf (3.14) mit Riicksicht auf die vorliegende Autokorrelationsstruktur zu wahlen, vgl.

S. 48f. Dabei gelten die Entsprechungen

autocorrelations = ’high.negative’’ = ¢ = —0.9,
autocorrelations = ’moderate.negative’’ = ¢ = —0.6,
autocorrelations = ’’small.negative’’ = ¢ = —0.3,
autocorrelations = ’no”’ = Y= 0,
autocorrelations = ’’small.positive’’ = = 0.3,
autocorrelations = ’moderate.positive”’ = = 0.6,
autocorrelations = ’high.positive”’ = = 0.9

Wird die Option autocorrelations=’’automatic’’ gewahlt, werden die Konstanten vy
und ¢ zu jedem Zeitpunkt geméf (3.20) in Abhéngigkeit von der geschitzten Autokorre-

lation zum Lag eins bestimmt.
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4 Eine Studie zum Vergleich des aoRM und SCARM

In diesem Abschnitt werden der aoRM- und SCARM-Filter hinsichtlich ihrer Eignung fiir
die Online-Signalextraktion verglichen. Zunéchst wird in 4.1 die Robustheit des aoRM- und
SCARM-Tests gegeniiber Ausreifern untersucht. Die Robustheitskriterien basieren auf den
von Ylvisaker (1977) entwickelten Test Resistances. In 4.2 werden die Testprozeduren hin-
sichtlich der Erkennung von Signalverinderungen gegeniibergestellt. Dabei interessieren
zum einen die Entdeckungsraten der Tests, d.h. die relativen Haufigkeiten, mit der un-
terschiedliche Signalveranderungen entdeckt werden. Das zweite Vergleichskriterium sind
die mittleren Zeitverzogerungen, welche die Tests zur Erkennung von Signalverdnderungen
bendtigen. In Abschnitt 4.3 werden der SCARM und der aoRM hinsichtlich der Effizienz
ihrer Signalschédtzungen mittels Simulationen verglichen. Abschlieftend werden der aoRM
und SCARM in 4.4 auf echte Daten angewendet um die Signalextraktionen und die adap-

tierten Fensterbreiten gegeniiber zu stellen.

4.1 Robustheit der Tests

Ylvisaker (1977) fiihrte die Resistance to Rejection (RR) und Resistance to Acceptance
(RA) als Robustheitskriterien fiir Tests ein. Diese Kriterien wurden fiir Daten entwickelt,
deren Ordnung unerheblich ist, was fiir Zeitreihen jedoch nicht zutrifft. Daher schlagt
Fried (2007) fiir diesen Datentyp eine leicht modifizierte Definition der RA und RR vor:
Die RR (RA) eines Tests ist der kleinste Anteil m/n an Beobachtungen einer Stichprobe
Yy = (Y1,...,Yn), der ersetzt werden muss, damit der Test die Nullhypothese Hy ablehnt
(nicht ablehnen kann) — unabhéngig von den nicht ersetzten ,guten* Beobachtungen in
y. Sei Up,(y) eine Umgebung des Datenvektors y, welche alle kontaminierten Stichproben
z = (z1,...,2,) enthélt mit z; # y; fiir hochstens 0 < m < n Positionen. Weiterhin sei ¢
die Entscheidungsfunktion des Tests, wobei ¢(-) = 0 eine Nicht-Ablehnung und ¢(-) = 1
eine Ablehnung von Hy bedeutet. Da die RR und RA des aoRM-Tests vom gewéhlten
Signifikanzniveau « abhéngen, werden an dieser Stelle leicht modifizierte Versionen der
von Fried (2007) vorgeschlagenen Test Resistances eingefiihrt, die das Signifikanzniveau

a € (0,1) mit einbezichen:

RR: eg(a) = lmin{mZO: inf sup qb(z):l}, (4.1)

n ye]R" zGUm(y)

RA: ey(a) = lmin {m >0:sup inf ¢(z)= 0} . (4.2)

n yeRn z€Um (y)
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4.1.1 Test Resistances des SCARM-Tests

Zur Bestimmung der Resistances des SCARM-Tests werden die folgenden Sétze und Be-

merkungen verwendet.

Lemma 4.1.

Seieny = (Y1, .,Yn) und z = (21, ..., 2,) Stichproben mit z; # y; firi € I, C {1,...,n},
|ILl=m=|n/2] —1>1, undy;, =z firie I, ={1,...,n}\ I, |I,| =n —m. Dann ist
die RM-Steigung fiir alle Stichproben z wie folgt beschrankt:

Bmin S B(Z) S Bmax

mat

Bmin = min ” {Bz’j(y>}a Bmax = max {Bzg(y)}

ij=1,...n,] i,j =10y, i

und Bi;(y) = (yi —v;)/ (i — 5), i # J.

Beweis.

Bi(z) € (=00, 00) fiir alle i € I, d.h. f;(z) ist beliebig, da z; beliebig ist. Demgegeniiber
enthalten die Mengen B; mit ¢ € I, insgesamt n — 1 Steigungen Bij, von denen m =
|n/2| — 1 beliebig sind, da die z; beliebig sind, und von denen n — 1 —m = [n/2] fest sind
bzw. durch die Beobachtungen y;, i € I, festgelegt sind. Daher gilt fiir ¢ € I

00, falls j € I,.

Somit gilt fiir alle i € I

Bi(z) < rglizd {sgp {Bw(z)}} = med {Bij(y>}jely,j;éi U {oo,...,00}

N

/2] ];]rle e [n/2]—1 Elemente
n men

~

< max {55 (y) jely, j#i
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Damit ist

B(z): Enedn {Bz(z)}g ‘med max {Bij(y)}, 00, ...,00

i=1,.n | jely,j#i

. ”  |I;|=|n/2]—1 Elemente
|Iy|=[n/2]+1 Elemente

~

Smax{ max {B,](y)}} = max {B”(y)} <  max {B”(y)}

iely |jely, j#i i.j € I, j#i i.5=1,esm, j#

~

Der Beweis, dass min; j—1 . j=i {@j(y) < B(z), wird analog gefiihrt.

H—/

Bemerkung 4.1.
Offensichtlich gilt Lemma 4.1 auch fir m < [n/2] — 1.

Lemma 4.2.
Seien y und z Stichproben wie in Lemma 4.1, wobei jedoch |I,|] = m = [(n —1 — [d(n —
2)])/3]—1 > 1. Dann ist der Skalenschitzer Q3% fiir alle Stichproben z wie folgt beschrinkt:

gdj(z) <e¢,- max Q{hw@)}v

wobei ¢, > 0 und hy(Y) = |Ywi1 — Y + Yws2)/2], w=1,...,n — 2, vgl. (3.12).

Beweis.

Der dij—SChétzer lasst sich schreiben als

30(2) = cu- as(h(2)), h(z) = (lu(2),... hus(2)),

wobei ¢s(+) die J-Quantilsfunktion bezeichnet mit gs(x) = x(|sn)) fiir Stichproben & € R".
Sind m = [(n —1 — |d(n — 2)])/3] — 1 der Beobachtungen y; durch beliebige z;-Werte
ersetzbar, so sind hochstens 3m der Dreieckshéhen h,,(z) beliebig. Genau 3m Dreiecksho-
hen sind beliebig, wenn ¢ > 3 und i < n — 2 fiir alle ¢ € I,, und wenn |i — j| > 3 fiir alle
1,7 € I, 1 # j. Im Folgenden sei dieser Fall gegeben.

Sei W, C {1,...,n— 2} mit |IW,| = 3m die Indexmenge der 3m beliebigen Dreieckshhen,
d.h. der Dreieckshohen, die durch ein z; mit z; # y; kontaminiert sind. Die Indexmenge der

n — 2 — 3m nicht-kontaminierten Dreieckshohen sei bezeichnet mit W, C {1,...,n — 2}
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mit |W,| =n —2 — 3m. Dann gilt:
VweW,: suphy,(z)= oo,

Yo 1 Yuiz
2

VweW,: hy(z)=h,(y) = Slzlp hu(z) = hy(y) =

Yw+1 —
Des Weiteren gilt
(2) = e g5(B(2)) = e g5 (=), P 2(2))
<o as (sup ()} . sup (B a(2)))

:CTL'QCS( {hw(y)}wewy ) 0, ...,00 )7
————
|Wy|=n—2—3m Elemente [W|=3m Elemente

und

W, =n—2-3m=n+1-3 {”—1—25(71—2)%

>n+l—(n—1—[dn—2)] +2)=1[dn-—2)].
Diese Ungleichung gilt, da 3 - [x/3] < x + 2 fiir alle x > 0. Daher gilt

i(2) < e max {hu(y)} < e max  {h(y)}.

Bemerkung 4.2.
Offensichtlich gilt Lemma 4.2 auch firm < [(n —1— [d(n—2)])/3] — 1.

Satz 4.1.
Seiy € R" und z € Uy, (y) mit m < |r/2] — 1. Dann ist
dmax(y)
T < —=r
[ Tscarm(2)] < NET

mit b, vy und v, aus (3.22) und

L Hmax Amin Amax Amin
dmaX(y) T max{‘ﬁleft " Mright | » |Mright — Mleft }7
wobet
Amin . . A left Amax . 2 left
me= i {8}, A= max {80},
i,j=1,...,n, j#i i,j=1,..,n, j#i
Amin . . o right Amax . o right
light “= . in ,{@‘j(y )}> Hght 1= . max ,{Bij(y )}-
4,5=1,...;n, j#i 4,J=1,...,n, j#i
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Bewezs.
Nach der Definition von \//a\r(d(z)) in (3.22) gilt \//z;"(d(z)) > b- /vy + v,. Wegen Lemma
4.1 und Bemerkung 4.1 gilt zudem fiir alle z € U,,(y) mit m < |r/2| — 1:

Blmin < B(Zleft) < Amax

eft — FMleft »
Amin < A(,,right < Amax <43)
right — B(Z ) — right -
Mit s (3) i= max { | B — G| | s — Ao |} gite daer
dmax(y)
T 2)| < —FL .
O

Satz 4.2.
Seiy € R" und z € Uy, (y) mit

m<nin{|5] - tng -1}, = | P22

3
Dann ist

dmin
|Tscarm(2)| > i

wobes
Umax(Y) := max {b2 (v +v.), ¢p- max 2{hw(y)} (v + vr)}

mit ¢, aus (3.12) und
0, falls [ i gl;ﬁ;] n [ﬁ&“ﬁ&%"} 70
dmin(y> =
min{ } , sonst

Amax __ Qmin
right left

~ A
max min

left right

Y

Beweis.
Wegen (4.3) gilt fiir alle z € Uy,,(y) mit m < min{|r/2] — 1,ns — 1} < |[r/2] — 1

d(2)] = |B(2") - Bzt
Wegen Lemma 4.2 und Bemerkung 4.2 gilt zudem

2 dmin(y)'

Var(d(z)) = max{b® - (v¢ + v,), Q2V(2)? - (vp + v,)} < Vanax(Y),

und daher ist d(2)| don(®)
z min
| Tsoarm(2)| = ——= > 2
Var(d(z))  VUmax(¥)
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Korollar 4.1.

Seiten y und z wie in Satz 4.2. Dann existiert fir alle c > 0 ein y € R™ mit

dmin

winly) (4.4)
Vmax (Y)

Beweis.

Sei y derart, dass Bij(y) =0firallei=1,....,/—1und j =7+ 1, und Bij(y) =c"#0

fiir alle i = ¢,...,n — 1 und j =i + 1. Dann gilt A" = B = 0, fuin, = f33 = c*, und

es gilt hy,(y) =0 fiir alle w € {1,...,n =2} \ {¢{ — 1} und h,(y) = |¢*|/2 fir w = ¢ — 1.

Mit ¢** := |¢*| ist somit

pin (Y) c** e

VUmex(y)  /max{0?, ¢, - ¢*/2} - (vo + v,) Ve (vt

wenn ¢** > 2b%/c,,. Hieraus folgt

dmin(y> S o C** > 02 *Cp e (UE + Ur) .

Vmax(Y) 2

Fiir die oben definierte Stichprobe y mit

o {262 ey (v +vy) }
™ > max{ —, 5
Cn

gilt also die Ungleichung (4.4).

Im Folgenden wird mit Hilfe der obigen Sétze und Bemerkungen zunéchst die RR des
SCARM-Tests hergeleitet. Der Varianzschétzer

Var(d(y)) = max {b, Q%) } - (v +v,)

bildet den Nenner der SCARM-Teststatistik in (3.6). Da der Varianzschéitzer durch b > 0
nach unten beschriinkt ist, kann eine kontaminierte Stichprobe z = (z'°%t, z'8%) € U, (y)
mit m < n nicht zu einer Implosion von \//'a\r(d(z)) und somit zu einer (falschen) Ablehnung
von Hy fithren. Daher reicht es aus, den Effekt von Kontaminationen allein auf den Z&ahler
der SCARM-Teststatistik, d.h. auf die Differenz der RM-Steigungen im linken und rechten
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Zeitfenster, zu untersuchen. Dariiber hinaus geniigt es, lediglich Kontaminationen inner-
halb der rechten Stichprobe z"8" € U,,(y"8") C R", m < r, zu untersuchen, da r < |n/2].
Im Folgenden wird daher |d(z = (y'f, z78"))| = |3(y'") — 5(z"8")| betrachtet.

Aufgrund des Bruchpunkts des RM geniigt es, |r/2] der Beobachtungen in y"#" zu erset-
zen, damit |d(z)| und somit |Tscarm(2)| beliebig grof wird. Daher gilt
1
SCARM () < = . | ] 45
SPA) < = |7 (4.5)
Des Weiteren besagt Satz 4.1, dass
dmax(y>

[ Tscarm(2)| < RN
falls m < [r/2] — 1 Beobachtungen beliebig ersetzbar sind. Dabei existiert offensichtlich
immer eine Stichprobe y € R”, fiir die dyax(y) = 0. Fiir jeden kritischen Wert ¢, (n,r) > 0
bzw. fiir jedes Signifikanzniveau o € (0, 1) existiert also eine Stichprobe y € R™, fiir die
es nicht ausreicht, m < |r/2] — 1 der n Beobachtungen zu ersetzen, damit |Tscarm(2)| >

co(n,r). Daher gilt
1
SCARM () 5 — (H - 1) , (4.6)
n

2
und aus (4.5) und (4.6) folgt

Als néchstes erfolgt die Herleitung der RA des SCARM-Tests. Eine kontaminierte Stich-
probe z € U, (y) mit m < n bewirkt eine Nicht-Ablehnung von Hy, wenn sie zu einem
gentigend kleinen Wert von |d(z)| und/oder einem geniigend groken Wert von \//a\r(d(z))

right

fithrt. Damit |d(z)| beliebig klein wird, reicht es aus, |r/2| Beobachtungen in y"&"* zu er-
setzen, unabhéngig von der Differenz |d(y)| der anhand der unkontaminierten Stichprobe
y geschitzten RM-Steigungen. Dies gilt wegen r < ¢ und aufgrund des Bruchpunkts und

der Lipschitz-Stetigkeit des RM. Des Weiteren geniigt es,

. {n—l—L(S(n—Q)J-‘ wn

3

der Beobachtungen in y zu ersetzen, damit @(d(z)) einen beliebig groffen Wert annimmt,
da ns/n der Explosionsbruchpunkt des Skalenschétzers Q?dj ist (Gelper et al., 2009). Daher
gilt
SCARM L r
€2 (o) < —min { bJ ,m} : (4.8)

n
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Falls jedoch lediglich m < min{|r/2| — 1,n5 — 1} Beobachtungen in y beliebig ersetzt
werden konnen, gilt nach Satz 4.2 und Korollar 4.1: Fiir jeden kritischen Wert ¢, (n,r) > 0

existiert ein y € R", so dass

dmin (y)

(3] > co(n, ).

|Tscarm(2)| >

Unabhéngig vom kritischen Wert ¢, (n, ) bzw. vom gewéhlten Signifikanzniveau o gentigt
es also nicht, lediglich m < min{|r/2| — 1,ns — 1} Beobachtungen in y zu ersetzen, um
eine Nicht-Ablehnung von Hy zu erwirken. Folglich gilt

eSOARM () > %min{ g ,n(;} : (4.9)

und aus (4.8) und (4.9) folgt

1 r
SCARM .
€ () = - mm{_—2_ ,n(;}.

Als néichstes werden die Test Resistances des aoRM-Tests bestimmt.

4.1.2 Test Resistances des aoRM-Tests

Fiir eine gegebene Stichprobe y kann die aoRM-Teststatistik aus (2.10) auch geschrieben
werden als ToorM(Y) = |7pos(Y) — Mneg(Y)|. Dabei bezeichnen n,05(+) und nye.(+) die Anzahl
an positiven und negativen Residuen unter den n; letzten Residuen der RM-Anpassung
im Zeitfenster der Lange n mit n; < |[n/2]. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass
nr = Npos(*) + Nneg(*) + Nzero(+), wobei die Anzahl an Nullresiduen nyeo(+) mit positiver
Wahrscheinlichkeit grofer als Null ist (Schettlinger, 2009, Kap. 2.2). Im Folgenden be-

zeichne

i = 1,...,n, die anhand y bzw. z geschitzten RM-Geraden und t(y;) = vy; — 9; bzw.
t(z;) = z; — 2; die entsprechenden Residuen. Als néchstes werden die RA sowie Grenzen fiir
die RR des aoRM-Tests bestimmt, wofiir die folgenden Séatze und Bemerkungen benotigt

werden.

Lemma 4.3.

Seien y und z wie in Lemma 4.1. Dann gilt

ﬂmin S /jL(Z) S ,amaxy
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wobei
ﬂmin = Hlled {ymin + Bmin . (n - Z)} s

/lmax = Hlled {ymax + Bmax : (n - Z)}

mat Ymin ‘= miniefy {yz}: Ymax = maXiEIy{yi} und Bmin und /Bmax aus Lemma 41

Beweis.
Es gilt

f(z) = 'H1ledn {zZ +B(z) - (n— z)} < ‘erdn {z, + Bnax - (n — z)}
< med {ymax + B - (. — i)} = flmax-

Die erste Ungleichung folgt aus Lemma 4.1, und die zweite Ungleichung gilt, da m <
|n/2] — 1. Analog lésst sich zeigen, dass ji(2) > fimin-
O

Bemerkung 4.3.
Offensichtlich gilt Lemma 4.3 auch firm < |n/2] — 1.

Satz 4.3.
Seiy € R"™ eine Stichprobe und z € U,,(y) mit m < |n/2] — 1. Dann gilt
Z;nin S 2@ S Z;nax

fiur allei=1,...,n, wobet

min max

Z; = ,&min + Bmax . (Z - n) und Z; = ﬂmax + Bmin . (Z - Tl),

mit Bmin; Bmax; /lmin; ,&max aus Lemma 41 bzw. 43

Beweis.
Folgt direkt aus den Lemmata 4.1 und 4.3.
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Bemerkung 4.4.
Nach Satz 4.3 ist die anhand der kontaminierten Stichprobe z € U, (y), m < |n/2|—1, ge-

schdtzte RM-Gerade an allen Designpunkten i = 1,...,n nach oben und unten beschrinkt

min
7

gelegt, da Bmin; Bmax, fhmin, UNd flmax nur von y abhdngen. Folglich konnen die Residuen

durch 2™ und z***. Dabei sind die Grenzen durch die unkontaminierte Stichprobe y fest-
t(z;) mit z; # y; jede reelle Zahl annehmen, also beliebig grofS oder klein sein. Sie kénnen

2.B. alle negativ sein.

Lemma 4.4.
Fiir jede Stichprobe y € R™ resultiert eine RM-Regression in jeweils héchstens |n/2] posi-

tive und negative Residuen, d.h.

# {e(y) > 0} < [n/2] und #{x(y;) <0} < |n/2].

Beweis.

Sei 3 := B(y) die anhand y geschétzte RM-Steigung. Mit ¢ :=y; + 8 - (n — i) ist dann

jpi=j(y) = med {yi}.

77777

Folglich sind jeweils hochstens [n/2] der y; kleiner bzw. grofer als fi, d.h.

#{yi > iy < n/2] und #{y; < i} < |[n/2].

(Tatséchlich betrégt die Obergrenze (n—1)/2 fiir n ungerade und n/2 fiir n gerade.) Dabei
gilt y¥ >0 < t(y;) >0, da

Analog gilt yf < 1 < v(y;) < 0.

Satz 4.4.

Sei y € R™ eine Stichprobe derart, dass die RM-Residuen t(y;) > 0 fir alle i = n —
nr+1,....n mit ny < |n/2]. (Dann gilt Toorm(y) = ny.) Sei weiterhin z € R" eine
kontaminierte Stichprobe mit z; = y; fur alle i = 1,...,n —n; und t(z;) < 0 fir alle
iel, C{n—nr+1,....,n}, |I.| = m < n;. (Nach Bemerkung 4.4 existiert immer
eine derartige Stichprobe z.) Dann besitzen die nicht-ersetzten Beobachtungen im rechten

Zeitfenster {n —n; + 1,...,n} weiterhin positive Residuen, d.h.

t(z) >0 Vie{n—nr+1,...,n}\ L.
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Abbildung 4.1: Der Effekt von Ersetzungen auf die RM-Gerade; hier ist n = 30, n; = 10

und m = 5.

Beweis.

Die Abbildung 4.1 dient zur Veranschaulichung der in diesem Beweis dargestellten Sach-
verhalte. O.B.d.A. sei (y) = fi(y) = 0. Dann ist y; > 0 fiir alle i = n—n;+1,...,n. Nach
Lemma 4.4 kann die jeweilige Anzahl an positiven und negativen Residuen nicht grofer sein
als [n/2]. Wenn sich alle n; Beobachtungen y; im rechten Zeitfenster {n —n; +1,...,n}
oberhalb der anhand y geschétzten RM-Geraden befinden, liegen also héchstens |n/2| —n;
der y; im linken Zeitfenster {1,...,n — n;} oberhalb der RM-Geraden. Die iibrigen

n*:=n—n;—|n/2] +n;=[n/2]

Beobachtungen y; liegen unterhalb oder auf der RM-Geraden. Fiir mindestens n* = [n/2]
der y; im linken Zeitfenster gilt demnach y; < 0.

Falls m der y; im rechten Zeitfenster der Lange ny < |n/2| derart durch z;-Werte ersetzt
werden, dass t(z;) < 0, so folgt offensichtlich 3(z) < A(y) = 0 und damit

i(z) < ily) = 0. (4.10)

Dies ist in Abbildung 4.1 am rechten Rand durch den senkrecht nach unten gerichteten
Pfeil gekennzeichnet. Nun wird angenommen, dass mindestens ein z; des rechten Fensters
mit i € {n —n;+1,...,n}\ I, dh. z; = y; > 0, unterhalb der anhand z geschétzten
RM-Geraden liegt. Wegen fi(z) < 0 ldgen dann auch die n* z;-Werte des linken Zeitfensters
mit z; = y; < 0 weiterhin unterhalb der RM-Geraden. Zudem wiirden auch die m z;-Werte

mit ¢+ € I, unterhalb der RM-Geraden liegen, so dass insgesamt mindestens n* +m + 1 =
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[n/2]4+m+1 > |n/2] der Residuen t(z;) negativ wéren. Dies steht jedoch im Widerspruch
zu Lemma 4.4. Folglich kénnen alle z; mit ¢ € {n —n; + 1,...,n} \ I, nur oberhalb der

anhand z geschétzten RM-Geraden liegen, so dass die zugehorigen Residuen positiv sind.
m

Bemerkung 4.5.
Offensichtlich gilt Satz 4.4 analog falls v(y;) <0 fir allei =n—n;+1,...,n.

Im Folgenden wird zunéchst die RR des aoRM-Tests betrachtet. Dazu wird vorausgesetzt,
dass der kritische Wert c,(n,n;) € {0,1,...,n; — 4}. Die Untergrenze null ist sinnvoll,
da Hy fiir c4(n,n7) < 0 immer verworfen werden wiirde. Die Griinde fiir die Obergrenze
ny—4 werden im weiteren Verlauf deutlich. Diese Grenze stellt jedoch keine Einschrankung
dar, falls n; und « nicht beide sehr klein sind. Beispielsweise zeigt eine Simulation anhand
von N = 100000 Stichproben unabhéngig standardnormalverteilter Daten mit n = 20 und
ny; = 10, dass das Maximum der aoRM-Teststatistik unter Hy nicht grofser ist als 6 = n;—4.

Eine Stichprobe y spricht am meisten fiir Hy, falls

TaORM(y) = |npos(y) - nneg(y)| = 0.

Damit die m Ersetzungen in z € U,,(y) eine Ablehnung von Hy bewirken, muss gelten:
ToorM (2) = [Mpos(2) — Nneg(2)| > ca(n, ny). (4.11)

Da n; = Npeg(2) + Npos(2) + Nuero(2) UNd Npeg(2), Npos(2), Nuero(2z) > 0, folgt aus der

Ungleichung (4.11), dass entweder npos(2) > m* oder nyeg(z) > m* mit

m* — \‘ca(nvnéf) +nIJ +1

gelten muss. Mindestens m* der n; Residuen miissen somit dasselbe Vorzeichen haben.
Nach Satz 4.3 konnen m* der y; derart durch z; ersetzt werden, dass die zugehdrigen
Residuen t(z;) alle dasselbe Vorzeichen aufweisen, falls m* < |n/2]| —1. Letztere Bedingung
ist unter der oben getroffenen Einschrankung c,(n,n;) < n; — 4 erfiillt. Folglich geniigt
es, m* der Beobachtungen in y zu ersetzen, um eine Ablehnung von Hj zu erwirken,

unabhéngig von der unkontaminierten Stichprobe y. Daher ist

eafM () < = .,

S|
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Des Weiteren reicht es nicht fiir jede Stichprobe y aus, lediglich m = c¢,(n,n;) Beob-
achtungen zu ersetzen, damit T,ornm(2) > co(n,ny). Betrachte dazu eine Stichprobe y
von n kollinearen Beobachtungen. Aufgrund der Exact-fit-Eigenschaft des RM (vgl. S. 8)
verlduft die Gerade exakt durch diese Beobachtungen, und alle Residuen sind null. Da
m = co(n,n;) < ny—1und n; < |n/2], gilt m < |[n/2] — 1. Falls m < [n/2] — 1
Beobachtungen in y ersetzt werden, liegen weiterhin mindestens n — m = n — [n/2] + 1
Beobachtungen in z kollinear. Folglich verlduft die RM-Gerade weiterhin durch diese Be-
obachtungen. Daher gibt es mindestens n; — ¢,(n,n;) Nullresiduen im rechten Zeitfenster
{n—n;+1,...,n}, so dass Toorm(2) < co(n,ns). Die RR des aoRM-Tests ist somit wie
folgt beschrénkt:

%.(ca(n,m)le) < efp™(a) < % QWJ +1)-

Als néchstes wird die RA des aoRM-Tests betrachtet. Eine Stichprobe y spricht am meisten
fir Hy, wenn Tyhorm(y) = ny. Dies ist der Fall, falls entweder npos(y) = ny oder npe(y) =
nr. O.B.d.A. wird angenommen, dass n,.s(y) = ns, d.h. alle Residuen t(y;) im rechten
Zeitfenster {n —n; + 1,...,n} seien positiv.

Fiir Toorm(2) < co(n,ny) missen die m Ersetzungen in z bewirken, dass eine gewisse
Anzahl m™ der n; Residuen im rechten Zeitfenster negativ wird. Dann ist |npes(z) —
Nneg (2)] < Ca(n, ny) mit npes(2) = np—m™ und nyee(2) = m**. Dies fithrt zu [n; —2m™**| <

Co(n,ny) und somit zu

[n]—ca(n,m)-‘ < < {n;—i—ca(n,nf)J
2 - - 2 ’

d.h. mindestens m** = [(n; — co(n,ny))/2] der ny Residuen im rechten Zeitfenster miissen
negativ werden. Wegen n; < |n/2| gilt m™ = [(n; — ca(n,n;))/2] < [n/2] — 1, falls
n > 4. Nach Satz 4.3 konnen dann m** der y; derart durch hinreichend kleine z;-Werte
ersetzt werden, dass die zugehorigen m** Residuen t;(z) negativ sind. Dariiber hinaus
sind die zu den n; — m™* nicht ersetzten Beobachtungen gehorenden Residuen im rechten
Zeitfenster nach Satz 4.4 weiterhin positiv. Daher kann fiir jede Stichprobe y eine Nicht-
Ablehnung von Hy herbeigefiihrt werden, indem m** = [(n;—c,(n,n;))/2] Beobachtungen

in y ersetzt werden. Es gilt somit

i) < L. [%(””ﬂ | (4.12)
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Als néchstes wird untersucht, ob es immer geniigt, lediglich

R EUSEY

Beobachtungen in y zu ersetzen, um eine Nicht-Ablehnung von Hy zu bewirken. Sei y
eine Stichprobe, bei der die n — n; Beobachtungen im linken Zeitfenster {1,...,n — n;}
kollinear sind, so dass die RM-Gerade durch diese Punkte verlauft. Des Weiteren seien die
Beobachtungen im rechten Zeitfenster oberhalb dieser RM-Geraden, und es sei n — n; >
n—|n/2]+1+m, was fiir n > 3n; erfiillt ist. Werden nun m = m™ — 1 Beobachtungen des
linken Zeitfensters ersetzt, bleibt der Wert der Teststatistik unverdndert, d.h. T,orm(2) =
ny, da weiterhin mindestens n — [n/2] + 1 Beobachtungen z; kollinear liegen. Werden m =
m** — 1 Beobachtungen des rechten Zeitfensters durch beliebige z; ersetzt, sind hochstens
m der Residuen t(z;) im rechten Zeitfenster negativ. Werden m = m** — 1 Beobachtungen
ersetzt, mindestens eine im rechten und linken Zeitfenster, &ndert sich die RM-Gerade
nicht, da weiterhin geniigend Beobachtungen kollinear sind. Folglich werden weniger als m
der n; Residuen t(z;) im rechten Zeitfenster negativ. In jedem Fall ist der kleinstmogliche
Wert der Teststatistik

TaorM(2) = |np — 2m| = co(n,ny) + 2 > co(n,ny).

Daher geniigt es nicht fiir jede Stichprobe y, lediglich m = m** — 1 Beobachtungen zu
ersetzen, damit Hy nicht abgelehnt wird. Mit (4.12) folgt also

= m™/n, fallsn > 3n — ¢,
8?40RM(CY) / I mit m* = ’an C (n7 nI)-‘
< m*/n, sonst 2
Offenbar sind die Test Resistances des aoRM-Tests abhiangig vom gewahlten Signifikanz-

niveau, wobei ein kleines « zu einer hohen RR aber zu einer niedrigen RA fiihrt.

4.1.3 Vergleich der Test Resistances

Abbildung 4.2 zeigt die RA und RR des SCARM- und aoRM-Tests exemplarisch fiir
n = 100 und r,n; € {5,...,n/2}. Dabei sind fiir die RR des aoRM-Tests die Unter-
und Obergrenze eingezeichnet. Hier ist a = 0.1, was dem von Schettlinger et al. (2010a)
empfohlenen Signifikanzniveau entspricht, und 6 = 0.5, wie von Gelper et al. (2009) emp-
fohlen. Im Folgenden werden zunéchst die RA des aoRM- und SCARM-Tests verglichen.

Dazu sei der Einfachheit halber stets ny = r.
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Abbildung 4.2: Test Resistances des aoRM- und SCARM-Tests fiir n = 100, r,n; €
{5,...,n/2}, 6§ =0.5 und a = 0.1.

Fiir n = 100 und § = 0.5 ist 5CARM = 1 /nmin{|r/2],0.17}. Folglich ist in diesem Beispiel
die RA des SCARM-Tests gleich 0.17 falls » > 34. Fiir » = 40, 41 sind die RA des aoRM-
und SCARM-Tests gleich. Fiir r < 40 weist der Test des SCARM eine hohere RA auf,
fiir r > 41 ist das Gegenteil der Fall. Die RA des SCARM-Tests kann jedoch vergrofsert

a

werden, indem ¢ so gewéhlt wird, dass der Explosionsbruchpunkt des @ 6dj Skalenschétzers

maximal ist, d.h.
n—+1

4(n —2)’

vgl. Gelper et al. (2009). Falls § = &y, gilt 5°4FM(a) > e%RM(q) fiir alle r,n; €
{5,...,50}, siehe Abbildung C.7 in Anhang C.

Ein Vergleich der RR des aoRM- und SCARM-Tests gestaltet sich schwieriger, da fiir
g2BM () lediglich Ober- und Untergrenzen bestehen. Fiir r < 13 ist die RR des SCARM-
Tests nicht grofer als die Untergrenze der RR des aoRM-Tests. Fiir r > 14 verlauft die RR
des SCARM-Tests innerhalb der fiir die RR des aoRM-Tests bestehenden Grenzen.

Wird die Obergrenze der RR des aoRM-Tests als Mafstab genommen, lésst sich konsta-
tieren, dass der SCARM-Test eine grofere RA, aber eine kleinere RR als der aoRM-Test
bietet. Dabei héingen die Resistances des aoRM-Tests vom Signifikanzniveau a ab; je klei-
ner «, desto kleiner die RA, aber desto grofer die Grenzen fiir die RR, vgl. Abbildung C.7
und C.8 in Anhang C. Demgegeniiber sind die Resistances des SCARM-Tests unabhéngig

0= 6opt -

von «.
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4.2 Erkennung von Signalveranderungen

Im Folgenden werden der aoRM- und SCARM-Test in einer Simulationsstudie hinsicht-
lich der Erkennung von Signalverdnderungen verglichen. Als Kriterien dienen die Giite der
Tests sowie die mittlere Zeitverzogerung, mit der Signalverdnderungen erkannt werden.
Zur Vereinfachung der Notation bezeichne r im Folgenden fiir beide Verfahren die Breite
des rechten Zeitfensters. Der aoRM fiihrt demnach eine RM-Regression im Zeitfenster der
Lange n = ¢+ r durch und testet anschliefsend auf Basis der letzten r Residuen. Die Giite
der Tests wird approximiert iiber die Entdeckungsraten, d.h. iiber die relativen Héufig-
keiten, mit der Signalveranderungen erkannt werden. Der Vergleich der Entdeckungsraten
geschieht fiir verschieden ausgepriagte Level Shifts und Trendénderungen und unter Ver-
wendung verschiedener Fensterbreiten (¢, r) und Signifikanzniveaus «. Die kritischen Werte
des aoRM-Tests werden fiir jede Kombination von ¢, » und « mittels Simulationen auf Ba-
sis von standardnormalverteiltem Rauschen gewonnen. Dabei ist der kritische Wert zum

Signifikanzniveau a das (1 — «)-Quantil der absoluten realisierten aoRM-Teststatistiken.

4.2.1 Giite der Tests

Fiir den Vergleich der Entdeckungsraten werden fiir verschiedene (¢,r)-Kombinationen
Zeitreihen (x;) und (y;), t = 1,...,n*, generiert, die einen Level Shift bzw. eine Trendén-
derung zum Zeitpunkt t = n+ 1 =/¢+r + 1 < n* aufweisen. Die Zeitreihen (z;) ergeben

sich aus
Et, t= 1, ..,n
Ty = .
a+ey,, t=n+1,...,n"
Dabei ist €, ~ N(0, 1), und a ist die Hohe des Level Shifts. Die Zeitreihen (y;) ergeben sich

aus

Et, tzl,...,n
Y = )
b-(t—n)+e, t=n+1,...,n"

wobei b die Steigung des zum Zeitpunkt ¢ = n+1 beginnenden Trends ist. Fiir jede Kombi-
nation von ¢ und r sowie fiir a = 1,1.5,...,4 bzw. b = 0.1,0.15,...,0.4 werden N = 1000
Zeitreihen (z;) bzw. (y:) generiert. Anschliefend werden der aoRM- und SCARM-Test
jeweils mit dem Signifikanzniveau o = 0.001,0.005,0.01 in einem gleitenden Zeitfenster
angewendet, wobei die Fensterbreiten ¢ und r fest sind. Fiir jeden der N Durchlaufe erge-
ben sich demnach n* — n + 1 Testentscheidungen zu den Zeitpunkten ¢ = n, ..., n*. Fir

einen Durchlauf gilt die Signalverédnderung als erkannt, falls mindestens einer der n* —n-+1
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Tests die Nullhypothese ablehnt. Die Entdeckungsrate ist dann der Anteil an Durchlaufen,
bei denen die Signalveranderung erkannt wird.

Da die Entdeckungsrate fiir n* — oo sogar fiir a = 0 und b = 0 offenbar gegen eins
konvergiert, darf n* nicht zu grof gewahlt sein. Andererseits sollte n* nicht zu klein sein,
um den Testverfahren gentigend Zeitpunkte zur Entdeckung der Signalveranderungen ein-
zurdumen. Zur Bestimmung eines geeigneten n* werden zunéchst fir (r,¢) = (20, 20) und
(40, 40) jeweils N = 1000 Zeitreihen (x;) bzw. (y;) der Lénge n* = 2n = 2(¢ +r) generiert,
die einen extremen Level Shift bzw. Trendwechsel mit a = 100 bzw. b = 100 zum Zeitpunkt
t = n+ 1 aufweisen. Der aoRM- und SCARM-Test werden dann mit den entsprechenden
festen Fensterbreiten » = ¢ und kleinem Signifikanzniveau o = 0.001 zu den Zeitpunkten
t=n+1,...,2n angewendet. Aufgrund dieses Simulationsdesigns sind die Entdeckungs-
raten fiir beide Verfahren jeweils (annéhernd) eins. Es zeigt sich, dass die Signalverdnde-
rungen erwartungsgemafs fast génzlich im Bereich der Zeitpunkte n 4+ 1,...,n + r erkannt

werden. Daher wird zur Bestimmung der Entdeckungsraten n* = n + r verwendet.

Die Abbildung 4.3 zeigt die Entdeckungsraten des aoRM- und SCARM-Tests fiir Level
Shifts mit a = 1,...,4, a = 0.001,0.005,0.01 und (¢,7) = (20, 20), (40, 20), (200, 20). Fir
(¢,7) = (20,20) (Abbildung 4.3, oben) weist der aoRM eine sehr geringe Giite auf, ins-
besondere wenn das Signifikanzniveau klein ist. Der SCARM zeigt deutlich hohere Entde-
ckungsraten. Fir (¢,r) = (40, 20) (Abbildung 4.3, Mitte) erhoht sich die Giite des SCARM
leicht und die des aoRM deutlich, wobei der SCARM weiterhin eine hohere Giite liefert.
Fir (¢,7) = (200,20) (Abbildung 4.3, unten) zeigen beide Verfahren bei deutlichen Level
Shifts Entdeckungsraten von anndhernd eins. Bei geringfiigigen Shifts liefert der aoRM bes-
sere Entdeckungsraten. Vergleichbare Ergebnisse ergeben sich fir (¢,r) = (40, 40), (80, 40),
(200, 40), sieche Abbildung C.9 in Anhang C. Generell gilt: Falls £ und r &hnlich grof sind,
weist der SCARM fiir Level Shifts deutlich hohere Entdeckungsraten als der aoRM auf. Ist
jedoch ¢ groft im Vergleich zu r, zeigen beide Verfahren hohe Entdeckungsraten, wobei der
aoRM fiir kleine Level Shifts etwas besser ist. Des Weiteren héngt die Giite beider Verfah-
ren wie zu erwarten vom gewahlten Signifikanzniveau ab, wobei der Effekt fiir den aoRM

ausgepragter ist. Der SCARM liefert bei kleinem Signifikanzniveau bessere Ergebnisse.

Abbildung 4.4 zeigt die Entdeckungsraten des aoRM- und SCARM-Tests bei Trendwech-
seln mit b = 0.1,...,0.4, « = 0.001,0.005,0.01 und (¢,r) = (20,20), (40,20), (200, 20).
Auch fiir Trendwechsel weist der SCARM eine deutlich héhere Giite als der aoRM auf,
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Abbildung 4.3: Entdeckungsraten des aoRM- und SCARM-Tests fiir verschieden hohe Level
Shifts mit (¢, ) = (20,20) (oben), (¢,r) = (40,20) (Mitte) und (¢,7) = (200,20) (unten).
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Abbildung 4.4: Entdeckungsraten des aoRM- und SCARM-Tests fiir verschieden hohe
Trendwechsel mit (¢,7) = (20,20) (oben), (¢,7) = (40,20) (Mitte) und (¢,7) = (200, 20)

(unten).
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falls £ = r = 20, vgl. Abbildung 4.4, oben. Selbst deutliche Trendwechsel werden vom
aoRM selten entdeckt. Demgegeniiber betrigt die Entdeckungsrate des SCARM fiir starke
Anderungen auch bei einem kleinen Signifikanzniveau annéhernd eins. Fiir (¢,7) = (40, 20)
steigt die Giite beider Verfahren, siehe Abbildung 4.4, Mitte. Insbesondere der aoRM lie-
fert dann wesentlich héhere Entdeckungsraten. Der SCARM ist jedoch weiterhin durchweg
besser, insbesondere bei kleinem Signifikanzniveau und geringfiigigen Trendédnderungen.
Fiir ¢ = 200 und r = 20 erhoht sich die Giite beider Verfahren weiter, vgl. Abbildung 4.4,
unten. Fiir deutlichere Trendwechsel ergeben sich vergleichbare Entdeckungsraten, fiir ge-
ringfiigige Anderungen liefert der SCARM jedoch weiterhin bessere Resultate. Fiir grofere
Fensterbreiten, d.h. fir (¢,7) = (40, 40), (80,40), (200,40), sind die Ergebnisse &hnlich,
vgl. Abbildung C.10 in Anhang C. Dabei fiihrt eine grofsere rechte Fensterbreite, hier
r = 40, insbesondere fiir den aoRM erwartungsgeméf zu wesentlich hheren Entdeckungs-
raten. Der SCARM liefert jedoch weiterhin bessere Resultate, wenn ¢ und r dhnlich grofs
sind. Ist ¢ groft im Verhéltnis zu r, zeigen beide Verfahren dhnlich gute Ergebnisse. Fiir
(¢,7) = (200,40) sind die Entdeckungsraten beider Verfahren sogar in jeder Konstellation
anndhernd eins, vgl. Abbildung C.10, unten. Es lésst sich festhalten, dass der SCARM in
allen hier untersuchten Konstellationen von Trendwechseln nicht schlechter als der aoRM
abschneidet. Vielmehr liefert der SCARM in einigen Situationen deutlich bessere Ergeb-
nisse, vor allem wenn das Signifikanzniveau und die Differenz zwischen den Fensterbreiten
¢ und r klein sind. Erwartungsgemaéfs liefern beide Verfahren fiir ein kleineres Signifikanz-
niveau eine geringere Giite. Beim SCARM zeigt sich dieser Effekt jedoch in abgemilderter

Form und hauptséachlich bei geringfiigigen Trendwechseln.

4.2.2 Zeitverzogerung bei der Erkennung von Signalveridnderungen

Neben der zuverlassigen Erkennung von Signalverinderungen stellt auch die moglichst
schnelle Erkennung eine wichtige Anforderung an ein Fensterbreitenadaptionsverfahren
dar. Um genauere Erkenntnisse iiber die Zeitverzogerung zu gewinnen, werden die Zeit-
punkte festgehalten, an denen der SCARM und aoRM die Level Shifts und Trendwech-
sel erkennen. Die mittlere Zeitverzégerung bezeichnet dann das arithmetische Mittel der
Zeitspannen vom Zeitpunkt der Signalverénderung ¢t = n + 1 bis zum Zeitpunkt ihrer
Entdeckung. Abbildung 4.5 zeigt die mittleren Zeitverzégerungen des aoRM und SCARM
fiir Level Shifts (oben) und Trendwechsel (unten). Dabei werden das Signifikanzniveau
a = 0.005 und die linken Fensterbreiten ¢ = 40, 80,200 betrachtet; die rechte Fenster-

breite betragt in jedem Fall » = 40. Simulationen mit anderen Fensterbreiten r fiihren
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Abbildung 4.5: Mittlere Zeitverzégerungen des aoRM und SCARM fiir verschieden hohe
Level Shifts (oben) und Trendwechsel (unten).

zu vergleichbaren Ergebnissen. In der Abbildung sind diejenigen Zeitverzdgerungen rot ge-
kennzeichnet, die mit einer Entdeckungsrate von unter 0.25 einhergehen und daher geringe
Aussagekraft besitzen.

Bei Level Shifts betrigt die mittlere Zeitverzogerung des SCARM in etwa 1/4r bis 1/3r
Zeitpunkte, wohingegen der aoRM diese im Mittel erst nach etwa 1/2r bis 3/4r Zeit-
punkten erkennt. Beide Verfahren entdecken Level Shifts etwas schneller, wenn ¢ grof’ ist.
Aufserdem werden deutliche Level Shifts etwas eher erkannt als geringfiigige. Auch bei
Trendwechseln zeigt der SCARM deutlich geringere Zeitverzégerungen als der aoRM, vgl.
Abbildung 4.5, unten. Der SCARM benétigt zur Erkennung von Trendwechseln etwa 1/4
bis 1/2r Zeitpunkte und der aoRM etwa 1/2r bis 3/4r. Wiederum entdecken beide Ver-
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fahren deutliche Anderungen schneller als geringfiigige und benétigen weniger Zeit, falls ¢
grofs ist.

Die Zeitverzégerung bzgl. der Erkennung von Signalverinderungen ist offenbar von den
gewahlten Inputargumenten abhéngig. Der SCARM reagiert je nach Kombination der In-
putargumente und je nach Form und Ausmaf der Signalverdnderung im Mittel nach etwa
1/4r bis 1/2r Zeitpunkten auf eine Signalverdnderung. Er reagiert also sobald etwa 1/4r
bis 1/2r signalverinderte Beobachtungen (Beobachtungen, die dem neuen Signal folgen)
in das rechte Zeitfenster aufgenommen worden sind. Sobald die signalverdnderten Beob-
achtungen in das rechte Zeitfenster aufgenommen werden, verédndert sich aufgrund der
Lipschitz-Stetigkeit des RM die Steigung der rechten RM-Geraden entsprechend der neuen
Beobachtungen. Diese Veranderung geschieht schrittweise mit jeder neu hinzukommenden
Beobachtung. Daher zieht ein kleinerer kritischer Wert tendenziell eine geringere Zeitver-
zogerung nach sich. Da bei festem r eine grofere linke Fensterbreite ¢, d.h. eine grofsere
Gesamtfensterbreite n = ¢ + r, einen geringeren kritischen Wert bedeutet, fiihrt ein grofse-
res ¢ bei festem r zu einer schnelleren Erkennung von Signalverdnderungen. Des Weiteren
bewirken deutliche Signalveréinderungen entsprechend deutliche Veréinderungen der RM-
Steigungsschitzung, weshalb sie schneller erkannt werden als geringfiigige.

Auch beim aoRM wird die Zeitverzogerung durch die Inputargumente beeinflusst. Der
aoRM erkennt Signalverinderungen, sobald in der rechten Teilstichprobe der Lange r die
absolute Differenz der Anzahl an positiven und negativen Residuen grofer als der kritische
Wert ist. Bei der durchgefithrten Simulationsstudie muss der aoRM je nach Kombinati-
on der Inputargumente und je nach Art und Ausmafs der Signalverinderung im Mittel
1/2r bis 3/4r signalverdnderte Beobachtungen in das rechte Teilfenster aufnehmen bis
er die Signalveranderung erkennt. Die Zeitverzogerung ist offenbar gering, falls der kriti-
sche Wert des aoRM-Tests klein ist. Dabei geht eine kleine Gesamtfensterbreite n = ¢ + r
mit einem kleinen kritischen Wert einher, vgl. Abbildung C.1 in Anhang C. Es lésst sich
also vermuten, dass bei einem festen r ein kleineres ¢ zu geringeren Zeitverzdgerungen
fiihrt. Tatsdchlich ist in Abbildung 4.5 das Gegenteil beobachtbar. Der Grund ist, dass
signalverdanderte Beobachtungen bei einer kleineren Gesamtfensterbreite n einen groferen
Einfluss auf die Schéitzung der RM-Geraden besitzen, auch weil diese zuerst am rechten
Rand des Gesamtfensters auftreten. Folglich ,kippen“ die signalverdnderten Beobachtun-
gen die RM-Gerade in ihre Richtung, so dass diese z.B. nach oben weist. Folglich liegen die
iibrigen Beobachtungen im rechten Teilfenster tendenziell unterhalb der RM-Geraden, d.h.

die Anzahl an positiven und negativen Residuen wird durch das Kippen der Regressions-
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geraden tendenziell ausgeglichener. Das Kippen der Regressionsgeraden erschwert also die
Erkennung der Signalveranderung. Je kleiner die Gesamtfensterbreite n, desto hoher der
Zugeffekt von signalverédnderten Beobachtungen, d.h. desto eher kippt die Regressionsge-

rade. Daher erkennt der aoRM Signalverédnderungen schneller, wenn n grofs ist.

4.3 Effizienz der Signalschitzungen

Im Folgenden werden der SCARM, der aoRM sowie eine modifizierte Version des aoRM
hinsichtlich der Effizienz ihrer Signalschétzungen mittels Simulationen verglichen. Die Effi-
zienz eines Schétzers T) zu einem Schétzer T, sowie der mittlere quadratische Fehler (Mean
Squared Error, MSE), die Verzerrung und die Varianz eines Schétzers sind in Anhang A
definiert. Der modifizierte aoRM, nachfolgend als mod.aoRM bezeichnet, verwendet den
Test des aoRM zur Fensterbreitenadaption, setzt jedoch wie der SCARM bei Ablehnung
der Nullhypothese die Fensterbreite direkt auf den Minimalwert n;,. Der Vergleich des
SCARM mit dem mod.aoRM ermoglicht daher die Untersuchung des Einflusses der bei-
den Testverfahren auf die Giite der Signalextraktionen. Im Gegensatz dazu muss beim
Vergleich des SCARM mit dem aoRM der Effekt der unterschiedlichen Mechanismen zur
Fensterbreitenverkleinerung beachtet werden.

In der hier vorgestellten Simulationsstudie nutzen die Filter vergleichbare Inputargumente,
so dass ein moglichst objektiver Vergleich erfolgt. Konkret verwenden der aoRM, mod.aoRM
und SCARM mit » = n; = 20 gleich viele Beobachtungen zur Testentscheidung, und die
minimale und maximale Fensterbreite ist jeweils n,,;, = 7 bzw. nya. = 200. Als Signifikanz-
niveau ist jeweils o = 0.001 gewéhlt. Da bei der retrospektiven Anwendung die Rechenzeit
unkritisch ist, verwendet der aoRM in dieser Anwendung den linearen Suchalgorithmus zur
Fensterbreitenadaption. Alle Verfahren nutzen die Restrict-to-Range-Regel (2.12).

Die Generierung der Zeitreihendaten und die Anwendung der beiden Filter erfolgt mit Hilfe
der Software R (R Development Core Team, 2011). Es werden Zeitreihen betrachtet, die

sich geméfs des Modells (2.1) als Realisationen von

Xt = e + & (4.13)

mit £ = 1,...,1000 ergeben. Es werden drei verschiedene Signale p; betrachtet, die in den
Abbildungen 4.6 — 4.8 auf den Seiten 74 — 76 zu sehen sind. Das erste Signal weist mehrere
Level Shifts unterschiedlicher Auspragung auf und das zweite Signal mehrere Trendwech-

sel. Das dritte Signal basiert auf dem Sinus, wobei sich die Amplitude nach jeder Periode
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Abbildung 4.6: Signaltyp ,Level Shift* und eft* (T3, Ty, ;) fir (71, T3) = (SCARM, aoRM)
und (SCARM, mod.aoRM).

vergrofert. Die drei Signaltypen werden nachfolgend als Typ ,Level Shift*, Typ , Trend-
wechsel und Typ ,,Sinus“ bezeichnet. Der Rauschprozess & = ¢, + n; setzt sich in jedem
Fall aus dem unabhéngig standardnormalverteilten Fehlerprozess €, und einem Ausreifser
generierenden Prozess 7, zusammen. Letzterer erzeugt 5% Ausreifer mit dem Wert fiinf an
zufélligen Zeitpunkten. Fiir jeden der drei Signaltypen werden jeweils N = 1000 Zeitreihen
(@4)t=1,... 1000 mit zufélligen Fehlern und Ausreifern erzeugt und der aoRM, mod.aoRM und
SCARM auf jede Zeitreihe angewendet. Es ergeben sich demnach fiir jeden Filter fiir jeden
Zeitreihentyp zu jedem Zeitpunkt N = 1000 Signalschatzungen. Die geschétzte Effizienz
des SCARM zum aoRM fiir das Signal zum Zeitpunkt ¢ ist dann

MSE€y,, (aoRM)

GH(SCARM, aoRM, ,Mt) = m,
Mt

wobei mse,, (-) den geschitzten MSE fiir das Signal zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet. Gilt
eff(SCARM, aoRM, p1;) > 1, so ist der SCARM effizienter als der aoRM. In den Abbil-
dungen 4.6 — 4.8 werden die Effizienz des SCARM zum aoRM und des SCARM zum
mod.aoRM fiir die drei Signaltypen ,Level Shift, /Trendwechsel“ und ,Sinus” in leicht ab-
gewandelter Form présentiert. Die modifizierte Effizienz eines Signalschétzers 77 zu 75 zum

Zeitpunkt t ist dabei gegeben durch

eH*(T17 T27 :ut) = Mt + 10g [eH(Tlv T27 :ut)] .
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Abbildung 4.7:  Signaltyp ,Trendwechsel® und eff*(T},Ts, ) fir (11,75) =
(SCARM, aoRM) und (SCARM, mod.aoRM).

Die Zeitreihe eff* (T}, Ty, p1;) ermoglicht den Vergleich der Signalschitzer T und Ty zu je-
dem Zeitpunkt ¢. Zu den Zeitpunkten, an denen die Zeitreihe eft*(77, 15, i1y) oberhalb des

Signals p; verlauft, ist 7T} effizienter als 75 und umgekehrt.

Bei dem Zeitreihentyp ,Level Shift“ in Abbildung 4.6 verlaufen die Zeitreihen der Werte
von eff*(SCARM, aoRM, p;) und eff*(SCARM, mod.aoRM, ;) fiir den Grofteil der Zeit-
punkte oberhalb der Signalzeitreihe, d.h. der SCARM ist hier effizienter im Vergleich zum
aoRM und mod.aoRM. Besonders auffillig sind die Unterschiede nach den Level Shifts.
An diesen Stellen sind der aoRM und mod.aoRM wesentlich verzerrter als der SCARM,
da dieser die Signalverédnderungen schneller und zuverlissiger erkennt. Dies bestétigt die
Resultate aus Kapitel 4.2 bzgl. der Power und der mittleren Zeitverzégerung der Verfah-
ren. Der aoRM und mod.aoRM sind jedoch etwas effizienter, wenn das Signal iiber einen
langeren Zeitraum unveréndert bleibt, was im Bereich der Zeitpunkte ¢ = 100, ...,200 und
t =700,...,800 zu erkennen ist. Der Grund ist, dass der aoRM und mod.aoRM im Bereich
der Level Shifts im Mittel grofsere Fensterbreiten als der SCARM wéhlen. Folglich erge-
ben sich fiir diese Filter zu den Zeitpunkten nach den Level Shifts grokere Fensterbreiten,
weshalb ihre Signalschiatzungen zu diesen Zeitpunkten eine geringere Varianz als die des
SCARM aufweisen. Uber alle Zeitpunkte hinweg gesehen liefert der SCARM dennoch die
besten Resultate bzgl. des MSE. So betrigt der Root MSE (RMSE) des SCARM, gemittelt
iiber alle 1000 Zeitpunkte, etwa 0.56, wihrend der aoRM und mod.aoRM einen mittleren
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Abbildung 4.8: Signaltyp ,Sinus* und eft*(T%, Ty, p;) fir (71,73) = (SCARM, aoRM) und
(SCARM, mod.aoRM).

RMSE von 1.03 bzw. 0.80 aufweisen.

Fiir den Zeitreihentyp , Trendwechsel“ in Abbildung 4.7 sind die Resultate dhnlich. Nach
deutlichen Trendwechseln liefert der SCARM effizientere Signalschédtzungen, was wiederum
auf die geringere Verzerrung zuriickzufiihren ist. Nach weniger deutlichen Trendwechseln,
hier zu dem Zeitpunkten t = 220, t = 420 und t = 520, ist der SCARM jedoch weniger
effizient als die beiden anderen Filter. Da der SCARM diese geringen Trendwechsel we-
sentlich haufiger erkennt als der aoRM und mod.aoRM, adaptiert er fiir die nachfolgenden
Zeitpunkte im Mittel kleinere Fensterbreiten. Diese Trendwechsel sind jedoch weniger stark
ausgepragt, so dass das Ausmak der Verzerrung bei groferen Fensterbreiten gering ist. So-
mit fithren an diesen Stellen grofsere Fensterbreiten aufgrund der geringeren Varianz zu
geringeren MSE-Werten. Uber alle Zeitpunkte hinweg liefert der SCARM jedoch mit rund
0.94 den geringsten mittleren RMSE-Wert. Die entsprechenden mittleren RMSE-Werte des
aoRM und mod.aoRM sind 1.41 und 0.98.

Im Gegensatz zu den Zeitreihentypen ,Level Shift* und ,Trendwechsel” verlduft beim
Zeitreihentyp ,Sinus” in Abbildung 4.8 das Signal nicht stiickweise linear. Die Annahme,
dass sich das Signal lokal durch Geraden approximieren lasst, ist jedoch auch fiir diesen Sig-
naltyp vertretbar. Die Zeitreihen eff(SCARM, aoRM, ;) und eff*(SCARM, mod.aoRM, ;)
verlaufen bei schwicheren Amplituden im Bereich der lokalen Extrema unterhalb des Sig-
nals, d.h. in diesen Bereichen sind der aoRM und mod.aoRM etwas effizienter als der
SCARM. Bei stiarkeren Amplituden ist jedoch der SCARM effizienter als der aoRM, wéh-
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Typ ,Level Shift*
o SCARM aoRM mod.aoRM

0.001 0.56 1.03 0.80
0.01 0.56 0.97 0.70
0.1 0.66 0.84 0.66

Typ ,,Trendwechsel”
« SCARM aoRM mod.aoRM

0.001 0.94 1.41 0.98
0.01 0.76 1.21 0.83
0.1 0.67 0.96 0.74

Typ ,,Sinus*

Q@ SCARM aoRM mod.aoRM
0.001 1.06 1.43 0.84
0.01 0.81 1.25 0.76

0.1 0.63 0.96 0.68

Tabelle 4.2: Mittlerer RMSE des SCARM, aoRM und mod.aoRM fiir die Signaltypen , Level
Shift, , Trendwechsel“ und ,Sinus* und fiir die Signifikanzniveaus o = 0.001,0.01,0.1.

rend der SCARM und mod.aoRM etwa gleich effizient sind. Der mod.aoRM liefert {iber alle
Zeitpunkte im Mittel den kleinsten RMSE von rund 0.84. Der mittlere RMSE des SCARM
betragt rund 1.06 und der mittlere RMSE des aoRM etwa 1.43.

Fiir die beschriebenen Effizienzvergleiche nutzen die Filter das Signifikanzniveau av = 0.001.
Da das Signifikanzniveau die Fensterbreitenadaption und somit die Signalextraktion beein-
flusst, ist der Effizienzvergleich der drei Signalextraktionsverfahren zusédtzlich unter Ver-
wendung von a = 0.01 und o« = 0.1 durchgefiihrt worden. Letzteres ist das von Schettlinger
et al. (2010a) empfohlene Signifikanzniveau. Die Zeitreihen eff*(SCARM, aoRM, ;) und
eff* (SCARM, mod.aoRM, ;) fiir die drei Signaltypen und fiir & = 0.01 und 0.1 sind in den
Abbildungen C.11 — C.16 in Anhang C gezeigt. Hier ergeben sich dhnlich Resultate. Be-
trachte hierzu auch die Tabelle 4.2, welche die mittleren RMSE-Werte des SCARM, aoRM
und mod.aoRM fiir alle Zeitreihentypen und alle Signifikanzniveaus auflistet. In dieser Ta-
belle sind fiir jedes a die kleinsten mittleren RMSE-Werte fett gekennzeichnet. Lediglich
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fiir den Signaltyp ,,Sinus* liefert der SCARM nicht fiir jeden Wert von « die besten Resul-
tate; hier weist der mod.aoRM fiir &« = 0.001 und 0.01 den geringsten mittleren RMSE auf.
Allerdings liefert der SCARM fiir jeden Signaltyp iiber alle o den kleinsten RMSE-Wert
(unterstrichen). Dabei ergibt sich dieser fiir die Signaltypen , Trendwechsel“ und ,Sinus*
unter Verwendung von o = 0.1, wohingegen beim Typ ,Level Shift® der kleinste RMSE-
Wert mit o = 0.001 erreicht wird.

Insgesamt liefert der SCARM effizientere Signalschéitzungen als der aoRM und mod.aoRM.
Dabei ist fiir den SCARM ein kleines Signifikanzniveau empfehlenswert, wenn in den
Zeitreihendaten haufige Signalverdnderungen in Form von Level Shifts zu erwarten sind.
Fiir Signalverdnderungen in Form von Trendwechseln oder periodischen Schwingungen ist

dagegen ein groferes Signifikanzniveau zu empfehlen.

4.4 Anwendung auf echte Daten

Der aoRM und SCARM werden im Folgenden retrospektiv unter Verwendung der R-Funk-
tionen adore.filter und scarm.filter aus dem Paket robfilter auf eine Zeitreihe von
Blutdruckmessungen und auf eine Zeitreihe von Aktienpreisen angewendet und bzgl. der

Signalextraktion und Fensterbreitenadaption verglichen.

4.4.1 Zeitreihen aus der intensivmedizinischen Patienteniiberwachung

Bei der intensivmedizinischen Uberwachung des Zustands des Patienten, dem sog. Online-
Monitoring, werden mehrere himodynamische Variablen wie die Herzfrequenz oder die
Sauerstoffsattigung des Blutes fortlaufend in kurzen Zeitabstdnden gemessen. Abbildung
4.9 (a) zeigt die Zeitreihe (y;), t = 1,...,1000, des sekiindlich gemessenen systolischen
Blutdrucks (in mmHg) eines Patienten. Die Zeitreihe (y;) ist Teil einer umfangreichen Da-
tenbank von aufgezeichneten Online-Monitoring-Zeitreihen hamodynamischer Variablen.
Die Daten sind am Universitédtsklinikum Regensburg im Rahmen des Teilprojekts C4
wZeitreihenanalytische Methoden zur Behandlung von Online-Monitoring-Daten aus der
Intensivmedizin“ des Sonderforschungsbereichs 475 , Komplexitdatsreduktion in multivaria-
ten Datenstrukturen” der TU Dortmund erhoben worden.

Zu der Datenzeitreihe (y;) in Abbildung 4.9 (a) sind die Signalextraktionen des aoRM (rot)
und SCARM (blau) eingezeichnet. Die untere Abbildung (b) zeigt die adaptierten Fenster-
breiten n;. Fir den SCARM und aoRM sind die Inputargumente n;, = 10, ny.. = 300,
lmin =7 = 30 = ny, und a = 0.01 gewahlt. Des Weiteren nutzen beide Filter die Restrict-
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Abbildung 4.9: (a) Zeitreihe des sekiindlich gemessenen systolischen Blutdrucks eines Pa-
tienten und Signalextraktion des aoRM und SCARM; (b) Adaptierte Fensterbreiten.

to-Range-Regel (2.12), und der aoRM verwendet den linearen Suchalgorithmus. Da es sich
bei den Daten um ganzzahlige Beobachtungen handelt und somit Bindungen in den Fens-
terstichproben wahrscheinlich sind, wird fiir den SCARM b = 0.1 gesetzt um Implosionen
der Q;dj—Skalenschétzungen zu verhindern. Zudem wird fiir die R-Funktion scarm.filter
die Option autocorrelations=’’automatic’’ gewihlt, da die gemessenen Blutdruckwer-
te starke positive Autokorrelationen aufweisen.

Zunéachst sei auf die adaptierten Fensterbreiten n; in der unteren Abbildung 4.9 (b) hin-
gewiesen. Die vom aoRM adaptierten Fensterbreiten (rot) schwanken groftenteils etwa im
Bereich zwischen 50 und 150 und spiegeln den Verlauf der Datenzeitreihe nur unzurei-
chend wieder. Auch Schettlinger (2009, Kap. 3.3.3) bemerkt im Zuge der Anwendung des
aoRM auf intensivmedizinische Online-Monitoring-Daten, dass die adaptierten Fensterbrei-

ten kaum Riickschliisse auf die Daten zulassen. Im Gegensatz dazu lasst sich der Verlauf



4.4 Anwendung auf echte Daten 80

der Datenzeitreihe anhand der vom SCARM adaptierten Fensterbreiten (blau) sehr wohl
nachvollzichen. Hierzu sei auf die senkrechten blauen Linien in der oberen Abbildung (a)
hingewiesen, die zu den Zeitpunkten t* — r/3 = t* — 10 eingezeichnet sind. Dabei be-
zeichnet t* die Zeitpunkte, an denen der SCARM Signalverdnderungen erkennt und die
Fensterbreite demzufolge verkleinert. (Ein angemessener Schéitzer fiir den Zeitpunkt der
Signalverdnderung ist t* — r/3, vgl. S. 36.)

Anhand der vom aoRM und SCARM adaptierten Fensterbreiten lassen sich die jeweiligen
Signalextraktionen in der oberen Abbildung 4.9 (a) erkldren. Bis zum Zeitpunkt ¢ = 670
verkleinert der SCARM mehrfach die Fensterbreite, was aufgrund des unruhigen Verlaufs
der Datenzeitreihe angemessen erscheint. In diesem Zeitraum adaptiert der SCARM {iber-
wiegend kleinere Fensterbreiten als der aoRM, so dass die Signalveréinderungen exakter und
mit geringerer Zeitverzogerung wiedergegeben werden. Ab dem Zeitpunkt ¢ = 670 wachsen
dann die Fensterbreiten des SCARM bis auf den Wert n, = 287 an, so dass sich glatte
Signalextraktionen ergeben. Da die Datenzeitreihe in dem entsprechenden Zeitraum einen
ruhigen Verlauf in Form eines Abwartstrends aufweist, kann die Fensterbreitenadaption
als angemessen bewertet werden. Demgegeniiber wachsen die Fensterbreiten des aoRM
nicht an, sondern schwanken etwa um den Wert 100. Offensichtlich erfiillt der SCARM
hier die Vorgabe, kleine Fensterbreiten bei Signalverdnderungen und grofe Fensterbreiten
in Phasen eines unverdnderten Signalverlaufs zu wahlen. Der aoRM erfiillt diese Vorgabe
nicht.

4.4.2 Zeitreihen von Aktienpreisen

Ein weiteres Anwendungsbeispiel fiir die Signalfilter sind hochfrequent gemessene Zeitrei-
hen von Aktienpreisen. Abbildung 4.10 (a) zeigt eine Zeitreihe (y;), t = 1,...,800, von
Preisen verkaufter Aktien (in Euro) der Santander-Bank an der Borse von Madrid sowie
die Signalextraktion des aoRM und SCARM; wie im vorherigen Kapitel 4.4.1 sind die vom
SCARM erkannten Signalverdnderungen durch senkrechte blaue Linien gekennzeichnet.
Darunter sind in Abbildung 4.10 (b) die vom aoRM und SCARM adaptierten Fensterbrei-
ten zu sehen. Die Daten sind der Webseite http://www.tickdata.com/ am 21.03.2012
entnommen worden. Eine Beobachtung 1, entspricht dem mittleren Aktienpreis der Trans-
aktionen der vergangenen fiinf Sekunden, d.h. die Messfrequenz der Daten betrdagt eine
Beobachtung pro fiinf Sekunden. In der Zeitreihe (y;) fehlen 71 Werte, da in den entspre-
chenden fiinf Sekunden keine Transaktion stattgefunden hat. Die fehlenden Werte treten

jedoch vereinzelt auf, so dass sich keine langeren Liicken ergeben. Fiir die Filter sind hier
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Abbildung 4.10: (a) Zeitreihe von Aktienpreisen und Signalextraktionen des aoRM und
SCARM; (b) Adaptierte Fensterbreiten.

die Inputargumente nyy, = 5, Npax = 200, 7 = lpyw = 15 = ny gewahlt. Der aoRM-
und SCARM-Test verwenden das Signifikanzniveau o = 0.01 und beide Filter nutzen die
Restrict-to-Range-Regel (2.12). Der aoRM verwendet den linearen Suchalgorithmus, und
der SCARM nutzt die Option autocorrelations=’’automatic’’.

Auch fiir diesen Datentyp lassen die vom aoRM adaptierten Fensterbreiten in Abbildung
4.10 (b) kaum Riickschliisse auf den Verlauf der Datenzeitreihe zu. Weder wachsen die ad-
aptierten Fensterbreiten bei unverédndertem Verlauf der Datenzeitreihe kontinuierlich an,
noch werden die Fensterbreiten bei Signalveranderungen, wie z.B. bei dem deutlichen Le-
vel Shift gegen t = 250, entsprechend klein gewéhlt. Vielmehr schwanken die vom aoRM
adaptierten Fensterbreiten grofitenteils zwischen etwa n; = 40 und 80. Im Gegensatz da-
zu lassen die vom SCARM adaptierten Fensterbreiten Riickschliisse auf den Verlauf der

Datenzeitreihe zu. So wachsen die Fensterbreiten des SCARM in ruhigen Phasen konti-
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nuierlich an, so dass dieser nach einiger Zeit grofere Fensterbreiten nutzt als der aoRM.
Dennoch adaptiert der SCARM in Phasen eines unruhigen Signalverlaufs kleinere Fens-
terbreiten als der aoRM, vgl. den Zeitraum von t = 600 bis ¢ = 800. Der SCARM liefert
somit glatte Signalschétzungen in Phasen eines ruhigen Signalverlaufs und exakte Signal-
schiatzungen bei Signalverdnderungen. Im Gegensatz dazu kann der aoRM offenbar auch

in dieser Anwendung nicht beide Zielvorgaben gleichzeitig erfiillen.

4.5 Zusammenfassung der Vergleichsstudie und Diskussion

Beziiglich der Test Resistances als Robustheitskriterien bieten der Test des aoRM und des
SCARM ein vergleichbares Maf an Robustheit. Die Resistances des SCARM-Tests sind
unabhéngig vom Signifikanzniveau, wohingegen der Test des aoRM bei kleinem Signifi-
kanzniveau eine hohe RR, aber eine geringe RA aufweist. Dies kann fiir Anwendungen von
Vorteil sein, bei denen die RR wichtiger ist als die RA oder umgekehrt.

Hinsichtlich der Erkennung verénderter Signale ist der SCARM-Test gegeniiber dem aoRM-
Test im Vorteil. Der SCARM erkennt Signalverdnderungen in Form von Level Shifts oder
Trendwechseln durchweg schneller als der aoRM — grob gesagt etwa doppelt so schnell.
Zudem weist der SCARM-Test insbesondere bei Trendwechseln und fiir kleine Signifikanz-
niveaus eine deutlich hohere Giite auf als der Test des aoRM. Bzgl. der Giite zur Erkennung
von geringfiigigen Level Shifts ist der aoRM-Test dem SCARM-Test allerdings tiberlegen,
falls ¢ grofs ist im Vergleich zu r. Ein Hybridverfahren, das je nach Fensterbreite den Test
des aoRM oder SCARM zur Fensterbreitenadaption verwendet, stellt daher einen mogli-
chen Ansatz zur Forschung dar.

Die Vorteile des SCARM bei der Erkennung von Signalverdnderungen spiegeln sich im
Vergleich der Effizienz der Signalschétzungen wieder. So liefert der SCARM fiir die drei
betrachteten Signaltypen ,Level Shift“, ,/ Trendwechsel“ und ,Sinus“ insgesamt die besten
Resultate im Vergleich zum aoRM und zum mod.aoRM. Insbesondere fiir Zeitreihen mit
Level Shifts und Trendwechseln ist der SCARM dem aoRM und dem mod.aoRM iiberlegen,
da der SCARM das Signal nach einer Verdnderung mit wesentlich geringerer Verzerrung
schatzt. Die Resultate der Simulationsstudie sind allerdings streng genommen nur fiir nor-
malverteilte Fehler giiltig. Da der aoRM asymptotisch verteilungsfrei ist, liefert dieser fiir
andere Fehlerverteilungen moglicherweise bessere Resultate. Ein umfassender Vergleich des
SCARM und aoRM fiir verschiedene Fehlerarten steht jedoch noch aus.

Die Qualitdt der Signalextraktion der hier vorgestellten adaptiven RM-basierten Filter

wird durch die Qualitédt der Fensterbreitenadaption bestimmt. Diese hangt wiederum mafs-
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geblich von dem Prinzip der Fensterbreitenverkleinerung sowie von der Giite des Tests ab.
Dabei bewirkt das vom SCARM verwendete Adaptionsprinzip der direkten Verkleinerung
der Fensterbreite auf den Minimalwert eine deutlich genauere Wiedergabe von Signalver-
anderungen. Dariiber hinaus bietet der SCARM-Test im Gegensatz zum aoRM-Test auch
bei einem kleinen Signifikanzniveau eine hohe Giite. Die Anwendung des SCARM auf Zeit-
reihen von Blutdruckmessungen und Aktienpreisen zeigt die Uberlegenheit des SCARM
gegeniiber dem aoRM und bestétigt somit diese Resultate. So lédsst sich anhand der vom
SCARM adaptierten Fensterbreiten der Verlauf der Datenzeitreihe nachvollziehen — fiir die
Fensterbreiten des aoRM ist dies nicht der Fall. Aufgrund der guten Fensterbreitenadaption
gibt der SCARM Signalverdnderungen exakt und mit geringer Zeitverzogerung wieder und
liefert glatte Signalextraktionen, wenn die Datenzeitreihe einen ruhigen Verlauf aufweist.

Im Gegensatz dazu kann der aoRM diese beiden Ziele nicht gleichzeitig erfiillen.

Auf S. 24 wird die schlechte Fensterbreitenadaption des aoRM-basierten multivariaten
a0 TRM-LS diskutiert. Bereits bei moderater Dimension der Zeitreihe adaptiert der aoTRM-
LS iiberwiegend sehr kleine Fensterbreiten nahe dem Minimalwert. Ein Grund hierfiir ist,
dass der aoRM nur bei entsprechend hohem Signifikanzniveau eine zufriedenstellende Giite
liefert. Ein hohes Signifikanzniveau fiihrt allerdings haufig zu Fehlern 1. Art und somit zu
unnotigen Verkleinerungen der Fensterbreite. Fiir Tests zur Fensterbreitenadaption sollte
des Signifikanzniveau demnach klein gewéhlt werden, weshalb eine hohe Giite bei kleinem
Signifikanzniveau — wie sie der SCARM-Test bietet — von hoher Bedeutung ist. Daher stellt
der SCARM-Test im Vergleich zum Test des aoRM eine geeignetere Basis fiir einen multi-
variaten Filter mit adaptiver Fensterbreitenwahl dar.

Zur Verbesserung der Fensterbreitenadaption des aoTRM-LS wird von Borowski et al.
(2009) zudem die Bildung von Blécken abhéngiger Variablen vorgeschlagen, vgl. S. 24.
Dieser Ansatz erfordert allerdings Vorwissen iiber die Abhéngigkeiten zwischen den Varia-
blen sowie eine feste Abhangigkeitsstruktur. Wiinschenswert ist daher eine automatische,
zeitabhéngige Blockbildung. Hierfiir wird ein Verfahren bendtigt, das die Zusammenhén-
ge in multivariaten Datenstromen fortlaufend in Echtzeit anzeigt. Im folgenden Kapitel 5
wird die Similar Slope Monitoring- (SSM) Prozedur entwickelt, die auf dem SCARM ba-
siert und zur Echtzeit-Uberwachung der Zusammenhénge dient. Dabei liefert der SCARM
zu jedem Zeitpunkt eine Trendschétzung in einem Zeitfenster, in dem die Annahme der
lokalen Linearitédt gerechtfertigt ist. Ein Vergleich der aktuellen Trends zweier Zeitreihen

gibt somit Aufschluss iiber den aktuellen Zusammenhang zwischen den beiden Variablen.
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5 Echtzeit-Uberwachung der Zusammenhéinge in multi-

variaten Zeitreihen

Dieses Kapitel befasst sich mit Verfahren zur fortlaufenden Uberwachung der aktuell vor-
liegenden Abhéngigkeiten bzw. Zusammenhénge zwischen den Komponenten einer multi-
variaten Zeitreihe. Ein mogliches Anwendungsgebiet ist die intensivmedizinische Patienten-
iiberwachung, bei der eine Reihe von Variablen wie dem systolischen Blutdruck und dem
Puls fortlaufend sekiindlich gemessen werden. Hier fiihren pathophysiologische Verande-
rungen des Patientenzustands in vielen Fallen zu verdnderten Zusammenhingen zwischen
den Vitalparametern (Gather et al., 2002). Auch bei der Uberwachung von industriellen
Produktionsprozessen kénnen veranderte Zusammenhéange zwischen den iiberwachten Va-
riablen auf Fehler in der Fertigung hinweisen. Des Weiteren ist bekannt, dass 6konomische
Verénderungen, insbesondere Finanzkrisen, zu verdnderten Abhéngigkeitsstrukturen fiih-
ren. In all diesen Fillen kann die Echtzeit-Uberwachung der Zusammenhéinge dazu dienen,
Verdnderungen rechtzeitig zu erkennen und entsprechende Mafnahmen oder Entscheidun-
gen zu treffen.

Bei den in dieser Arbeit betrachteten multivariaten Datenstrémen handelt es sich um
hochfrequent gemessene, verrauschte und mit Ausreiffern kontaminierte instationére Zeit-
reihen. Aufgrund der schwierigen Datenlage und um die Anwendbarkeit in Echtzeit zu
gewihrleisten muss ein Verfahren zur Uberwachung der Zusammenhinge eine Reihe von

Anforderungen erfiillen:

1. Das Verfahren soll méglichst geringe Annahmen benétigen. Insbesondere die Statio-
naritit der Zeitreihen stellt aufgrund moglicherweise wechselnder Trends und Varia-

bilitaten keine vertretbare Annahme dar.

2. Das Verfahren soll einen geringen Rechenaufwand erfordern um in Echtzeit einsetzbar

sein.
3. Das Verfahren soll robust gegeniiber Ausreifern sein.

4. Der Verfahren soll mit fehlenden Messwerten umgehen kénnen.

Im folgenden Kapitel 5.1 wird ein Uberblick iiber bestehende Methoden gegeben, die zur
Echtzeit-Uberwachung der Abhingigkeiten bzw. Zusammenhénge in multivariaten Zeitrei-
hen genutzt werden konnen. Anschliefend wird in Kapitel 5.2 ein auf dem SCARM aus

Kapitel 3 basierendes Verfahren vorgestellt, das alle genannten Anforderungen erfiillt.
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5.1 TUberblick iiber bestehende Methoden

Aktuell bestehen nur wenige Ansétze und Verfahren um Abhéngigkeiten bzw. Zusammen-
hénge in multivariaten Zeitreihen in Echtzeit zu {iberwachen. Ein Test auf Anderungen der
Kovarianzstruktur multivariater Zeitreihen wird von Aue et al. (2009) vorgeschlagen. Fiir
eine Anwendung des Tests in Echtzeit miisste allerdings das globale Mittel der Zeitreihe
bekannt sein. Zudem ist die Testprozedur nicht robust gegeniiber Ausreifern. Wied (2009)
und Wied und Galeano (2013) entwickeln Prozeduren, bei denen auf konstante Korre-
lationen zwischen zwei Zeitreihen getestet wird, siehe auch Arnold et al. (2010). Diese
Testprozeduren liefsen sich zwar in Echtzeit anwenden, sind jedoch nicht robust gegeniiber
Ausreifsern.

Auf dem Gebiet der Kontrollkarten bestehen erst seit einigen Jahren Verfahren zur Uber-
wachung der Kreuzkorrelationen bzw. -kovarianzen in multivariaten Zeitreihen, siehe z.B.
Bodnar und Schmid (2007); Chan und Zhang (2001); Sliwa und Schmid (2005a,b). Diese
Verfahren stellen jedoch héufig starke Annahmen, sind nicht robust gegeniiber Ausreifsern
und verlangen die Spezifikation eines In-Control-Bereichs bzw. -Prozesses.

Lanius (2005) untersucht in ihrer Dissertation die Eignung der Faktoren- und Hauptkom-
ponentenanalyse zur Echtzeit-Erkennung von Verdanderungen der Abhéngigkeitsstruktur.
Fiir die lokale Durchfithrung einer Hauptkomponentenanalyse in gleitenden Zeitfenstern
(Kano et al., 2001; Li et al., 2000) ist die Mittelwertstationaritdt der Zeitreihen erfor-
derlich, so dass dieser Ansatz ausscheidet (Lanius, 2005, Kap. 4.2.2). Eine fensterbasierte
dynamische Hauptkomponentenanalyse nach Brillinger (1981) ist ebenfalls nicht geeignet
zur Echtzeit-Anwendung, da diese grofe Stichproben bendétigt und nichtkausale Filter ver-
wendet. Auch die Anpassung statischer oder dynamischer Faktormodelle (Pena und Box,
1987) in gleitenden Zeitfenstern ist aufgrund der Vielzahl an méglichen Modelltypen und
-ordnungen sowie der schwierigen Interpretation ungeeignet fiir die Echtzeit-Uberwachung
der Abhéngigkeitsstruktur instationdrer multivariater Zeitreihen.

Im Bereich des Data Minings bestehen einige Methoden zum Auffinden von Zusammen-
héngen zwischen Komponenten multivariater Datenstrome (Bulut und Singh, 2005; Cole
et al., 2005; Jiang et al., 2009; Liu und Ferhatosmanoglu, 2003; Zhu und Shasha, 2002).
Diese Verfahren dienen allerdings dem Auffinden lokaler, starker Zusammenhénge in hoch-
dimensionalen Datenstromen und sind nicht robust gegeniiber Ausreifern. Papadimitriou
et al. (2006) und Idé et al. (2007) entwickeln Mafzahlen (Scores) fiir die lokale Ahnlichkeit
von Zeitreihen, mit denen sich auch komplexere Zusammenhénge, z.B. durch lokal dhnliche

Muster, erfassen lassen. Die Autoren bezeichnen die Scores als robust in dem Sinne, dass
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diese iiber die Zeit einen stabilen Verlauf zeigen. Die Robustheit gegeniiber Ausreiffern ist
jedoch nicht gegeben. Methoden zum Clustern von Datenstromen werden vorgeschlagen
von Beringer und Hiillermeier (2006); Yeh et al. (2007); Dai et al. (2006); Rodrigues et al.
(2008); Yang (2003). Diese Verfahren sind jedoch nicht robust gegeniiber Ausreiffern und
stellen zumeist starke Annahmen an die Daten.

Lanius (2005, Kap. 5.3.1) schlédgt eine lokale Clusteranalyse vor, bei der lokal &hnliche
Komponenten der multivariaten Zeitreihe gruppiert werden. Die Bewertung der Ahnlich-
keit zwischen den Komponenten erfolgt dabei anhand der Distanz zwischen den letzten
vom robusten multivariaten TRM-LS-Filter (vgl. Kapitel 2.2.1) gelieferten Steigungsschét-
zungen. Veranderliche Variabilitdten in den multivariaten Zeitreihen bleiben bei dieser
Methodik jedoch unberiicksichtigt und kénnen die Gruppierung erheblich beeinflussen.
Nach Sichtung der Literatur ist dem Autor keine bestehende Methodik bekannt, die dem
Anforderungskatalog auf S. 84 vollstdndig geniigt. Der von Lanius (2005) verfolgte An-
satz, die Ahnlichkeit von Zeitreihen anhand robust geschitzter Steigungen zu bewerten,
ist allerdings vielversprechend. Im Folgenden wird daher eine neue auf dem SCARM ba-
sierende Methodik vorgestellt, welche diesen Ansatz aufgreift, jedoch im Gegensatz zu der

von Lanius vorgeschlagenen Prozedur die lokalen Variabilitdten beriicksichtigt.

5.2 Das SCARM-basierte Similar Slope Monitoring-Verfahren

Die hier vorgestellte Methode zur Echtzeit-Uberwachung der Zusammenhéinge ist in Zusam-
menarbeit mit Dipl.-Stat. Dennis Busse entwickelt worden, vgl. Busse (2012). Das Verfah-
ren vergleicht zu jedem Zeitpunkt die aktuellen Steigungen in den einzelnen Komponenten

der multivariaten Zeitreihe, weshalb es als Similar Slope Monitoring (SSM) bezeichnet ist.

5.2.1 Die SSM-Statistik zum Vergleich aktueller Trends

Wie die multivariaten Filter aus Kapitel 2.2 griindet das SSM-Verfahren auf der Annahme,
dass der K-variaten Zeitreihe (y,)icz mit y, = (y:(1),...,y:(K)) € RE ein unbekanntes

Signal p, unterliegt, das von Rauschen und Ausreifsern iiberlagert ist:
Yi=p, +e+mn, (5.1)

vgl. (2.13). Dabei werden die Fehler €; € RE als Prozess von zeitlich unabhiingigen Zufalls-
variablen mit E(g;) = 0 und Cov(g;) = X; € REXK angenommen. Kreuzkorrelationen zwi-

schen den Fehlerkomponenten sind moglich, d.h. Covley (i), e.(5)] =: 04(i,j), 1 <i < j < K,
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ist nicht notwendigerweise gleich null. Die Fehlervarianz der k-ten Komponente sei mit
o2(k) = oy(k, k) bezeichnet, k = 1,..., K. Die Kovarianzmatrix ¥; kann sich iiber die
Zeit verdndern; es wird jedoch angenommen, dass Verdnderungen nicht abrupt auftreten,
so dass 3 lokal als anndhernd konstant angesehen werden kann. Weiterhin sei mit 0, ein
Ausreifser generierender Prozess bezeichnet.

Das SSM-Verfahren stellt an jede univariate Komponente der multivariaten Zeitreihe zu-

sétzlich die Annahme der lokalen Linearitét des unterliegenden Signals:
fitny(k)+s(K) = pu(k) + Bu(k) - (s — nu(k))
bzw. }/t—nt(k)'f‘S(k) = (k) + Be(k) - (s — ne(k)) + 5t—nt(k)+8(k3) + nt—nt(k)-i-S(k)

mit £ = 1,...,K und s = 1,...,n.(k), wobei n;(k) eine zum Zeitpunkt ¢ giiltige Fens-

(5.2)

terbreite bezeichnet. Weiterhin ist iy, x)+s(k) das Signal der k-ten Komponente zum
Zeitpunkt t — ny(k) + s und fSi(k) die Steigung der k-ten Komponente im Zeitfenster, vgl.
(2.14). Dabei gilt der Verlauf zweier Komponenten i und j, i # j, der multivariaten Zeitrei-
he zum Zeitpunkt ¢ genau dann als gleich gerichtet, wenn S;(i) = 5;(j). Dies motiviert die

Betrachtung der SSM-Statistik
Se(t,5) = Se(Y tmu(i): Y emi() = /\t( /) , 1<i<j<K, (5.3)
Var[‘Dt(ihj)}

wobei Dy(i,7) := B(Y tmyiy) — B(Y tny(s)) mit
Y i) = Y y41(2), -, Ya(9), Ying) = Yicn(y41(4), - -5 Ye(4)).

Dabei sind B (Y ¢ n,(s)) und B (Y¢n,(j)) Schitzungen von (i) und 5;(j) anhand von Y,
und Y, (j), und @[Dt(i,j)] ist ein Schétzer der Varianz von D,(i, j).
Die Statistik Sy(i, j) vergleicht die aktuell vorliegenden Trends zweier univariater Zeitreihen
bzw. die Steigung der unterliegenden lokal linearen Signale und wird als Mafs fiir den
Zusammenhang im Sinne eines dhnlichen Verlaufs der beiden Zeitreihen genutzt. Je kleiner
die Realisation s;(i, 7) von Si(i, j), desto &hnlicher ist der Trend in den beiden Zeitreihen,
d.h. desto grofer ist der Zusammenhang. Dabei ist es fiir die Echtzeit-Anwendung aus
Griinden der Einfachheit sinnvoll, eine geeignete Schranke cpoung festzulegen, so dass der
Verlauf zweier Zeitreihen (y;(7)) und (y:(j)) zum Zeitpunkt ¢ als gleich gerichtet angesehen
wird, falls

[s¢(4, 3)| = Is¢(d, )| < cnouna- (5.4)
Die Wahl von c¢pounq wird in Kapitel 5.2.3 behandelt.
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Wird der SCARM auf die k-te Komponente angewendet, liefert dieser zu jedem Zeitpunkt
neben einer passenden Fensterbreite n,(k) und der Signalschétzung fi(k) == [i(yy )

auch eine Steigungssehitzung B(k) =AYy ) Wit Yoy = Grna (). o (k).
Damit ist durch

A

fit—n,(k)+5 (k) = (k) 4+ Be(k) - (s —ne(k)), s =1,...,m(k),

die an die letzten n,(k) Beobachtungen angepasste RM-Gerade gegeben. Dabei sei auf die
Bedeutung der vom SCARM adaptierten Fensterbreite n,(k) hingewiesen: Da der SCARM
die Linearitdt des unterliegenden Signals testet, kann angenommen werden, dass diese
Bedingung fiir die Fensterstichprobe der Lénge n:(k) erfiillt ist. Wiirde 5;(k) in einem glei-
tenden Zeitfenster fester Lange geschatzt werden, wire die Annahme eines im Zeitfenster
linearen Signals womoglich nicht zu jedem Zeitpunkt vertretbar. Demgegeniiber liefert die
komponentenweise Anwendung des SCARM zu jedem Zeitpunkt geeignete Schitzungen
Bi(1), ..., Bi(K) und somit geeignete Schiitzungen dy (i, 7) von D, (i, ) fiir alle Kombinatio-
nen (i, j) durch dy(i, j) = B:(i) — :(j). Im Folgenden wird die Schitzung von Var[D(i, j)]
behandelt und eine auf dem SCARM basierende Schiatzmethodik entwickelt.

5.2.2 Schéitzung von Var|[D,(i, j)]

Sei nun B, (k) := B(Yt,nt(k)), wobei 3 den RM-Steigungsschitzer bezeichne. Zudem gelte
stets 0.B.d.A. 1 <i < j < K. Es gilt

Var[Dy(i, j)] = Var[B,(i) — 5i(j)] = Var[3:(i)] + Var[B(j)] — 2 - Cov[Bi(i), Bi(7)].  (5.5)

Dabei héingen Var[f,()], Var[8,(5)] und Cov[B,(), 3:(j)] von den Fensterbreiten ny(i) und
ny(j) ab, vgl. Satz 3.1 auf S. 30 und Satz 5.1 auf S. 89. Da der SCARM die Steigungen S;(i)
und £;(j) mit dem RM in Zeitfenstern von nicht festen Léngen n(z) und n;(j) schétzt, ist
also

Var|[Dy(i,7)] = Var[Dyy,(i,7)], r € Z,

im Allgemeinen nicht erfiillt. Vielmehr kénnen sich die Fensterbreiten und somit die Vari-
anzen von Dy(i,j) abrupt und deutlich &ndern. Eine Schatzung von Var[D,(i, j)] anhand
der letzten m Realisationen d;_,,+1(7,7),...,di(i,j) wiirde demnach mit moglicherweise
deutlichen Verzerrungen einhergehen und ist daher nicht zu empfehlen. Aus diesem Grund
wird eine alternative Methodik zur Schétzung von Var[D,(i,j)] entwickelt, die auf den

Schitzungen der Fehlervarianzen (i) und oZ(j) griindet.
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Fiir die Varianzen Var[3,(i)] und Var[8,(j)] liefert der SCARM Schiitzungen durch

Var[ét(z)] = 6-152(2) ' Unt(i) und Var[ét(])] = OA_?(]) : UntU)? (56)
vgl. Kapitel 3.2. Dabei wird zur Schitzung der Fehlervarianzen o2(i) und o2(j) der Q-
Skalenschitzer verwendet, d.h. &,(i) = Q&Y [Ytoy] und 64(j) = adj [Y4.0,(5)]- Die Kon-

stanten vy, (; und vy, (;) sind Approximationen der Varianz des RM-Steigungsschétzers fiir
Fensterstichproben der Lange n;(i) bzw. n4(j) mit einem linearem Signal und unabhéngig
standardnormalverteilten Fehlern. Die Approximationen ergeben sich aus dem in Anhang
B.1 auf Basis von Simulationen erstellten Modell v(n) = 4.77 - 1077 + 17.71 - n=3.

Wenn die Fehler der i-ten und j-ten Komponente unabhingig sind, so sind auch £,(i) und
53,(j) unabhingig, so dass Cov[3,(i),3,(j)] = 0. In diesem Fall ergibt sich ein geeigne-
ter Schétzer fiir Var[Dy(i, j)] geméfs (5.5) durch die vom SCARM gelieferten Schitzungen
in (5.6). Da jedoch die Annahme unabhéngiger Fehler oftmals nicht realistisch ist, wird
im Folgenden ein Verfahren zur Schétzung von Cov[f;(i), 5;(j)] bzw. Corr[B,(), B:(j)] bei
kreuzkorrelierten Fehlern entwickelt. Dabei ist nachfolgend mit Kovarianz bzw. Korrela-
tion die Kreuzkovarianz bzw. -korrelation und nicht die Autokovarianz bzw. -korrelation

gemeint.

Der SCARM schitzt die Steigungen f;(i) und 5¢(7) mit dem RM in Zeitfenstern der Lénge
n¢(i) und n.(j). Dabei ist nicht zwangslaufig n;(i) = n.(j). Im Folgenden sei aber 0.B.d.A.
stets Nmin < 1¢(1) < ny(J) < Ninax, Wobel Ny und Ny die vom Anwender fiir den SCARM
festgelegte minimale und maximale Fensterbreite ist. Da der SCARM die Fensterbreiten
n¢(i) und n,(7) entsprechend der aktuellen Datensituation wéhlt, kann in beiden Fillen die

Linearitédt des Signals geméfs (5.2) angenommen werden. In diesem Fall gilt:

Satz 5.1.
Seien Yt,nt(i) = (K,nt(i)+1(i), ce ,Y}(Z)) und Yt,nt(j) = (K,nt(]’)+1 (]), Ce ,Kg(])) Zufalls—
vektoren, fir welche die Linearitit des Signals gemdfS (5.2) erfillt ist, d.h.

n*nt(i)JrT(i) = (1) + Bi(@) - [r — mu(0)] + St*nt(i)+7'(i)’

Yt—nt(j)+s<j) = pue(j) + Be(G) - [s — mu(G)] + ft—nt(j)+s(j)7

wobes

St—nt(i)—ﬁ—?"(i) = gt—nt(i)—&-r(i) + nt—nt(i)—i-r(i))
gt—nt(j)—ks(j) = Et—nt(j)—ks(j) + 77t—m(j)+s(j>
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mit r = 1,...,n,(i) und s = 1,...,n(j). Weiterhin sei &, .,y = (§1—ni(i)41(), - -, &(7))
und &, ,,,;) = (é} ne()+1(J)s ...,ft( ), und B bezeichne den RM-Steigungsschiitzer. Dann
qgilt

Cov[3u(0), Bu()] = Cov (Bl€ o). ]
wobei Bt(z) = B[thnt(i)] und Bt( ) = B[Yt ne(5)) -

Beweis.
Nach dem Beweis von Satz 3.1 auf S. 30 gilt

Bu(i) = Bi(i) + &) wd Bi(7) = Bi(7) + Bl

Da (;(i) und f;(j) Konstanten sind, folgt hieraus unmittelbar die Behauptung,.

Satz 5.1 besagt unter anderem, dass Cov|[3,(i), 5;(j)] unabhéingig von den wahren Steigun-
gen (;(i) und 5;(j) und den wahren Niveaus (i) und p,(j), d.h. unabhéngig von den
wahren unterliegenden Signalen ist, falls diese die Linearitdtsannahme erfiillen. Da in die-
sem Fall nach Satz 3.1 auch Var[3,(i)] und Var[3;(j)] unabhéingig von den Signalen sind,
ist auch . .

Cov[f5,(i), 5i(5)]
\/ Var| 5t Var[ﬁt( )]

unabhéngig von den Signalen und héngt nur von den Fehlervektoren &, . ;) und &, ,,;

Corr[B(3), ()] =

ab. Dabei haben nicht nur die Fehlerverteilung und die Fehlerkorrelation Einfluss auf
Corr[3,(i), B:(j)], sondern auch die Fensterbreiten n,(i) und n,(j). Betrachte hierzu den
Fall bivariat normalverteilter Fehler mit Kreuzkorrelation eins und n;(i) = n.(j). In die-
sem Fall gilt auch Corr[B(i), 5;(j)] = 1. Fiir ny(i) # ny(j) ist dies jedoch offensichtlich
nicht der Fall. Vielmehr tendiert die Korrelation zwischen 3,(i) und £,(j) mit zunehmen-
der Differenz zwischen n;(7) und n;(j) gegen null. Im Zuge der Schitzung der Korrelation
Corr[3,(i), B¢(j)] ist also zu beachten, dass diese abhingig ist von den adaptierten Fens-
terbreiten n.(i) und n:(j). Das heifst, selbst wenn die Signale p(i) und p(j) iiber den
gesamten Zeitverlauf linear sind und sich die Fehlerkorrelation nicht &ndert, gilt nicht,
dass Corr[B,(7), 5,(4)] konstant ist iiber alle Zeitpunkte ¢, da sich die Fensterbreiten r,(7)
und n4(7) iiber die Zeit verandern und zum Zeitpunkt ¢ im Allgemeinen nicht gleich sind.

Demnach ist

Corr[Bt(z'), Bt(])] = Corr[Bt-i-r(i)v Bt-l—r(j)]v r ez,
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im Allgemeinen nicht erfiillt. Wiirde Corr[3,(i), 5;(j)] anhand der letzten m RM-Steigungs-
schétzungen ﬁ[yt m+1,n¢—m+1(7) } ce 76[;‘/1& e ( z)] und ﬂ[yt m+1,nt—m+1(7) ] ce 7ﬂ[yt ne(g ]
geschitzt werden, ist daher mit verzerrten Schitzungen zu rechnen. Im Folgenden wird
eine alternative Schiitzmethodik fiir Corr[3,(i), 5;(j)] entwickelt, welche die Abhéngigkeit

der Korrelation von den Fensterbreiten n(i) und n(j) beachtet.

Fiir die Entwicklung der hier présentierten Methodik zur Schétzung von Corr[3,(i), B ()]
wird neben den o.g. Annahmen zuséitzlich vorausgesetzt, dass €, ~ N (0, %;) unabhéngig
und n, = 0 fiir alle ¢t € Z. Verletzungen dieser Annahmen, deren Auswirkungen auf die
Methodik und mogliche Gegenmafnahmen werden in Kapitel 5.2.4 diskutiert.
Nachfolgend sei die Korrelation der Fehler €4(¢) und &,(j) bezeichnet mit

pi(i,7) := Corr[e (i), &(j)] = %'

Unter der Annahme lokal konstanter Fehlerkorrelationen, d.h. pi_p,(i)+1(%, ) = pt—n,(i)+2(%, J)
= ... = p(i,j), wobei 0.B.d.A. ny(i) < my(5), gilt

pi(i,j) =0 = Corr[By(i), Bi(4)] = 0,
) = Corr[3,(i), 3:(j)] = 1,

1(J
ni(j) = Corr[Bi(i), i(j)] = —1.

7)
pe(i,7) =1 und ny(i) = n

(
pi(i,7) = —1 und ny(i) =

Falls pi(i,7) ¢ {—1,0,1} und/oder n(i) # n.(j), lasst sich jedoch nicht direkt von p.(3, 5)
auf Corr[f3,(i), B;(j)] schlieRen. Das Ziel ist daher, Corr[3,(), 3:(j)] iiber eine Funktion
der Fehlerkorrelation p.(7,j) und der Fensterbreiten n.(i) und n.(j) darzustellen. Dabei
legen Simulationen in Busse (2012, Anhang B) nahe, dass Corr[3,(i), 5,(j)] nicht von
den genauen Werten von n:(i) und n(j) abhéngt, sondern lediglich von dem Verhéltnis
re(i,7) = ny(i) /ne(§) € (0,1]. Demnach folgt Corr[3,(i), 5;(j)] einer unbekannten Funktion
C von py(i,7) und 7(i,7):

Corr[By(1), Bi(1)] = C pe(is §),r4(i, §)]

mit C': [—1,1] x (0,1] — [—1, 1]. Anhand der Ergebnisse der Simulationen erstellt Busse
(2012, Anhang B) ein Modell C fiir die unbekannte Funktion C' (die Koeffizienten sind auf

zwei Nachkommastellen gerundet):

C [p, 7] = 0.09p+0.01p> — 1.18pr 4 3.58pr2 — 1.73prr> — 0.18pr +0.58p>r2 — 0.20p%1. (5.7)
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Bei bekannter Fehlerkorrelation p.(4, j) kann die Korrelation der RM-Steigungen also an-
hand dieses Modells C' approximiert werden. Ist die Fehlerkorrelation pi(i,7) jedoch un-
bekannt oder zeitveranderlich, kann p,(7,j) in C durch eine geeignete Schitzung ersetzt
werden. Lanius und Gather (2010) untersuchen und vergleichen verschiedene Methoden zur
Schétzung der Fehlerkovarianzmatrix 3, in Echtzeit fiir das hier angenommene Modell (5.1)
und empfehlen den orthogonalisierten Gnanadesikan-Kettenring-Schdtzer (OGK, Maron-
na und Zamar, 2002) auf Basis des robusten @),-Skalenschéitzers (Rousseeuw und Croux,
1993), der in Kapitel 2.2.1 vorgestellt wird und im Folgenden mit OGK-Q,, bezeichnet
sei. Der @), wire auf die Residuen der K RM-Regressionsgeraden anzuwenden, die sich
im Zuge der komponentenweisen Anwendung des SCARM ergeben. Obwohl durch die ad-
aptive Fensterbreitenwahl des SCARM die Annahme eines linearen Signals vertretbar ist,
bleibt die @,-Schiatzung der Fehlerskala abhéngig von der Giite der Regressionsanpassung.
Zudem geschieht bei der Anwendung des SCARM bereits eine Schiatzung der Standardab-
weichung der Fehler mit dem modellfreien Q*¥-Skalenschéitzer. Aus diesen Griinden erwei-
tert Busse (2012, Kap. 4.2.2) die Vergleichsstudie von Lanius und Gather (2010) um den
OGK-Schétzer auf Basis des modellfreien Q*¥-Skalenschétzers, nachfolgend mit OGK-Q2%
bezeichnet. Bei einem linearen Signal ist die Giite des OGK-Q),, und OGK-Q*¥, gemessen
anhand der logarithmierten Konditionszahl, vergleichbar. Der OGK-(Q),, besitzt eine hchere
Giite bei unabhingigen Fehlern oder moderaten Ausreifern, wohingegen der OGK-Q2%
bei korrelierten Fehlern oder grofsen Ausreifern eine hohere Giite aufweist. Ist das Signal
jedoch nicht linear, sondern weist z.B. einen Sprung auf, verschlechtern sich die OGK-
Qn-Schitzungen. Demgegeniiber bleibt die Giite des OGK-Q*Y-Schitzers durch Spriinge
unbeeinflusst. Dariiber hinaus liegen die Q*¥-Skalenschétzungen der Fehler nach der kom-
ponentenweisen Anwendung des SCARM bereits vor, so dass keine zuséatzliche Rechenzeit
benotigt wird. Aus diesen Griinden ist der OGK-Q*¥ dem OGK-Q),, fiir die hier entwickelte
Schitzmethodik vorzuziehen. Unter Verwendung des OGK-Q?%-Schiitzers ergibt sich die
Schatzung von Var[D;(i, 7)] geméf (5.5) durch

Varldy(i, )] = Var[B,(1)] + Vatlf: ()] — 2Cor[fu(i), 5u(7)] - / Ve B VarlBu(7)]  (5.8)

mit Var[8,(i)] und Var[B,(;)] aus (5.6) und Corr[B:(i), 8:(j)] = C [pi(i, §), (3, 7)]. Dabei ist
C die Funktion aus (5.7) und py(i, j) die OGK-Q*¥-Schiitzung der Fehlerkorrelation. Ist die
komponentenweise Anwendung des SCARM erfolgt, liegen die Schitzungen @[Bt(z)] fur
allei = 1,..., K vor, so dass lediglich die Fehlerkorrelationen p;(7,j), 1 <i < j < K, zu
schiitzen sind. Der OGK-Q¥ nutzt hierzu in Schritt 1 des Algorithmus (vgl. S. 21f.) die be-
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reits vorliegenden Q*¥-Schitzungen 6,(i) und ,(j) der Fehlerskala. Da die Fensterbreiten
n¢(i) und ny(y) im Allgemeinen nicht gleich sind, stellt sich die Frage nach der Anzahl an
Beobachtungen n, die in Schritt 2 des OGK-Algorithmus verwendet werden. Hier empfiehlt
Busse (2012, S. 35) die Wahl von n = max{n(i),n:(j)}, so dass kein Informationsverlust
durch nicht beachtete Beobachtungen besteht. Falls 0.B.d.A. ny(i) < ni(j), ist zwar die
Annahme der Linearitit der Signale fiir die Komponente i nicht gerechtfertigt. Der Q%
liefert jedoch auch bei Verletzung dieser Annahme geeignete Skalenschiatzungen und somit
auch geeignete OGK-Q*¥-Schitzungen der Fehlerkorrelationen.

Im Folgenden wird untersucht, wie sich die SSM-Statistik S;(i, 7) in verschiedenen Szena-
rien von gleich und ungleich verlaufenden Zeitreihen verhélt. Diese Untersuchung erfolgt
mittels der R-Funktion SSM(), die in Kapitel 5.2.4 vorgestellt wird.

5.2.3 Bewertung der SSM-Statistik

Die SSM-Statistik S(7,7) dient als Maf des zum Zeitpunkt ¢ gegebenen Zusammenhangs
zwischen zwei Zeitreihen. Je kleiner der Wert von |s:(7, j)|, desto &hnlicher der aktuelle
Verlauf, d.h. desto grofer der aktuelle Zusammenhang. Dabei ist zu beachten, dass S;(i, )
nur den Riickschluss zulésst, wie sehr sich der Verlauf der beiden Zeitreihen gleicht. Zu-
sammenhénge im Sinne entgegengesetzter Verlaufe lassen sich anhand von S;(i, j) nicht
erkennen.

Im Folgenden wird das Verfahren in sechs verschiedenen Szenarien bivariater Zeitreihen
angewendet, um das Verhalten von S, (7, j) bei gleichen und ungleichen Verlaufen zu unter-
suchen. Insbesondere sollen Erkenntnisse bzgl. der Wahl einer geeigneten Schranke c¢ounq
fir Sy(i,j) gewonnen werden, so dass der Verlauf zweier Zeitreihen zum Zeitpunkt ¢ als
gleich gerichtet angesehen wird, wenn [s;(7,7)| < Cpound, vgl. (5.4). Die sechs bivariaten
Zeitreihen sind in Abbildung 5.1 dargestellt. In jedem Szenario ergeben sich die simulier-
ten Zeitreihendaten y, € R? ¢t =1,...,500, aus dem Modell Y; = p, + &; + 1, mit Signal
= (pe(1), 14(2)) € R? und Fehler €; = (g4(1),&/(2))" € R% Dabei ist &; ein Prozess un-
abhéngiger Zufallsvariablen e, ~ N(0,%;) mit 3; = (04(7,))i =12, 0:(1,1) = 04(2,2) =1
und 04(1,2) = 04(2,1) = p=0fiir alle t = 1,...,T. Der Fall kreuzkorrelierter Fehler, also
p # 0, wird hier nicht aufgefiihrt. Hierfiir ergeben sich vergleichbare Resultate (Busse, 2012,
Kap. 5.1), da bei der Schitzung von Var|[D,(i, j)] die Kreuzkorrelationen beriicksichtigt wer-
den. Fiir den Ausreifer generierenden Prozess m, = (1:(1), 7:(2))" ist n:(k) ~ 0.9 09 + 0.1 65,
k = 1,2, gewahlt, wobei J, die Einpunktverteilung in w bezeichnet. In den Daten sind

somit etwa 10% Ausreifler mit dem Wert 5 vorhanden.
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Abbildung 5.1: Sechs Szenarien von gleich und ungleich verlaufenden Zeitreihen.

In jedem der sechs Szenarien erfolgt die Anwendung des SCARM auf die beiden univariaten
Zeitreihen unter Verwendung der Inputargumente r = £;, = 30, npin = 10, Npax = 200
und a = 0.001. Wegen n,;, = 10 erfolgt in den sechs Anwendungen jeweils fiir die ersten
Zeitpunkte t = 1,...,9 keine SCARM-Signalextraktion und somit auch keine Berechnung

von $4(1, 7).

Szenario 1: Zwei konstante Signale

Abbildung 5.2 (a) zeigt zwei Zeitreihen, deren Signale konstant sind, d.h. (1) = 10
und p4(2) = 5 fiir alle ¢ = 1,...,500. Die Signale verlaufen somit iiber den gesam-
ten Zeitraum gleich. In der unteren Abbildung (b) ist die Zeitreihe der realisierten Ver-
gleichsstatistiken s;(1,2) dargestellt. Hier ist die Schranke cpoung = 3 gewéhlt; der Bereich
[—Cbound Cbound] 18t durch die gestrichelten Linien gekennzeichnet. Fiir die Zeitpunkte, an

denen $;(7,7) € [—Cbound, Chound] gilt, ist die bivariate Datenzeitreihe y, in der oberen Abbil-
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Abbildung 5.2: (a) Bivariate Zeitreihe (Szenario 1) mit SCARM-Signalextraktion und farb-
licher Kennzeichnung der Zusammenhénge auf Basis von s4(1,2); (b) Zeitreihe der Ver-
gleichsstatistik s;(1,2).

dung (a) griin gezeichnet, sonst grau. Diese farbliche Kennzeichnung erméoglicht eine schnel-
le visuelle Erfassung von (verdnderten) Zusammenhéngen und wére daher auch fiir die
Anwendung des Verfahrens in Echtzeit von Nutzen. Auch in den Abbildungen 5.3 — 5.7 zu
den Szenarien 2 bis 6 wird diese Darstellungsweise verwendet. Die farbliche Kennzeichnung
zeigt fast durchgehend einen Zusammenhang zwischen den beiden Zeitreihen y,(1) und y;(2)
an. Ausnahmen bilden lediglich die Zeitpunkte ¢t = 45,46 und ¢t = 131,132, 133. Zu diesen
Zeitpunkten liegt die Vergleichsstatistik unterhalb der unteren Schranke —cpounga = —3,
wie in der unteren Abbildung (b) zu erkennen ist. Diese fehlerhaften Bewertungen stéren
jedoch nicht den durch die farbliche Kennzeichnung gegebenen Gesamteindruck, dass die
beiden Zeitreihen einen &hnlichen Verlauf aufweisen. Es ist anzumerken, dass y;(1) und
y+(2) in Abbildung 5.2 (a) zu jedem Zeitpunkt ¢ unkorreliert sind, d.h. es besteht kein Zu-
sammenhang im Sinne einer stochastischen Abhéngigkeit. Die SSM-Methodik zeigt jedoch

iiberwiegend einen Zusammenhang an, da die Signale durchweg gleich verlaufen.

Szenario 2: Zwei Signale mit unterschiedlicher Steigung
In Abbildung 5.3 (a) hat die Zeitreihe y;(2) ein konstantes Signal 1;(2) = 5, wohingegen die
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Abbildung 5.3: (a) Bivariate Zeitreihe (Szenario 2) mit SCARM-Signalextraktion und farb-
licher Kennzeichnung von Zusammenhéngen auf Basis von s;(1,2); (b) Zeitreihe der Ver-
gleichsstatistik s;(1,2).

Zeitreihe y,(1) einen positiven Trend von §; = 0.02 fir alle t = 1,...,500 aufweist. Dieser
leichte Trend wird ab dem Zeitpunkt ¢ = 105 erkannt. Ab diesem Zeitpunkt liegen die Wer-
te von s;(1,2) in Abbildung 5.3 (b) deutlich unterhalb der unteren Grenze —cpounga = —3.
Offenbar kann das SSM-Verfahren auch geringe Trendunterschiede erkennen. Hintergrund
ist die Tatsache, dass die Varianz von D, (i, j) mit zunehmenden Fensterbreiten n;(i) und
n4(j) sinkt. Auch die Schétzung von Var[D;(i, 7)] fallt entsprechend klein aus, da die Appro-
ximationen vy, ;) und wv,,(;) monoton fallend in n¢(#) und n,(j) sind, vgl. (5.6) und Anhang
B.1. Folglich steigt die Giite des SSM-Verfahrens, d.h. die Wahrscheinlichkeit zur Erken-
nung ungleicher Steigungen, mit zunehmenden Fensterbreiten n;(i) und n(j). In diesem
Szenario erkennt der SCARM richtigerweise keine Signalverdnderung, weshalb n,(1) und
ny(2) auf den Maximalwert n,,,x = 200 anwachsen und das SSM-Verfahren eine hohe Giite
erreicht. Wiirde der SCARM hier in einer oder beiden Zeitreihen félschlicherweise eine Sig-
nalveranderung erkennen und somit eine oder beide Fensterbreiten auf den Minimalwert
Nmin Setzen, wiirde das SSM-Verfahren den leichten Trendunterschied fiir die nachfolgen-
den Zeitpunkte vermutlich nicht erkennen. Eine solche Situation zeigt Abbildung C.17 in

Anhang C. Hier werden die Fensterbreiten wegen o = 0.1 mehrfach falschlicherweise ver-
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Abbildung 5.4: (a) Bivariate Zeitreihe (Szenario 3) mit SCARM-Signalextraktion und farb-
licher Kennzeichnung von Zusammenhéngen auf Basis von s;(1,2); (b) Zeitreihe der Ver-
gleichsstatistik s;(1,2).

kleinert, worauthin s,(i,j) jeweils wieder in den Bereich [—¢hound, Chound] Mit Chouna = 3
zurilick fallt. Dies zeigt die Bedeutung des fiir den SCARM gewéhlten Signifikanzniveaus
a. Damit das SSM-Verfahren eine hohe Giite aufweist, muss « entsprechend klein gewéhlt

sein.

Szenario 3: Zwei gleich verlaufende Signale mit wechselnden Trends

Die Zeitreihen y,(1) und y;(2) in Abbildung 5.4 (a) bestehen aus stiickweise linearen Signa-
len p:(1) und p4(2), wobei (1) = 5;(2) # 0 und p(1) = pe(2) + 5 fiir alle t = 1, ..., 500.
Die Signale p;(1) und p:(2) verlaufen demnach iiber den gesamten Zeitraum gleich. Da
die SSM-Statistik s;(7,j) in der unteren Abbildung (b) zu jedem Zeitpunkt einen Zusam-
menhang erkennt — es gilt $,(¢,7) € [—Chound; Chound] Mit Cphoung = 3 fiir alle ¢ = 10,...,500
—, ist die Zeitreihe y, in Abbildung (a) durchgehend griin markiert. Allerdings liegen die
s¢(1,2)-Werte in der unteren Abbildung (b) gegen ¢t = 160 und ¢ = 260 nur knapp innerhalb
des Grenzbereichs. Wire hier cpoung = 2 gewahlt, wiirden die beiden Zeitreihen (1) und
y(2) kurzzeitig als undhnlich bewertet werden. Der Gesamteindruck wére dadurch jedoch

nicht verdndert.
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Abbildung 5.5: (a) Bivariate Zeitreihe (Szenario 4) mit SCARM-Signalextraktion und farb-
licher Kennzeichnung von Zusammenhéngen auf Basis von s;(1,2); (b) Zeitreihe der Ver-
gleichsstatistik s;(1,2).

Die kurzen Ausschlige in der Zeitreihe der s;(1,2)-Werte lassen sich wie folgt erklaren: Wei-
sen wie in Abbildung 5.4 (a) zwei dhnlich verlaufende Zeitreihen etwa zum selben Zeitpunkt
eine Signalverdanderung auf, so werden diese Veranderungen in der Regel nicht zeitgleich
erkannt. In Abbildung 5.4 (a) wird z.B. der Trendwechsel zum Zeitpunkt ¢ = 150 zuerst
in der Zeitreihe y;(2) (blaues Signal) erkannt. Etwa zehn Zeitpunkte spater wird auch der
Trendwechsel in der Zeitreihe y;(1) (rotes Signal) erkannt. In diesem kurzen Zeitraum erge-
ben sich deutlich unterschiedliche Steigungsschiitzungen 5;(1) und 3,(2) und somit deutlich
von null verschiedene SSM-Statistiken s;(1,2).

Szenario 4: Zwei ungleich verlaufende Signale mit wechselnden Trends

In diesem Szenario verlaufen die Zeitreihen y,(1) und y;(2) entgegengesetzt, d.h. zu jedem
Zeitpunkt gilt £;(1) = —f5:(2) # 0. Ein Zusammenhang im Sinne eines dhnlichen Verlaufs
ist somit zu keinem Zeitpunkt gegeben. Dieser Umstand wird durch die SSM-Methodik wei-
testgehend wiedergegeben, siehe Abbildung 5.5 (a). So liegen die Werte der SSM-Statistik
s¢(1,7) in der unteren Abbildung (b) zu den tiberwiegenden Zeitpunkten deutlich aufer-

halb des Bereichs [—Cpound, Chound] Mit Chouna = 3. Lediglich nach einigen Trendwechseln
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Abbildung 5.6: (a) Bivariate Zeitreihe (Szenario 5) mit SCARM-Signalextraktion und farb-
licher Kennzeichnung von Zusammenhéngen auf Basis von s;(1,2); (b) Zeitreihe der Ver-
gleichsstatistik s;(1,2).

gilt kurzzeitig s,(7,7) € [—Cpound; Chound]- Dies ist dem Umstand geschuldet, dass bei den
hier vorliegenden gleichzeitigen Trendwechseln sowohl 5;(1) als auch (;(2) kurzzeitig nahe
null geschitzt werden. In diesem Zeitraum ist dann auch [s,(7,7)| < ¢pouna, SO dass die
Zeitreihe y, griin gezeichnet ist. Insgesamt wird durch die farbliche Kennzeichnung jedoch

der richtige Eindruck vermittelt, dass y;(1) und y;(2) nicht &hnlich verlaufen.

Szenario 5: Zwei gleich verlaufende Signale mit Level Shifts

Im fiinften Szenario in Abbildung 5.6 (a) werden Zeitreihen y;(1) und y:(2) mit stiickwei-
se konstanten Signalen betrachtet, wobei p(1) = p(2) + 5 fiir alle ¢ = 1,...,500. Die
Signale zeigen somit durchgehend einen gleichen Verlauf, d.h. 5;(1) = 5,(2) = 0 fiir al-
let =1,...,500, und die Level Shifts treten zeitgleich auf. Abgesehen von drei kurzen
Zeitrdumen verlduft die SSM-Statistik s;(7, j) in der unteren Abbildung (b) innerhalb des
Bereichs [—Chound, Chound] Mit Chouna = 3. Das SSM-Verfahren zeigt somit richtigerweise fast
durchgehend einen Zusammenhang im Sinne eines dhnlichen Verlaufs an. Lediglich zu den
Zeitpunkten t = 363, 364,365 und t = 439, ..., 448 liegen die Werte von s,(i, j) kurzzeitig

deutlich auferhalb des Bereichs [—cpound; Chound]- Der Grund hierfiir ist, dass die Spriinge
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Abbildung 5.7: (a) Bivariate Zeitreihe (Szenario 6) mit SCARM-Signalextraktion und farb-
licher Kennzeichnung von Zusammenhéngen auf Basis von s:(1,2); (b) Zeitreihe der Ver-
gleichsstatistik s;(1,2); (c) Zeitreihe der Fensterbreiten-Verhaltniszahlen r.(1,2).

nicht gleichzeitig erkannt werden. Folglich ist die Differenz |d; (7, j)| der Steigungsschétzun-
gen (1) und f3;(2) kurzzeitig groR. Sobald der Level Shift auch fiir die zweite Komponente

erkannt ist, gilt wieder s;(4,7) € [—¢bound, Chound]-

Szenario 6: Eine stationire Zeitreihe und eine Zeitreihe mit Level Shifts

Beim sechsten Szenario, dargestellt in Abbildung 5.7 (a), weist die Zeitreihe y;(1) dasselbe
Signal auf wie im Szenario 5. Die zweite Zeitreihe y,(2) besitzt jedoch ein konstantes Signal,
d.h. i (2) =0furallet =1,...,500. Wegen (1) = 5;(2) =0 fiirallet = 1,...,500 weisen
die beiden Zeitreihen zwar zu jedem Zeitpunkt die selbe Steigung auf, sie verlaufen jedoch
nicht dhnlich. Dieses Szenario stellt demnach eine Herausforderung an die SSM-Methodik

dar. So gilt fiir die tiberwiegenden Zeitpunkte $,(7, j) € [—Chound; Cbound] Mit Chouna = 3, vgl.
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die mittlere Abbildung 5.7 (b). Das SSM-Verfahren erkennt also fiir die beiden Zeitreihen
iiberwiegend einen Zusammenhang im Sinne einer ahnlichen Steigung. Dies entspricht zwar
den Tatsachen, da (5;(1) = £,(2) = 0 fur alle t = 1,...,500. Es wird jedoch ein falscher
Eindruck vermittelt, da der Verlauf der beiden Zeitreihen y;(1) und y;(2) unterschiedlich
ist. Fiir derartige Félle konnen die vom SCARM adaptierten Fensterbreiten, bzw. deren
Quotient (i, 7) = min{n. (i), n,(j)}/ max{n¢(i), n:(5)} € (0,1], als zusétzliche Informati-
on genutzt werden. Ist r4(i, 7) kleiner als eine festgelegte Schranke rhounq, ist die Differenz
der adaptierten Fensterbreiten zu grofs, als dass der Verlauf der Datenzeitreihen als &hnlich
bewertet werden konnte. In der unteren Abbildung 5.7 (c) sind die Werte von r4(4, j) darge-
stellt, die Schranke 7pounq = 0.5 ist hier durch die gestrichelte Linie gekennzeichnet. Zu den
Zeitpunkten, an denen r;(i,j) < Tpouna = 0.5, ist fiir die Zeitreihen y,(1) und v;(2) ein Zu-
sammenhang ausgeschlossen. Folglich sind die beiden Zeitreihen in der oberen Abbildung
(a) iiberwiegend grau gezeichnet, und somit wird nicht der Eindruck eines Zusammenhangs
vermittelt. Wird die auf r,(4, j) basierende Zusatzregel nicht angewendet, werden (1) und

y+(2) iiberwiegend griin gekennzeichnet, vgl. Abbildung C.18 in Anhang C.

Nach der Anwendung der Prozedur in den hier betrachteten sechs Szenarien bivariater
Zeitreihen erscheint es sinnvoll, die Schranke cpouna fiir die SSM-Statistik Si(i, 7) etwa im
Bereich [2, 4] zu wihlen. Des Weiteren ist zu empfehlen, fiir den SCARM-Test ein kleines
Signifikanzniveau von z.B. o = 0.001 festzulegen, damit die SSM-Prozedur auch geringe
Trendunterschiede erkennen kann. Im Falle von Level Shifts kann die Wahl einer Schranke
Thound fUr den Quotienten der Fensterbreiten r;(i, j) zu besseren Resultaten fiihren. Diese
sollte nicht zu grofs gewahlt werden, insbesondere wenn die Differenz zwischen der gewéhl-
ten minimalen und maximalen Fensterbreite n;, und ng., grof ist. Sei z.B. ny, = 10
und nyay = 400 und rpeung = 0.5. Falls n4(7) = n4(j) = Nmax = 400 und die Fensterbreite
ny+1(7) (falschlicherweise) auf den Wert n,,;, = 10 gesetzt wiirde, miisste diese erst wieder

auf den Wert 200 anwachsen, bis die beiden Zeitreihen als &hnlich bewertet werden kénnen.

5.2.4 Diskussion

Die entwickelte SSM-Methodik erfiillt alle der auf S. 84 geforderten Bedingungen und ist
somit geeignet zur Echtzeit-Uberwachung der Zusammenhénge in instationiren, verrausch-
ten und Ausreiffer behafteten multivariaten Zeitreihen. So stellt das SSM-Verfahren ledig-

lich geringe Annahmen an die Daten und bendtigt nur geringe Rechenzeiten, da die vom
recheneffizienten SCARM gelieferten Schitzungen 5,(i), 5,(4), \7a\r[3t(z)] und \//:E;"[Bt(j)]
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genutzt werden. Somit bleibt lediglich die Korrelation Corr[ﬁt(i), Bt(j )] zu schétzen, vgl.
(5.8), was mittels des schnell zu berechnenden OGK-Q*¥ geschieht. Neben der schnellen
Rechenzeit bietet das SSM-Verfahren die geforderte Robustheit gegeniiber Ausreifsern, da
alle Komponenten der Vergleichsstatistik S;(i,j) robust geschétzt werden. Des Weiteren
fiihren fehlende Werte nicht zu einem Abbruch des SSM-Verfahrens, da fiir den SCARM
Regeln zur Behandlung fehlender Werte bestehen, vgl. Kapitel 3.3.3. Liegen fiir eine Zeitrei-
he (i) zu einem Zeitpunkt ¢ nicht geniigend aktuelle Messwerte vor, liefert der SCARM
als Steigungsschétzung einen fehlenden Wert. In diesem Fall erfolgt fiir y;(7) zum Zeitpunkt

t kein Vergleich mit den {ibrigen Zeitreihen.

Die SSM-Prozedur erfordert die Schétzung der Varianz der RM-Steigungsdifferenzen
Var[Dy(i,7)] = Var[B(thnt(i)) - B(Yt7nt(j))]' Hierzu wird in Kapitel 5.2.2 eine Methodik
entwickelt, die auf den Annahmen griindet, dass der Fehlerprozess €, multivariat nor-
malverteilt und der Ausreilerprozess m, = 0 ist fiir alle ¢ € Z. In der Praxis sind diese
Annahmen jedoch héufig nicht erfiillt. Die Robustheit gegeniiber Ausreifsern ist allerdings
gegeben, da die Schittzungen von Var[f;(i)] und Var[3,(j)] in (5.8) mit dem robusten Q-
Skalenschitzer geschehen und zur Schitzung von p:(i, j) der robuste OGK-Q*Y verwendet
wird. Zu beachten ist allerdings, dass sowohl das Modell zur Approximation von vy, und
Un,(j) in (5.6) als auch das Modell C' aus (5.7) mittels Simulationen unter Verwendung
nicht autokorrelierter normalverteilter Fehler erstellt worden ist. Fiir andere Fehlervertei-
lungen und fiir autokorrelierte Fehler ergeben sich im Allgemeinen verzerrte Schétzungen
von Var[Dy(i, j)].

Um Verzerrungen auszugleichen, kénnen die Varianzschétzer \//'a\r[ﬁt(z)} und \//a\r[BAt (7)] in

(5.8) an die Fehlerverteilung angepasst werden. Dabei ist

Var[B,(k)] = 67 (k) - Vnyt) = Q5" Wine(i) * Vnetk) = o) - Blo-tmeti)-2))) * Umery (5.9)

mit 0 = 0.5. Hier ist A|s.(n, ()—2))) das 0-Quantil der n;(k)—2 vertikalen Hohen der Dreiecke,
die sich aus den ny(k) —2 Tripeln von jeweils drei aufeinander folgenden Beobachtungen aus
Yini k) ergeben, vgl. (3.12) und (3.13) auf S. 32. Des Weiteren ist ¢,,(x) ein Korrekturfak-
tor, der die Unverzerrtheit des Q37-Schitzers fiir den Stichprobenumfang n,(k) und Fehler
aus einer bestimmten Verteilung sicherstellen soll. Das v, ) ist eine Approximation der
Varianz der RM-Steigung fiir Stichproben der Lange n;(k) mit linearem Signal und Fehler-
varianz eins. Durch entsprechende Wahl der Konstanten ¢,, und v,, mit n = n;(k) lasst sich

\/fz;"[ﬁt(k)] an nicht normalverteilte oder autokorrelierte Fehler anpassen. Fiir Fehler, die
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sich durch einen AR(1)-Prozess mit Parameter ¢ beschreiben lassen, sind fiir den SCARM
in Kapitel 3.5 bereits Konstanten ¢ und v¥ eingefiihrt worden. Ist der wahre Parameter
@ zeitverdnderlich oder nicht fiir alle Variablen gleich, kann dieser zu jedem Zeitpunkt ¢
anhand der letzten n,,,x Residuen der SCARM-Signalschatzung y; .. +i — ﬂts_cﬁii/[ﬂ mit
1 =1,...,Nmax geschitzt werden. Zu jedem Zeitpunkt bestimmt dann die Schétzung ¢,

die Wahl von ¢ und somit die Wahl der Konstanten v¢ und ¢ iiber die Regel (3.20).

Eine R-Funktion des SSM-Verfahrens zur Uberwachung der Zusammenhénge in multiva-
riaten Zeitreihen, bezeichnet mit SSM(), steht auf der folgenden Webseite zum Download

zur Verfiigung:
http://www.statistik.tu-dortmund.de/1542.html.

Fiir die Inputargumente der Funktion SSM() gelten die Entsprechungen c.bound = ¢pounq
und r.bound = 74unq. Da die Funktion SSM() die in Kapitel 3.3.1 vorgestellte R-Funktion
scarm.filter beinhaltet, ermoglicht sie die Wahl der Inputargumente fiir den SCARM,
die auf S. 50 aufgefiihrt sind.

Das SSM-Verfahren liefert zu jedem Zeitpunkt Aufschluss iiber die aktuell bestehenden
Zusammenhénge im Sinne aktuell dhnlich verlaufender Komponenten. In Hinblick auf die
Anwendung in Echtzeit stellt sich die Frage, wie dem Anwender die Information auf leicht
nachvollziehbare Weise angezeigt wird. Fiir den Fall K = 2 stellt die hier vorgenommene
Kennzeichnung der gemessenen Zeitreihen durch wechselnde Farben eine Moglichkeit dar.
Bei hoher dimensionalen Zeitreihen ist die farbliche Kennzeichnung jedoch oftmals un-
iibersichtlich und daher weniger geeignet. Hier konnte ein graphisches Modell angewendet
werden, das fortlaufend aktualisiert wird. Ein graphisches Modell stellt die K Variablen als
Knoten dar, und die Abhéngigkeit zwischen zwei Variablen wird durch eine Kante zwischen
den Knoten angezeigt. Damit lieke sich auch das Ausmak des Zusammenhangs anzeigen,
indem z.B. die Dicke der Kante den Wert der Vergleichsstatistik s;(7,j) wiedergibt. Da
ein graphisches Modell jedoch fortlaufend zu aktualisieren wére, kann dieses lediglich die
aktuelle Situation wiedergeben. Der zeitliche Verlauf der Zusammenhénge wére somit nicht
nachvollziehbar.

Eine alternative Moglichkeit zur Wiedergabe der aktuell bestehenden Zusammenhénge
wird im folgenden Kapitel aufgezeigt. In diesem wird ein Signalextraktionsverfahren fiir

multivariate Zeitreihen mit adaptiver Fensterbreitenwahl entwickelt. Dieses nutzt das hier
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vorgestellte SSM-Verfahren zur automatischen Blockbildung, wie sie im Zuge der Diskus-
sion zu der inaddquaten Fensterbreitenadaption des aoTRM-LS auf S. 25 gefordert wird.
Die gewéhlte Blockstruktur wird dann durch K farbige Rechtecke dargestellt, wobei den
Variablen eines Blocks dieselbe Farbe zugeordnet ist. Die K farbigen Rechtecke werden
ibereinander angeordnet und in zeitlicher Abfolge gezeichnet, so dass sowohl die aktuellen

Zusammenhénge als auch der zeitliche Verlauf der Zusammenhénge wiedergegeben wird,
siche Abbildung 6.2 (b) auf S. 113.
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6 Der multivariate Slope Comparing Adaptive Repea-
ted Median Filter

Der in Kapitel 2.2.2 vorgestellte aoTRM-LS ergibt sich aus der Kombination des aoRM aus
Kapitel 2.1.2 und des TRM-LS aus Kapitel 2.2.1. Der aoTRM-LS soll die Vorteile des aoRM
und des TRM-LS vereinen zu einem multivariaten Filter mit adaptiver Fensterbreitenwahl.
Die Fensterbreitenadaption des aoTRM-LS funktioniert jedoch nicht zufriedenstellend (Bo-
rowski et al., 2009; Schettlinger, 2009, Kap. 3.3.3). Ansétze zur Verbesserung bieten eine
verbesserte Fensterbreitenadaption sowie eine automatische zeitabhéngige Einteilung der
K Komponenten der K-variaten Zeitreihe in disjunkte Blécke abhéangiger Variablen. Eine
verbesserte Fensterbreitenadaption kann mit dem SCARM erreicht werden, da dieser im
Gegensatz zum aoRM auch fiir kleine Signifikanzniveaus eine hohe Giite liefert, vgl. Ka-
pitel 4.2. Die in Kapitel 5 entwickelte SCARM-basierte SSM-Prozedur zur Uberwachung
der Zusammenhange kann dann zur automatischen zeitabhéngigen Blockbildung verwen-
det werden. Aus diesen beiden Ansétzen wird in Kombination mit dem TRM-LS ein neuer
Echtzeit-Filter fiir multivariate Zeitreihen entwickelt, der multivariate Slope Comparing Ad-
aptive Repeated Median Filter (mSCARM). In Kapitel 6.1 wird zunédchst der Algorithmus
des mSCARM présentiert. Anschliefend werden die Schritte des Algorithmus detailliert
erklart sowie die Prinzipien zum Umgang mit fehlenden Messwerten vorgestellt. In Ka-
pitel 6.2 erfolgt dann die Anwendung des mSCARM auf multivariate Zeitreihen aus dem

intensivmedizinischen Online-Monitoring.

6.1 Der mSCARM-Algorithmus

Sei mit (y, )tz eine K-variate Zeitreihe gegeben mit y, = (y(1),...,y:(K))" geméah (5.1),
und n, (k) bezeichne die zum Zeitpunkt ¢ fiir die k-te Komponente der Zeitreihe adaptierte
individuelle Fensterbreite, k = 1, ..., K. Des Weiteren sind «, 7, {in, Nmin und N, mit
Nmin < lmin + 7 < Nmax SOWI€ Chound UNA Thoung die vom Anwender festzulegenden Inputar-
gumente des SCARM und des SSM-Verfahrens.

Der mSCARM bildet zu jedem Zeitpunkt Blocke aus aktuell dhnlich verlaufenden Kom-
ponenten. Es ergeben sich demnach K; < K Blocke; der j-te Block sei dabei durch die
Indexmenge B,(j) C {1,..., K} identifiziert, j = 1,..., K;. Die Einteilung der K Kompo-
nenten auf die K; Blocke ist eindeutig und vollstandig, d.h. es gilt By(j) N By(j*) = 0 fiir
alle j # j* mit j,7* € {1,..., K;} und U2, Bi(j) = {1,..., K}.
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Der mSCARM-Algorithmus lautet wie folgt:

0. Start: Warte bis n,,;, Beobachtungen gegeben sind. Setze t = ny, und ny(k) = Nmin
firalle k=1,..., K.

1. Wende fiir jede der k& Komponenten im Zeitfenster der Lénge n;(k) den SCARM an:

(a) Schiitze die Fehlervarianz o?(k) mit dem Q3%-Skalenschitzer anhand der letzten

n:(k) Beobachtungen.

(b) Falls ny(k) < lmin + 7 ist, gehe zu Schritt (d).

(c) Teste Ho: Das Signal ist linear im Zeitfenster der Lange n.(k). Falls Hy abgelehnt
wird, setze ny(k) < Nmin-

(d) Fiihre die RM-Regression im Zeitfenster {t—n;(k)+1,...,¢} durch und speichere

das RM-Niveau zum Zeitpunkt ¢ als Signalschiitzung g7 ARM (k).

Speichere die K individuellen Fensterbreiten n (k).

2. Bestimme die SSM-Statistiken s;(k, k*) mit & # k* und k,k* € {1,..., K}. Bilde
anhand der s;(k, k*) Blocke aus aktuell &hnlich verlaufenden Komponenten, die durch

die Indexmengen By(j), j = 1,..., K}, identifiziert seien.

3. Blockweise Signalschatzung fiir alle j = 1,..., K;:

Falls |B;(j)| = 1: Speichere die Signalschitzung gFCARM(k) =: [mSCARM(E) aus
(

|
Schritt 1 (d) fiir & € B(7).

Falls |B;(j)| > 2: Bestimme die Blockfensterbreite n,(j) = min{n,(k) : k € B(j)}.
Fiihre die TRM-LS-Regression fiir die Komponenten k& € B,(j) im Zeitfenster der
Lange n,(j) durch und speichere die Signalschitzungen fif "M ™15 (k) =: gmSCARM (L),

Setze ny (k) <— ny(j) fiir alle k € B.(j).

Fiige die Signalschétzungen zusammen zu ﬂ?SCARM = (APSOARME) ) -

4. Update der Fensterbreiten: Setze nyi1(k) <— min{n:(k) + 1, nmax} fiir k=1,..., K.
Update des Zeitindex: Setze t < t + 1 und gehe zu Schritt 1.

Sobald ny,;, Beobachtungen vorliegen, startet der Algorithmus (Schritt 0). Zu diesem Zeit-
punkt ¢ gilt n4(k) = npin < lmin + 7 fiir alle £ = 1,..., K, so dass in Schritt 1 die Fens-
terbreiten nicht durch den SCARM adaptiert werden. Erst wenn zu spéteren Zeitpunkten
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ny(k) > i + 7 gilt, erfolgt die Anwendung des SCARM-Tests und je nach Testentschei-
dung die Fensterbreitenadaption.

In Schritt 2 werden dann die Blocke auf Basis der K (K —1)/2 SSM-Statistiken s;(k, k*) =
di(k, k*)/\//a\r[dt(k, k*)]'/? gebildet; der Algorithmus der Blockbildung wird in Kapitel 6.1.1
detailliert erklart. Die Berechnung der Vergleichsstatistiken s;(k, k*) geschieht wie in Kapi-
tel 5.2 beschrieben. Dabei werden zur Bestimmung von \//'a}[dt(k, k*)] gemék (5.8) die QA%-
Schitzungen der Fehlervarianzen o7 (k) aus Schritt 1 (a) genutzt. Die ebenfalls zur Berech-
nung von Var|d,(k, k*)] bendtigte Schiitzung der lokalen Fehlerkovarianzmatrix 3, € RFK
erfolgt anhand dieser Q3%-Schétzungen mit dem OGK-Q3%.

Nach der Blockbildung erfolgt in Schritt 3 die Signalschétzung innerhalb der einzelnen
Blocke. Besteht ein Block aus lediglich einer Komponenten k, wird die bereits in Schritt
1 (d) gewonnene SCARM-Signalschitzung als mSCARM-Signalschétzung fiir die Kompo-
nente k gespeichert. Enthélt ein Block zwei oder mehr Komponenten, geschieht die Signal-
schiatzung anhand einer Modifikation der multivariaten TRM-LS-Regression nach Lanius
und Gather (2010), die in Kapitel 6.1.2 erklart wird. Ist in jedem Block die Signalschitzung
per SCARM bzw. TRM-LS erfolgt, werden die Signalschiatzungen zusammengefasst zu dem
Vektor ﬂflSCARM der mSCARM-Signalschiatzungen zum Zeitpunkt t.

6.1.1 Die Blockbildung des mSCARM

Im Zuge der Blockbildung in Schritt 2 des mSCARM-Algorithmus sollen die Komponen-
ten den Blocken eindeutig zugewiesen werden und die Blocke zudem disjunkt sein. Be-
trachte hierzu den durchaus moglichen Fall, dass s,(i,7) < Cpound, St(7,k) < Cpouna und
s¢(j, k) > cpouna- Hier stellt sich die Frage, ob die Komponenten i, j, k demselben Block
zuzuordnen sind, obwohl j und k als unéhnlich bewertet werden. Alternativ kdnnten ent-
weder die Variablen ¢ und j oder die Variablen ¢ und k einen Block bilden und die Variable
j oder k ein eigenstdndiger Block sein. Offenbar miissen Regeln definiert werden, welche
die disjunkte vollstéandige Aufteilung der Komponenten auf die Blocke gewéhrleisten. Bus-
se (2012, Kap. 4.3) schlédgt vor, eine Komponente einem Block zuzuordnen, sobald sie als
ahnlich zu mindestens einer Komponente im Block bewertet wird. Dabei ist jedoch nicht
gewahrleistet, dass zwischen allen Komponentenpaaren innerhalb eines Blocks ein Zusam-
menhang besteht. Daher wird fiir den mSCARM ein Algorithmus entwickelt, der moglichst
groke Blocke bildet unter der Bedingung, dass alle Komponenten innerhalb eines Blocks
paarweise dhnlich sind.

Sei im Folgenden s;(k, k*) der absolute Wert der SSM-Statistik zu den Komponenten k
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und £* mit k,k* € {1,...,K}, K < k* und K > 2. Dann lautet der Algorithmus der
Blockbildung wie folgt:

0. Setze j = 1, und R = {1,..., K} sei die Indexmenge der noch nicht eingeteilten
Variablen.

1. Bestimme By(j) = {arg min {s;(k, k") : si(k, k) < cbound}} und setze R < R\ By(j).
kk*€R

Falls B;(j) # 0: Gehe zu Schritt 3.

2. (a) Falls R = (: Setze K; = j — 1 und breche ab.

(b) Falls R # 0): Setze By(j) < {min{k € R}} und R < R\ B:(j).
Setze j < j + 1 und gehe zu (a).

3. Falls R = (): Setze K; = j und breche ab.

4. Bestimme [ = {k € R: sy(k,k*) < chouna VE* € Bi(j)}.
Falls I = ): Setze j < j + 1 und gehe zu Schritt 1.
5. Bestimme k = argmin {s;(k, k*) : k* € By(j)}.

kel
Setze B(j) < Bi(j) U{k} und R <~ R\ {k}. Gehe zu Schritt 4.

Zunachst werden in Schritt 1 die beiden Komponenten &, £* bestimmt, fiir welche die SSM-
Statistik s;(k, k*) minimal und kleiner als die Schranke cpounq ist; die Indizes der iibrigen
Komponenten bilden die Restmenge R. Gibt es kein derartiges Tupel (k, k"), so bildet
jede der K Komponenten einen eigenstédndigen Block, und der Algorithmus ist beendet
(Schritt 2). Existiert jedoch ein Paar (k,k*), so entspricht dieses dem ersten Block, d.h.
Bi(j) = {k,k*} mit j = 1. Anschliefend wird in Schritt 4 die Indexmenge I bestimmt.
Diese enthélt diejenigen Komponenten k € R, die zu allen Komponenten k* € B,(j) einen
Zusammenhang aufweisen. Ist I nicht leer, wird diejenige Komponente k € I dem Block
Bi(j) hinzugefiigt, fiir die s;(k, k*) mit k* € B;(j) minimal ist (Schritt 5). Anschliefsend
werden die Indexmengen [ und R neu bestimmt. Diese Vorgénge werden so lange wieder-
holt, bis I = (). Dann ist der Block B;(j) vollstdndig, und ein neuer Block kann gebildet
werden, sofern nicht bereits alle Komponenten eingeteilt worden sind.

Dieser Algorithmus setzt voraus, dass die K (K — 1)/2 SSM-Statistiken s;(k, k*) eindeu-
tig zu ordnen sind. Andernfalls kénnte die Menge B;(j) in Schritt 1 mehr als ein Tupel
(k, k*) enthalten, und die Komponente k in Schritt 5 wire moglicherweise nicht eindeutig

zu bestimmen. Da jedoch bei der Anwendung auf echte Daten in jedem Fall ein diskretes



6.1 Der mSCARM-Algorithmus 109

Messniveau vorliegt, besteht eine positive Wahrscheinlichkeit, dass zwei Vergleichsstatis-
tiken s,(k, k*) und s;(k**, k**) den gleichen Wert aufweisen. Folglich ist nicht garantiert,
dass die Zuweisung der Komponenten auf die Blocke eindeutig ist. Um eine eindeutige
Zuweisung zu gewahrleisten, wird das Tupel (k, £*) in Schritt 1 bzw. die Komponente k in

Schritt 5 ggf. aus den in Frage kommenden Kandidaten zufillig ausgewahlt.

6.1.2 Die TRM-LS-Regression des mSCARM

Ist die Blockbildung erfolgt, geschiecht in Schritt 3 des mSCARM-Algorithmus die Sig-
nalschatzung innerhalb der einzelnen Blocke. Besteht ein Block j aus zwei oder mehr
Komponenten, wird hierzu eine leicht modifizierte Version der multivariaten TRM-LS-
Regression nach Lanius und Gather (2010) durchgefiihrt. Diese Version nutzt die RM-
Regressionsschitzungen aus Schritt 1 (d) des mSCARM-Algorithmus sowie die OGK-Q32%-
Schétzungen der lokalen Fehlerkovarianzen oy(k, k*) mit k, k* € {1,..., K}, die sich im
Zuge der Schatzung von @[Dt(k, k*)] in Schritt 2 des mSCARM-Algorithmus ergeben.
Fiir jeden Block j wird die TRM-LS-Regression im Zeitfenster der Blockfensterbreite
nt(7) = min{n,(k) : k € By(j)} wie folgt durchgefiihrt:

1. Bestimme fiir alle £ € By(j) die letzten n:(j) Residuen der RM-Regression. Fiige

diese zusammen zu Residuenvektoren t;,_,, ()4 € RIBODI 5 =1,... n5).

2. Filige die geschitzten lokalen Fehlerkovarianzen 6;(k, k*) mit k, k* € By(j) zusammen

zu der geschétzten Block-Fehlerkovarianzmatriz ﬁ]t(j) € RIBODIXIBO),

3. Bestimme

L(j) == {Z =1, () T vy () ey < X|QBt(j)|<0'95>} ;
wobei X7, ;1(0.95) das 0.95-Quantil der x*-Verteilung mit | B;(j)| Freiheitsgraden ist.

4. Fiithre anhand der getrimmten Fensterstichprobe {(yi—n,(j)+i(K))ke.j) : @ € (7))}
eine multivariate LS-Regression durch und speichere die Niveaus der Regressionsge-

raden zum Zeitpunkt ¢ als Signalschitzungen fif "M ™5 (k) =: pmSCARM (L),

In Schritt 1 werden die Residuen der bereits geschitzten RM-Regressionsgeraden ermit-
telt. Die komponentenweisen RM-Regressionen erfolgen in Zeitfenstern individueller Lange
nt(k). Fir jede Komponente k € By(j) sind jedoch lediglich die Residuen zu den letz-
ten ny(j), n(j) < my(k), Zeitpunkten zu bestimmen. Dazu liefse sich fiir jede Kompo-

nente k € By(j) eine erneute RM-Regression im Zeitfenster der Lange n;(j) durchfithren
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und anschlieffend die Residuen bestimmen. Dies wiirde jedoch zum einen einen zusétzli-
chen Rechenaufwand bedeuten, und zum anderen kénnen die bereits vorliegenden RM-
Regressionsschédtzungen in den Zeitfenstern der individuellen Léngen n(k) als addquat
angesehen werden, da diese mit dem SCARM gewonnen werden. Aus diesen Griinden wird
keine erneute RM-Regression durchgefiihrt. Stattdessen werden lediglich die letzten n.(j)
Residuen der bereits erfolgten individuellen RM-Regressionen bestimmt.

In Schritt 2 geschieht — im Gegensatz zu der in Kapitel 2.2.1 beschriebenen TRM-LS-
Regression nach Lanius (2005) und Lanius und Gather (2010) — die Schétzung der Block-
Kovarianzmatrix ¥;(j) nicht mit dem OGK-Q,, anhand der Residuen der RM-Regression,
sondern direkt anhand der Daten mit dem OGK—Q?{Olj mit 6 = 0.5. Dies spart Rechen-
zeit, da die Q;dj—Schéitzungen der Fehlervarianz bereits aus der Anwendung des SCARM
vorliegen. Zudem ist der OGK—Q?dj im Gegensatz zum OGK-Q),, nicht abhéngig von der
Regressionsanpassung und liefert bessere Schiatzungen bei nichtlinearen Signalen, vgl. Ka-
pitel 5.2.2.

Anhand der Residuenvektoren aus Schritt 1 und der geschétzten Block-Kovarianzmatrix
aus Schritt 2 wird in Schritt 3 die Indexmenge I;(j) der ,guten“ Beobachtungsvektoren
(Yt—ni(j)+1(k) ) reB,(j) bestimmt. Dabei handelt es sich um diejenigen Beobachtungsvektoren,
deren Residuenvektoren bzgl. der Block-Fehlerkovarianz eine nicht zu grofte Mahalanobis-
Distanz aufweisen. Demnach ist der TRM-LS und somit der mSCARM zwar in der Lage,
Ausreifler bzgl. der Block-Kovarianzstruktur zu erkennen — Ausreifser bzgl. der gesamten

lokalen Kovarianzstruktur iiber alle K Dimensionen bleiben jedoch womoglich unerkannt.

6.1.3 Behandlung fehlender Werte

Zur Behandlung fehlender Werte bedient sich der mSCARM der in Kapitel 3.3.3 fiir
den SCARM aufgestellten Regeln sowie des modifizierten dij—Skalenschéitzers Q;dj* aus
(3.17) auf Seite 40. Bei der komponentenweisen Anwendung des SCARM in Schritt 1 des
mSCARM-Algorithmus ist also die Schiatzung der RM-Geraden und der Fehlervarianz ga-
rantiert, sofern zu den letzten n,,;, Zeitpunkten mindestens ein Messwert gegeben ist und
im Zeitfenster der Lange min{n,(k),r} mindestens nuyi, Messwerte vorliegen. Erfiillt eine
Komponente k zu einem Zeitpunkt ¢ diese beiden Bedingungen nicht, so bezieht der Al-
gorithmus diese Komponente zu diesem Zeitpunkt nicht mit ein und liefert stattdessen als
Signalschiitzung gSCARM (k) = NA. Auch die SCARM-basierten SSM-Statistiken werden
auf s;(k, k*) = NA gesetzt fiir alle £* # k. Die Komponente k£ kann zum Zeitpunkt ¢ also

nicht als dhnlich zu einer anderen Komponente k* bewertet werden.
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Fiir alle Komponenten, welche die beiden Bedingungen zum Zeitpunkt ¢ erfiillen, sind zwar
geniigend aktuelle Messwerte gegeben, fehlende Werte sind aber trotzdem moglich. Fiir
diese Komponenten soll eine Signalschitzung erfolgen, wozu in den Schritten 2 und 3 des
mSCARM-Algorithmus eine Schétzung der Fehlerkovarianzmatrix anhand des OGK—QEdj—
Schétzers erfolgt. Fehlende Werte in den Beobachtungsvektoren bedeuten fehlende Werte in
den Residuenvektoren, weshalb die OGK—Q?dj—Schéitzung der Fehlerkovarianzmatrix mog-
licherweise nicht erfolgen kann. Wiirden Residuenvektoren mit fehlenden Eintrdgen nicht
in die OGK—Q?dj—Schétzung einbezogen, ginge dies mit einem Informationsverlust einher.
Daher werden fehlende Eintrage in den Beobachtungsvektoren durch das entsprechende Ni-
veau der in Schritt 1 (d) angepassten RM-Regressionsgeraden ersetzt. Die entsprechenden
fehlenden Residuenwerte werden also durch den Wert null ersetzt. Dadurch ist die OGK-
Q?dj—Schétzung der Fehlerkovarianzmatrix gesichert; allerdings ist diese offensichtlich in
Richtung null verzerrt. Eine Implosion wird jedoch durch die untere Schranke b > 0 fiir
die dij—Skalenschétzung gemafs (3.22) auf S. 50 verhindert, und die Robustheit gegeniiber

Ausreifiern ist durch diese Ersetzung fehlender Werte nicht vermindert.

6.2 Anwendung auf echte Daten

Im Folgenden wird der mSCARM auf multivariate Zeitreihen aus dem intensivmedizini-
schen Online-Monitoring angewendet, um den praktischen Nutzen dieser Filterprozedur
zu vermitteln. Intensivmedizinische Online-Monitoring-Zeitreihen sind bereits in den Ka-
piteln 2.2 und 4.4.1 betrachtet worden. Die Anwendung erfolgt hier retrospektiv mit Hilfe
der R-Funktion mscarm.filter, die in Kapitel 6.3 vorgestellt wird. Die Anwendung des
mSCARM in Echtzeit wiirde zu den selben Ergebnissen fiihren.

Abbildung 6.1 zeigt eine sechsdimensionale Zeitreihe (y,)i=1.. 1500, des sekiindlich gemesse-

nen systolischen, mittleren und diastolischen arteriellen Blutdrucks (ART.S, ART.M und
ART.D, in mmHg) sowie des Puls, der Herzfrequenz (PULS und HR, in Schldge pro Minute)
und der Sauerstoffsattigung des Blutes (SpO2, in %). Die Zeitreihe der Herzfrequenz ist zur
besseren Sichtbarkeit um 30 Einheiten nach oben verschoben. Die Zeitreihen sind offensicht-
lich nicht stationér, vielmehr sind Spriinge sowie wechselnde Trends und Variabilitdten zu
erkennen. Zudem weisen die drei Blutdruckvariablen zu den Zeitpunkten ¢ = 694, ...,698
deutliche Ausreifser nach unten auf. Des Weiteren sind aufgrund eines technischen Fehlers
zu den Variablen SpO2 und PULS zu den Zeitpunkten ¢ = 819, ...,854 keine Messwerte
gegeben.

Da es sich bei den Messwerten um ganzzahlige Beobachtungen handelt, weisen die Fens-
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Abbildung 6.1: Multivariate Zeitreihe der sekiindlich gemessenen Vitalparameter ART.S,
ART.M, ART.D, PULS, HR und SpO2 (systolischer, mittlerer und diastolischer arterieller
Blutdruck, Puls, Herzfrequenz und Sauerstoffsittigung des Blutes).

a

terstichproben haufig Bindungen auf, wodurch der @) 6dj—Skalenschéitzer nach unten verzerrt
ist. In der Folge weisen die Statistiken des SCARM-Tests sowie des SSM-Verfahrens stark
erhohte Variabilitdten auf. Dadurch kommt es zum einen vermehrt zu falschlicherweise
erkannten Signalverdnderungen und somit zu unnétigen Verkleinerungen der Fensterbrei-
ten. Zum anderen wird zwischen augenscheinlich &hnlich verlaufenden Komponenten der
Zeitreihe oftmals kein Zusammenhang erkannt. Derartige Rundungseffekte kénnten durch
sog. Verrauschen oder Verwackeln (engl. wobbling, Fried und Gather, 2007) aufgehoben
werden. Dabei wird zu jedem univariaten Messwert y,(k), k = 1,..., K, ein aus einer be-
stimmten Verteilung generierter Fehler addiert. Die Fehlervarianz sollte unter Beriicksich-
tigung der Variabilitdt des Signals und der Rundungsgenauigkeit gewéhlt werden. In dieser
Anwendung konnte jedem Messwert z.B. ein zufalliger Fehler aus einer Standardnormalver-
teilung hinzugefiigt werden. Die Wahl der Untergrenze b = 1 fiir den Q;dj—Skalenschiitzer
geméfs (3.22) auf S. 50 hat allerdings einen dhnlichen Effekt und bedeutet keine nachtrég-
liche Datenmodifikation. In dieser Anwendung wird daher b = 1 verwendet.

Weiterhin erfolgt die Anwendung des mSCARM unter Verwendung der Inputargumente
Nmin = 10, Nmax = 200, 7 = £ = 30 und « = 0.001 fiir die Fensterbreitenadaption des
SCARM. Fiir die SSM-Prozedur zur automatischen Blockbildung bzw. zur Uberwachung
der Zusammenhénge sind cpouna = 4 und rpouna = 0.25 gewahlt. Da die Zeitreihen hohe

positive Autokorrelationen aufweisen, werden zu jedem Zeitpunkt die Konstanten ¢ und
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Abbildung 6.2: (a) mSCARM-Signalextraktion aus der multivariaten Zeitreihe aus Abbil-
dung 6.1; (b) per SSM-Verfahren bestimmte Blocke aus dhnlich verlaufenden Zeitreihen-

komponenten; den Variablen eines Blockes wird dieselbe Farbe zugeordnet.

v¥ fiir die Schétzung der Varianz der RM-Steigungen geméf Regel (3.20) anhand der ak-
tuell geschétzten Autokorrelation der Fehler bestimmt, vgl. S. 48f. Dadurch werden die
SCARM- und SSM-Statistiken unter Beriicksichtigung der Autokorrelation der Fehler er-
mittelt.

Abbildung 6.2 (a) zeigt die multivariate Zeitreihe der mSCARM-Signalextraktion. Diese
gibt die relevante Information der multivariaten Datenzeitreihe in Abbildung 6.1 in Form
eines glatten multivariaten Signals wieder. Dabei werden die Signalschidtzungen nicht durch
die Ausreifier in den Blutdruckmessungen zu den Zeitpunkten ¢t = 694, ..., 698 gestort. Da
fiir die Variablen PULS und SpO2 zu den Zeitpunkten ¢ = 819, ...,854 keine Messwerte
vorliegen, erfolgt nach dem Zeitpunkt ¢t = 819+ n,;, — 1 = 828 fiir diese Variablen zunéachst
keine Signalschétzung mehr. Zum Zeitpunkt ¢ = 855 + ny;, — 1 = 864 sind wieder ny,;, ak-
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tuelle Messwerte gegeben, weshalb der mSCARM zu diesem Zeitpunkt die Signalschétzung
wieder aufnimmt.

Durch die Kreuze in Abbildung 6.2 (a) werden die erkannten Signalverdnderungen gekenn-
zeichnet. Diese kdnnen grofstenteils als richtig positive Entscheidungen des SCARM-Tests
bewertet werden. Allerdings werden auch einige Spriinge und Trendwechsel in den Da-
tenzeitreihen nicht angezeigt, d.h. der SCARM-Test trifft einige falsch negative Entschei-
dungen. So wird z.B. fiir die Variable SpO2 gegen ¢t = 1000 ein deutlicher Trendwechsel
nicht angezeigt. Oftmals werden selbst deutliche Signalverinderungen nicht erkannt, weil
kurz zuvor bereits eine Signalverdnderung entdeckt und infolgedessen die Fensterbreite auf
den Minimalwert n.,;, gesetzt wurde. Dies ist auch fiir die Variable SpO2 gegen ¢ = 1000
der Fall. Solange die Fensterbreite nicht wieder auf den Wert r + £,,;, angewachsen ist,
wird kein Test durchgefithrt. Der mSCARM und SCARM sind also nicht in der Lage, sehr
kurz aufeinander folgende Signalverdnderungen zu erkennen. Allerdings hat dieser Nachteil
kaum einen Effekt auf die Genauigkeit der Signalextraktion, da die Fensterbreite in diesem
Fall ohnehin klein ist, d.h. kleiner als r + £,;,,.

Abbildung 6.2 (b) gibt die zu jedem Zeitpunkt anhand des SSM-Verfahrens ermittelten Blo-
cke aus dhnlich verlaufenden Zeitreihenkomponenten wieder. Dabei wird allen Variablen
eines Blockes By(j) die selbe Farbe zugeordnet. Weist eine Variable zu einem Zeitpunkt ¢
keinen Farbwert auf, so wird fiir diese zu diesem Zeitpunkt kein Zusammenhang zu einer
weiteren Variablen erkannt. Diese Darstellungsweise vermittelt dem Anwender auf einfache
Weise die aktuell bestehenden Zusammenhénge zwischen den einzelnen Komponenten so-
wie den zeitlichen Verlauf der Zusammenhénge. In Abbildung 6.2 (b) sind vier Situationen
bzw. Zeitraume a—d durch gestrichelte Rechtecke gekennzeichnet. Im Zeitraum a wird zu
den meisten Zeitpunkten ein Block aus allen Variablen gebildet, d.h. in diesem Zeitraum
werden alle Zeitreihen iiberwiegend als ahnlich bewertet. Tatséchlich zeigen alle Zeitreihen
im Zeitraum a iiberwiegend einen stabilen Verlauf ohne erkennbare Trends.

Die Zeitreihen zu ART.S, ART.M und ART.D werden richtigerweise fast durchgehend
demselben Block zugeordnet, d.h. bis auf wenige Ausnahmen wird fiir diese Zeitreihen ein
Zusammenhang erkannt. Eine dieser Ausnahmen ist in Situation b gegeben. Hier werden
die einzelnen Blutdruckzeitreihen kurzzeitig als undhnlich bewertet. Tatséchlich weisen die
drei Datenzeitreihen der Blutdruckwerte in diesem kurzen Zeitraum ungleiche Trends auf,
d.h. ART.S zeigt einen negativen und ART.D einen positiven Trend, wihrend ART.D kei-
nen erkennbaren Trend aufweist.

Im Zeitraum ¢ werden iiberwiegend zwei Blocke gebildet, wovon der eine die Herzfrequenz
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und den Puls und der andere die drei Blutdruckarten umfasst. In diesem Zeitraum zeigen
die Zeitreihen innerhalb der Blocke tatsichlich sehr dhnliche Verldufe, ohne dass Ahnlich-
keiten zu Zeitreihen aufserhalb des Blocks zu erkennen ist.

In Situation d zeigt die Zeitreihe der Sauerstoffsattigung des Blutes SpO2 deutliche Niveau-
und Trendwechsel, welche in den {ibrigen Zeitreihen in dieser Form nicht zu erkennen sind.
Folglich bildet die Variable SpO2 in diesem Zeitraum d meistens einen eigenstindigen
Block, d.h. fiir diese Variable wird {iberwiegend kein Zusammenhang zu einer anderen Va-

riablen angezeigt.

Die hier erfolgte Anwendung des mSCARM verdeutlicht den praktischen Nutzen dieser
Methodik. Der mSCARM extrahiert die unterliegenden Signale und zeigt Signalverdnde-
rungen sowie die aktuell bestehenden Zusammenhénge zwischen den einzelnen Variablen
an. Durch die gewdhlten Darstellungsweisen konnen dem Anwender die extrahierten Infor-

mationen schnell und leicht nachvollziechbar vermittelt werden.

6.3 Diskussion

Der mSCARM vereint die in dieser Arbeit entwickelten Verfahren SCARM und SSM und

liefert fiir multivariate Zeitreihen bzw. Datenstrome in Echtzeit
e die Extraktion der unterliegenden Signale,
e die Schatzung der Fehlervariabilitat fiir jede univariate Zeitreihenkomponente,

e die Erkennung und Anzeige von Spriingen und Trendwechseln in den univariaten

Zeitreihenkomponenten,

o Aufschluss iiber aktuell bestehende Zusammenhénge im Sinne &hnlich verlaufender

Zeitreihenkomponenten.

Der mSCARM stellt somit eine Prozedur zur umfassenden Echtzeit-Extraktion relevanter
Information aus instationdren multivariaten Zeitreihen dar. Eine R-Funktion des mSCARM,
bezeichnet mit mscarm.filter, ist enthalten in dem R-Paket robfilter (Fried et al.,
2012), welches auf dem CRAN-Server zur Verfiigung steht:

http://cran.r-project.org/web/packages/robfilter/.
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Die Funktion mscarm.filter ermoglicht die Wahl der Inputargumente des SCARM und
des SSM-Verfahrens, fiir welche die folgenden Entsprechungen gelten:

lpin = min.left.width, r = right.width,
Nmin = Min.width, Nmax — Max.width,
a = sign.level, b = bound.noise.sd,
Chound = C.bound, Tbound = T .bound.

Die R-Funktion mscarm.filter ermdglicht zudem die Anwendung der Restrict-to-Range-
Regel mit der Option rtr=TRUE, vgl. (2.12) auf S. 17.

Die Funktion mscarm.filter erfordert lediglich geringe Rechenzeiten, da sie fiir den RM
und den Q?dj—Skalenschétzer den recheneffizienten Update-Algorithmus aus Kapitel 3.3.2
verwendet und die Qf
mittels OGK—Q?Clj genutzt wird. So bendtigt ein Computer mit AMD Athlon 64X2 Dual
Core Processor 4400+ mit 2.3 GHz und 1.96 GB RAM rund 350 Sekunden fiir die An-

wendung der R-Funktion mscarm.filter auf die sechsdimensionale Zeitreihe der Lange

dj—Sch'dtzung der Fehlervarianz zur Schéatzung der Fehlerkovarianz

T = 1500 aus dem vorherigen Kapitel 6.2. In einer Echtzeit-Anwendung wéren demnach
zu jedem Messzeitpunkt durchschnittlich rund 0.23 Sekunden Rechenzeit erforderlich. Bei
einer Messfrequenz von einem Beobachtungsvektor pro Sekunde wére der mSCARM so-
mit echtzeitfahig, auch weil Programmabbriiche aufgrund fehlender Beobachtungen ausge-

schlossen sind, vgl. Kapitel 6.1.3.

Der mSCARM griindet auf dem SCARM und der SSM-Methodik und basiert daher auf der
Annahme zeitlich unabhéngiger normalverteilter Fehler, vgl. die Diskussionen zum SCARM
und SSM in den Kapiteln 3.5 und 5.2.4. Dabei ist die Robustheit gegeniiber Ausreifsern
gegeben, da die Verfahren auf der robusten RM-Regression sowie den robusten Schéatzern

zdj und OGK—QZ‘Clj der Fehlervarianz bzw. -kovarianz basieren. Des Weiteren kann der
mSCARM an autokorrelierte Fehler angepasst werden, indem die zur Schéatzung der Varianz
der RM-Steigungen bendtigten Konstanten ¢, und v, entsprechend gewéahlt werden. Fiir
Fehler, die sich durch einen AR(1)-Prozess mit Parameter ¢ beschreiben lassen, konnen die
Konstanten ¢£ und v¢ (automatisch) in Abhéngigkeit vom (zum Zeitpunkt ¢ geschétzten)
Parameter ¢ gewéahlt werden, vgl. Kapitel 3.5. Hierzu bietet die R-Funktion mscarm.filter

wie die R-Funktionen scarm.filter und SSM das Inputargument autocorrelations, vgl.

S. 50 und S. 103.
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Die Anwendung des mSCARM auf multivariate Zeitreihen aus der intensivmedizinischen
Patienteniiberwachung verdeutlicht den Nutzen dieser Methodik fiir die Praxis. Mittels
iibersichtlicher Darstellungsweisen kann die R-Funktion mscarm.filter die extrahierten
relevanten Informationen schnell und einfach vermitteln und somit zur Entscheidungs-
findung des Anwenders beitragen. Dariiber hinaus kann insbesondere durch die Echtzeit-
Signalextraktion des mSCARM die Leistung intensivmedizinischer Online-Monitoring-Sys-
teme verbessert werden. Beim intensivmedizinischen Online-Monitoring werden fiir jeden
Vitalparameter Ober- und Untergrenzen festgelegt; liegen die Messwerte aufterhalb die-
ser Grenzen, ertont ein Alarmsignal. Aufgrund von Ausreifsern besteht eine hohe Rate
an falsch positiven Alarmen (vgl. z.B. Chambrin et al., 1999; Tsien und Fackler, 1997),
was zu einer Desensibilisierung des klinischen Personals fithrt. Eine Echtzeit-Anwendung
des mSCARM kann zu einer Fehlalarmreduktion fiihren, wenn statt der Messwerte die
extrahierten Signale mit den Alarmgrenzen verglichen werden (Borowski et al., 2011a).
In einer Evaluationsstudie zeigen Borowski et al. (2011b), dass die Echtzeit-Anwendung
des aoRM und aoTRM-LS bei einer Sensitivitdt von rund 95% eine Fehlalarmreduktion
von etwa 25-30% bewirken wiirde. Aktuell fithrt cand. B.Sc. Anika Rottmann am Institut
fiir Mathematische Statistik und industrielle Anwendungen der Technischen Universitét
Dortmund im Rahmen ihrer Bachelorarbeit eine vergleichbare Evaluationsstudie fiir den
SCARM und mSCARM durch. Die Ergebnisse dieser Studie stehen jedoch noch aus.
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7 Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden neue uni- und multivariate robuste Verfahren zur Echtzeit-Extrak-
tion von Signalen sowie zur Echtzeit-Uberwachung von Zusammenhingen in multivariaten
Zeitreihen entwickelt. Die Verfahren sind speziell fiir hochfrequent gemessene instationéare
Datenstrome konzipiert, die wechselnde Fehlervariabilitdten, Ausreifier, fehlende Messwer-
te, wechselnde Trends und Spriinge aufweisen. Alle in dieser Arbeit entwickelten Methoden

grinden auf der robusten Repeated Median- (RM) Regression.

In Kapitel 2 werden bestehende uni- und multivariate Verfahren zur Echtzeit-Signalex-
traktion vorgestellt und diskutiert. Der Fokus liegt dabei auf Methoden, die auf der RM-
Regression in gleitenden Zeitfenstern basieren. Der univariate adaptive online Repeated
Median (aoRM) adaptiert die Fensterbreite zu jedem Zeitpunkt an die aktuelle Datenlage.
Er verwendet dazu einen Test auf Anpassung der RM-Regressionsgeraden, der die Aus-
gewogenheit der Residuenvorzeichen bewertet. Der multivariate adaptive online TRM-LS
(a0TRM-LS) ergibt sich aus der Kombination des aoRM mit dem multivariaten Trimmed
RM-Least Squares (TRM-LS). Der aoTRM-LS verwendet den Test des aoRM, um zu jedem
Zeitpunkt eine Fensterbreite zu finden, die fiir alle K univariaten Komponenten der multi-
variaten Zeitreihe giiltig ist. Die Fensterbreitenadaption des aoTRM-LS funktioniert jedoch
nicht zufriedenstellend. Ansétze zur Verbesserung bieten ein alternatives Testverfahren zur
Fensterbreitenadaption, das bei niedrigem Signifikanzniveau eine hohe Giite aufweist, so-
wie die zeitabhéngige, automatische Einteilung der K Komponenten in disjunkte Blocke
aus aktuell dhnlich verlaufenden Komponenten.

In Kapitel 3 wird der Slope Comparing Adaptive RM (SCARM) als Alternative zum aoRM
entwickelt. Dieser testet die Linearitdt des Signals in der Fensterstichprobe. Ist diese
nicht gegeben, wird eine Signalverdnderung angenommen und die Fensterbreite verklei-
nert. Es wird eine Methodik zur Schatzung der Varianz der Steigungsdifferenz entwickelt,
die auf dem robusten, modellfreien dij—Schéitzer der Fehlervariabilitat griindet und daher
Masking-Effekte verhindert bzw. die Giite des SCARM-Tests erhoht. Weiterhin wird eine
recheneffiziente Programmierung des SCARM présentiert. Zudem werden Regeln fiir die
Behandlung fehlender Werte in Echtzeit aufgestellt, die einen Output in jeder Datensitua-
tion garantieren. Hierzu wird eine modifizierte Version des dij—Schéitzers entwickelt, die
bei fehlenden Werten effizientere Signalschétzungen liefert und einen nicht kleineren Bruch-
punkt aufweist. Mittels Simulationen wird die Verteilung der SCARM-Teststatistik unter



119

Hy fiir verschiedene Fehlerarten untersucht. Auf Basis dieser Studie werden als kritische
Werte zur Testentscheidung je nach Fensterbreite die Quantile einer ¢- bzw. Standardnor-
malverteilung verwendet.

Ein Vergleich des aoRM und SCARM erfolgt in einer umfassenden Studie in Kapitel 4.
Die Resistances to Rejection and Acceptance (RR und RA) des aoRM- und SCARM-Tests
werden bestimmt und verglichen. Die Tests bieten ein vergleichbares Mafs an Robustheit
gegeniiber Ausreifern. Der Test des aoRM weist fiir ein kleines Signifikanzniveau eine hohe
RR aber eine geringe RA auf, wihrend die Resistances des SCARM-Tests unabhéngig vom
gewahlten Signifikanzniveau sind. Ein Vergleich des aoRM und SCARM bzgl. der Erken-
nung von Signalverdnderungen deckt die Vorteile des SCARM auf, da dieser in den meisten
Féllen eine hohere Giite bietet und Signalverdnderungen schneller erkennt. In einer Simu-
lationsstudie wird die Effizienz der Signalschétzung des aoRM und SCARM verglichen.
Hier liefert der SCARM in jedem Szenario effizientere Signalschétzungen. Die gewonnenen
Erkenntnisse werden durch die Anwendung des aoRM und SCARM auf hochfrequent er-
fasste Zeitreihen von Blutdruckmessungen und Aktienpreisen bestétigt.

In Kapitel 5 wird zunichst ein Uberblick iiber bestehende Verfahren gegeben, die zur
Echtzeit-Uberwachung der Zusammenhéinge zwischen den einzelnen Komponenten einer
multivariaten Zeitreihe in Frage kommen. Anschliefend wird das neue Similar Slope Moni-
toring- (SSM) Verfahren entwickelt, das auf dem SCARM basiert und den Zusammenhang
zwischen zwei univariaten Zeitreihen zum Zeitpunkt ¢t anhand der aktuellen Steigungs-
schiatzungen bewertet. Da die Varianz der Differenzen der Steigungsschiatzungen selbst bei
einem linearem Signal und konstanter Fehlervarianz iiber die Zeit nicht konstant ist, wird
eine alternative Methodik zur Schétzung dieser Varianz entwickelt. Um Erkenntnisse bzgl.
der Bewertung der SSM-Statistik zu erlangen, wird diese in sechs Szenarien dhnlicher und
unédhnlicher bivariater Zeitreihen angewendet.

In Kapitel 6 wird ein multivariater Filter mit adaptiver Fensterbreitenwahl, der multiva-
riate SCARM (mSCARM) entwickelt. Dieser ergibt sich aus der Kombination der zuvor
entwickelten Verfahren SCARM und SSM mit dem multivariaten TRM-LS. Der mSCARM
nutzt den SCARM-Test zur Fensterbreitenadaption, bildet zu jedem Zeitpunkt auf Basis
des SSM Blocke aus aktuell dhnlich verlaufenden Komponenten und schétzt das Signal
in Blocken mit zwei oder mehr Komponenten mit dem TRM-LS. Zur Blockbildung wird
ein Algorithmus entwickelt, der moglichst grofse Blocke unter der Bedingung der paarwei-
sen Ahnlichkeit der Blockkomponenten erstellt. Um geringe Rechenzeiten zu gewéhrleisten

wird zudem eine leicht modifizierte Version des TRM-LS vorgeschlagen, welche die vom
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SCARM gelieferten Schétzungen der Fehlervarianz zur Schatzung der Fehlerkovarianz ver-
wendet. Zur Behandlung fehlender Werte bedient sich der mSCARM der zuvor erstellten
Prinzipien des SCARM und des modifizierten Q?dj—Skalenschéitzers dij *. Die Anwendung
des mSCARM auf multivariate Zeitreihen aus der intensivmedizinischen Patienteniiberwa-
chung zeigt den praktischen Nutzen der Methodik. So liefert der mSCARM in Echtzeit
eine Extraktionen des multivariaten Signals und zeigt zudem Signalverdnderungen sowie
die aktuell bestehenden Zusammenhédnge zwischen den einzelnen Variablen an. Dariiber
hinaus werden fiir jede Variable zu jedem Zeitpunkt Schétzungen der Fehlervariabilitét
ausgegeben. Der mSCARM stellt somit eine robuste Prozedur zur umfassenden Extrakti-

on relevanter Information aus instationaren multivariaten Zeitreihen in Echtzeit dar.

Im Rahmen dieser Arbeit sind R-Funktionen zu den entwickelten Verfahren SCARM,
SSM und mSCARM erstellt worden. Der SCARM und mSCARM sind in dem R-Paket
robfilter als Funktion scarm.filter bzw. mscarm.filter enthalten, und die R-Funktion
SSM steht auf der Webseite

http://www.statistik.tu-dortmund.de/1542. html

des Instituts fiir Mathematische Statistik und industrielle Anwendungen der Technischen
Universitat Dortmund zum Download zur Verfiigung. Die R-Funktionen eignen sich zwar
lediglich fiir die retrospektive Anwendung auf abgeschlossene Datensitze, die Algorithmen

konnen jedoch mit wenig Aufwand in echtzeitfidhige Systeme implementiert werden.

Fiir die in dieser Arbeit entwickelten Verfahren der Echtzeit-Informationsextraktion bietet
sich eine Fiille moglicher Anwendungen. So lésst sich der SCARM-Test auch zur Echtzeit-
Erkennung von Strukturbriichen in Form von Spriingen und/oder Trendwechseln anwen-
den, z.B. bei der Uberwachung thermischer Beschichtungsprozesse (Rudak et al., 2012).
Bei der Beurteilung von hochfrequent gemessenen multivariaten Finanzzeitreihen kann
das SSM-Verfahren aktuell bestehende Zusammenhénge und Verédnderungen anzeigen. Des
Weiteren konnen der SCARM und mSCARM zur Verbesserung der intensivmedizinischen
Patienteniiberwachung eingesetzt werden, insbesondere zur Reduktion von Fehlalarmen
(Borowski et al., 2011a,b).
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A Definitionen

Der Bruchpunkt

Der Bruchpunkt dient der Quantifizierung der globalen Robustheit von Funktionalen bzw.
Schétzern. Die Bruchpunkt-Notation wurde erstmals von Hodges (1967) eingefithrt und
spéter von Hampel (1971) verallgemeinert. Weitere Diskussionen zum Konzept des Bruch-
punkts sowie Verallgemeinerungen des Bruchpunkts liefern Davies und Gather (2005, 2006,
2007). In dieser Arbeit ist mit Bruchpunkt der finite sample breakdown point (fsbp) nach
Donoho und Huber (1983) bezeichnet. Dieser stellt eine vereinfachte Version des Bruch-
punkts fiir endliche Stichproben dar.

Sei y,, = (y1,-.-,Yn) eine Stichprobe vom Umfang n und 7' : R” — R? mit p < n ein
Schatzer, der Werte innerhalb des Parameterraums © annimmt. Der Parameterraum sei
mit einer Metrik D versehen, welche die Bedingung supy, 4,co D(01,02) = oo erfiillt. Wei-
terhin sei y* eine Stichprobe, die sich durch Ersetzen von k € {1,...,n} Werten in y,,

ergibt. Der fsbp von 7" an der Stichprobe y,, ist dann definiert als

1
fsbp(7', y,,, D) = min — {k €{l,...,n} :sup D[T(y,), T(y")] = oo} .
n yl
Der fsbp gibt also den kleinsten Anteil an Beobachtungen der Stichprobe y,, an, der aus-
getauscht werden muss, damit der Schatzer T' einen Wert am Rand des Parameterraums

O liefert. In diesem Fall wird der Schétzer T' als zusammengebrochen bezeichnet.

Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Regressionsschétzer zur univariaten Signalextrak-
tion ist der Parameterraum © = R2. Hier wird in der Regel die Lo-Norm als Metrik D
gewahlt. Fiir einen Zusammenbruch des Regressionsschéitzers sind die Beobachtungen aus
y,, dann durch k£ Werte zu ersetzen, die beliebig weit von der Stichprobe y,, entfernt sind.
Fiir Skalenschétzer S ist © = (0, 00). Ein Skalenschétzer S ist also zusammengebrochen,
wenn der Schétzer den Wert unendlich (Explosion) oder null (Implosion) annimmt. Fiir
Skalenschétzer ist die Metrik D(6;,60) = |log(0;/02)| mit 01,6, € (0,00) geeignet, da sie
sowohl bei einer Explosion als auch bei einer Implosion den Wert oo liefert. Um eine Ex-
plosion herbeizufiithren, wéren die Beobachtungen aus y,, durch k& Werte zu ersetzen, die
beliebig weit von der Stichprobe vy, entfernt sind. Fiir eine Implosion sind & Beobachtun-

gen aus y,, durch kollinearen Werte zu ersetzen. Der fsbp eines Skalenschéitzers S an einer
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Stichprobe y,, kann daher definiert werden als
fsbp(S, y,,) = min {fsbp+(S, y,,), fsbp™ (S, yn)} ,

1
fsbp* (S, y,,) = min — {k c{l,...,n} :sup S(yF) = oo} :
n k

Yn

1
n

fsbp™ (S, y,,) = min — {k: e{l,...,n}: infS(ny) = 0} .
yk

Dabei bezeichnen fsbp* und fsbp~ den Explosions- und Implosionsbruchpunkt.

Aquivarianzeigenschaften

Die Aquivarianz eines Schitzers T gegeniiber bestimmten Transformationen von Stichpro-
ben beschreibt die Fahigkeit des Schétzers, sich entsprechend der Datentransformation zu
dndern. Die folgenden Definitionen sind in Rousseeuw und Leroy (1987) zu finden.

Sei Y = {(x;,v;)' }i=1..» eine Stichprobe vom Umfang n, wobei x; € R? einen Spaltenvek-
tor von Designpunkten und y; € R eine eindimensionale Zielvariable bezeichne, 7 = 1,... n.
Dann heift ein Schitzer T : RDxn 5 Re skalendquivariant, wenn fiir jede Konstante
c e R gilt

T ({@icy)}y ) = T ({@ow) o) Vielo.on

Ein Schitzer T heifit affin dquivariant, wenn fiir jede nicht-singuldre Matrix A € R¥*? gilt

T({(aziA,yi)’}Z.zl n):A_l-T<{(wi,yi)’}i:1wn) Vi=1,...,n.

goeay

Die affine Aquivarianz von T bedeutet also, dass sich die durch T' gewonnene Schiitzung
entsprechend der linearen Transformation der x; dndert.

Ein Schitzer T heifit regressionsdquivariant, wenn fiir und jeden Zeilenvektor v € R? gilt

T ({(mz, v + miv)/}i:L...,n) =T ({(:I:Z, yzy}z:ln) +v Vi=1,...,n.

In dieser Arbeit handelt es sich bei den Stichproben um Ausschnitte aus Zeitreihen mit
x; =1 € N. Somit gilt Y = ((1,41)',...,(n,y,)"). In diesem Falle beschreibt die Regressi-
onsaquivarianz also die Fahigkeit des Schétzers, dquivariant gegeniiber Transformationen

der Zielvariablen der Form y; +iv, v € R, zu sein.
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Mittlerer Quadratischer Fehler, Verzerrung, Varianz und Effizienz

SeiY = (Y7,...,Y,) mit Zufallsvariablen Y3,..., Yy, ~ Fund T' = T(Y') Schétzer fiir einen
Parameter § € © mit T~ G¥. Dann ist der mittlere quadratische Fehler (Mean Squared
Error, MSE) von T an der Verteilung F' definiert als

MSEx(T) = Biast(T) + Varp(T).
Dabei ist
Biasp(T') = Eqr(T) — 0
die Verzerrung oder der Bias von T an der Verteilung F. Gilt Biasp(T) = 0, so ist der

Schétzer unverzerrt bzw. erwartungstreu. Die Varianz von T an F' ist gegeben durch
Varp(T) = Egr ([T — Egr(T)]?) .

Die Effizienz stellt ein Maf der Préazision eines Schétzers 77 im Vergleich zu einem Schétzer
T5 an einer bestimmten Verteilung F' dar. Die Effizienz von 77 zu 15 an F' ist definiert als
_ MSEg(73)

MSEr(Ty)
Gilt Eff(T1,T,, F) > 1 < MSEgR(Ty) < MSEgr(T3), so heift T} effizienter als T, an der

Verteilung F'. Haufig ist der Referenzschétzer T, ein unverzerrter Schitzer, dessen Varianz

Eff(Ty, Ty, F)

die Cramér-Rao-Schranke erreicht. In diesem Fall gibt es keinen Schétzer T' mit geringerem
MSE als T,. Der Schéatzer Ty heilst dann effizient.

Héufig wird der MSE mit Hilfe von Simulationen geschétzt. Dazu wird der Schétzer T
ausgewertet an K Stichproben y, € R", k = 1,..., K, wobei sich jede Stichprobe vy, als
Realisation von Zufallsvariablen X7,..., X, ~ F ergibt. Sei T'(y,) = T(k) die Schétzung
von 6 auf Basis der k-ten Stichprobe. Dann bezeichnet biasg (1) die geschétzte Verzerrung

von T an F' mit
1 K
biasp(T) = % E T(k)—0,

und varp(7T) ist die geschétzte Varianz von T' an F' mit

varp(T) = % > (T(k) — % ZT(k)) .

k=1
Der geschatzte MSE von T" an F' ist dann

msep(T) = biass(T) + varg(T),
und eff(T, Ty, F') = msep(Ts)/mser (7)) ist die geschétzte Effizienz von T} zu Ty an F.
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B Simulationen

B.1 Varianz des RM-Steigungsschitzers fiir verschiedene Fehler-

verteilungen

Im Folgenden wird die Varianz der RM-Steigung (2.4) aus Kapitel 2.1.1 untersucht. Nach
Satz 3.1 in Kapitel 3.2 ist die Varianz des RM-Steigungsschétzers Var[B(Y)] unter H,
flir normalverteilte Fehler mit Erwartungswert null nur abhéngig von der Lange n des
Zufallsvektors Y und von der Fehlervarianz o2. Folglich lisst sich die Varianz der RM-
Steigung als Funktion V(n,o) auffassen. Des Weiteren gilt V(n,o) = o - V(n,1) nach

Bemerkung 3.1.

B.1.1 Normalverteilte Fehler

Im Folgenden wird V(n, 1) fir n = 5, ..., 300 mittels Simulationen approximiert. Dazu wird
fiir jedes n = 5,...,300 eine Zeitreihe der Lange T'= N +n — 1 mit N = 10000 erzeugt,
die geméf der zentralen Annahme (2.1) dem Modell Y; = p; +¢; mit unabhéngigen Fehlern
g; ~ N(0,1) folgt. Die RM-Steigung wird dann im gleitenden Zeitfenster {t —n+1,...,t}
ermittelt, so dass sich N = 10000 RM-Steigungsschatzungen Bm mit t =n,...,T ergeben.

Die empirische Varianz der Bt,n dient dann als Approximation v, := V(n, 1):

A 1 I 2
a5 L A ~
vn S (/Bt7n) . N 1 po (5@” N ;n: /8t7n> :

Die v,, sind wie zu erwarten monoton fallend in n und weisen einen konvexen Verlauf auf.
Anhand der vs, . .., v300 wird das Modell

17.71

v(n) =4.77-1077 + 3

(B.1)

erstellt, das ein Bestimmtheitsmafs von 0.9983 aufweist. Die R-Funktion scarm.filter

nutzt diese Funktion v(n) zur Approximation von V(n,1).

B.1.2 Weitere Fehlerverteilungen

Das in B.1 erstellte Modell v(n) liefert lediglich fiir unabhéngig normalverteilte Fehler ¢,
(nachfolgend als Fehlertyp 1 bezeichnet) geeignete Approximationen der wahren Varianz
V(n, 1) und ist nicht fiir alle Fehlerverteilungen giiltig. Daher werden die Approximationen
Uy = SZ(BAM) fir n = 5,...,150 zusétzlich fiir unabhéngige Fehler ¢; ermittelt, die den

folgenden Verteilungen folgen:
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@) (b)
2 o Fehlertyp 1 476 6=09 x¢=-03 . ©Lse .
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Abbildung B.1: (a) Vergleich der modellierten Varianzen der RM-Steigung mit den empi-
rischen Varianzen der RM-Steigung fiir die Fehlertypen 1-4; (b) Vergleich der modellierten
Varianzen der RM-Steigung mit den empirischen Varianzen der RM-Steigung fiir autokor-

relierte Fehler.

Typ 2: Eine Mischverteilung: ; ~ 0.9N(0,1) + 0.1N(10, 1).
Typ 3: Die t-Verteilung mit drei Freiheitsgraden.

Typ 4: Die Weibull-Verteilung mit Formparameter zwei und Skalenparameter eins.

Bei den Typen 3 und 4 sind die Verteilungen durch den jeweiligen Erwartungswert und
die jeweilige Varianz standardisiert. Fiir jeden Fehlertyp 2,3,4 werden die v, analog zum
Fehlertyp 1 anhand der empirischen Varianz der RM-Steigungsschéitzungen gewonnen. Im
Folgenden seien sie mit v/ bezeichnet, wobei der Index j den Fehlertyp kennzeichnet,
j=1,...,4. Die vJ werden mit den von der R-Funktion scarm.filter genutzten v(n) aus
dem Modell (B.1) verglichen anhand

R = o)’

Liegen fiir den Fehlertyp j die Werte von R’ nahe eins, stellen die v(n) aus dem Modell
(B.1) geeignete Approximationen der wahren Varianzen der RM-Steigungen unter diesem
Fehlertyp dar. Gilt R/, > 1 (< 1), so streuen die RM-Steigungsschitzungen fiir den Feh-
lertyp j starker (schwécher) als dies durch die Approximationen v(n) beschrieben wird.

Abbildung B.1 (a) zeigt die R?-Werte fiir die vier Fehlertypen. Fiir den Fehlertyp 1 liegen
die RJ-Werte nahe eins, was aufgrund des hohen BestimmtheitsmaRes von 0.9983 den Er-
wartungen entspricht. Dariiber hinaus scheinen die v(n) offenbar auch fiir die schiefen Feh-

ler der Weibull-Verteilung (Fehlertyp 4) geeignet zu sein, da auch hier die R?-Werte nahe
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eins liegen. Fiir die kontaminierten Fehler (Fehlertyp 2) gilt RZ > 1 fiir alle n = 5,. .., 150,
d.h. die RM-Steigung weist unter Kontamination eine grofere Variabilitéit auf als bei nor-
malverteilten Fehlern. Mit zunehmender Fensterbreite streben die R’ jedoch gegen eins,
d.h. die durch die Ausreiffer bedingte Verzerrung verschwindet. Fiir die ¢3-verteilten Fehler
(Fehlertyp 3) ergibt sich ein gegenteiliges Bild. Obwohl es sich hier um eine Verteilung mit
schweren Réndern handelt, weisen die RM-Steigungen eine geringere Variabilitdt auf als
bei normalverteilten Fehlern. Dabei ist die Standardabweichung der RM-Steigungen fiir
t3-verteilte Fehler nur etwa halb so grof wie fiir standardnormalverteilte Fehler. Zudem

tritt offenbar keine Annéherung fiir grofse n ein.

B.1.3 Autokorrelierte Fehler

Bei allen bisher betrachteten Fehlertypen sind die £; unabhéngig, also nicht autokorreliert.
Um die Auswirkung von Autokorrelationen auf die Varianz der RM-Steigung V(n, 1) zu

untersuchen, werden zusétzlich noch Fehler aus dem AR(1)-Modell

éf - Spgt—l + €,

mit e; ~ N(0, 1) generiert. Dabei ist ¢ € {—0.9,—0.6,—0.3,0.3,0.6,0.9}, um negative und
positive Korrelationen unterschiedlicher Stirke zu betrachten. Wegen Var(&/) = (1 —p?)~*

werden die Fehler standardisiert, so dass
e =&V (1 —¢?)

mit Var(e}) = 1 fiir alle .

Fiir alle ¢ und fiir n = 5,...,150 werden die Approximationen von V(n, 1) analog zu
oben ermittelt; sie seien nachfolgend mit v? bezeichnet. Der Vergleich der v# mit den
v(n) aus Modell (B.1) erfolgt wie oben anhand R¢Y = /vy, /v(n). Die R#-Werte fiir alle
v €4{-0.9,-0.6,-0.3,0.3,0.6,0.9} und n = 5,...,150 sind in Abbildung B.1 (b) gegeben.
Bei positiver (negativer) Autokorrelation sind die v(n) offenbar zu klein (zu grofs), d.h. die
RM-Steigungen streuen stérker (schwiicher) als dies durch die v(n) beschrieben wird. (Eine

Ausnahme bilden hier die Fille ¢ = 0.9 und n < 8.) Dabei sind die Abweichungen der v?

von dem Modell v(n) umso grofer, je starker die Autokorrelation ist.

B.2 Effizienz des Q3" und Q" fiir fehlende Werte

Mit sinkendem Stichprobenumfang und steigendem Anteil an fehlenden Werten steigt

das Risiko einer nicht zu berechnenden dij—Schéitzung aufgrund ungilinstig positionier-
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n=10 n=20 n=30 n=40
p=0.3 | 0.0374 0.0002 0 0
p=04|0.2116 0.0114 0.0011 0
p=0.510.5033 0.1284 0.0330 0.0080
p=0.6 | 0.7575 0.4145 0.2235 0.1171

Tabelle B.1: Rate an nicht berechenbaren Qf;dj—Schéitzungen aufgrund von |p-n| fehlenden

Werten in Stichproben vom Umfang n.

ter fehlender Werte, vgl. Tabelle B.1. Diese zeigt die Rate an nicht zu berechnenden
dij—Skalenschéitzungen aufgrund von [p - n| fehlenden Werten in Stichproben vom Um-
fang n bei N = 10000 Wiederholungen. Dies motiviert die Entwicklung des alternati-
ven dij*—Skalenschéitzers, der in (3.17) auf Seite 40 gegeben ist. In diesem Abschnitt
erfolgt ein Vergleich des Q3% und des Q3% bzgl. der Effizienz der Schiitzer bei fehlenden
Werten. Dazu werden Stichproben yy,...,y, gemafl dem Modell Y; = p+ 5 -7 + ¢; mit
g A N(0,0% = 1) generiert, wobei 0.B.d.A. u = 8 = 0 ist. Anschliefend werden |p - n|
der n Werte durch y; = NA ersetzt. Fiir jede Kombination von n und p mit n € {20, 60,100}
und p € {0.1,0.3,0.5,0.7} werden N = 10000 Stichproben generiert, jeweils die dij— und

zdj*—Schéitzungen von o = 1 berechnet und fiir jede (n,p)-Kombination die Verzerrung,
die Standardabweichung und der Root MSE (RMSE) von dij und dij* geschétzt. Die
Resultate sind in den Tabellen B.2 — B.4 verzeichnet. Mit zunehmendem Anteil an feh-

lenden Werten weisen der @5~ und Q5" leichte Verzerrungen auf. Der Q5™ unterschétzt

die wahre Standardabweichung der Fehler o, wohingegen der Q;dj* diese iiberschétzt. Im
Gegensatz zum dij ist der ?dj* jedoch nur leicht verzerrt. Dariiber hinaus ist die Stan-
dardabweichung des Q;dj* fiir jede Kombination von n und p geringer als die des dij.
Folglich weist der Q;dj* in jeder betrachteten Situation einen geringeren RMSE auf.

Die beschriebene Studie wird analog fiir Fehler durchgefiihrt, die einer Mischverteilung
folgen, d.h. &; ~ 0.9N(0,0% = 1) + 0.1N (0,02 = 100). Die Tabellen B.5 — B.7 zeigen
die Schatzungen der Verzerrung, der Standardabweichung und des RMSE von Q;dj und

gdj*. Hier {iberschéatzen beide Schéatzer aufgrund der Ausreifer in den Daten die Stan-

dardabweichung ¢®> = 1. Dabei ist die Verzerrung des Q3%* geringer, was aufgrund des

grokeren Bruchpunkts des gdj * plausibel ist. Dariiber hinaus ist die geschatzte Standard-
abweichung des dij * fiir jede (n, p)-Kombination geringer. Der Q3% * weist folglich in jeder

betrachteten Situation einen geringeren RMSE auf als der ;dj.
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n = 20 n = 60 n = 100
adj adj * adj adj * adj adj *
5 Q(S K} Q6 § é

p=0.1]-0.012 —-0.016  0.005 0.001 0.010  0.004
p=0.3 0.027 —0.021 0.009 —0.003 —0.003 —0.021
p=20.5 0.177 —-0.024  0.037 —0.020 0.021 —0.029
p=0.7] 0.020 —-0.032 0.156 —0.032 0.138 —0.024

Tabelle B.2: Geschétzte Verzerrung von Q;dj und Q?dj* fiir Stichproben der Lénge n mit

|n - p] fehlenden Werten und normalverteilten Fehlern.

n =20 n = 60 n =100
adj adj * adj adj * adj adj *
§ 0 ) ) 9 9

p=0.1 0.381 0.339 0.214 0.192 0.164 0.152
p=20.3 0.568 0.400 0.313 0.221 0.235 0.179
p=20.5 0.650 0.476 0.501 0.270 0.387  0.212
p=0.7] 0.769 0.690 0.720 0.344 0.694 0.277

Tabelle B.3: Geschétzte Standardabweichung von Qf;dj und Qf;dj * fiir Stichproben der Lange

n mit [n - p| fehlenden Werten und normalverteilten Fehlern.

n =20 n = 60 n = 100
adj adj * adj adj * adj adj *
[ ) 0 6 é é

p=0.1 0.381 0.341 0.214 0.192 0.164 0.152
p=20.3 0.569 0.401 0.313 0.221 0.235 0.179
p=20.5 0.674 0.477  0.502 0.270 0.387  0.214
p=0.71] 0.769 0.691 0.737  0.345 0.708 0.277

Tabelle B.4: Geschiatzter RMSE von Q?dj und Q;dj * fiir Stichproben der Lange n mit |n-p|

fehlenden Werten und normalverteilten Fehlern.
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n = 20 n = 60 n = 100

gdj Q;dj * gdj dej * gdj zdj *
p=0.1|-0449 —-0.448 -0.369 —-0.370 —0.355 —0.357
p=0.3|-0.512 —-0492 -0.38 —0.382 —0.361 —0.365
p=0.5|-0.661 —-0.572 —-0.444 —-0.386 —0.373 —0.372
p=0.7|-1129 —-0917 —-0.753 —0.446 —-0.572 —0.400

Tabelle B.5: Geschétzte Verzerrung von Q?dj und Qf;dj* fiir Stichproben der Lénge n mit

|n - p] fehlenden Werten und Fehlern aus einer kontaminierten Normalverteilung.

n =20 n = 60 n =100

adj adj * adj adj * adj adj *

§ 0 6 ) ) 9
p=0.1 0.887 0.789 0.382 0.351 0.281 0.257
p=0.3 1.436 0.966 0.575 0.406 0.402 0.298
p=20.5 2.506 1.349 1.228 0.504 0.768 0.352
p=0.7 3.371 2.498 2.771 0.750 2.338 0.492

Tabelle B.6: Geschéatzte Standardabweichung von Q?dj und dij * fiir Stichproben der Linge

n mit [n - p| fehlenden Werten und Fehlern aus einer kontaminierten Normalverteilung.

n = 20 n = 60 n = 100

adj adj * adj adj * adj adj *

4 4 4 4 4 4
p=0.1] 0993 0907  0.531 0.510  0.453  0.440
p=20.3 1.525 1.084  0.694 0.558  0.540  0.471
p=20.5] 2.592 1.466 1.305 0.635  0.854  0.512
p=0.7] 3555  2.661 2872 0.873 2406  0.634

Tabelle B.7: Geschiitzter RMSE von Q3% und Q3Y* fiir Stichproben der Léange n mit [n-p|

fehlenden Werten und Fehlern aus einer kontaminierten Normalverteilung.
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C Abbildungen und Tabellen
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Abbildung C.1: Kritische Werte ¢ 1(ns, ny,) fir ny, € [10,60] und n; € [2ny,, 120].
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Abbildung C.2: (a) Korrekturfaktoren ¢# fiir den QV-Schitzer; (b) empirische Varianz v¢
der RM-Steigung; jeweils fiir Stichproben der Lange n mit AR(1)-Fehlern mit Parameter

 und Varianz eins.
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Rechte Fensterbreite r

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

51 3.5 - - - - - - - - -
10| 48 6.1 - - - - - - - -
5] 72 75 11.1 - - — - - - —
201 8.1 94 121 123 - — — — — —
251105 115 13.5 144 205 - - — — —
30 | 10.8 12.1 155 20.0 194 214 - - — -
35| 11.6 159 172 20.2 229 242 274 - - -
40 | 14.4 146 148 259 24.1 23.0 31.6 226 - -
45 1 16.1 16.2 222 251 226 273 282 29.2 373 -
50 | 20.8 229 22.6 23.0 29.0 26.2 252 539 381 349

Linke Fensterbreite ¢

Tabelle C.1: Freiheitsgrade f(¢,r) fiir die Approximation der Verteilung der SCARM-

Teststatistik iiber eine ¢-Verteilung.
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Abbildung C.3: QQ-Plots der Quantile der ¢ ,)-Verteilung mit (¢,7) = (10, 10) gegen die
Stichprobenquantile der SCARM-Teststatistik fiir die Fehlertypen 1-4.
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Abbildung C.4: QQ-Plots der Quantile der t¢,,-Verteilung mit (¢,r) = (50, 10) gegen die
Stichprobenquantile der SCARM-Teststatistik fiir die Fehlertypen 1-4.
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Abbildung C.5: QQ-Plots der Quantile der ¢y(,)-Verteilung mit (¢,7) = (100,50) gegen
die Stichprobenquantile der SCARM-Teststatistik fiir die Fehlertypen 1-4.

Fehlertyp 1 Fehlertyp 2
< A < A
2 o 2
8 o S o
> p=}
g g
§ o 4 % o
S <%
§ 71 g 7
7 B I 22 I
[ T T T T T I T T T T T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
t—Quantile t—Quantile
Fehlertyp 3 Fehlertyp 4
< A < A
Q ° o 50
8 o S o
=} p=)
g g
% o 1 % o
S o S o |
s ", s "1,
I o g ]
! T T T T T ! T T T T T
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
t—Quantile t—Quantile

Abbildung C.6: QQ-Plots der Quantile der t¢,,-Verteilung mit (¢,7) = (100, 100) gegen
die Stichprobenquantile der SCARM-Teststatistik fiir die Fehlertypen 1-4.
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Abbildung C.7: Test Resistances des aoRM- und SCARM-Tests fiir n
{5,...,n/2}, a =0.1 und 0 = dgpt.
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Abbildung C.8: Test Resistances des aoRM- und SCARM-Tests fiir n
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Abbildung C.9: Entdeckungsraten des aoRM- und SCARM-Tests fiir unterschiedliche Level
Shifts mit (¢,r) = (40,40) (oben), (¢,7) = (80,40) (Mitte) und (¢,7) = (200, 40) (unten).
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Abbildung C.10: Entdeckungsraten des aoRM- und SCARM-Tests fiir unterschiedliche

Trendwechsel mit (¢,r)

(unten).

= (40, 40) (oben), (¢,7)
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Abbildung C.11: Signaltyp ,Level Shifts“ und eff*(T}, T, pu) fir (T1,Ty) =
(SCARM, aoRM) und (SCARM, mod.aoRM) mit Signifikanzniveau a = 0.01.
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Abbildung C.12: Signaltyp ,Level Shifts* und eff*(73,T5, ) fiir (7h,12) =
(SCARM, aoRM) und (SCARM, mod.aoRM) mit Signifikanzniveau o = 0.1.
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Abbildung C.13: Signaltyp ,Trendwechsel“ und eff*(Ty,Ts, ) fir (71,T,) =
(SCARM, aoRM) und (SCARM, mod.aoRM) mit Signifikanzniveau a = 0.01.
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Abbildung C.14: Signaltyp ,Trendwechsel* wund eff*(71,75, ;) fiir (7h,712) =
(SCARM, aoRM) und (SCARM, mod.aoRM) mit Signifikanzniveau o = 0.1.
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Abbildung C.15: Signaltyp ,Sinus* und eff* (7T}, Ty, p,) fur (71, Tz) = (SCARM, aoRM) und
(SCARM, mod.aoRM) mit Signifikanzniveau o = 0.01.
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Abbildung C.16: Signaltyp ,,Sinus* und eff* (7}, T3, ;) fir (71, T3) = (SCARM, aoRM) und
(SCARM, mod.aoRM) mit Signifikanzniveau o = 0.1.
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Abbildung C.17: (a) Bivariate Zeitreihe (Szenario 2) mit SCARM-Signalextraktion; das
Signifikanzniveau ist mit o = 0.1 hoch gewahlt; (b) Zeitreihe der Vergleichsstatistik s.(1, 2).
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Abbildung C.18: Bivariate Zeitreihe (Szenario 6) mit SCARM-Signalextraktion und farb-

licher Kennzeichnung der Zusammenhéinge auf Basis von s;(1, 2).



