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1 Einleitung und Zusammenfassung

1 Einleitung und Zusammenfassung

Das Risikomanagement im Kreditgeschift ist im Hinblick auf die Zunahmen von
Insolvenzen von immer stirkerer Bedeutung. Die Ertrags- und Risikosteuerung
des Kreditportfolios eines Kreditinstituts benotigt deshalb eine starke und stabile
Schiatzung der Verlustverteilung mit dem Schwerpunkt auf dem Credit Value at
Risk (CreditVaR). Inhaltlich stellt der CreditVaR eine Abschédtzung dar, um welchen
Betrag die Verluste aus Kreditrisiken die iiber die Marge einkalkulierten, erwar-
teten Standardrisikokosten innerhalb eines Jahres potenziell {ibersteigen kdnnten.
Mathematisch-statistische Verfahren zur Verlustabschdtzung haben in den letzten
Jahren stark an Bedeutung gewonnen. Vor allem zur Bewertung von Einzelen-
gagements wurden Ratingsysteme — und die damit verbundene Schétzung der
Ausfallwahrscheinlichkeiten (Probabilities of Default) — auf statistischen Modellen
entwickelt und im Kreditgeschift eingesetzt. Die Ausfallwahrscheinlichkeit bezieht
sich auf die Insolvenz des Referenzschuldners.

In zunehmendem Mafie hat sich der Bedarf im Kreditrisikomagament auf sta-
tistische Analysen des Kreditportfolios fokussiert. Eine spannende Frage ist hier:
Wie setzt sich die Verlustverteilung aus Krediten in Krisenzeiten zusammen? Dabei
stellt die Korrelation von Ausfallwahrscheinlichkeiten eine Herausforderung bei der
statistischen Modellierung dar. Diese Schliisselgrofie muss seit dem im Januar 2007
in Kraft getretenen Basel II zur Bestimmung der Kapitalanforderung in Betracht
gezogen werden. Als Begriindung wurde vom Basler Ausschuss fiir Bankenauf-
sicht unter anderem die damals unzureichende Fihigkeit genannt, im Rahmen
solcher Modelle die Risikokorrelationen zwischen den Schuldnern zu ermitteln und
einzubeziehen. Die korrekte Quantifizierung von Abhdngigkeiten zwischen Ausfall-
wahrscheinlichkeiten beziehungsweise Bonitdtsverdnderungen stellt eine Kennzahl
zur addquaten Bestimmung der Verlustverteilung eines Kreditportfolios dar (verglei-
che Hamerle und Rosch (2003)). Die Korrelation der Ausfallwahrscheinlichkeiten hat
somit einen entscheidenden Einfluss auf den CreditVaR, der wiederum das knappe
okonomische Kapital beeinflusst, da die Differenz zwischen dem CreditVaR und
dem erwarteten Verlust das 6konomische Kapital deckt (vergleiche Rosenow und
Weifsbach (2009)).

Es bietet sich an, die Ausfallwahrscheinlichkeitskorrelationen durch die Korrela-
tionen zwischen Aktienrenditen der Unternehmen zu schitzen (vergleiche Forbes
und Rigobon (2002) sowie Hamerle und Rosch (2003)). Die daraus entstehenden
Korrelationen sind zwar niitzlich, erreichen aber schnell ihre Grenzen in der Risiko-
abschédtzung eines Kreditportfolios, da manche Kreditereignisse zu unterschiedli-
chen Bewegungen im Borsenmarkt sowie Markt fiir Kreditderivate fithren konnen.
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Wihrend eine Erhohung des Fremdkapitals beispielsweise zu einem hoheren Kredi-
trisiko fiithrt, was wiederum teure Preise fiir Kreditderivate mit sich bringt, fiihrt
diese Fremdfinanzierung tendenziel eher dazu, dass die Aktien im Wert steigen
(vergleiche Jorion und Zhang (2006)). Sinnvolle Instrumente fiir die Schitzung der
Ausfallwahrscheinlichkeitskorrelationen sind deshalb Kreditderivate. Dieses Vorge-
hen ist gerechtfertigt, da der Markt fiir Kreditderivate in den letzten Jahren einen
enormen Aufschwung erfahren hat. Dieser Aufschwung ist darin begriindet, dass
Kreditderivate es den Kreditinstituten ermoglichen das Bonitétsrisiko vom origi-
ndren Kreditinstitut zu trennen und diese Risikokomponente an den Kapitalmarkt
zu libertragen. Wichtigste Kreditderivate fiir die Messung von Ausfallkorrelationen
sind CDS (Credit Default Swaps) und CDO (Collateralized Debt Obligation) (vergleiche
Collin-Dufresne (2009)). CDS haben allerdings den Vorteil, dass sie sich kaum durch
Nliquiditat beeinflussen lassen (vergleiche Longstaff u.a. (2005)). Innerhalb des Mark-
tes fiir Kreditderivate stellen CDS die wichtigsten, verbreitetsten und einfachsten
Produkte dar. Sie verfiigen iiber den grofiten Marktanteil; im Jahr 2006 und 2008
betrug er rund ein Drittel in diesem Markt (vergleiche Collin-Dufresne (2009)).

CDS konnen als Versicherungen gegen einen Kreditausfall aufgefasst werden.
Dabei iibertragt ein Kreditgeber ein Kreditrisiko an einen Sicherungsgeber gegen
einen entsprechend bemessenen Preis, der periodisch gezahlt werden kann. Im Fall
des Kreditausfalls des Kreditnehmers garantiert der Sicherungsgeber die Ausgleich-
zahlung. Der zu zahlende CDS-Preis (spread) wird in Basispunkten des Buchwerts
der Versicherungssumme ausgedriickt (vergleiche Abbildungen 1 und 2) und be-
zieht sich dabei auf ein Jahr — auch wenn die anteiligen Zahlungen meist halb-
oder vierteljahrlich erfolgen — und steht in einem engen Zusammenhang mit der
Ausfallwahrscheinlichkeit sowie der Bonitdt des Kreditnehmers fiir den jeweiligen
Einjahreszeitraum (vergleiche Bluhm u.a. (2003)).

Die am Kreditderivate-Markt aktiv agierenden Teilnehmer sind vor allem Kredit-
institute, Versicherungs- und Industrieunternehmen. Dabei sind Banken die bedeu-
tendste Gruppe von Marktakteuren. Im Jahr 2006 stellten sie 59 % der Sicherungsneh-
mer und 44 % der Sicherungsgeber. Aufierdem sind sie Netto-Sicherungsnehmer und
daher tiberwiegend am Verkauf von Kreditrisiken interessiert (vergleiche Wagner,
2007, S. 18f.). In dieser Arbeit werden Daten aus dem Zeitraum der Bankenkrise, also
von Juli 2007 bis Januar 2009, betrachtet. Es interessieren vor allem die deutschen
Kreditinstitute und unter diesen die 20 grofiten. Allerdings liegen nur Werte zu 13
dieser Banken vor. Sechs von ihnen — die Deutsche Bank AG, die Commerzbank AG,
die Bayerische Hypo- und Vereinsbank AG (HypoVereinsbank), die Kreditanstalt
fiir Wiederaufbau A6R (KfW), die WestLB AG und die Dresdner Bank AG - zdhlen
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Pramienzahlung & Ubertragung des Kreditrisikos

[ Sicherungsgeber } [ Sicherungsnehmer = Kreditgeber }

Rijckzahlung( Nominalbetrag

[ Kreditnehmer }

Abbildung 1: Zahlungsstrome eines Credit Default Swaps ohne Kreditausfall. (Quelle:
Bassi Mbobda u.a., 2009, S. 11f.)

Ausgleichszahlung

[ Sicherungsgeber } [ Sicherungsnehmer = Kreditgeber }

Nominalbetrag

{ Kreditnehmer }

Abbildung 2: Zahlungsstrome eines Credit Default Swaps bei Kreditausfall. (Quelle:
Bassi Mbobda u.a., 2009, S. 11f.)

auch international zu den fithrenden Akteuren im Kreditderivate-Markt. Die Deut-
sche Bank betrachtet sich selbst als einen der wichtigsten Marktteilnehmer neben
Morgan Stanley, Goldman Sachs, JP Morgan Chase und UBS (vergleiche Wagner,
2007, S. 19).

Grofies Gewicht wird der Modellierung von CDS-Preisen der letzten Jahre fiir das
Verstandnis sowie das Management von Kreditportfolios beigemessen (vergleiche
beispielsweise Jorion und Zhang (2006), Cariboni u.a. (2011), Zhang u.a. (2012)
sowie Feldhiitter und Nielsen (2012)). Dabei geht es vor allem um die Korrelation
von Ausfallwahrscheinlichkeiten, welche wiederum Ausgang des Copula-Modells
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sind (vergleiche beispielsweise Li (2000), McNeil u.a. (2005) und Collin-Dufresne
(2009)). Allerdings leidet der Copula-Ansatz unter anderem an den Méangeln, dass
dieses Modell an sich statisch sowie dessen Korrelation kein guter Indikator fiir die
Korrelation ist (vergleiche Collin-Dufresne (2009)).

Cherubini u.a. (2011), Creal u.a. (2011) sowie Creal u.a. (2012) haben daher weitere
Ansitze wie das verallgemeinerte Autoregressive-Score-Modell oder das dynami-
sche Copula-Modell fiir die Schdtzung von Ausfallwahrscheinlichkeitskorrelationen
vorgeschlagen. In dieser Arbeit wird versucht, weitere Modelle zu entwickeln,
welche die Abhidngigkeitsstruktur von CDS-Preisen besser abbilden konnen. Par-
allel zu dem Ansatz von Rosenow und Weifsbach (2009) wird die Korrelation von
Ausfallwahrscheinlichkeiten mittels Panel-Regressionen bestimmt, wobei nicht In-
solvenzraten, sondern CDS-Preise verwendet werden.

In dieser Arbeit wird als neuer Ansatz vorgeschlagen, die zufilligen Effekte durch
eine Polya-Baum-Mischung-Verteilung und die Fehler durch einen autoregressiven
Prozess zu modellieren. Die Existenz von Maximum-Likelihood- und restringierten-
Maximum-Likelihood-Schitzern — unter Annahme vorliegender AR(1)-Fehler — wird
wahrscheinlich erstmalig in dieser Arbeit untersucht. Ferner wird eine Formel fiir
die Berechnung der Korrelation im Kontext der Panel-Regressionen, die stilisierten
Fakten der Abhéangigkeit gerecht wird, hergeleitet. AufSlerdem werden zwei Ansétze
zu einer robusten Parameterschiatzung angewendet: der restringierte Maximum-
Likelihood-Ansatz sowie die Bayesianische Methode.

Um die Abhéngigkeitsstruktur der grofiten deutschen Kreditinstitute in Krisenzei-
ten modellieren zu konnen, werden balancierte Panel-Regressionen von CDS-Preisen
durchgefiihrt. Dabei werden vier Arten von Panel-Regressionen unterschieden:
Modelle mit festem Effekt, mit zufdlligem Unternehmenseffekt, mit zufdlligem
Zeiteffekt und mit zufdlligen Unternehmens- und Zeiteffekten. Fiir jedes Modell
untersuchen wir zwei Spezifikationen: ein statisches und ein dynamisches Modell.
Bei den dynamischen Modellen wurde aufSerdem untersucht, inwieweit das Markt-
portfolio (iTraxx) einen Einfluss hat. Die Modelle mit zufélligen Effekten wurden
weiter unterteilt in solche mit AR(1)-Prozess im Fehler und solche ohne.

Fiir die Analyse der Querschnitt- und Langsschnittkorrelation mithilfe der Panel-
Regressionen kann davon ausgegangen werden, dass die Storgroflen mit zufélligen
unternehmensspezifischen und/oder zeitspezifischen Effekten modelliert werden
konnen. Die zufélligen unternehmensspezifischen und zeitspezifischen Effekte be-
wirken, dass die abhédngige Variable iiber die Zeit beziehungsweise iiber Unterneh-
men korreliert ist. Die Idee ist, dass wenn einer der zufélligen Effekte tatsachlich
keinen Einfluss auf die abhdngige Variable hat, deren Varianz auf etwa null ge-
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schitzt werden sollte. Wir stellen nach Anwendung von 36 Modellen auf die Daten
fest, dass

1. etwa 97 % der heutigen CDS-Preise auf die gestrigen ziiruckzufiihren sind.

2. Modelle mit AR(1)-Fehlern gegeniiber Modellen ohne die Anpassung besser
— im Sinn des AIC sowie der Langsschnittkorrelation — sind. Diese Modelle
tithren leider zu einer Inflation — insbesondere bei den statischen Modellen —
der Fehlervarianz, was wiederum bewirkt, dass die Querschnittkorrelation
Null wird.

3. wenn im Modell die verzogerten CDS-Preise in Betracht gezogen werden, die
zufélligen unternehmensspezifischen Effekte auf etwa Null geschétzt werden.
Dies deutet darauf hin, dass die verzogerte endogene Variable die Informa-
tion tiber mogliche unternehmensspezifische — erkldrende — Variable enthdlt.
Die Implikation dieses Befundes auf die Untersuchung ist, dass wenn einige
Variablen in der Modellierung unberticksichtigt bleiben, diese wahrschein-
lich nicht unternehmensspezifisch sondern zeitspezifisch wirken. Dies steht
im Zusamenhang mit Norden und Wagner (2008), die bereits angaben, dass
die wesentliche und relevante Informationen fiir das Kreditgeschaft in den
CDS-Preisen enthalten sind.

4. die Ausfallkorrelation iiber Banken und/oder iiber die Zeit abhdngig davon ist,
ob das untersuchte Modell statisch oder dynamisch ist. Fiir ein statisches Mo-
dell — ohne AR(1)-Fehler — bleiben sowohl die Querschnitt- als auch die Langs-
schnittkorrelation konstant unabhédngig von der Anzahl der Tage zwischen
Messungen. Einem solchen Ergebnis widersprechen dynamische Modelle, bei
denen die Korrelation mit steigendem Abstand zwischen den Handelstagen
sinkt. Dies scheint realistischer zu sein, da die empirische Autokorrelation mit
grofler werdendem Abstand zwischen Messungen sinkt. Daher sind dynami-
sche Modelle bei der Analyse der Korrelationen statischen vorzuziehen.

5. die Spezifikation eines Modells einen starken Einfluss auf den Verlauf der
Korrelation hat.

Collin-Dufresne u.a. (2001) sowie Zhang u.a. (2009) konnten 25 % beziehungsweise
77 % der monatlichen Spreadverdanderung im Corporate-Bond beziehungsweise im
CDS auf die Einflussgrofsen (unternehmensspezifische sowie makroskonomische
Variablen) zurtickfithren. Interessant bei Collin-Dufresne u.a. (2001) ist, dass auch
sie liber eine Hauptkomponentenanalyse zu dem Ergebnis kamen, dass die Resi-
duen ihrer Regression von einem einzelnen Faktor beeinflufit werden, der nicht
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unternehmensspezifisch und bislang nicht identifiziert ist. Auch in dieser Arbeit
bleibt die Identitat des Faktors, durch den die Querschnittkorrelation erklart werden
kann, offen.

Als Modell fiir die Schatzung von Ausfallwahrscheinlichkeitskorrelationen wird
ein dynamisches Modell mit zufélligen zeitspezifischen Effekten (ohne Marktindex
als Kovariable) vorgeschlagen. Eine Alternative wére hier ein dynamisches Modell
mit zufédlligen zeitspezifischen Effekten und mit dem Marktindex als Kovariable.
Diese Modelle besitzen eine perfekte Anpassung an die empirisch beobachteten
Langsschnittkorrelationen. Aufierdem ergibt sich ausschliefslich bei diesen Modellen
auch theoretisch ein plausibles Zusammenwirken der Langs- und Querschnittskor-
relation.

Die resultierenden Ergebnisse zeigen, dass die CDS-Preise einzelner Banken
sowohl untereinander, als auch tiber die Zeit — und zwar mit einer Querschnittkorre-
lation von 0,36 sowie einer Ein-Tages-Abhdngigkeit von 0,70 — signifikant und hoch
korreliert sind. Dies deutet einerseits auf einen hoheren Ansteckungseffekt tiber
Banken sowie andererseits auf einen starken linearen Zusammenhang zwischen
aufeinanderfolgenden CDS-Preisen innerhalb einer Bank in Krisenzeiten hin. Die
relativ hohere Langsschnittkorrelation korrespondiert vermutlich mit der Erfahrung
vieler Unternehmen, bei denen bei Schieflagen und Insolvenzen Managementfehler
und Unregelmaéfiigkeiten als Hauptursachen identifiziert werden konnten (verglei-
che Hamerle und Rosch (2003)). Einschrankend muss darauf hingewiesen werden,
dass die Resultate lediglich auf den Daten von 13 statt aller 20 Banken basieren.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden zunéichst in Kapitel 2 die statistischen
Grundlagen fiir das Problem vorgestellt. Im Kapitel 3 wird der Zusammenhang
zwischen der Ausfallwahrscheinlichkeitskorrelation und der Korrelation von CDS-
Preisen erstellt. Desweiteren werden CDS-Preise mittels der Panel-Regressionen
modelliert, Lemmata fiir die Berechnug der Korrelation formuliert und bewiesen.
In Kapitel 4 werden die Daten beschrieben und anschliefiend die Modelle auf die
Daten angewendet. In Kapitel 5 werden die Ergebnisse diskutiert.
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Weil CDS-Preise mehrerer Unternehmen im Zeitablauf analysiert werden sollen,
liegt die typische Situation vor, in der die Querschnitt- und Langsschnittkorrelati-
on untersucht werden miissen. Zweckvolle statistische Modelle fiir diese Analyse
bieten die Modelle der Panel-Regression. Hamerle und Rosch (2003) sowie Rose-
now und Weiflbach (2009) untersuchten bereits die Querschnittsabhdngigkeit aus
Bonitatskennziffern beziehungsweise amt-statistischen Insolvenzzeitreihen mit ei-
nem derartigen — aber sehr einfachen — Modell. Es wird hier das folgende Modell
betrachtet
m—1

Ynt = H+ 25kxntk+vnt, n=1...,N, t=1,...,T. (1)
k=1

Dabei représentieren y,,; die Marktindizes des Unternehmens 7 in der Zeitperiode
t. u ist das mittlere Niveau betrachteter Unternehmen auf den Markt. Die m — 1
unabhéngige Variablen x_j reprasentieren Einflufigroflen wie beispielweise regionab-
hangiger Marktindex oder unternehmensspezifische Variablen. y, 6, k =1,...,m -1
sind in der Literatur als feste Effekte eingefiihrt. Sie geben den Einfluss der unab-
hédngigen Variablen auf die abhédngigen Variablen an. v, n =1,...,N; t =1,...,T
werden hier als Storgrofien angesehen. Stellt man das Modell (1) in Matrix-Vektor-
Schreibweise dar, so lautet es:

y=Xo+v (2)
wobei

e y=(y11,---1Ts- - YNL - - - Yn1) € RNT,
U= (011, ey 01T+ JYNT - - .,UN.T)/ S IRN'T,

o X=(1,x1,....x 1) € RNTX" x k= (X115, -, X1Tks - - - XN1ks - - - XNTK)"
« 5= (1,61,...,0n) € R™

Die folgende Struktur fiir die Storgrofie wird in dieser Arbeit betrachtet
p
v=1Y Z+ . (3)
i=1

Dabei reprasentieren die & zufllige Effekte mit fester Designmatrix Z; € RN-Txki
(}:f;lz ki < N-T). ¢y ist der Vektor fiir die Reststorgrofie. Es wird angenommen, dass
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die zufélligen Effekte ¢i|‘5é‘i' Yz, 1 =1,...,p mit Erwartungswert Jz, und Varianz
%, verteilt sind, &o|Zg, gemdB Ny.7(0,03%¢,). Zwischen den zufilligen Effekten
sowie zwischen zufélligen Effekten und Reststorgrofien wird eine stochastische
Unabhéngigkeit unterstellt. Fiir die Schdtzung der Parameter werden wir eine auf
Likelihood sowie eine auf der Bayes’schen Regel basierende Methode anwenden. Da-
bei werden erstens der Maximum Likelihood (ML)- und der restringierte Maximum
Likelihood (REML)-Ansatz und zweitens die Bayesianische Methode vorgestellt.

2.1 ML und REML-Ansatz

In diesem Abschnitt werden Parameter durch die Optimierung der Likelihood-
Funktion geschitzt. Weitere Annahme tiber Storgrofsen und den Parametervektor
sollen gemacht werden, um eine vollstandige Likelihood-Funktion zu definieren. Da
in der finanzwirtschaftlichen Zeitreihen typischen Strukturen eines stochastischen
Prozesses ofter in den Restorgrofien vorkommen, werden wir den Fall betrachten, wo
die Reststorgrofie die Struktur eines AR(1)-Prozesses aufweist. Dies ldsst sich aber
auch spéter in der Modellierung bestdtigen (siehe Bassi Mbobda (2010) fiir ndhere
Details zum durchgefiihrten Likelihood-Quotienten-Test). Es wird angenommen,
dass die zufilligen Effekte ¢; gemdf Ny (0,071), i = 1,..., p verteilt sind sowie &
geméiE NN.T(O, UgIN & V(gb)) mit

1 (P (PZ (PT_l

Ll e e
(O w2 B SR A 4)

RERR RN S

wobei ® das Kronecker-Symbol repréasentiert. Die Positivitdt der unbekanten Va-
rianzparameter (0’5 > 0, 0'12 >0,i=1,...,p) wird in dieser Arbeit vorausgesetzt.
Die nattirliche Wahl von V(¢) ist die Einheitsmatrix. Wir wollen uns aber nicht auf
diesen Fall beschrinken, sondern uns alle Fille anschauen, in denen gilt |¢| < 1.
Es ergibt sich der nichtkompakte Parameterraum I' := {¢ = (6, §) € R™ x O} mit
©:={0 = (0§,07,...,05,¢) € (0,400) x [0, 4+00)7 x (=1, 1)} C RPF2 Desweiteren
gilt y ~ Ny.7(X0d,X). Dabei reprasentiert . die Varianz-Kovarianz-Matrix und ist
wie folgt gegeben

P
Var(y) = Y 0?Z:Z] + Gl @ V() =: .
i=1
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Die Likelihood-Funktion fiir das Modell (2) sieht folgendermafien aus

L(8) = L(8ly) = (2) ¥'[2]7 exp{—5(y — Xo)'= " (y — X0}, )

Obwohl die Likelihood-Funktion (5) stetig ist, muss ein Maximum nicht existieren,
da der Parameterraum I nicht kompakt ist. Wir werden uns in den folgenden mit
dem Existenzbeweis der ML- und REML-Schétzer im Modell (2) beschéftigen.

2.1.1 Existenz von ML- und REML-Schatzern

Das Buch von Rao und Kleffe (1988), die Artikel von Demidenko und Massam (1999),
Birkes und Wulff (2003) sowie De Oliveira und Ferreira (2011) sind wahrscheinlich
die einzigen Arbeiten mit dem Ziel, Auskiinfte iiber die Existenz von Maximum-
und Restringierten Maximum Likelihood Schitzern zu geben. Allerdings gilt die
dort gegebene notwendige und hinreichende Bedingung nicht fiir das vorliegende
Problem. Die in dieser Arbeit gegebene Varianzstruktur unterscheidet sich namlich
in vier Punkten von deren:

(1) Im Buch von Rao und Kleffe (1988) (Kapitel 9) hat die Varianz die folgende
Struktur: £ =601V1 + ...+ 0,11V 4q, wobei V;, i =1,...,p+ 1 linear unabhén-
gig sind und der Parameterraum © = {f : X positiv definit}. Somit diirfen
0;, i = 1,...,p 4+ 1 auch negativ sein. In statistischem Sinn wiren solche
negativen Varianzparameter unerwiinscht.

(2) Demidenko und Massam (1999) haben sich mit dem Fall ¢ = 0 beschiftigt.

(3) Birkes und Wulff (2003) beschiftigten sich mit gleicher Varianzstruktur und
dem gleichen Parameterraum wie Rao und Kleffe (1988)(Kapitel 9). Allerdings
setzen sie zusdtzlich voraus, dass V;, i = 1...p + 1 nicht Null und nicht
negativ-definit sein diirfen, V), 11 = I sowie kommutiv sind; das heifit V; Vi, =
Vi,Vi,, 1 < iy, ip < p+ 1. Schreiben wir V(¢) wie folgt um

1
CPZ

wobei H; die nebendiagonale Matrix mit Einsen auf der t-ten unteren und

Vip) = (It + Z ¢'"'Hy),



2 Statistische Grundlage der Panel-Regression

oberen Nebendiagonale ist,

0O --- 0 1 0 --- 0
0 0
H; =
0 0
0O --- 0 1 0 --- 0

erhalten wir die folgende Struktur fiir die Varianz
2 71y 2 9 %
T = Zazz 2‘701 ¢21N®Ht+ 472

i=1
Im vorliegen Fall sind H;, t = 2... T zusétzlich nicht definit und die Kommu-
tativitdt spielt absolut keine Rolle in dieser Arbeit.

——Iny®Ir. (6)

(4) De Oliveira und Ferreira (2011) betrachteten ¥ = 0V (¢) mit V(¢)~! = In.7 +
pH und © = {(6,¢) € (0, +00) x [0, +00)}, wobei H bekannt ist und folgen-
dermaflen aussieht

2121 81; , firi= ]
Hi,j = _gl] , furi € N]
0 , sonst.
Dabei ist g;j = gji > 0. N; bezieht sich auf die Menge der Nachbaren von j
(j € Nj). Sie setzen auflerdem voraus, dass gilt Hly.7 = 0.

Das Modell (3) unterscheidet sich von diesem Modell in mindestens zwei
Punkten:

*p#0

10
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e V(¢p)~! =1Ir+ H* mit

0 —¢ 0 -+ - - 0
- ¢* —¢ :
0 —¢ ¢* —¢
H*: . . —(P (PZ
EIEE . —¢ 0
: S A ¢
0O -« «++ «+~ 0 —¢9 0

Hier ist deutlich zu sehen, dass gilt H*11 # 0.

Das Varianzkomponenten-Modell (3) représentiert also eine leichte Erweiterung
der soeben genannten Arbeiten. Eine Folge davon ist, dass Ihre Ergebnisse nicht
hier anwendbar sind. Im folgenden werden wir versuchen, das vorliegende Mo-
dell zu transformieren und die Existenzbedingung diskutieren. Die Prais-Winsten-
Transformation werden wir benutzen und den Satz 3.1 aus Demidenko und Massam
(1999) auf das transformierte Problem anwenden. Wenden wir nun die Prais-Winsten-
Transformation ndamlich

V($)~! = C'C mit

\/1_74,2 0O --- --- 0
C= 0 —¢ 1
. 0
0 0 —¢ 1
an, so ergibt sich das folgende Modell
p—2
Y =X+ Y ZiE+ G ?)

i=1
Wobei gilt y* = (In® C)y, X* = (In® C)X, ZF = (I ® C)Z; sowie ¢ = (In ® C)Co.
Somit hat y* die folgende Varianz-Kovarianz-Matrix
p—2
> = Y F(In®C)ZZ{(IN® C') + ogln.t
i=1
=(IN®@C)Z(Iy®C'). (8)

11
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Da y* gemdf3 N(X*0, £*) verteilt ist, lasst sich die Likelihood-Funktion fiir das
Modell (7) wie folgt ausdriicken:

~N-T -1 1 res—1/ % N
L (8) := L™ (8ly) = (271) 2 [Z7|7 exp{—5(y" = X"0)Z1(y" = X"9)}. (9)

Somit besteht einen Zusammenhang zwischen den beiden Likehood-Funktionen,
der im folgenden Lemma zusammengefasst wird.

Lemma 2.1.
L (8) = (1-¢*) 2L (8) (10)
Beweis.

(y* —X*6)=* Y y* — X*0) = (y — X&) Iy C'(Iy® C") 1 1x
(In® C) Iy ® C(y — X9)
=(y — X0)'=7}(y — X4)

und

2 = (IN®@C)Z(Iy® )]
=|(Iy @ C")||(Iy @ C)||Z]

=|INn®C'C)||Z]

=V (p) "N

=1 N[z,
[

Definition 2.2. Die ML-Schiitzer 8y, sowie @}k\/m fiir ¢ im Modell (2) und (3) beziehungs-
weise (7) sind durch

L(8) beziehungsweise L*(0®) zubestimmen.
arg max L(d) 8 arg max L*(9)

Bemerkung 2.3. Die Losung eines Optimierungsproblems ist invariant durch eine streng
isotone Transformation der zu optimierenden Funktion. Es folgt daraus, dass gilt

L(9) = log L(9).
arg max (9) argmaxlog (9)

12
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Logarithmiert man die ML-Funktionen (5) und (9), ergibt sich
1

[(8) = =5 [N Thn(27) +In[Z] + (v — X6)'= "\ (y X(S)] (11)
beziehungsweise
I*(9) = —g In(1—¢%) +1(3, 0). (12)

Wir werden uns im folgenden Satz mit der hinreichenden und notwendigen
Bedingung fiir die Existenz vom ML-Schétzer im Modell (7) befassen. Davor fithren
wir die folgenden Notationen ein. Seien M = (X) (M* = (X*)) und H = (Z)
(H* = (Z*)) die durch X (beziehungsweise X*) und Z = [Z,...,Z,] (beziehungs-
weise Z* = [Z7,...,Z}]) aufgespannten Vektorraume, sodass gilt M + H = (X, Z)
beziehungsweise M* + H* = (X*, Z*). P(pp+ 4 )1 bezeichnet die orthogonale Projek-
tion von RN'T auf (M* 4+ H*)*. Wir definieren aufierdem Sy 7+ := y*/P(M*JFH*)l y*.

Satz 2.4. Sei y* wie im Modell (7). Der ML-Schiitzer &%, = (0%, 05yp) existiert genau
dann, wenn gilt y* & (X*,Z*).
Genau gesagt:

1. Gilt y* ¢ (X*,Z*), dann folgt I*(9) > N-TIn(Sx» z+) —N-TInN-T—N-T,
und I*(9) erreicht sein Maximum in T

2. Gilt y* € (X*,Z*), dann ist +o0 das Supremum von 1*(9) in T
Bemerkung 2.5. Fiir y* ¢ M* + H* ist In (Sx+, z+) wohl definiert, da gilt
V' ¢M +H <=V ec (M +H), coey#0
= Y Pypeypey v > 0.
Dabei repriisentiert ® das Skalarprodukt.

Beweis. Der Satz 2.4 lasst sich mit Demidenko und Massam (1999) (Satz 3.1) bewei-
sen. 0

Hitten wir 9y = @X/IL, dann gédbe der Satz 2.4 auch die hinreichende und
notwendige Bedingung fiir die Existenz vom ML-Schitzer in Modell (2) und (3).
Leider geht es in diesem Fall nicht, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.6. Existieren ¥y, sowie ¢y, dann gilt

@ML:@X/IL<:> (P:O

13
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Beweis. Annahme: ) = ¢, = x und ¢ # 0

2 _, . _N42 . _N O
0= %L () = Nomp(1 = ¢iar) ™ 2 LOx) + (1= ) 2 @L(X)-
Da gilt %L(){) = 0 und ppr (1 — gf)%ﬂ)_¥ # 0, folgt L(x) = 0. Widerspruch, da
die Likelihood-Funktion (5) weder konstant noch negativ ist. O

Lemma 2.7. Existiert z@}‘wL, dann existiert auch 9y
Beweis. Sei @j‘m € I der ML-Schiétzer im Modell (7), dann folgt
Vo €T, L*(9) < L*(8%)
e VoEeT, (1—¢?) 2L(8) < L*(8,)
— Vo cT,L(8) <L*(dy)
= UL existiert.

Lemma 2.8.
y* ¢ <X*,Z*> =y é (X,Z)

Beweis. Da V(¢) positiv definit ist, ist Iy ® C ein Isomorphismus V|¢| < 1. Es folgt
daraus, dass gilt

Yt € (X, Z%) == 3(x*, h*) € M* x H : yx =m" +I*
—3J(mh)e MxH : (IN®C)y=y"=(In®C)(m+h)
<=3l(mh) e MxH : y=m+h
—ye(X2Z).

Korollar 2.9. Der ML-Schiitzer in den Modellen (2) und (3) existiert, wenn gilt
y ¢ (X, 2).

Bemerkung 2.10. Demidenko und Massam (1999) konnten die Existenzbedingung von
ML-Schiitzern in den Modellen (2) und (3) fiir den Spezielfall ¢ = O geben. Fiir deren
Fall existiert der ML-Schiitzer genau dann, wenn gilt y ¢ (X, Z). Da unsere Untersu-
chung zeigt, dass dieser Schitzer bei unbekanntem ¢ unter derselben Bedingung existiert,
folgt, dass die Existenz der ML-Schiitzer bei bekannter Varianz-Kovarianz-Matrix ¢, die
Existenz von ML-Schiitzern bei vorliegenden AR(1)-Fehlern impliziert.

14



2 Statistische Grundlage der Panel-Regression

Lemma 2.11. Den ML-Schiitzer fiir die Varianz % erhilt man, indem man die folgende
Gleichung lost:

B E)> JI1(0)
i — 4
spur (Z 3 91‘) y 20; Y,
i=1,...,p+2,

wobei gilt
T1(8) = =1 (I — H(0)), mit H(O) = X [X’Z*lx} Txnl (13)

Beweis. Um die logarithmierte ML-Funktion (11) zu maximieren, werden wir so-
wohl die Rechenregel fiir die Ableitung der Inverse einer Matrix;

dg1_ _y-1(9 -1
E)Giz =X (891-2) z (14)
als auch fiir die Ableitung der logarithmierten Determinante einer Matrix;
d 10
% In |Z| = spur (Z 8_912) (15)

aus Anderson (1970, S. 5f.) nutzen. Leitet man die logarithmierte ML-Funktion (11)
nach J und X ab und setzt sie gleich Null, ergibt sich;

[(X'E21X]6- X2 ly=0 6)
1
spur (z—lg—g) — (y — X5’ [z—lg—éz—l} (y — X5) =0
Lost man die erste Gleichung im System (16), erhdlt man;
. ~1
5= [X’z—lx} X'z ly (17)
Setzt man ¢ in der zweiten Gleichung, bekommt man;
_10% 10X __
spur (27122 ) = (y —H(O)y)' =712 7! (v — H(0)y)
a0, a0,
ox
=y'TI(0)' ==~H(6
yTI(6) 55 H(O)y
ox. ox
_ y—19% . —19&51
=y X 89iH(9)y yH(6)X aOiZ y+
/ -1 X -1 -1
+y'H(0)Z EZ H(6)X
1
C)
20;
O

15
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Die Gleichungen aus Lemma 2.11 lassen sich im Allgemeinen nicht direkt, sondern
mit iterativen Verfahren 16sen. Modellansitze zur Losung sind die auf Expectation
Maximization (EM), Newton-Raphson, Simplex, Quasi-Newton und Fisher-Scoring
basierenden Algorithmen. In Laird und Ware (1982) wird zur Losung des Maxi-
mierungsproblems der EM-Algorithmus vorgeschlagen. In Lindstrom und Bates
(1988) werden jedoch Griinde — wie beispielsweise eine wesentlich geringere Iterati-
onszahl — aufgefiihrt, die vorrangig den Newton-Raphson-Algorithmus behandeln.
Dieser Algorithmus aktualisert die Parameter durch den folgenden Schritt (verglei-
che Song u.a. (2005))

o = 91— {%l”(&ll)}l[%l’(ﬂll)], 1=12,...,

wobei I"(¢'~1) die Hesse-Matrix der Ableitung zweiter Ordnung von I(.) in ¢~ ist.
8° reprasentiert dabei den Startwert. Fiir komplizierte Likelihood-Funktionen schla-
gen Song u.a. (2005) den Maximazation-by-Parts-Algorithmus (MBP) vor, welcher
auf die Aufteilung der Likelihood in zwei Funktionen — wobei eine davon einfacher
als die urspriingliche abzuleiten ist — basiert.

Lemma 2.12.
aI1(0) ox
/ —_ — JE—
E {y 26, y} = —spur (H(O)BGZ)

Beweis.

oI ) 0%

16
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= — spur (3—221 (I-H@)Z ' (Z+ X&&’X’))
= — spur (3_521 (I-H()) (Z+ X65'X) zl)
= — spur (H(e) (I + X&&’X’2*1> %)

]

Der ML-Schitzer (A1) ist aufgrund der Nichtberticksichtigung des Verlustes an
Freheitsgraden oft nicht vorrangig behandelt. Mardia und Marshall (1984), Swallow
und Monahan (1984) sowie Zimmerman und Monahan (1989) zeigten anhand von
Simulationen, dass ML-Schitzer schwer verzerrt sein konnen, wenn N - T nicht
geniigend grof3 ist. Abhdngig vom Kontext kann die Verzerrung zu gravierenden
Folgen fiihren (vergleiche Cressie und Soumendra, 1993, S. 17f.). Eine Methode,
welche diese Unangemessenheit behebt, liefert die REML-Schidtzung, eingefiihrt von
Patterson und Thompson (1971) und diskutiert von Harville (1974). Hierbei wird die
ML-Methode auf eine lineare Funktion von y angewandt, welche keinen der festen
Effekte beinhaltet. Eine solche lineare Kombination nennt man Fehlerkontrast.

Definition 2.13. Sei v € RNV'T

Fehlerkontrast.

, sodass gilt E(7'y) = 0 (v/X = 0). Dann ist o'y ein

Lemma 2.14. Sei Aeine N-T x (N - T —m) Matrix, sodass gilt
[—X(X'X)7'X' = AA sowie In.7_, = A'A.
Dann besitzt A genau (N - T — m) linear unabhiingige Fehlerkontraste.

Beweis. Da der Rang von A N - T — m betrégt (N - T —m = rang(AA’) < rang(A) <
N - T — m), besitzt A genau N - T — m linear unabhéingige Vektoren. Auflerdem gilt

A'X=AAAX = A1 - X(X'X)" X)X =o.
O

Lemma 2.15. Existiert eine Matrix A mit den Eigenschaften aus Lemma 2.14, dann folgt,
dass A'y und § stochastisch unabhingig sind.

17
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Beweis. Da unter Annahme fester Kovarianzparameter A’y ~ Ny.7_,,(0, A’XA)
und § = [X’Zi_lX]_l X2l ~ Np(6, [X'271X]71) gelten, reicht es zu zeigen,
dass A’y und d unkorreliert sind.
kov(A'y, 8) = kov(A'(X6 +v), §)

—E(A'vd)

—F <A'v( [X’Z—1X]—1X’z—1y)’)

—E <A’vy’2’lX[X’Z’1X]’1>

—F <A’v((5’X’ + v’)z—lx[x’z—lx]—l)

=A'E(vv) 2 IX[X'271X]

=A'X([X'=71X])

=0.

O

Es wird angenommen, dass X vollen Spaltenrang hat. Die Existenz einer solchen
Matrix A mit den Eigenschaften aus Lemma 2.14 ist dann durch die Spektralzerle-
gung von | — X(X'X) 1 X’ gesichert. Nun wird ein Vektor u wie folgt definiert:

u==~Aly.
Es gilt dann u ~ Ny.7_,(0, A’£A) und die Dichte von u sieht folgendermafien aus

N-T—m

Fu(Alyl8) = (27) ™% |A’ZA\_21exp{—%u’[A’ZA]1u}.

Weil u und 4 stochastisch unabhéngig sind, folgt
fulA'I0) = [ f,5(A'y, G'yl6, 0)ds
= [, fulA'VI0)f5(Cyle, 9)do
—|A, G| /Rmfy(yw, 5)ds.

Wobei gilt G = [X'E71X] ~1 X’£1. Nutzen wir die beiden folgenden Eigenschaften
aus Harville (1974):

1
14, Gl = (I(4,G)'(A, G)|)?
=|I|2|GG — G'AI 'A'G| 2
=|X'X|"2

18
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und

(y — X8)= "1y — X6) = (y — X8)'= "L (y — X&) + (6 — §)’ (X'z—1x> 6 —9),
folgt

Ffu(Alylo) = (27) =T XX |22 72 XS TIX| T  exp (y — X6)' 7 (y — X9).
Weil gilt

(y—X8)= "y —X4) =y'(I - GX )T~ (I - XG')y
=y'TI(0)y — y 2 X[ X=X X'y +
Y 2 IX[X 2 IX) X e XX e X)Xy
=y'T1(0)y,
wobei I1(6) in 13 definiert ist, erhidlt man

N-T

Lu(0) = fulA'y10) = (27) 5 |X'X|2[Z] 2 X2 X| E exp{—y/TI(6)y}.
(18)

Diese Dichtefunktion nennt man auch REML-Funktion. Logarithmiert man die
REML-Funktion (18), erhdlt man:

L(6) = — % (N T —m)In(2n) — In|X'X| +In|Z]]

—% [m IX'=1X| + y’H(G)y] . (19)

Satz 2.16. Sei y* wie im Modell (7) definiert. Setzt man
N* = Ing — [IN®CIX(X'[Iy®@ V()] X) ' X [Iy® C'),
existiert der REML-Schiitzer genau dann, wenn gilt N*y* & (Z*).
Beweis. Demidenko und Massam (1999) Satz 3.4 O
Bemerkung 2.17. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass gilt:
Ny & (27) < N'y ¢ (2).

Allerdings hilft uns diese Eigenschaft nicht weiter, weil man das initiale Modell nicht prii-
fen kann. Aber da die Existenz des ML-Schiitzers die Existenz des REML-Schiitzers immer
impliziert (vergleiche Demidenko und Massam (1999)), konnen wir nichtsdestotrotz auf
eine hinreichende Bedingung der Existenz vom REML-Schiitzer schliefSen.
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Lemma 2.18. Den REML-Schiitzer fiir die Varianz ¥ erhilt man, indem man die folgende
Gleichung lost:

82) ,aT1(6)

spur(H(G)a—ei =—y 26, y,i=1,...,p+2

Beweis. Leitet man die logarithmierte REML-Funktion mithilfe der Rechenregel
(14) und (15) ab und setzt sie gleich null, erhélt man

0% 1o 19[X'Z71X] oI1(6)
194 Iy —1y1—1 / _
spur <Z 89,-) + spur ([XZ X] 20, ) +y 20, 0
i=1,...,p+2. (20)
Weil gilt
Iy —1
spur ([X’Z”X]”W) — —spur ([X’Z_lx]X’Z_lg—GZZ_lX>
i i

= — spur (2—1X[X’2—1X]X’z—1g—§> ,
i

lasst sich die Gleichung (20) wie folgt umschreiben

spur <H(6)g—§) + ’algé?)y =0,i=1,.
1 1

L p+2.

2.1.2 Eigenschaften von ML- und REML-Schatzern

Korollar 2.19. Der ML-Schiitzer Oy ist nur unverzerrt, wenn gQilt:
I1(6) = =1,

Da in der Regel in einem ML-Ansatz die Vorausetzung aus dem Korollar 2.19 eher
selten zutrifft, ist der resultierende Schétzer der Varianzkomponenten aufgrund der
Unberiicksichtigung des Verlusts an Freiheitsgraden — durch die Schitzung von J —
verzerrt (vergleiche auch Lancaster (2000)).

Obwohl f);; unter angemessenen Regularititsbedingungen (vergleiche Sweeting,
1980) asymptotisch unverzerrt ist, liegt seine Schwache immer noch in der finite-
sample-Schétzung.

Korollar 2.20. Der REML-Schiitzer Orppy ist unverzerrt.
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Im Gegensatz zu §y;; haben die asymptotischen Eigenschaften des REML-Schitzers
fiir Ogpprp nUr wenig Aufmerksamkeit in der Literatur gewonnen. Mardia und Mars-
hall (1984) untersuchten die Konsistenz und asymptotischen Eigenschaften von 8y
in der linearen Regression und gaben die Ergebnisse fiir gemischte lineare Modelle
an. Sweeting (1980) ging anders vor: Er zeigte die Konsistenz und asymptotischen
Eigenschaften, indem er auf die Theorie der Funktionalanalysis zurtickgriff. Erst
spdter haben sich einige Autoren fiir die Konsistenz und die asymptotischen Eigen-
schaften des REML-Schitzers fiir die Varianz-Parameter interessiert. Cressie und
Soumendra (1993) untersuchten diese Eigenschaften unter Verwendung eleganter
Argumente aus Sweeting (1980). Alle diese genannten Ergebnisse basieren auf der
Annahme, dass y gemdfs N(XJ, X) verteilt ist. Andere Autoren wie Huggins (1993)
und Richardson und Welsch (1994) setzen keine Normalverteilung voraus. Die
Ergebnisse des ersten Autors basieren auf der Martingaltheorie, nehmen aber eine
symmetrische sphédrische Verteilung an. Die anderen zeigen sogar, dass auch ohne
Verteilungsannahme der REML-Schétzer konsistent sein kann.

Wir betrachten den messbaren Raum (Q), §). Sei Py ein von § € @ C RPF?2
abhingiges Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (), §). Es wird angenommen, dass Py
— mit zugehoriger Dichte L, (-) aus (18) — fiir alle 6 € © absolut stetig im Bezug
auf das Lebesgue-Maf3 ist. Sei £/ := N - T die Anzahl vorliegender Beobachtungen.
Da X zweimal stetig differenzierbar in 6 € ©° (Innere von O) ist, ist [,(.) aus (19)
auch zweimal stetig differenzierbar in § € ©°. Die Matrix .#,(6) der partiellen
Ableitungen der zweiten Ordnung von /,(.) — auf Basis von ¢ Beobachtungen — sieht
wie folgt aus (vergleiche Cressie und Soumendra (1993))

[20(8)], = % (spur (I1(8)[Z,; — ZI1(0)%)]) — y'TI(0) [, — 25,11(0)Z,]T1(8)y)
L,7=1,...,p+2,

wobei gilt >, = 3—921 und X, = %829]. Sei M = [9?,98, e GSH} (910 € ©°%eine (p+2) x

(p + 2)-Matrix. .#;(M) bezeichnet die Matrix mit [.%,(M)],, = (%) lo—go, 1,7 =

1...p + 2. Fiir eine beliebiege | x r-Matrix B definieren wir die folgende Norme
1
||B|| = spur (B'B)?.

Definition 2.21. Wir betrachten den metrischen Raum (R!, d). Eine Abbildung f : Rl —
R heift gleichmiif$ig stetig genau dann, wenn gilt

Ve >0, 3y >0: Vxg, x; € R :d(xq,x0) < 7= |f(x1) — f(x0)] <&
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Definition 2.22. Gegeben sei eine Funktionenfolge (fy) e und f, sodass f, fo : RE — R
gilt. Die Folge (fy)sen konvergiert genau dann gleichmiiflig gegen f, wenn gilt

lim sup |fo(x) — f(x)] =0.

® xeR!

Definition 2.23. Gegeben sei {V,V;, ¢ € N} C R/ eine Folge von Zufallsvariablen.
Die Folge (V;) e konvergiert schwach gegen V, wenn fiir alle beschrinkten gleichmiifiig
stetigen Funktionen f : R' — R die Folge (Eq f(V})) e Sleichmifiig gegen Eq f(V)
konvergiert.

Notation 2.24. Die folgende Bezeichnungen werden kiinftig adoptiert:
N.1 —, steht fiir eine gleichmiifSige Konvergenz in einer kompakten Teilmenge von ©.
N.2 V) =, V, wenn gilt Eg f(Vy) —u Eo(f(V)).
Bemerkung 2.25. (vergleiche Cressie und Soumendra (1993))
(Ve=u V) = (Vi —a V)
Wobei — ; fiir die Konvergenz in Verteilung von Zufallsvariablen steht.
Annahme (A.1):

(a) X ist zweimal stetig differenzierbar in 6§ € ®°.

(b) Es existieren feste (p +2) x (p + 2)-Matrizen W(0) und {B,(0) : £ > 1} stetig
in 0 € ©°, sodass gilt

[1Be(6) 7! —u 0 und By(8) "7 (60)(B,(8) ") =u W(6),
wobei W(0) positiv definit fiir alle 6 in ®° ist.

(c) Ye>0,Vy >0,

1.

sup 1B (6) "By (6°) — I io|| —u 0
{6, 00c@°: ||By(6)'(6—6°)[|<c}

2. fiir M = [69,68,...6,,],

A= sup [1Be(8) "M Ae(M) — 7(0)](Be(6) 1)l
{09 (1<1<p+2): [[Bo(6)/(0—69)l<c}
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Satz 2.26. Sei 0, der auf die ¢ ersten Beobachtungen basierende REML-Schitzer. Dann gilt
unter (A.1):

By(0) (8, — 0) =, Np42(0, W(Q)’l)
Beweis. Sweeting (1980) Satz 1 und 2. O

Bedingung (a) und (c)2 verlangen die Glattheit von X in 6 und konnen direkt im
Modell gepriift werden. (c)1 ist abhidngig von der Wahl der Matrizen {By, ¢ > 1}.
Sie konnen mit einer geniigenden Glattheit gewdhlt werden, um diese Bedingung
zu garantieren (vergleiche Cressie und Soumendra (1993)). Folglich werden wir uns
auf die Annahme (b) konzentrieren. Fiir manche Varianzkomponenten kann die
Priifung der Annahme (b) extrem schwierig sein. In solchen Féllen sind die beiden
folgenden Bedingungen hinreichend, um (b) zu garantieren.

Annahme (A.3): Es gilt

(d) fir ¢ — oo,
2p+2 2p+2 EPH 2p+2 lc]r{spur (H(G)ZZJH(G)Zm) +
+ 2521(22H(e)zl]n(e)z%)Ss(z%n(e)zmn(e)z%)SS} —.,0,

(e) fir £ — oo,
2”“25”]22”“2 cicir{spur (T1(0)Z,TT(0)Z,T1(0)Z,T1(0)%;) +
zs:l<ZzH(@)&H(G)zjme)z%>ss<z%n<9>zrn<9>zin<e> %2)e} — 0,

wobei gilt Cy(6) = (B,(6))? mit ey =(Ce(0))y, 1<, < p+2.

Annahme (A.4):
Es existieren nichtstochastische positiv definite Matrizen W(6) und {By(6) },>1,
stetig in 0, sodass gilt ||B;(8) || —, 0 sowie By(6) 1 Eg (.#,(6)) B,(8)~! —,
W(e).

Satz 2.27. Unter den Annahmen (A.1), (A.2), (A.3) und (A.4) erfiillt (% = OrEML
By(0)'(0, — 0) =>4 Npia(0, W(O) ).
Beweis. Cressie und Soumendra (1993). N

Korollar 2.28. Unter den Annahmen (A.1), (A.2), (A.3) und (A.4) gilt

(Eo[.#1(6)])% (B — 6) —>u Npi2(0, ).
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2.2 Bayesianischer Ansatz

Die Anzahl der zur Verfiigung stehenden Computer-Pakete fiir die Optimierung der
Maximum-Likelihood-Funktion im Kontext der Panel-Regression wird immer hoher
(SAS beispielweise Proc Mixed, R-Funktion Ime). Obwohl diese Pakete hochentwi-
ckelte numerische Verfahren zur Schiatzung von festen sowie zufélligen Effekten
ausnutzen, sind sie im Allgemeinen weder in der Lage die Varianzinflation auf-
zunehemen noch die aus der Festlegelung der a-priori-Verteilungen entstehenden
Effekte einzubeziehen. Die bayesianische Analyse scheint deshalb eine gute Alterna-
tive zu sein. Hsiao u.a. (1997) sind davon iiberzeugt und meinen sogar, dass

,There is no excuse any longer for not considering Bayesian methods because of practical
difficulties. Since the comparison of alternative estimators in this study is undertaken to
a large extent using the sampling properties of estimators, econometrician who adopt the
sampling theory frame work should find the Bayesian approach more attractive in the light
of our finding.”

Allerdings gibt es oft nicht gentigend Informationen iiber die Modellparameter und
sogar sehr oft fehlen a-priori-Verteilungen. Nichtinformative a-priori-Verteilungen
sind deshalb von grofiem Interesse, da sie keinen Einfluss auf die a posteriori-
Verteilung haben und lassen somit die Daten selbst sprechen. Leider ist es sehr
schwierig gewohnliche nichtinformative a-priori-Verteilungen wie Jeffreys-, Berger-
Bernado- oder Matching a-priori-Verteilung herzuleiten. Eine Ubersicht iiber nicht-
informative a-priori-Verteilungen findet man in Kass und Casella (1996). Einfache
nichtinformative a-priori-Verteilungen — beispielweise die Gleichverteilung tiber die
reellen Zahlen — sind in diesem Fall attraktiver, haben aber den Nachteil — dass ohne
geeignete Vorsichtsmafinahme — sie zur Nichtkonvergenz des Gibbs-sampling Algo-
rithmus fithren konnen (vergleiche Hobert und Casella (1996) sowie Sun u.a. (2001)).
Lancaster (2004, S. 34) stellte einwandfrei fest, dass a-priori-Verteilungen, die tiber
reelle Zahlen gleichverteilt sind, in der Praxis denjenigen dquivalent sind, die dort
— wo die Likelihood nicht vernachléssigbar ist — gleichverteilt sind. Wie sich die a-
priori-Verteilung ausserhalb dieses Bereiches verhilt, ist absolut unbedeutend fiir die
a-posteriori-Verteilung. Auf dieser Basis konnen informative a-priori-Verteilungen
in Frage kommen, da sie fiir einige Verteilungsparameter in einem bestimmten
Bereich gleichverteilt sein kénnen. Wir beginnen das hierarchische Modell mit den
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folgenden Annahmen

(Y121 2 6, 0 ~ Ny (X6 + X0, 2, 1),
Gi=(Cit,- - Cin) i=1,...,p,

ity - Cin,|G ~"1 G,
Glv; ~ Fg(vi), vi ~

(21)

(vi),
vi= (vi,... ) ~pu(v) = HfP(Vi)f
|6 ~ ps(8), 0§ ~ po(o7)-

Wobei
nj, i = 1,...,p die Anzahl unabhédngiger zufilliger Effekte in ¢; ist. Damit gilt
ki = dim(¢&;) = n; - dim(&;1). Fg — mit Verteilungsparameter v und Dichte fg — ist
die Verteilungsfunktion von G. p;, po sowie p, sind die a-priori-Verteilungen fiir J,
g bzw. v.

Im Modell (21) werden die folgenden Annahmen (bedingte Unabhangigkeit)
getroffen:

(f) y|Cy, ...,y ist unabhdngig von vy, ... ,v,.

Yy p 818 P

(g) Cilvi,i =1,...,p sind sowohl untereinander als auch von § unabhéngig.
(h) 6,08 sowie vy, . .. ,vp sind a-priori-unabhéngig.

Die Schiatzung der Modellparameter erfolgt in diesem Abschnitt durch den Gibbs-
sampling-Algorithmus oder den Metropolis-Algorithmus innerhalb des Gibbs-
sampling-Algorithmus (vergleiche Tierney (1994)). Wie der Gibbs-sampling-Algorithmus
im Kontext der Panel-Regression funktioniert, ist durch die folgenden Schritte aus
Gelfand u.a. (1990) zu sehen.

1. Wihle einen Startwert s° = (50, 1/?, o0

P 20)

70
2. Fuiri=1,..., p+2, ziehe Zufallszahlen aus der bedingten Dichte

! = I—
p(si|s§ ),...,sl.(_)l,sl(+11),...,s;+§), y) (22)

3. Erhohe I um eins und wiederhole ab 2. L-Mal (L ist frei wahlbar).

Die aus dem Gibbs-sampling-Algorithmus resultierende marginale Verteilung lasst
sich durch das folgende Lemma aus Gelfand u.a. (1990) ermitteln.
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Lemma 2.29.
L 1 ) 1 1
_ Y1 p(sils1 = Sg ), O Sf_)l, Si4+1 = 55421, <o/ Sp2 = s;lz,y)

pe(si) i

(23)

Beweis. s_;:= (51,...,5-1,5i41,---/Sp+2)

ps;(si) = /P(Si|5—ir y)ds_;

=E,(s ) (p(sils—i, )
() (1) (1) (1) )

L — . — . o —_
Nzlzl p(silst =817, /8i-1 = 8;1,8i41 = S; 1, -,Spt2 = Spior Y

L
]
Mit der Bayes’schen Regel
ol — _PWIOPO)
p(6ly) T p(y]8)p(6)d0 p(yl0)p(6) (24)

konnen wir die fiir den Gibbs-sampling-Algorithmus notwendige a-posteriori-
Verteilung bestimmen. Unter Beriicksichtigung der Annahmen - iiber die bedingte
Unabhingigkeit — (f), (g) und (h) im Modell (21) ldsst sich die a-posteriori-Verteilung
wie folgt ermitteln (vergleiche Hobert und Casella (1996))

p
p(05, v, 81, - Bps 6ly) & f(y]6, G, - - Cp, 03)(ch(éilvi))ns(5);90(03)1%(1/)-
(25)

2
Somit folgt beispielweise, dass gilt p(a§|1/, C1y--sGp, Oy) = fpp(fr?uvélgip 4 5(T|yy))dag

und jede bedingte Dichte aus dem Gibbs-Sampling-Algorithmus ldsst sich so dhnlich
bestimmen.

In dem Bayesianischen Ansatz ist p(ag, v, &1,...,8p, 0ly) die bedingte Dichte der
unbekannten Parameter gegeben die Daten. Es ist dann ersichtlich, dass die Unzu-
lassigkeit einer der a-priori-Verteilungen dazu fiithren kann, dass die a-posteriori-
Verteilung p (03, v, &1,...,&p, 6|y) auch nicht zuléssig ist. Dies wiirde fiir diesen Fall
darauf hindeuten, dass es keine Dichte gibt, die theoretisch der aus dem Gibbs-
Sampling-Algorithmus entspricht. Da zum Anderen [ P((Tg, V, Gt Cps O |y)d(7§
konstant in Bezug auf (73 ist, ist p(O'g lv, &1,... Lps 0, y) der rechten Seite von (25) pro-
portional. Daraus konnte man die Schlussfolgerung ziehen, dass die Kenntnis {iber
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die bedingte Dichten aus dem Gibbs-Sampling-Algorithmus die Zuldssigkeit von
p(03,v, €1, ... ,Cp, 6|y) voraussetzt. Leider ist das nicht immer der Fall. Gegenbeispie-
le dafiir findet man bei Hobert und Casella (1996). Solche Gegenbeispiele lassen uns
eine gefdhrliche Situation aufgreifen, wo der Gibbs-Sampling-Algorithmus zu einer
verniinftigen Inferenz {iber eine nicht existierende a-posteriori-Verteilung fiihrt. Aus
diesem Grund ist es immer notwendig die Zuldssigkeit der a-posteriori-Verteilung
zu beweisen, wenn eine der a-priori-Verteilungen unzuldssig ist.

Nach dem Lauf des Gibbs-sampling-Algorithmus wird eine Kette fiir jeden Pa-
rameter erzeugt, die gegen die marginale Verteilung konvergiert, wenn die Sta-
tionaritit erreicht ist. Einen Uberblick iiber Ansitze zur Priifung der Stationaritit
findet man bei Cowles und Carlin (1996). Fiir diese Arbeit werden wir uns auf
die Gelman-Rubin-Diagnostik aus Brooks und Gelman (1998) beschréanken. Diese
Konvergenzdiagnostik ldsst sich in den folgenden Punkten beschreiben:

(i) Lass K Ketten (K,,2) mit einer Linge — gentigend — grofier L und unterschiedli-
chen Startwerten laufen

(ii) Behalte die L letzten Elemente der Kette

(iii) Fir jeden Parameter s;,i = 1,...,p + 2, berechne die Varianz innerhalb der
Kette W = %Zszl [ﬁ Yr o (sim — §ik)2] sowie die Varianz zwischen den

L vK [z _=72¢5 _ 1 vK L
Ketten B = 225 Yop 1 (5ik — 5:1)? (5 = 7 Tie1 Lyq Sikt)

(iv) Berechne die Parametervaraianz als ffszi =(1— )W+ 1B.Sei V = [Tszl. +

(v) Berechne den Potenzial-Reduktion-Faktor R = 012 Wenn gilt R ~ 1, dann

konvergieren jede der generierten Ketten. Ansonsten lasse die Kette mit einer
grosseren Lange laufen, um die Kovergenz zu erhohen.

2.2.1 Normalverteilung fiir zufallige Effekte

Fiir G kommt sehr oft in der Literatur die Normalverteilung in Frage. Einen Uber-
blick daftir findet man im Lin und Zhang (1999), Fahrmeir und Lang (2001),
Ruppert u.a. (2003) sowie Durban u.a. (2005). Eine Besonderheit des Spezialfal-
les ¢; ~ Ny (0, (71.21), i=1,...,p—dasheifit, G|lv; = 0’12 ~ Ndim(g’:ﬂ)(of UiZI) ist, dass
die a-posteriori-Verteilung im Model (21) — unter der Nichtinformativitidt der a-
priori-Verteilungen — mit der REML-Funktion eine enge Beziehung hat, die sich im

folgenden Satz festhalten 14f3t.
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Satz 2.30. Gelten G|v; = 07 ~ Ni.(0,07]) mit pi(0?) <1, i =1,...,p sowie ps(5) o 1
und po(03) o 1, so folgt

(a5, oply) = /]Rkl /]Rkp/m e 08, B B, Oly)dS dE..AT,
X'z 1X|—*
= T1(6)y)} . 6
(27_[)NT2 m’Z’% exp{— 2y I1(0)y } (26)

Wobei & = Y! | 027,7! + d21.
Beweis. Searle u.a. (1992, S. 322-325.). O

Satz 2.31. Sind die Vorausetzungen vom Satz 2.30 erfiillt, dann ist die a-posteriori-Verteilung
von (6, €1,...,Ep, 03, .. .,0’%) zuliissig.

Beweis. Sun u.a. (2001). ]

Fiir die Implementierung des Gibbs-sampling-Algorithmus — bei normalverteilten
zufélligen Effekten — werden wir folgende Annahmen (schwache Informativitat
der a-priori-Verteilungen) tiber die Parameter treffen. Es wird angenommen, dass
0| s, Ls gemd Ny, (us, Xs5) verteilt ist. Es ist tiblich fiir 25 die Stuktur einer Diago-
nalmatrix mit goflen Zahlen anzunehmen, was in der Praxis einer nichtinformativen
a-priori-Verteilung fiir 6 entspricht (vergleiche Lancaster (2004, S. 34) sowie Zhao
u.a. (2006)). Wir wahlen p5 = 0,, sowie X5 = 10.0001,,. Da die Unabhéangigkeit der
Modellparameter vorausgesetzt ist, lasst sich die Varianz der zufilligen Effekte als
Summe der einzelnen Varianzkomponenten (Zle (71.2 Z:Z) geben. Hierfiir kommt die
inverse Gammaverteilung (IG) als a-priori-Verteilung fiir 0 sehr oft in der Literatur
in Frage (vergleiche Gelfand u.a. (1990), Hobert und Casella (1996) sowie Heinzl u.a.
(2012)). Wir nehmen dann an, dass (71-2, i=1,...,p—wie auch bei Heinzl u.a. (2012) -
gemdf 1G(0,005; 0,005) veteilt sind und machen die gleiche Annahme fiir 0.

Da die REML-Schitzer fiir die Varianzparameter (03, . . .,(7%) durch Anwendung
des Newton-Raphson-Algorithmus auf die a-posteriori-Verteilung p(cg, . ..,05|y)
in (26) zu bestimmen sind, ist es ersichtlich, dass der REML-Ansatz ein sehr gu-
ter Kompromiss zwischen Frequentistischen und Bayesianischen Methoden ist, da
sich beide Methoden fiir normalverteilte zufillige Effekte nur noch im Algorith-
mus unterscheiden. Obwohl die Wahl der Normalverteilung fiir G|v mathematisch
vorteilhaft ist, kann es in der Praxis aufgrund der Symetrie sowie Unimodali-
tat bedenklich sein. Weil die Annahme {tiber die Verteilung fiir unbeobachbare
okonomische Faktoren ist, ist es schwierig diese Eigenschaften auf Basis einer Schit-
zung zu bestdtigen. Mogliche Schiefe und Multimodalitdt konnen unersichtlich
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bei der Priifung der Normalverteilung im Bezug auf die Schdatzung der zufalligen
Effekte sein. Zhang und Davidian (2001) stellten ein Histogramm geschétzter in-
dividuenspezifischen Effekte aus einzelnen Kleinste-Quadrate-Schiatzungen von
Framingham-Cholesterol-Daten dar, das die Unangemessenheit normalverteilter
zufélliger Effekte deutlich zeigt. Wir wollen eine Klasse flexibler Verteilungen fiir zu-
tallige Effekte verwenden, damit Einfliisse von restriktiven parametrischen Modellen
auf Schlussfolgerungen vermieden werden kénnen. Heinzl u.a. (2012) wandten die
Panel-Regression auf die Body-Mass-Index-Daten der LISA-Studie an und fanden,
dass das Modell mit der Dirichlet-Prozess-Mischung (DPM) (vergleiche Ferguson
(1973)) fiir zuféllige Individueneffekte deutlich besser als der REML-Ansatz im Sinn
der Residuen-Quadratsumme aus zufélligen Effekten ist. Die Autoren schlagen
deshalb fiir G die DPM als Alternative vor. Jara u.a. (2009) sprechen mehr fiir
Polya-Baum-Mischungen (PBM). DPM sowie PBM haben den Vorteil, dass sie die
Abweichung von der Normalverteilung in Betracht ziehen konnen. Im Allgemeinen
fiihren diese beide a-priori-Verteilungen zum Klumpeneffekt. Dies ist gerade in
unserem Fall von grofiem Interesse, weil der von dem Stichprobenmuster abwei-
chende Effekt identifiziert werden soll. Aufgrund der hoheren Flexibilitdt vom PBM
gegeniiber DPM (vergleiche Hanson (2006)) legen wir groflen Wert auf die PBM
a-priori-Verteilung fiir die vorliegende Arbeit.

2.2.2 Polya-Baum fiir zufillige Effekte

Polya-Baume sind konjugierte Verteilungen fiir zuféllige Wahrscheinlichkeitsma-
e, die als Verallgemeinerung des Dirichlet-Prozesses betrachtet werden konnen
(vergleiche Ferguson (1974)). Lavine (1992), Lavine (1994) sowie Paddock u.a. (2003)
stellten die Theorie des Polya-Baums vor und erlduterten sie anhand von Daten.
Hanson und Johnson (2002) modellierten die Regressionsfehler mit dem Polya-Baum.
Paddock (2002), Hanson (2006) sowie Jara u.a. (2009) verallgemeinerten univariate
Polya-Baume zu multivariaten Polya-Baumen.

Wir betrachten den separablen messbaren Raum ((),§). Seien E = {0,1} und
E™ = TIM"E, m € INy. Dabei ist E° = @. Sei aulerdem 7y = {Q}; fiir j € N
definieren wir 7; := {B€11---€1j;---;€q1-~-€q]- € €E } als Partition von Q. 7,1 ldsst sich
als Verfeinerung von Mengen aus 7t; unter 27 Mengen erhalten. Fiir den Fall () = R?
ist die Ebene in vier Mengen partitioniert. 711 besteht aus den vier Mengen. Dann
ist jede dieser Menge weiter in vier Mengen partioniert. Die daraus resultirenden
Mengen - insgesamt 16 — bilden 71,. Weitere Partitionierungen 7t;, j > 3 lassen sich
so dhnlich bilden.

Definition 2.32. Sei I1 = {71;, j € No} eine Menge von Partitionen von () — wie oben

29



2 Statistische Grundlage der Panel-Regression

beschrieben — sowie A = {ae, ¢, : €1...€5 € Ei=1, j € N} eine Menge nichtnegativer
Vektoren. Eine g-variates zufilliges Wahrscheinlichkeitsmaf$ G auf ) hat eine multiva-
riate Polya-Baum-Verteilung mit Parameter (11, A), wenn eine Familie Y = {Ye, ¢, :
€1...€; € EI7Y, j € N} von Zufallsvektoren existiert, sodass die folgenden Eigenschaften
gelten:

(i) Alle Zufallsvektoren in Y sind unabhingig von einander.

(ii) Fiir j € IN und fiir jede €1,...,€5 € E-1, Yey;..e, ~ Dirichlet(acy;. e, ),
wobei Ye;. e, = {Yeey..epey - €1,- -+ €9 € E} und
Aey;.ep = {aelel;...;eqeq 1€1,...,65 € E}-

(iii) Das q-variate zufillige Wahrscheinlichkeitsmafs G ist mit ) durch die folgende Bezie-
hung verbunden
j
G(B€11...€1j,'...,'€q1...€q]‘) — HYell---€11?~--r’€q1---€ql'
I=1

Fiir die Partitionierung stehen zwei Ansétze zur Verfiigung (vergleiche Jara u.a.
(2009)). Beide Methoden partitionieren den Raum () fiir zuféllige Effekte, so dass
sich die zufélligen Effekte innerhalb jeder Menge in der Partition auf eine stetige
Verteilung (Gleichverteilung oder Normalverteilung) ausrichten. Es ergibt sich eine
multivariate Polya-Baum-Mischung (MPBM)-Verteilung. Wir nehmen hier an, dass
G innerhalb von 71; gemédfl N, (., Xx) verteilt ist. Hanson (2006) schlédgt hierfiir
vor, dass man das cartesianische Produkt von Intervallen aus Quantile der unixia—

riaten Standardnormalverteilung bildet und es mit der Abbildung u — p, + X2 u

1
transformiert, wobei £; eine Wurzel von X, reprasentiert. Die Mengen aus dem
cartesianischen Produkt lassen sich in der jten Partition wie folgt bilden

BALM::(@%kyfly¢%55)><“.x(¢%kf_1y¢%k%),

2] 2i 2i 2
k=(ki,... k), ki€ {1,...2}i=1,....4. (27)

Wendet man die genannte Abbildung auf B,(j,k) in (27), so erhélt man die Menge

1
B(jk) = {p« +XZ2u:u € B,(j,k)},

bei der G eine g-variate Normalverteilung mit Parametern (., X.) hat. Daraus
kann man die jte Partition 71; = {B(j,k) : k € {1,...,2/}7} erzeugen und die Menge
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der Partition IT#* > = {7, j € Ny} bilden. In der Regel richten sich die Tiefe der
Partitionierung J fiir ¢;y,...,Cin,|G ~"Y G nach der Faustregel J ~ log,, ;. Damit
fallt ein einziger zufilliger Effekt unter B(J,k).

Sobald die Partition abgeschlossen ist, konnen wir uns um die positiven Vektoren
kiimmern. Hanson (2006) betrachtet A¢ = {a°(j,r) : r € {1,...,2/71}9,j € N}, wobei
a’(j,r) = 1p50(c,j)- {o(c)j),j € N} bestimmt, inwieweit G von der Zentrierungsver-
teilung abweichen kann. Dadurch ensteht die Flexibilitdt von PBM gegeniiber der
Normalverteilung. Fiir o(c,j) = 1 oder ¢(c,j) = j? ist G stetig. Hanson und Johnson
(2002) fanden, dass G beziiglich des Lebesgue-Mafes - fiir ¢(c,j) = cj?, ¢ > 0 — ab-
solut stetig ist. Sehr grofie Werte von c¢ fithren dazu, dass die Verteilung von G niher
an der Basisverteilung — in diesem Fall Ng(p+, Z+) — ist. Fiir c — oo ist G sogar mit
Wahrscheilichkeit 1 gemafs Ny (p«, Z+) verteilt. Kleinere Werte von c fithren dagegen
dazu, dass E(G) ndher an der empirischen Verteilung der zufilligen Effekte sind.
Deshalb liefert das Polya-Baum-Modell — wie auch bei dem Dirichlet-Prozess — eine
Mischung aus der empirischen Verteilung und die Ausrichtungsverteilung. Sehr
kleine Werte von ¢ (¢ — 0) haben allerdings den Nachteil, dass die erzeugten Zu-
fallszahlen in der Praxis nicht geniigend gemischt sind. Angesicht der Auswirkung
von c auf die generierte Kette schlagt Hanson (2006) ¢ = 1 fiir eine gute Mischung
der Kette sowie ¢ = 10 fiir eine Sensitivitdtsanalyse vor.

In der obigen Partionierung ist festzustellen, dass Z% die Richtung der Parti-
tionierung bestimmt, da sich die Wurzeln einer Matrix mit ihren Eigenvektoren
unterscheiden. Jara u.a. (2009) schlagen deshalb eine Parametrisierung vor, welche
den Effekt der gewidhlten Wurzel auf die Partition méafiigt. Wir betrachten dazu eine
beliebige Wurzel U von X, das heifst, eine reelle und nichtsingulédre q x g Matrix,
so dass gilt X, = U’'U. U lasst sich weiter zerlegen, indem das folgende Lemma aus
Jara u.a. (2009) genutzt ist.

Lemma 2.33. Fiir eine reelle nichtsingulire q x q Matrix U existiert eine orthogonale
Matrix O, sodass gilt U = OM. Wobei M eine reelle obere Dreiecksmatrix mit positiven
Diagonalelementen ist.

Sei R die eindeutige obere Dreiecksmatrix aus der Cholesky-Zerlegung von X,. Fiir
jede Wurzel U von X, existiert eine orthogonale Matrix O — aus dem Lemma 2.33 —,
sodass gilt U = OR. Damit sieht die neue Partitionierung folgendermafien aus

B0 (j k) = {p. + M'O'u:u € By(jk)}. )

Die jte Partition und damit die Menge aller Partitionen lassen sich auf dieser Basis

definieren: n}l*z*o = {B"XO(jk) : k € {1,...,27}9} und T+ =0 = {njy*z*o,j €
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No}. Die Cholesky-Zerlegung von X, (U = R) tritt auf, wenn gilt O = I,. Die
symetrisch und asymetrisch Wurzelzerlegungen tauchen dagegen auf, wenn gilt
u= OEA% beziehungsweise U = OEA%O%, wobei Of die Orthogonalmatrix aus
orthogonalen Eigenvektoren sowie A die Diagonalmatrix aus Eigenwerten von 2.
ist. Wenn O in dem Vektorraum (07 variiert, so ist zu erwarten, dass jede Wurzel
von X, an der Partionierung teilnimmt, was den Effekt einer bestimmten Wurzel
auf die Partitionierung und die damit verbundene a-posteriori Inferenz mindert.
Jara u.a. (2009) schlagen deshalb fiir O die Gleichverteilung auf O7 (Haarverteilung)
als a-priori-Verteilung (vergleiche Wijsman (1990) sowie James (1954)) vor.

Definition 2.34. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung F auf O7 heifst Haarverteilung, wenn
fiir eine gegebene Matrix O € O1 gilt

F(O) = F(AO) = F(OB),VA, B € O1. (29)
Wir erhalten das folgende Modell fiir die zufélligen Effekte.

gﬂ,...,@-ni!G UGG = 1,...,p,

Gl(ci, piss Zix, Oj) ~ MPB(ITH=ix0i, A7),

Hixlpe, Se, ~ Ng(pe, Se.), Zislvio, My ~ IW (vig, M;),
O; ~ Haar(q),  cilaio, bio ~ T(ai, big)-

(30)

Wobei sich I' und IW auf die Gamma- beziehungsweise Inverse-Wishart-Verteilung
beziehen.

Von Interesse sind die Parameter der zufélligen Effekte. Im folgenden Satz werden
diese Kennzahlen ermittelt.

Satz 2.35. Sei w ~ G und G ~ MPB/(IT+* O, A°), wobei MPB/(IT* *©, A°) der
teilweise festgelegte multivariate Polya-Baum bis zur Stufe J ist. Dann folgt

pe =Eg(w) =p+U (Z G(B VBO(J k)) (31)

kel

und

Y. GB(, k) gy, 10U (e = w U (e —p))' | U, (32)
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2 Statistische Grundlage der Panel-Regression

wobei I = {1,...,27}7, ”1190(1, N = 2 (D(k11) — @(K12), ..., P(rg1) — P(ig2)) und

VBO(J 0 eine symetrische Matrix mit y%o 3K = 1— D kp®(kip) — ki1 P(ki1)] repriisen-

tiert. Desweiteren gilt V%o(l Ky = P (k1) — P(xp)[¢p (K1) — P(kj)], j # i, wobei
7 1

Ki1 = c13_1(1{"2—7,-1), Kip = q)_l(%), ij=1,...q.

Beweis. Jara u.a. (2009). ]

Mit den Parametern aus Modell (30) ergdnzen wir die a-posteriori-Verteilung (25)
und erhalten:

P(& Cl:p/ 0'(%/ Cl:p/ ,ul:p*r Zl:p*/ol:p|y) X p( |5 Cl'pra(%) X

HHP & lci, tins Zin,O1)

i=11=
p

o0) [ T p(uic) p(O:) p(Zis) p(ci)-

i=1
(33)

Der Metropolis-Algorithmus innnerhalb des Gibbs-samplings (vergleiche Tierney
(1994)) wird bei dieser a-posteriori-Verteilung zur Aktualisierung der Parameter
eingestzt. Dabei werden Zufallszahlen aus den einzelnen bedingten Verteilun-
gen (P(Cz‘l|€i_l, Cis Hixs Yix, O, Ug/ y)/ p(clzp/ H1:pxs Zl:p*zolzpwlzp/ S, Ug’y) sowie
p(d| C1:p, g, Cl:ps H1:pxs 21:p+,.O1:p, ¥)), Wie in Jara u.a. (2009) beschrieben ist, gezo-
gen, wobei gilt {; = <§i1, o iy 1r Ciys Cim)'

In der aktuellen Implementierung im Paket DPpackage werden nur Modelle be-
riicksichtigt, die so transformiert werden konnen, dass im hierarchischen Modell (21)
gilt p = 1. Die im Abschnitt 3.2.4 definierten Modelle besitzen nicht diese Eigen-
schaft (die transformierten zufélligen Effekte sind nicht stochastisch unabhéngig),
sodass keine Annahme tiber die PBM-Verteilung dort getroffen wird.

Die Informationen iiber a-priori-Verteilungen der festen Effekte sowie der Rest-
storgrofien sind Abschnitt 2.2.1 zu entnehmen. Damit die Basisverteilung keinen
grofien Einfluss auf die a-posteriori-Verteilung hat, nehmen wir hier — wie auch bei
den festen Effekten — an, dass gilt He = Oq sowie Sg = 10.00014. Wir unterstellen
M =1, und vy = g + 2, sodass gilt E(X.) = I;. AuSerdem setzen wir a9 = by = 10
und erhalten E(c) = 1 sowie var(c) = 0,1, was fiir eine gute Mischung der Kette
spricht.
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3 Korrelation von Ausfallwahrscheinlichkeiten

Die Ausfallwahrscheinlichkeiten von Schuldnern sind die wesentlichen Komponen-
ten zur Verlustabschdtzung in einem Kreditportfolio. Bluhm u.a. (2003) stellten drei
Vorgehen zur Quantifizierung dieser Kenngrofien vor:

Das erste basiert auf den historischen Ausfallraten von Ratingagenturen wie
Moody’s oder Standard & Poor’s. Tatsdchlich sind ihre Datenbanken nicht voraus-
schauend und enthalten eher die in Bezug auf die Kreditratings eingestuften Daten,
sodass die wichtigen Informationen iiber einen bestimmten Schuldner vernachléssigt
werden. Aufierdem zeigten Lando und Skedeberg (2002) das Problem der Verspa-
tung zwischen Ratingverdanderungen und dem Herunterstufen bzw. Hoherstufen
von Unternehmen auf. Ein solches Phanomen konnte zur falschen Einschitzung der
Ausfallwahscheinlichkeit von Unternehmen fiihren.

Ausfallwahrscheinlichkeiten konnen auch durch die auf die Optionstheorie von
Black und Cox (1976) sowie Merton (1974) basierenden Modelle bestimmt werden.
Gemaf’ dieser Modelle fillt ein Unternehmen aus, wenn sein Eigenkapitalwert unter
den Wert seines Kredites vor oder zum Zeitpunkt der Laufzeit fillt. Diese Methode
lasst sich kaum zum Einsatz bringen, da sich das zugrunde liegende Eigenkapital
nicht direkt beobachten ldsst. Zudem variiert die Kapitalstruktur iiber die Zeit.

Schlussendlich, das dritte Vorgehen, das in dieser Arbeit behandelt wird: es be-
ruht auf dem Konzept der Bewertung von Derivaten, die das Ausfallrisiko von
Schuldnern enthilt. Wichtigste Kreditderivate fiir die Messung von Ausfallwahr-
scheinlichkeiten sind CDS, da sie sich kaum durch die Illiquiditdt beeinflussen
lassen, die wiederum zur falschen Einschitzung von Ausfallwahrscheinlichkeiten
fiihren kann (vergleiche Longstaff u.a. (2005)).

Hull u.a. (2004) wiesen darauf hin, dass ein positiver Zusammenhang zwischen
der CDS-Pramie und dem Kreditrating vorliegt. Ericsson u.a. (2009) bestétigten,
dass CDS-Pramien durch Variablen erklart werden konnen, die fiir das Kreditrisiko
entscheidend sind. Jorion und Zhang (2006) sowie Cariboni u.a. (2011) empfahlen,
Ausfallwahrscheinlichkeiten von Banken aus CDS zu schétzen. Zhang u.a. (2012)
untersuchten die bedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten von EU-Mitgliedsstaaten
mittels CDS-Pramien. Die CDS-Pramie kommt somit als wichtigste Messung fiir
die Quantifizierung von Ausfallwahrscheinlichkeiten in Frage und stellt sogar die
wesentliche und relevante Information fiir das Kreditgeschéft dar (vergleiche Norden
und Wagner (2008)). Dieser Zusammenhang wird im folgenden erstellt.
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3 Korrelation von Ausfallwahrscheinlichkeiten

3.1 Finanzokonomische Theorie

Betrachtet wird eine Anleihe B (Bond) mit zugehoriger Ausfallwahrscheinlichkeit
PD (Probability of Default) sowie Verlustausfallquote LGD (Loss Given Default).
Wir folgen dem Ansatz des Basler Ausschuss fiir Bankenaufsicht (vergleiche fiir
Bankenaufsicht (2004) und Jorion (2010)) und bestimmen den erwarteten Verlust
E[L] (Expected Loss) als

E[L]
B-LGD
In einem effizienten Markt kann man davon ausgehen, dass der erwartete Verlust
gerade den Versicherungskosten entspricht, die sich als Produkt (sp - B) von CDS-
Préamie (spread; sp) und Anleihe (B) bestimmen lassen. Somit ergibt sich (vergleiche
Brigo und Mercurio (2006)):

E[L] =B-PD-LGD <= PD =

_sp-B _ sp
PP=%.tep ~ oo
Die Verlustausfallquote wird oft deterministisch modelliert (vergleiche Standard
& Poors (2006), Brigo und Chourdakis (2009), Collin-Dufresne (2009) sowie Fitch
Ratings (2010)). Bei Standard & Poors (2006) und Fitch Ratings (2010) lag die Verlust-
ausfallquote bei etwa 60 % (LGD =~ 60 %). Somit hangt die Ausfallwahrscheinlichkeit
einer Bank ausschliefdlich von deren CDS-Pramie sp ab. Die Ausfallwahrscheinlich-
keitskorrelation zwischen zwei beliebigen Banken i und j ldsst sich dann wie folgt
ausdriicken

korr(PD;, PD;) = korr (i &> = korr(sp;, sp;).
S LGD;" LGD; R,
Dies bietet uns die Moglichkeit, Ausfallwahrscheinlichkeitskorrelationen als Korre-
lation zwischen CDS-Pramien anzunehmen.

Fiir LGD = 1 ist die Ausfallwahrscheinlichkeit sogar gleich der CDS-Pramie. Zum
Beispiel bedeutet eine laufende Pramie von 300 Basispunkten, dass bei einem Kon-
traktvolumen von 100 Mio. Euro eine Pramienzahlung von 3 Mio. Euro pro Jahr zu
leisten ist. Diese Pramie entspricht exakt der Ein-Jahres-Insolvenzwahrscheinlichkeit.

Als Marktportfolio haben wir den Markit-iTraxx Europe verwendet. Dieser Index
umfasst die 125 am stdrksten gehandelten CDS-Preise in Europa.

Wir werden deshalb die Ausfallwahrscheinlichkeitskorrelation der Banken mittels
Panel-Regressionen von CDS-Preisen modellieren und in den folgenden Abschnitten
schitzen. Da es in dieser Analyse nicht um Modellbewertung, sondern Modellent-
wicklung geht, werden verschiedene Modelle hier eingesetzt, um einen plausiblen
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3 Korrelation von Ausfallwahrscheinlichkeiten

Vorschlag zu machen. Uns interessiert vor allem die aus diesen Modellen enstehende
Korrelation. Wir werden theoretische Formeln fiir ihre Berechungen erstellen und
beweisen.

3.2 Korrelation von CDS-Preisen

Wie wir im Kapitel 4.1 zeigen werden, liegt ein Zusammenhang zwischen den
CDS-Preisen einzelner Banken und den iTraxx-Indizes vor. Dieser Zusammenhang
wird mit einer balancierten Panel-Regression modelliert, indem alle Variablen reell-
wertig sind. Ein Vorteil dieses Panel-Regressionstyps ist, dass er eine geschlossene
Form von Schétzern durch den Maximum Likelihood (ML)-Ansatz erlaubt (vergleiche
Demidenko, 2004, S. 49). Die ML-Schétzer konnen aber auch iterativ durch spezielle
Algorithmen berechnet werden. Das Modell ist wie folgt definiert

CDSyy = u+ v +1nCDS; ;1 + BiTraxx; + vjy,

i=1,...,N,t=1,...,T (34)
und
Uip = 0 + Ap + €y, (35)
wobei

e CDS;; den t-ten beobachteten CDS-Preis der Bank i und CDS;y den CDS-Preis
der Bank 7 vor der Beobachtungsphase représentiert,

* iTraxx; den iTraxx-Index aller Finanzmarktunternehmen am Tag ¢ ist,

* u die Mittelwerte der CDS-Preise von Banken im Beobachtungszeitsraum, ;
der von der Bank i abhdngige feste Effekt und
B und 7 Skalare — die den Einfluss von iTraxx beziehungsweise der verzogerten
CDS auf die exogene Variable messen — sind,

* v; (mit Varianz 02) den Effekt der ausgelassenen Variable reprasentiert, die
zu den Banken und zu dem Zeitraum gehoren. Der Fehlerterm v;; besteht aus
drei Komponenten:

— der unbeobachtbare individuenspezifische Effekt «;, der aus allen zufalli-
gen zeitinvarianten Effekten der Bank 7 besteht,
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3 Korrelation von Ausfallwahrscheinlichkeiten

— der unbeobachtbare Zeiteffekt A;, der aus allen zufélligen individuellen
invarianten Effekten besteht

— der Fehlerterm ¢;;, der iiber Individuen und Zeit variiert.

Es wird zum einen angenommen, dass sowohl A; ~ N(0, ¢3), ¢; ~ N(0, ¢2) und
a; ~ N(0, 02) unabhingig voneinander sind, als auch dass

{iTraxx;, t = 1...T} nicht stochastisch ist. Zum anderen wird verlangt, dass die
Fehlerterme v;; unabhédngig voneinander sind und eine Varianz-Kovarianzmatrix
() haben. Die Verzogerte endogene Variable (CDS;;_1), der Marktindex (iTraxx;)
sowie ; kommen nur alternativ in Modellen vor. In der gesamten Studie ist
{CDS;y, i =1,..., N} als fest anzunehmen.

Die Modelle (34) und (35) kdnnen in Matrix-Vektor-Schreibweise wie folgt umge-
schrieben werden

CDS=Xé+0v (36)
v=(Iy®@17)a+ (I RI7)A + (Iy ®I7)e, (37)
wobei

¢ ® das Kronecker-Produkt ist,

e CDS € RN'T der Vektor der beobachteten CDS-Preise aller Banken ist,

e X € RN'T*M die Designmatrix der unabhingigen Variable ist,

6 € R™ der Vektor der Bankenparameter,

a € RN der Vektor der unabhéngigen zufilligen Individueneffekte
mit Kovarianzmatrix (vergleiche Arnold, 1981, S. 41)
Qa) = (Iy@ 1r)og (Iy © 17)
=0z (Iy ® 171%)
=0z (),

A € RT der Vektor der unabhéngigen zufélligen Zeiteffekte
mit Kovarianzmatrix

Q) = (Iy @ Ir)og (1N @ I7)
= o3 (Inly ® 1)
= 2O (A),
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e ¢ ¢ RN'T der Vektor der Fehlerterme mit Kovarianzmatrix

Q(e) = (Iy@1Ir)o?(Iy @ 1)
=07 (In ®Ir)
_ ZI
—UeIN.T
=020 (),

* v der gesamte Fehlerterm im Modell mit Kovarianzmatrix
Q=0(a) +QA) + Qe). (38)

Zur Beurteilung der Giite des Modells wird sowohl das adjustierte Bestimmtheits-
mafs (Rid].) als auch das Akaike Information Criterion (AIC) verwendet. Das erste

Bestimmtheitsmaf} gibt eine Ubersicht dariiber, wie gut die Modellparameter ge-
schétzt wurden, und hat die folgende Form (vergleiche Draper und Smith, 1998,
S. 140)

A —2

2 oX!CDS — N -TCDS N-T—-1

R=1—[1- 5 | (- :
CDS!CDS — N -TCDS

wobei

e § den geschitzten Parametervektor im Modell représentiert,

— 1 N T
e CDS = Wzizl Y1 CDS;
den mittleren CDS-Preis iiber die Zeit und Banken reprasentiert,

e CDS = (CDSy3, ...,CDS11,CDSyy, ..., CDSyr, ..., CDSNy, - -, CDSN.T)'
der Vektor der CDS-Preise aller Banken ist.

Das zweite Bestimmtheitsmafs hiangt von der ML-Funktion ab. Fiir die Modelle (36)
und (37) lasst sich die ML-Funktion wie folgt schreiben

L(5,0) = 2n) 07 exp{—%(CDS _ X8)'Q"1(CDS — X8)}. (39)



3 Korrelation von Ausfallwahrscheinlichkeiten
Logarithmiert man diese ML-Funktion, ergibt sich
1, Q) = —% [N - TIn(27) + In|Q| + (CDS — X8)'Q~L(CDS — xa)} .

Maximiert man jetzt die logarithmierte ML-Funktion, indem man sie nach J und ()
ableitet und sie gleich Null setzt, ergeben sich die ML-Schétzer Sy und Q. Sei
nun

lmax - Z(S\ML/ QML)/

dann hat das Akaike Information Criterion die Form (vergleiche Demidenko, 2004,
S. 11ff.)

AIC = _Zlmgx + 2m.

Basierend auf diesem Kriterium konnen auch verschiedene Modelle anhand der
Giite verglichen werden. Generell wird von zwei Modellen dasjenige mit dem
niedrigeren AIC ausgewdhlt.

Um die Korrelation von CDS-Preisen iiber die Banken und/oder iiber die Zeit
messen zu konnen, verwenden wir die gewohnliche Formel

kOV(CDSit, CDS]S)
var(CDS;;),/var(CDSj,)
i,j=1,...,N und t,s=1,...,T

pij(t, s) = korr(CDS;,CDSjs) =

Im Folgenden sollen unterschiedliche Annahmen fiir die Modelle (34) und (35) je
nach Ziel getroffen und die resultierenden Modelle untersucht werden.
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3.2.1 Fester Unternehmenseffekt

Damit keine zufilligen sondern feste Effekte im Modell bertiicksichtigt werden,
setzen wir in diesem Abschnitt

(70%:(7)2\:0,

Dazu sei af = 7; + p der mittlere CDS-Preis der Bank i im Beobachtungszeitsraum.
Wir erhalten das folgende Modell

CDSj = a; +4CDS; 1 + BiTraxx; + €y,
i=1,...,N,t=1,..., T. (40)

Dieses Modell wird in der englischsprachigen Literatur als fixed-effects model gefiihrt.
Dabei bezeichnet a} den festen Unternehmenseffekt. Formen wir das Modell in Matrix-
Vektor-Schreibweise um, so erhalten wir

CDS = X6+,
wobei
o /
€= (811/ <1721, -+ - 2T/ -+ -y EN1/ - - - /€N~T) .

Wir werden hier die folgenden Fille betrachten, die sich durch die Struktur von
X bez. § unterscheiden:
* 5= 0
1 0 --- 0 iTraxx
0 17 --- 0 iTraxx ¢ RN-TX(N+1)

0O 0 --- 1t iTraxx
o= (af,...al,B) € RNT!
fur das statische Modell,
e B#0Oundn #0

It 0 --- 0 CDS;_q iTraxx
_ 0 1y -+ 0 CDS;_1 iTraxx e RN-Tx(N+2)
0 0 --- 1p CDSy_1 iTraxx
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6= (af,....a51,B) € RNT2
tir das dynamische Modell mit der Variable iTraxx,

e B=0undy #0

1r 0 -+ 0 CDSj_4
_ 0 1.T . O CD?Z,_l c RN'TX(N+1).
0 0 --- 1y CDSy_1

6= (a3,... a%) € RNT!

fir das dynamische Modell ohne die Variable iTraxx.
Dabei ist

. . . /
iTraxx = (iTraxxy, ..., iTraxxr)",

CDS; 1 = (CDS;p, ...,CDS;7_1)".

Danach wird entschieden, welcher der Fille vorteilhaft ist. Dies bedeutet, welches
der beiden Modelle das niedrigere AIC besitzt. Unter Anwendung der Kleinsten-
Quadrate (KQ)-Methode erhilt man folgende Schitzer fiir § und ¢? (vergleiche
Chatterjee und Hadi, 1988, S. 40)

bk = (X'X)1X'CDS, (41)

N T ~Hc.\2
N yT .(CDS; —CDS;
le) = B izt (DS — D) "

Wobei

@ =& + ,BKQimext
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fiir das statische Modell und
C/D—S\it =a," + AkQCDS; 1 + ,BKQiTraxxt

oder
CDS;; = &;" +ixoCDS; ;1

fiir die dynamischen Modelle ist, je nachdem ob die exogene Variable iTraxx in
Betracht gezogen wird oder nicht, und die Vorhersage des CDS-Preises der Bank i
zum Zeitpunkt ¢ reprasentiert.

Unter Annahme des festen Unternehmenseffekts ist das AIC gegeben durch die
Form (vergleiche Demidenko, 2004, S. 13)
N * T —m )

Statisches Modell

In diesem Abschnitt wollen wir ausschliefslich den Einfluss der iTraxx-Indizes
auf den CDS-Preisen untersuchen. Deshalb wird der Effekt der verzogerten exoge-
nen Variable im Modell (40) isoliert. Dafiir setzen wir 7 = 0 und erhalten folgendes
Modell

CDSjy = af + BiTraxx; + €j,
i=1,...,N, t=1,...,T. (43)

Damit erhalten wir explizit folgende Schétzer fiir a}, B (vergleiche Hsiao, 2003, S. 32)

Bro= |NY_

t=

T

1
N T - _
Y Y (iTraxx; — iTraxx)(CDS; — CDS;)
i=1t=1

-1
(iTraxx; — iTraxx)(iTraxx; — imex)’]

, (44)

021'* = CDSI' — BKQiTraxx.

Wobei

. 1 I
CDS; = Y CDS;;
t=1

42



3 Korrelation von Ausfallwahrscheinlichkeiten

der mittlere CDS-Preis der Bank i ist und

YL, iTraxx;
T

der mittlere iTraxx-Index der Finanzmarktunternehmen im Beobachtungszeitsraum

iTraxx =

ist.
Der Korrelationskoeffizient hat die folgende Form

kov(e;, Sjs)

il ) =~ ot

{1, firi=j, t=s,

(45)

0 , sonst.

Diese theoretischen Ergebnisse der Korrelation wiirden bedeuten, dass die CDS-
Preise von Banken weder iiber die Zeit noch tiber Banken korreliert sind. Es bleibt
die Frage, ob diese Schlussfolgerung realistisch ist. Die Ergebnisse der empirischen
Autokorrelation (Tabelle 2 und Tabelle 3) zeigen, dass alle Banken sowohl tiber
die Zeit als auch unter einander — und zwar mit einer Langsschnittkorrelation
von mindestens 0,95 fiir T = 1 sowie einer Querschnittkorelation von mindestens
0,52 — korreliert sind. Diesem Ergebnis widerspricht das statische Modell mit festem
Unternehmenseffekt.

Dynamisches Modell

Fiir das dynamische Modell werden zwei Félle betrachtet. Zum einem wird das
Verhalten der CDS-Preise untersucht, wenn die iTraxx-Indizes und die verzdgerten
CDS-Preise gleichzeitig im Modell in Betracht gezogen werden ( # 0). Das Modell
hat die Form

CDS;; = Dé;k + ﬂCDSi,t_l + ,BiTraxxt + &it,
i=1,...,N, t=1,...,T. (46)

Zum anderen, wird die Variable iTraxx isoliert. Wir konzentrieren uns ausschliefdlich
auf den Einfluss der verzogerten CDS-Preise. Dafiir setzen wir f = 0 und erhalten
folgendes Modell

CDSjy = a; +1CDS; ;1 + ey,
i=1,...,Nt=1,...,T.
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Die Modellparameter kénnen auch hier mithilfe der Methode der Kleinsten-
Quadrate wie in (41) und (42) ermittelt werden. Im Fall = 0 vereinfachen sich die
Parameter 7jxo und &7 zu (vergleiche Hsiao, 2003, S. 71ff.)
YN, Y/ (CDS; — CDS;)(CDS; ;1 — CDS; 1)

E 1216 1(CDS; ;1 —CDS; 1)?
n N7 Liv1 241 (CDS; 1 — CDS; _1)(ei; — &)
N7 Lty X/ (CDSy—1 — CDS;,_1)?

kQ =

7

1< 1<
CDSi,_l = T t_zl CDSi,t—l und g = T ;eit'
Diese geschitzten Parameter sind inkonsistent, denn die asymptotische Verzer-
rung ist in diesem Modell wie folgt gegeben (vergleiche Hsiao, 2003, S. 73ff.) und
(Arellano, 2003, S. 84f.)
1+ 1—
T_—z [1 Tl ’717 ]

1
plim (kg — 1) = d
o)

Aus dieser Formel ergibt 51ch, dass der Schatzer kg nur fiir T — oo konsistent
ist. Fiir niedrige Werte von T ist diese Verzerrung bedeutend. Zum Beispiel haben
wir fiir den Fall T = 2 die folgende Verzerrung

. a 1+
plim(7xg — 1) = _Tﬂ'

N—o0
Dies wiirde bedeuten, dass die Schdtzmethode beim dynamischen Modell mit
Unternehmenseffekten im Allgemeinen nicht effizient ist, wenn T nicht genug grof3
ist, da die geschidtzten Parameter dort inkonsistent sind.

Lemma 3.1. Fiir zwei beliebige Unternehmen i, j und zwei diskrete Zeitspunkte t, s lisst
sich die Abhingigkeitsstruktur im Modell (46) durch die folgende Korrelationsfunktion
ableiten.

. S| 1— ﬁme( _
A ;7| A2 max( fur 1= ]’
pij(t, s) = V 17 (47)

0 , sonst.
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Beweis. Schreibt man das Modell (46) wie folgt um (vergleiche Arellano, 2003,

t

CDS;; = #'CDS;o+ Y_ ' "(af + BiTraxx, + ¢;,),
r=1

i=1,...,N, t=1,...,T

so erhilt man

t
var(CDS;;) = Y var [' " (af + BiTraxx, + ;)] ,

r=1
! 2(t 2
— Z ;7 ( _r)o's
r=1
:(72—1 —n .
€ 1 o ;72

Seis, t € {1,2,..., T}. Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass
gilt t > s. Dann folgt

t s
kov(CDS;, CDS;s) = kov (Z 2t=r)g, Z; ;72(s—r)8],q)
r=1 q=

t s
=) 20 Tkov (e gjq)

r=1g=1
_ o' T 260, fiiri=j,
0 , sonst,
2 t—s 177725 Loe -
o — , furi=j,
— { € 17 177]2 ] . (48)
0 , sonst.
]

Die Formel (47) ist zwar eine Verbesserung von (45), da die Korrelationsfunktion
in diesem Fall mit wachsendem Abstand zwischen t und s sinkt, muss aber noch
verbessert werden, da die Querschnittkorrelation immer Null geblieben ist.

Im weiteren Verlauf werden folgende Annahmen getroffen

v=0,i=1,...,N. (49)
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3.2.2 Zufdlliger Unternehmenseffekt

Zur Verbesserung des Modells mit festen Unternehmenseffekten wird in (34) und
(35) zusdtzlich zu der Gleichung (49) angenommen, dass gilt (7% = 0. Der Anteil
a; ~ N(0, 02) wird als zufilliger Unternehmenseffekt bezeichnet. Der unternehmens-
spezifische Effekt «; ist auch dafiir zustiandig, dass die CDS-Preise eines Unterneh-
mens iiber die Zeit korreliert sind. Dies ist plausibel, wenn man bedenkt, dass im
Allgemeinen dasselbe Management iiber einen lingeren Zeitraum zu dem unter-
nehmerischen Erfolg beitragt.
Die Modellierung der Fehlerterme sieht wie folgt aus:

Vjp = & + €.

Und damit hat das gesamte Modell die folgende Form

CDSjy = u+nCDS;; 1+ PiTraxx: + a; + €,
i=1...N,t=1,...,T. (50)

Wobei

E(w;) = E(ejt) = E(a;jiTraxx;) = E(eyiTraxx;)
=E(a;CDSj) = E(e;#CDs; ;1) = 0, (51)

o2 firi=j
E(wjw;) =<4 % 7 ’ (52)
( : ]) {O , sonst, >
(73 , furi=j,t=s,
E(eyrejs) = 0 sonst (53)

Formt man das Modell (50) in Matrix-Vektor-Schreibweise um, so erhdlt man
CDS; = X0 +1ra; + ¢4,
i=1,...,N. (54)

Auch hier sollen die Einfliisse der verzogerten endogenen Variable und die
Variable iTraxx auf die CDS-Preise im Modell (50) analysiert werden. Dafiir isolieren
wir aufeinanderfolgend die Effekte dieser Variablen im Modell. Dabei setzen wir
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3 Korrelation von Ausfallwahrscheinlichkeiten

[ ] ]7:0
X; = (17 iTraxx) € RT*?,
i=1,..., N,
6= (u p) €R?,

tiir das statische Modell mit zufilligem Unternehmenseffekt. Wir werden beobach-
ten, wie die Variable iTraxx ausschliefilich die Ergebnisse der Modellierung
mit zufélligem Unternehmenseffekt beeinflusst.

*n#0
tir das dynamische Modell mit zufilligem Unternehmenseffekt. Hier ist zu beob-
achten, wie grofs der Einfluss der verzogerten CDS-Preise auf die Modellierung
ist. Wir untersuchen dabei sowohl den Einfluss kombinierter Variablen im

Modell, indem wir
-B#0
X;= (1t CDS; ; iTraxx) € RT*3,
i=1,...,N
5= (un.p) € R,

setzen als auch ausschliefslich die Auswirkung der verzogerten CDS-Preise
auf die Ergebnisse der Modellierung, indem wir

-B=0
X;= (1t CDS; 1) € RT*?,
i=1,..., N,
6= () €R?,

setzen. Die Bestimmung der Modellparameter erfolgt in diesem Abschnitt mit-

hilfe des ML-Ansatzes. Ausnutzung von (39) fiihrt zu der folgenden ML-Funktion
(vergleiche Hsiao, 2003, S. 78ff.)

L ((5, a2, a,f) :(271)#|Vi|77N><

4N
eqaIEEZXCDSf—XﬁyszCDS¢—XM).
i=1
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3 Korrelation von Ausfallwahrscheinlichkeiten

Wobei
Vi =017 + 21717,
=o? [Ir +d171%],

:agv
miti=1,...,N, (55)
und
Tq
d= o2 (56)

Die Modellparameter konnen mittels der Restringierten Maximum Likelihood (REML)-
Methode (vergleiche Demidenko, 2004, S. 58ff.) geschitzt werden, da die gewdhnli-
che ML-Methode die Varianzkomponenten (¢Z, 02) unterschétzt, sodass sie verzerrt
geschitzt werden (Kiefer, 1980). Die entsprechende REML-Funktion hat die folgende
Form (vergleiche Demidenko, 2004, S. 60)

N
1R (6,02,d) = — % (N-T—m)lno? +1n| Y XV | +

i=1
1 N

-1
;2 ;(CDSi — X;0)V-HCDS; — X;9) . (57)

1 N
1=

Die REML-Schitzer fiir 6, 02 und ¢ kénnen berechnet werden mittels
1 N * — *

= T 21 (CDS; — X*6)' V71 (CDS; — X*6) (58)

1=

und Maximierung der resultierenden Funktion, genannt restringierter Profile-log-

likelhood (IR,p), tiber 6 und d

o

Irp(0,d) = — % [(N T —m)In (i(CDSi — X;6)'V-1(CDS; — Xﬂi))

1 N N
—5 [ln| Y X{VIXi| 4+ Y In|V|| + const, (59)
i=1 i=1

wobei const = (N-T —m) [In(N-T —m) — 1].

Fiir den Fall X; = X]-, i,j =1,..., N werden wir das Optimierungsproblem
analytisch im ndchsten Abschnitt 16sen. Fiir den anderen (X; # X, i # j) ldsst
sich das Problem mittels Maximierungsalgorithmen wie Newton-Raphson (NR),
Expectation-Maximization (EM), Fisher Scoring (FS) iterativ bestimmen (vergleiche
beispielweise Demidenko, 2004, S. 8off.).
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Statisches Modell

Das Ziel ist hier, ausschliefdlich den Einfluss der Variable iTraxx auf die Zielva-
riable im Modell mit zufdlligem Unternehmenseffekt zu ermitteln. Deshalb wird
der Effekt der verzogerten CDS-Preise (7 = 0) im Modell isoliert. Das Modell sieht
folgendermafien aus

CDSjy = u+ BiTraxx; + a; + €4,
i=1,..., N, t=1,...,T. (60)

Wobei «; eine Zufallsvariable ist, die die Abweichung zwischen dem mittleren
CDS-Preis (i) der gesamten Bank und dem von der Bank 7 ist.
Unter dieser Modellspezifikation haben wir

X; = (1, iTraxx) = X*.

Leitet man Ig ,(B,d) nach B und d ab und setzt die Ableitungen gleich Null, ergibt
sich nach einigen Umformulierungen (vergleiche Demidenko, 2004, S. 71f.):

-1

N N
Sremr = | Y XIVIX; Y XjvlcDs;|, (61)
i=1 i=1
~ 1 N pr— 1
dremL = — (CDS; — CDS)? — =. (62)
(N —=1)o3,.(e) 5 T
Wobei
_ 1 N T
DS = Yy cDs;,
i=1t=1
und
% 1 - * 5\/ * ===\2
ue) = Nor =) 1; [(CDSl — X*$)(CDS; — X*8) — T(CDS; — CDS)
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Es gilt weiter (vergleiche Hsiao, 2003, S. 34-138)

R N A -1
BrREML = TiTraxx’Qimex + ¢YN(iTraxx — iTraxx)Z]

(iTraxx — iTraxx)(CDS; — CDS)

Mz

1Y A
7 Y iTraxx'QCDS; +
N

L i=1 i=1
1 N
= | =iTraxx QzTraxx] T Z iTraxx'QCDS;
=Pxa. (63)
ﬁREML = CDS — ﬁREMLimex =CDS — ﬁKQimex = ,ﬁKQ/ (64)
wobei
1
Q=Ir— TlTllT

die Matrix reprasentiert, die den Abstand zwischen einem T-dimensionalen Vektor
und seinem Mittelwert angibt,

o’ (e)

=21 12@)

N T
iTraxx = 2 Z iTraxxy = iTraxx.
i=1t=1

Die durch die Maximierung gefundenen Losungen Sremr und dreay setzt man
in 62 ein (vgl. (58)).
Somit erhdlt man

||e||2 T(CDS; — CDS)?
Oremr (€ Z 1 “—m+1 (65)

wobei

”61”2 (CDS — X 5REML) (CDSl — X*gREML)/
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die Norm der REML-Residuen reprdsentiert.
Die Schatzer (63) und (64) machen klar, dass sich der REML-Schétzer fiir 6 unab-
hédngig von der Fehlerkovarianzmatrix bestimmen lasst. Es folgt daraus, dass die
Anwendung der KQ-Methode auf das Modell (60) zum gleichen Schétzer fiir den
Parametervektor (§) wie die REML-Methode fiihrt.

Werden nun die Ausdriicke fiir &I%E () und dreumr in die Formel 56 eingesetzt,
so erhdlt man

‘ATIZQEML(‘X) = (Nl_ 1)

- A2
(CDS; — CDS)? — % (66)

M=

1

Il
—_

Als Mafe fiir die Abhédngigkeit definieren wir die folgende Korrelationsfunktion

6'2

m , fﬁri:j,t#s,
pij(t,s) = Q1 , furi=j,t=s, - (67)
0 , furi#j.

Es wird ersichtlich, dass die Korrelation iiber die Zeit aufgrund der Annahmen
an die Fehlerstruktur konstant bleibt. Dieses Ergebnis scheint aber unrealistisch zu
sein, da die empirischen Autokorrelationen zeigen, dass diese Werte mit steigenden
Abstanden zwischen den Handelstagen sinken. Auflerdem betrédgt die Korrelation
tiber Banken Null, was die empirische Querschnittkorrelation (Tabelle 3) nicht
bestidtigt. Im ndchsten Abschnitt werden wir untersuchen, wie die CDS-Preise und
somit die theoretischen Korrelationen auf das Einfiigen der verzogerten endogenen
Variable im statischen Modell mit zufilligen Unternehmenseffekten reagieren.

Dynamisches Modell

Hier untersuchen wir den Einfluss der verzogerten CDS-Preise bei der Model-
lierung mit zufalligem Unternehmenseffekt. Dabei stellen wir fest, dass gilt 7 # 0.
Wir definieren dazu folgende Modelle, je nachdem, ob wir gleichzeitig den Einfluss
von iTraxx ermitteln wollen:

CDS;y = u+nCDS; ;1 + BiTraxx; + a; + &,
i=1,...,N,t=1,..., T (68)
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oder ob wir ausschliefllich den Einfluss der verzogerten exogenen Variable bertick-
sichtigen mochten:

CDSit = ]/l+77CDSilt_1 +; + €,
i=1,...,N, t=1,...,T. (69)

Die Modellparameter fiir beide Spezifikationen —  # 0 oder B = 0 — lassen sich
durch die FS- , NR-, oder EM-Algorithmen schitzen. Aufgrund der vorliegenden
Korrelation zwischen «; und CDS;;_; ist zu erwarten, dass diese Schétzer inkon-
sistent sind. Aber bei einer umfangreichen Stichprobe, also T — co oder N — oo
konnen die Schatzer effizient sein (vergleiche Hsiao, 2003, S. 78ff.).

Lemma 3.2. Fiir zwei beliebige Unternehmen i, j und zwei diskrete Zeitspunkte t, s lisst
sich die Abhingigkeitsstruktur in Modellen (68) und (69) durch die folgende Korrelations-
funktion ableiten.

(1-4) 21 1 f .
iiri=j
A.. _ 1-75\p , 021-925 [, 1-pt o, 6212t 7 ’
pijlt, s) = { |/ P+ G [ B0 : (70)
0 , sonst,

Beweis. Aufgrund der Annahmen an CDS; transformieren wir das Modell (68)
wie folgt, um die Varianz-Kovarianzfunktion der CDS-Preise leicht zu berechnen.

CDS; = 'CDS; o + Z 7' (u + a; + BiTraxx, +¢€;,),
r=1

i=1,...,N,t=1,...,T (71)

Seis, t € {1,2,..., T}. Wir nehmen ohne Beschriankung der Allgemeinheit an, dass
gilt t > s. Dann folgt

Kovjj(t, s) := kov(CDS;, CDSjs)

¢ s
=kov <Z n(t_r) (0 +€ir), Z W(S_r) (‘Xj + 8f‘1)>
r=1

=1

S
Yo ) nt T koo (w; + 4 + g
=1g=

<
—_

)

t s
Yo )yt [koo(aiag) 4 koo(eqr, €jq)] - (72)
=1 q=

<
—_
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Wegen (51), (52) und (53) folgt

+(s— )> oyt~ Sl '7 firi=j
Kowy;(t, s) = < 1291 A O ST )
0 , sonst,
05—11_’7 —11_’7 + o2yt 511_77 , firi=j,

(73)
0 , sonst.

Daraus ergibt sich folgendes fiir die die Varianz des CDS-Preises einer Bank am Tag
t

1— S 1— 2s
var(CDS;s) = 05 ( 1 )2+ (7821_—71772.

]

Es ist ersichtlich, dass die verzogerten exogenen Variablen die Korrelation beein-
flussen. Trotz dieses Einflusses bleibt die Querschnittkorrelation Null. Dies liegt
weiter in den Annahmen an die Fehler.

Der ML-Ansatz fordert, dass die Fehlerterme und die zufélligen Effekte normal-
verteilt sind. Deswegen ist dieser Ansatz nicht robust gegen Verteilungsannahmen.
Die quadratische Schiatzung der Varianzparameter scheint dagegen addquat im
linearen Modell. Zum einen, weil das Verfahren keine iterative Losung erfordert,
zum anderen, weil die dauraus resultierenden Schitzer ohne Annahmen tiber
die Verteilung unverzerrt sind. Dies ist gerade in unserem Fall interessant, da
die Annahmen tiber die Normalverteilung haufig verletzt sind, sodass die ML-
Schédtzung der Kovarianzmatrix () nicht mehr effizient ist. Die Varianzschatzung
ist im Allgemeinen entscheidend fiir den Parameter 6, da bei bekannten () § mit-
hilfe der verallgemeinerten KQ-Methode ermittelt werden kann. Zu der Klasse der
quadratischen unverzerrten Schitzern gehoren Minimum Norm Quadratic Unbiased
(MINQU)-Schétzer fiir die Varianzparameter, die von Rao eingefiihrt wurden. Fiir
die Modelle mit Annahmen {iiber die Normalverteilung fiihrt dieser Ansatz zu dem
quadratischen unverzerrten Schitzer mit minimaler Varianz (vergleiche Demiden-
ko, 2004, S. 157-158). Demidenko, 2004, S. 177 zeigt, dass die REML-Schétzer von
Varianzkomponenten (02, 02) im balancierten Modell mit zufilligem Unternehmens-
effekt gleich den MINQU-Schatzern sind.
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AR(1)-Fehler

Wir wollen untersuchen, ob die Reststorgrofen (ej;) die Struktur eines AR(1)-
Prozesses im Modell mit zufdlligem Unternehmenseffekt — das heifit , die Mo-
delle (60), (68) sowie (69) — aufweisen. Wir modellieren die Restorgrofien ¢;; wie
folgt

ep=¢eir 1+, i=1,...,N, t=1,...,T, |¢| <1, (74)

wobei sowohl g;; ~ N(0, Ug) unabhéngig identisch verteilt als auch unabhéngig von
g; 1—1 sind. Wir erhalten somit die folgende Struktur fiir die Storgrofien.

Vi = & + €,

und

gt = Pgir—1 + (i,
|| < 1.

Die Kovarianzfunktion fiir ¢;; hat dann die Form (vergleiche Fuller, 1976, S. 37)

9 (P‘t—s|
kov(ejr,eis) = 071 ek

Daraus ergibt sich — mithilfe von (4) — die folgende Varianzkovarianmatrix fiir jedes

(75)

Unternehmen.
Vi =0} (V(¢)+d"171}),i=1,...,N, (76)
wobei
2
1
a4* — “_Zé (77)

Mithilfe dieser Kovarianzmatrix erhalten wir die folgende REML-Funktion (verglei-
che Demidenko, 2004, S. 60ff.):

N
l;‘{(é,aé,cp,d*) =— % (N-T—m) lnaég +In| Y X/V*1X;| + NIn|V¥|
i=1
1 N O\ yx—1
~557 ) (CDS; = Xj)'V*"1(CDS; - X;6) . (78)
¢ i=1

54



3 Korrelation von Ausfallwahrscheinlichkeiten

Unter Verwendung von

N
07 = — 21 (CDS; — X;6) V*~1 (CDS; — X;6) (79)
1=

in der REML-Funktion (78), erhélt man die folgende restringierte Profile-log-Likelhood-
Funktion

N
I, (0,9.d) = — % [(N .T—2)In (Z(CDSi — X;6)'V*Y(CDS; — Xi(5)>
i=1

1 N
-5 [ln| Y X{V*IX| + NIn |V*| | + const. (80)

i=1

Es gilt weiter (vergleiche Demidenko, 2004, S. 227ff.):

1 —¢ 0 0
—¢ 1+¢* ¢ '
_ 2 _
o1 1 0 ..qb 1+ ¢ 472
_1_¢2 . : _(P 1+(P
. . : 60
: —¢ 1+¢> —¢
0 0 —¢ 1
1
= 1 _4)2(IT+(PZI* _(PH)
1
=14
|Korr| =1 — ¢,

_H2
|V*|:1 dfp [J+T+¢2(T—2)—2¢(T—1)],

1

V*fl —
1—¢?

[u —Ulp(d+ 1’Tu1T)*11’Tu]
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wobei H und I* T x T Matrizen sind, die wie folgt definiert werden:

01 0 --- 0 0 0 --- 0 0
Lo o
H= |0 0 0l I* =
: 1 1 0
0 0 1 0 0 0 0
und
d=(1-¢%/d". (81)

Werden die Ausdriicke fiir |[V*|, V*~! in die obige restringierte Profile-Likelihood
eingesetzt und einige Umformulierungen durchgefiihrt, reduziert sich die restrin-
gierte Profile-Likelihood zu

- N-T-2 N 2
l;lp(5,4>,d) = — (2—) In (so + 4)251 — sy — —l>
i-1 8
1 -
- [Nlng— (N-T—2—N)In(l - ¢?) — Nlnd—l—lnf] + const,
(82)
wobei
g=d+T+¢*(T—2)—2¢(T —1),
f ( N )2 det 1/TU1T . (1’TL;1T)2 1/TUiT1’[lXX . (1’Tu171§uimex
= e : / / i / 7
1—¢? iTraxx'Uly — T Ul uglﬂTmT iTraxx'UiTraxx — 7('%”; Uty)*

T T—1 T—1
2
ri = Zei,t +¢ Z it — ¢ (2 Z i+t ¢€i1 +€iT> ,
t=1 =2 =2

T ) T—1 ) T—1
50 = Z €itrS1 = Z € 52 =2 Z €i € t+1-
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Mithilfe der oben genannten Maximierungsalgorithmen lasst sich die restringierte
Profile-Likelihood-Funktion (Zl*z,p) tiber 9, ¢, d maximieren. Setzt man die durch das

Maximierungsproblem gefundenen Schétzer %5y, ¢, d in (81) ein, so erhdlt man
den Schitzer d*, der selbst in (76) eingesetzt wird, sodass der Schétzer V* ermittelt
werden kann. Mithilfe von (79) lasst sich die Fehlervarianz o2, ,; () und daraus
0%y (@) schitzen.

Lemma 3.3. Fiir zwei beliebige Unternehmen i, j und zwei diskrete Zeitspunkte t, s lisst
sich die Abhingigkeitsstruktur im statischen Modell mit zufilligem Unternehmenseffekt
und vorliegendem AR(1)-Prozess in Reststogrifien durch die folgende Korrelationsfunktion
ermitteln:
(1)o7 +¢!' o7 L

(1—§oz+a2 7 fiir i =],

pij(t, s) =
0 , sonst.

Beweis. Wegen (75) hat die Kovarianzfunktion des gesamten Fehlerterms die Form

[t—s]
a§+a§—‘f_t¢2 , fiiri=j,

kOV(Uit/ Ujs) =
0 , sonst.

Es folgt daraus, dass gilt

[t=s|
O'A%Jr(fg(li_qu e . .
— , furi=j,
(%
kOV(Z)it, Z)]'S) = ga_|_1jpz
0 , sonst.

]

Lemma 3.4. Fiir zwei beliebige Unternehmen i, j und zwei diskrete Zeitspunkte t, s lisst
sich die Abhiingigkeitsstruktur in dynamischen Modellen mit zufilligem Unternehmensef-
fekt und vorliegendem AR(1)-Prozess in Reststorgrofsen durch die folgende Korrelations-
funktion ermitteln:

)
ol-pt1-45 7 b rds—a Alr—
‘702471—77 1—;777 +?§;z Yyoq Xy gl .
ii(t, s) = > ; - ‘ , fiiri=j,
pij (L, \/Var(CDS;)+/VAr(CDS;,) ,

0 , sonst.
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wobei
; n

. o, 1=
var(CDSy) = 62( =7

Beweis. Wegen

t
CDSy = n'CDSio+ Y _ 7' "(u + BiTraxx, + vy),
r=1

lasst sich die Kovarianzfunktion wie folgt berechnen

Kovj;(t, s) = kov(CDS;;, CDSjs)

t s
—kov (Z n' o, Y ns_qvjq>
r=1 1

q:

S
= Z Z qt_r+s_”’kov(vir, qu)

=

Z£:1 25:1 17t—r+s—q [0,0% + O_E(P\rftﬂ] ) fiir i = j,
0

, sonst,

2
21—y 1—y o7 t s 45— _ Lo
{Ua 1-n 1-y + 1_4)2 Zr:l Z =1 n s q(P|T’ q' ’ firi= ]

0 , sonst.

3.2.3 Zufdlliger Zeiteffekt

Bis jetzt haben die Modelle die gemeinsame Eigenschaft, dass die theoretische
Querschnittkorrelation Null bleibt. Dies ldsst sich dadurch begriinden, dass der fiir
die Querschnittkorrelation zustandige Faktor nicht im Modell aufgenommen wurde.
Weil diese Korrelation in dieser Studie von besonderer Bedeutung ist, ist es von
Interesse, den Daten die Moglichkeit zu geben, sich selbst iiber die Querschnittkor-
relation zu duflern. Die Querschnittkorrelation bringt die Wirkung systematischer
Risikoquellen zum Ausdriick, die nicht explizit im Modell enthalten sind. Dazu
zdhlen zum Beispiel fiir den Zeitraum der Analyse die aus dem Bankenrettungspa-
ket sowie der Insolvenzmeldung der US-amerikanischen Investmentbank Lehman
Brothers entstehenden Risiken. Existieren 6konomische Faktoren, die sich auf die
CDS-Preise betrachteter Unternehmen auswirken, so hat dies eine Korrelation zwi-
schen CDS-Preisen zur Folge.
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Um unser Ziel zu verfolgen, wird angenommen, dass ein zeitabhingiger unbeob-
achtbarer zufilliger Effekt vorliegt (03 # 0), der sich in den Reststorgrofen befindet.
Das Modell hat die Form

Vit = At + &
Das gesamte Modell hat die Form

CDS = X6+ (In®@IT)A 4+ (In ®1I7)e, (83)
wobei

A=A, A7)

die Vektoren der zufélligen Effekte sind.

Auch hier sollen die Einfliisse der verzogerten endogenen Variable und die Varia-
ble iTraxx auf die CDS-Preise (im Modell (83)) analysiert werden. Dafiir isolieren
wir aufeinanderfolgend die Effekte dieser Variablen im Modell. Dabei setzen wir

o;/I:O

X=(Iy®1lr Iy®iTraxx) € RN-Tx2,
5= (up) €R?

tiur das statische Modell mit zufilligem Zeiteffekt. Wir beobachten, wie die Va-
riable iTraxx ausschliefdlich die Ergebnisse der Modellierung mit zuféilligen
Unternehmens- und Zeiteffekten beeinflusst.

e 11 # 0 fur das dynamische Modell mit zufilligem Zeiteffekt. Hier ist fraglich, wie
grofs der Einfluss der verzogerten CDS-Preise auf die Modellierung ist. Wir
untersuchen dabei sowohl den Einfluss kombinierter Variablen im Modell,

indem wir
- B #0

1r CDS; 1 iTraxx

1r CDS; 1 iTraxx ¢ RN-TX3

1r CDSn,—1 iTraxx
5= (unp) €R’
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setzen, als auch ausschliefillich die Auswirkung der verzogerten CDS-Preise
auf die Ergebnisse der Modellierung, indem wir

-B=0
1T CDS1,_1
_ It CDS531 c RN-Tx2
1 CDSy 1
5= (un,) €R?
setzen.

Unter Annahmen dieses Abschnittes lasst sich die Fehler-Kovarianzmatrix mithilfe
der Formel (38) wie folgt umformen

Q=) + Q)

02
—0? [U—gn*(A) + Q*(s)]

€

—02 [kY" (1) + Q" (e)]

=020,
wobei
2
Ix
Die entsprechende REML-Funktion ist durch die folgende Form gegeben
IR(6, Q) = — % [(N-T—m)Ino? + In|X'Q*'X| + In |07
1 Ix—1
@(CDS X6)'Qy**(CDS — X9).
Unter Verwendung von
1
A2 . I yx—1 .
O =NTT—m (CDS — X6)' OY** (CDS — X9), (85)

erhilt man die folgende restringierte Profile-Likelihood-Funktion

Iy(8, k) = — %(N T—m)In ((CDS — X6)'0*~(CDS — X5)>

1

—5 [ln IX'Q*1X| +1In |Q*|} + const .
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3 Korrelation von Ausfallwahrscheinlichkeiten

Die Parameter J und « lassen sich wieder iterativ durch Maximierung der Ig,-
Funktion bestimmen. Unter Ausnutzung der resultierenden Schitzer orppir, & kann
die Kovarianzmatrix ()* geschitzt werden, sodass sich die Varianzparameter (ATEZ, 5'/%
mittels (95) und (84) bestimmen lassen. Um die Korrelationsstruktur zu ermitteln,
werden wir auch zwei Fille betrachten, da die verzogerte exogene Variable abhédngig

von zufélligen Effekten ist.

Statisches Modell

Das Ziel ist hier ausschliefSlich den Einfluss der Variable iTraxx auf die Korre-
lation im Modell mit zufdlligen Unternehmens- und Zeiteffekten zu ermitteln.
Deshalb isolieren wir die verzogerten CDS-Preise im Modell (7 = 0). Das Modell
sieht folgendermafien aus

CDSjy = p+ BiTraxx; + a; + Ay + €44,
i=1...N,t=1,...,T.

Die Korrelationsfunktion ladsst sich wie folgt berechnen

0 , furi=j, t#s,

A

2
A .o . . _
pavalll furi#j,t=s,

1 , furi=j,t=s,
0 , furj#i,t#s.

Diese theoretische Korrelation deutet darauf hin, dass CDS-Preise nur iiber Banken
ausschliefdlich am gleichen Tag korreliert sein konnen.

Dynamisches Modell

Hier untersuchen wir den Einfluss der verzogerten CDS-Preise auf die Korrela-
tion bei der Modellierung mit zufdlligen Unternehmens- und Zeiteffekten. Dabei
setzen wir 17 # 0. Wir nutzen das folgende Modell aus

t
CDS;; = n'CDS; o + Z 7" (u + BiTraxx, + vy),
r=1

i=1,...Nt=1,...T. (86)
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Lemma 3.5. Fiir zwei beliebige Unternehmen i, j und zwei diskrete Zeitspunkte t, s lisst
sich die Abhingigkeitsstruktur in dynamischen Modellen mit zufilligem Zeiteffekt durch
die folgende Korrelationsfunktion ermitteln:

NP (lfﬁZmin(s, t)) e
77‘ S| _ p2max(s, t) / furl _]’
A (119 )
Pij(tl S) = o pr, ; . (87)
Oy _plt—s| [ (A=n>min D) sonst
02407 (1—p2max(s, D) 7 ’

Beweis. Seis,t € {1,2,...,T}, wir nehmen ohne Beschriankung der Allgemeinheit
an, dass gilt t > s. Dann folgt

Kov;;(t, s) = kov(CDSy, CDSjs)

t S
oo (£, 00

r=1 q=1

t s
=YY " kov (A + iy, Aq + €jg)

r=1g=1
t S
_ t—r+s—
=YY 7 7 [kov(Ar, Ag) + kov(ejy, €j9) ]
r=1g=1
_sl—y% e
S+l sy, furisg,
o 2 t—s 1_’725
o — , sonst.
)\17 1_;72
Es folgt daraus, dass gilt
( 2s
t—s1-1
/)
- e
—17”2; 17’12; , furi=j,
— 1=y \ 1y
pij(t/ S) = f_s1y2S
(7'2 n _ 2
A 1-1
[oZ+07] — — , sonst.
g T0y \/1—’7 1-y
L 17172 17172
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3 Korrelation von Ausfallwahrscheinlichkeiten
AR(1)-Fehler

Unter der Annahme eines vorliegenden AR(1)-Prozesses hat der Fehlerterm die
Form

Uit = & + Ar €,
i=1,...,N,t=1,...,T,
eit = Peip1+ Cirs P < 1.
Die Kovarianzmatrix der Fehlerterme v;; mit vorligender AR(1)-Prozess lautet

Q= ag K" (A) +In @ V(¢)]

= gn (88)
wobei
2
(%
K" = _/;/ (89)
9

Die entsprechende REML-Funktion hat die Form

IR (6,024, d" k") = — % [(N ‘T —m)Inc? +In|X' Q" 1X| +1n |Q**|}
1 Iyxx—1
- 275((:1)5 — X6)'*1(CDS — X4), (90)

Die Verteilungsannahmen tiber {;; und die Notationen aus dem Abschnitt (3.2.2)
bleiben erhalten. Unter Verwendung von

1

57— (CDS - X8) Q1 (CDS — X9¢), (91)

AD
7=

in der REML-Funktion /3* (90), erhdlt man die folgende restringierte Profile-Likelihood-
Funktion

—_

Iy (6,¢,d", k") = = S(N-T —m)In ((CDS — X6)'0**~(CDS - X5))

— N

-5 [In | X'0"1X| +1In |0*[] + const,
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die mithilfe der Maximierungsalgorithmen maximiert werden kann und so die
Modellparameter , ¢, k* bestimmt. Setzt man die gefundenen Schétzer (OREML,
$, £*) in (97) ein, so kann der Kovarianzschitzer ()** bestimmt werden. Diese
Kovarianzmatrix setzt man in die Gleichung (100) ein. Man erhilt somit die Vari-
anzschitzer 0%, ({), der selber in die Gleichung (98) eingesetzt wird, sodass die
Varianzkomponente 03 bestimmt werden kann.

Mithilfe der geschitzten Parameter ldsst sich die Korrelationsfunktion berechnen.
Wir erhalten folgende Funktion fiir das statische Modell mit zufilligen Unternehmens-
und Zeiteffekten

Lemma 3.6. Fiir zwei beliebige Unternehmen i, j und zwei diskrete Zeitspunkte t, s lisst
sich die Abhingigkeitsstruktur im statischen Modell mit zufilligem Zeiteffekt und vorlie-
gendem AR(1)-Prozess in Reststorgrofien durch die folgende Korrelationsfunktion ermit-
teln:
( @.qu\tfs\
é .. .
TR fiiri=j,t#s,
52

UA# , fiiri#j, t=s,
pij(ts) = 6§+17%2 (92)
1 , fiiri=j,t=s,
0 , fiirj#i,t#s.

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus der Kovarianzfunktion

\

kov(vjt, vjs) = kov(At, As) + kov(ey, &)

—s|
Ugf‘_tqbz , fiiri=j,t#s,
) U'g e . .
_ UA+1_¢2 , furi=j,t=s,
o3 , fiiri#j, t=s,
0 , furj#i,t#s.

]

Lemma 3.7. Fiir zwei beliebige Unternehmen i, j und zwei diskrete Zeitspunkte t, s lisst
sich die Abhingigkeitsstruktur in dynamischen Modellen mit zufilligem Zeiteffekt und
vorliegendem AR(1)-Prozess in den Reststorgrofien durch die folgende Korrelationsfunktion
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ermitteln:
5 1—p2min(t, s) o2 S Af—pts—g Alr—
0./%177#_’_% Zizlz =1 77t +s q(Pl i]‘ - . .
: 17\/v$zr éD(pS )\/var(CDS},) , firi=j,
Pij(t, S) = ol Wme(t s)lt : )
U/\i
_ 1-42 _ , sonst.
\/0ar(CDS;)+/0ar(CDS;;)
Wobei
1 p2t t A2t—r—q B |r—q|
R 21 =77 5 Ui ¢
UQV(CDSit) =0, 1— > + 14 Z Z 1 20 :
'7 r=1g=1 - ¢

Beweis. Wir nutzen die Formel (96) aus und erhalten die folgende Varianz-Kovarianzmatrix

Kov;;(t, s) = kov(CDS;;, CDSjs)
S

t
=YY ' kov(a + Ay + iy, 4 A+ €jg)
r=1g=1
t s

= Z 2 n' =" [koo(w, aj) + kov(Ar, Ag) + kov(ej, sjq)}
r=1g=1

Damit ist fiir i = j

\ | t
Kovji(t, 5) Z Z;yt TS qaz¢r ! Z i S kov (A, Ag)

r=1g=1
0—2 min(t, s)
4)2 2 2 ”t r4s— q(P|r q| +0_/\ Z ;72{mmt s)—r}
r=1g=1
1 — p2min(t, s) o2 t s
_ 227 g t—rts—q p|r—
AT e +1_¢2ZZ’7 Tl

r=1q=1
und fiir i # j

t s
Kowy;(t, s) Z 2 n' " koo (A, Ag)

:0,}2\ Z 172{min(t, s)—r}
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3.2.4 Zufdllige Unternehmens- und Zeiteffekte

Wir wollen hier untersuchen, wie die Korrelation auf die gleichzeitige Aufnahme
von unternehmensspezifischen sowie zeitspezifischen Effekten im Modell reagiert.
Wir betrachten deshalb das folgende Modell fiir die Reststorgrofien

Vi =t + A+ g

Der Anteil a; + A wird als zufillige Unternehmens- und Zeiteffekte bezeichnet. Das
gesamte Modell wird in der englischsprachigen Literatur als two-way random-effects
Model gefiihrt und hat die Form

CDS =X+ (In®@1r)a+ (AN RI)A + (Iy ®I7)e, (93)
wobei

!/
a=(a,...,4N),
A=Ay A7)

die Vektoren der zufélligen Effekte sind.

Auch hier sollen die Einfliisse der verzogerten endogenen Variable und die
Variable iTraxx auf die CDS-Preise (im Modell (93)) analysiert werden. Die entspre-
chenden Designmatrizen (X) sind im Abschnitt 3.2.3 definiert. Unter Annahmen
dieses Abschnittes ldsst sich die Fehler-Kovarianzmatrix mithilfe der Formel (38)
wie folgt umformen

QO = Qx) + Q(A) + Q(e)

2 UO% * 022\ * *
=07 pQ (zx)—l—ﬁQ (A)+Q%(e)

€ €

=07 [dQY" (&) + kQ*(A) + Q ()]

=020,
wobei
2 2
o o5
d= ‘7_52 und x = 0—82. (94)

Die entsprechende REML-Funktion ist durch die folgende Form gegeben
1
k(6 Q) = — 5 [(N T—m)Inc?+In|X'Q* X +1In ya*@

— %(CDS — X8)Q*~1(CDS — X9).
&
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Unter Verwendung von

1
A2 o
CO=gTm
erhilt man die folgende restringierte Profile-Likelihood-Funktion

CDS — Xé)' Q*71 (CDS — X4), (95)

Igp(8,d, k) = — %(N T —m)In ((CDS — X8)'Q*1(CDS — X(S))

1
- [1n IX'Q*1X| + In |Q*|} + const.

Die Parameter J, d und « lassen sich wieder iterativ durch Maximierung der Ig,-
Funktion bestimmen. Unter Ausnutzung der resultierenden Schétzer o, d, £ kann die
Kovarianzmatrix ()* geschitzt werden, sodass sich die Varianzparameter 62, ; (€),
0% (@), 0%5ag (A) mittels (95) und (98) bestimmen lassen.

Um die Korrelationsstruktur zu ermitteln, werden wir wieder zwei Falle betrach-
ten, da die verzogerte exogene Variable abhédngig von zufilligen Effekten ist.

Statisches Modell

Das Ziel ist hier ausschlieSlich den Einfluss der Variable iTraxx auf die Korre-
lation im Modell mit zufdlligen Unternehmens- und Zeiteffekten zu ermitteln.
Deshalb isolieren wir die verzdgerten CDS-Preise im Modell (1 = 0). Das Modell
sieht folgendermafien aus

CDSjt = u+ BiTraxx; + a; + At + €5,
i=1...N,t=1,...,T.

Die Korrelationsfunktion ldsst sich wie folgt berechnen (vergleiche Baltagi, 2003,
S.34)

( A2
0'0‘ . s
vl furi=j, t#s,
2
U)\ f.. N . _
S uri t=s
pij(t, s) = § FRFOETTT Flat=s
1 , furi=j, t=s,
0 , furj#i,t#s.

\
Diese theoretische Korrelation deutet darauf hin, dass CDS-Preise tiber Banken

ausschliefllich am gleichen Tag korreliert sein konnen. Aufserdem sind CDS-Preise
konstant tiber die Zeit korreliert.
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Dynamisches Modell

Hier untersuchen wir den Einfluss der verzogerten CDS-Preise auf die Korrela-
tion bei der Modellierung mit zufdlligen Unternehmens- und Zeiteffekten. Dabei
setzen wir 7 # 0. Wir nutzen das folgende Modell aus:

CDS;; = 'CDS; o + Z 7" (u + BiTraxx, + vy),
r=1

i=1,...Nt=1,...T. (96)

Lemma 3.8. Fiir zwei beliebige Unternehmen i, j und zwei diskrete Zeitspunkte t, s lisst
sich die Abhingigkeitsstruktur in dynamischen Modellen mit zufilligen Unternehmens-
und Zeiteffekten durch die folgende Korrelationsfunktion ermitteln:

( 21—yt 1-78 974 _p2s
R G U o
52100 (52 5211202 50 1=qtyo 120 211720 furl:]z
A \/0-“(1’7) +[ et )\] 72 \/ “(1—;7) +[ g+0'/\] T
pij(t, s) = 5 g 1=
o Tz
2 17)?5 2 ) 2 17,7]25 ) 1,1?1’ 5 5 ’ 1*ﬁ2t 7 SonSt.
\ \/‘%&(1—17) +[0'e "‘07\] 1-72 \/0""(1—1?) +[0’8 —HTA] 1_’72

Beweis. Seis,t € {1,2,...,T}, wir nehmen ohne Beschriankung der Allgemeinheit
an, dass gilt t > s. Dann folgt:

Kovj;(t, s) = kov(CDS;, CDSjs)

t S
:ko’() (Z ;/I(tir)vl‘r/ Z ﬂ(sr)z}]q>
g=1

r=1

=Y ) g Tkov(a + Ay + €5, 1+ A+ €jg)

s
=1

r=

t S
=Y Y 7t [koo(ay, ) +kov(Ay, Ag) + kov(eq, €j4)]

—_
-

r=1g=1
21 7t 1—n f—g1—72 Lo
B “1,71174—[(7 + 02y 7 firi=j,
- 1 2s
oAt '1772 , sonst.
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AR(1)-Fehler

Unter der Annahme eines vorliegenden AR(1)-Prozesses hat der Fehlerterm die
Form

Vi = & + At +€j,
i=1,...,N,t=1,...,T,

gir = Peir—1+ i, |@] < 1.

Die Verteilungsannahmen tiber {;; und die Notationen aus dem Abschnitt (3.2.2)
bleiben erhalten. Die Kovarianzmatrix des Fehlerterms v;; mit vorligender AR(1)-
Prozess lautet

Q= ag (@ Q" (w) + " Q" (A) + Iy ® Korr]

= 070, (97)
wobei
2 2
d* = U—‘; und «* = %. (98)
oz 9z

Die entsprechende REML-Funktion hat die Form

1

I (6029,d" ) = — 5 [(N T —m)Ino? +In|X'Q*1X| +In \Q**@

— %(CDS — X8) Q" 1(CDS — X9¢), (99)
2%
unter Verwendung von
1
A2 _ . I ~kx—1 .
Q) = NT —m (CDS — X46) O (CDS — X¢), (100)

in der REML-Funktion I3 (99), erhdlt man die folgende restringierte Profile-Likelihood-
Funktion

—_

Iy (6,¢,d", k") = = S(N-T —m)In ((CDS — X6)'0**~(CDS - X5))

— N

-5 [In | X'0"1X| +1In |0*[] + const,
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die mithilfe der Maximierungsalgorithmen maximiert werden kann und so die
Modellparameter 9, ¢, d*, k* bestimmt. Setzt man die gefundenen Schitzer (OREML,
P, d*, &%) in (97) ein, so kann der Kovarianzschitzer ()** bestimmt werden. Diese
Kovarianzmatrix setzt man in die Gleichung (100) ein. Man erhélt somit die Va-
rianzschitzer ozr,,; ({), der selber in die Gleichung (98) eingesetzt wird, sodass
die anderen Varianzkomponenten 0z, (&), 0%z (A) bestimmt werden kénnen.
Mithilfe der geschédtzten Parameter ldsst sich die Korrelationsfunktion berechnen.

Lemma 3.9. Fiir zwei beliebige Unternehmen i, j und zwei diskrete Zeitspunkte t, s lisst
sich die Abhiingigkeitsstruktur in statischem Modell mit zufilligen Unternehmens- und
Zeiteffekten sowie vorliegendem AR(1)-Prozess in Reststogrifien durch die folgende Korre-
lationsfunktion ermitteln:

Qij

(t s)

\

lt=sl

1—¢2
2 2 &g

Oy +0’)\+@

~2

i

03+07

7
oZ+02+ 5
1

0

, fiiri=j,t#s,

, fiiri#Ej, t=5s,

(101)

, fiiri=j,t=s,
, fiirj#i,t#s.

Beweis. Dies lasst sich einfach beweisen, indem man die Kovarianz wie folgt
schreibt

kov(vi, vjs) = kov(a;,uj) + kov(Ae,As) + kov(ejpejs)

(
o3 + 07

2
Oy

0

\

a:
02 + 02+ —=

24l

1—2?
(PZ

1—¢7

7

furi=j,t#s,
furi=j,t=s,
furi#j,t=s,
furj #i,t #s.
]

Lemma 3.10. Fiir zwei beliebige Unternehmen i, j und zwei diskrete Zeitspunkte t, s lisst
sich die Abhingigkeitsstruktur in dynamischen Modellen mit zufilligen Unternehmens-
und Zeiteffekten sowie vorliegendem AR(1)-Prozess in Reststogrofien durch die folgende
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Korrelationsfunktion ermitteln:

52

t . s2min(t, s) o
a2a 1177)( )+ %1 '71 1}2 AR RN et qplr=al L
(1-7)% 72 ¢ fiir i =
R . var(CDS;;)\/var(CDS;,) ’ ’
pl](tl S) - 1— me\({ s) ! \/ s
(ATZ Ui
A 1— 77
= — , sonst.
\/0ar(CDS;)+/var(CDS,)
Wobei
n2t—r— r—
Al q¢\ ql

. o (114 : 21 =% AZt :
var(CDSit): u 1_;7 +UA1_ CZZ 1_4)2

Beweis. Wir nutzen (96) aus und erhalten die folgende Kovarianzfunktion:
Kovj(t,s) = kov(CDSit,CDSjS)

S
Z Y ' T kov (g 4 Ay + € 0+ Ag +€jg)
r=1g=1

t s
Z Z gt | kov(lxi,ﬂéj) + kov(Ar,Aq) + kov(&'ﬁjq)} :
r=1gq=1

Damit ist fiir i = j:

tS$ |74
Kovii(t,s) = Y Y #7710 + 07 ¢ 2]
r=1g=1 1- 4)
t s
+ Y. ) 7 kov(Ar,A)
r=1g=1
2 1— t 1— 45 0'2 t S
:Ua( 77_)( > n ) + _@ > Z Zﬂtfﬂrsfngh’fcﬂ
(1 1) —1 =1
min(¢, s)
Z 172{min(t, s)—r}
r=1
oz(1— ") (1 —1°) 772““““ ’

+(T
(1—17)2 & 1— 12
1_4)2 Zznt r+s— q4)|r q|
r=1g=1
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und fir i # J:
t s
Kov;j(t,s) = Y Y 7' Tkov(A,,Ay)
r=1g=1
min(t, s)
:0_/% 2 ;72{min(t, s)—r}
r=1
1 — p2min(t, s)
v
=0, —
A 1— 172
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4 Material und Auswertung

4.1 Material

Gemessen an der Bilanzsumme zum 31. Dezember 2008 sind die 20 grofiten deut-
schen Kreditinstitute (ohne die Deutsche Bundesbank) die Deutsche Bank AG, die
Commerzbank AG, die bayerische Hypo- und Vereinsbank AG (HypoVereinsbank),
die Landesbank Baden-Wiirttemberg AO6R (LBBW), die DZ Bank AG, die Bayeri-
sche Landesbank A6R (BayernLB), die Dresdner Bank AG, die Hypo Real Estate
Holding AG (HRE), die KfW, die WestLB AG, die Eurohypo AG, die Norddeutsche
Landesbank Girozentrale AGR (NordLB), die Postbank AG, die HSH Nordbank AG,
die Landesbank Hessen-Thiiringen Girozentrale AR (HeLaBa), die NRW.Bank A0SR,
die Landesbank Berlin Holding AG (LB Berlin), die DekaBank Deutsche Girozen-
trale AOR (Deka Bank), die Westdeutsche Genossenschafts-Zentralbank Bank AG
(WGZ) und die Landwirtschaftliche Rentenbank A6R (Rentenbank). Gemeinsam
weisen diese 20 Banken einen Anteil von 82,1 % beziehungsweise 80,1 % fiir das Jahr
2008 beziehungsweise 2007 an den — iiber die 100 fithrenden deutschen Kreditin-
stitute — aggregierten Bilanzsummen auf. Eine Ubersicht der von uns betrachteten
Banken findet sich in Tabelle 1.

Zur HRE, KfW, NRW.Bank, Deka Bank, Eurohypo, WGZ und Rentenbank waren
keine CDS-Preise verfiigbar. Wir haben sie deshalb aus unserer Analyse herausge-
nommen und uns auf die verbleibenden 13 Banken konzentriert. Die Dresdner Bank
wurde von der Commerzbank gekauft. Trotzdem sind beide Banken in der Tabelle 1
noch getrennt gelistet, da die Ubernahme erst 2009 endgiiltig vollzogen wurde. Diese
13 Banken weisen selber gemeinsam einen Anteil von 80,3 % beziehungsweise 81,2 %
fiir das Jahr 2008 beziehungsweise 2007 an den — iiber die 20 grofiten fithrenden
deutschen Kreditinstitute — aggregierten Bilanzsummen der Top-20-Kreditinstitute
auf, sodass wir davon ausgehen konnen, dass die in den vorherigen Abschnitten
untersuchte Abhdngigkeitsmodellierung der CDS-Preise nicht nur die genannten
13 Banken sondern auch allgemein fiir die grofiten deutschen Kreditinstitute giiltig
ist.

Als CDS-Pramien liegen uns die Fiinf-Jahres-CDS-Pramien der 13 in Tabelle 1
genannten Banken vom 2. Juli 2007 bis zum 7. Januar 2009 vor. Die Daten haben wir
tiber Bloomberg bezogen. Insgesamt 394 Handelstage ist die Fensterlinge der Studie.
Es lagen uns nur fiir die Dresdner Bank vollstindige Daten vor. Fiir alle anderen
Banken waren die Daten nicht vollstandig, es fehlten mindestens neun Handelstage
pro Bank. Bei der Postbank liegen erst Beobachtungen ab dem 8. Oktober 2007 vor,
also fehlen insgesamt 88 Handelstage.

73



4 Material und Auswertung

Tabelle 1: Bilanzsummen der betrachteten Banken.

Bilanzsumme in Milliarden €

Bank zum 31. Dez. 2008 zum 31. Dez. 2007
Deutsche Bank 2.202,423 1.925,003
Commerzbank 625,196 616,196
HypoVereinsbank 458,602 422,129
LBBW 447932 443,400
DZ Bank 427,090 431,337
BayernLB 421,666 415,639
Dresdner Bank 420,961 500,209
WestLB 288,122 287,416
NordLB 244 265 201,540
Postbank 231,282 202,913
HSH Nordbank 208,401 204,827
HeLaBa 184,572 173,787
LB Berlin 145,371 142,163

Quelle: Kuck (2009).

Fiir die Variable iTraxx fehlen uns insgesamt Beobachtungen fiir neun Handelstage.
Damit wir gute Eigenschaften fiir die Schitzer haben und somit bessere Ergebnisse
erzielen, modellieren wir die Zielvariable (CDS) durch ein balanciertes Modell.
Diese Art von Modell erfordert, dass alle Banken die gleiche Beobachtungsldange
haben miissen. Wir haben folgende Moglichkeiten:

* Wir wihlen entweder nur Handelstage, fiir die Beobachtungen fiir alle Banken
sowie fiir iTraxx vorliegen,

* oder wir wihlen 394 Handelstage als Fensterldnge und ersetzen die fehlenden
Daten durch prognostizierte Werte.

Die erste Moglichkeit scheint einfach und realistisch zu sein. Da wir aber auch
grofien Wert auf die Korrelation tiber die Zeit legen, wird dieser Ansatz nicht
optimal sein, da hinter zwei aufeinanderfolgenden Tagen in den Daten sich viele
Handelstage in der Realitdt verstecken konnten. Eine Folge davon ist, dass die
Korrelation nicht mehr sinnvoll ermittelt und interpretiert werden kann. Hinzu
kommt, dass durch die Streichung von Handelstagen, fiir die Daten fiir einige aber
nicht alle Banken vorliegen, zu viele Informationen verloren gehen.
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Bei der zweiten Alternative ist mit einigen Vorhersagefehlern zu rechnen. Aber wir
hoffen, ein gutes erkldarendes Modell konnte dazu beitragen, grofSe Vorhersagefehler
innerhalb des Beobachtungszeitsraumes zu vermeiden, sodass plausible Ergebnisse
bei der Modellierung erzielt werden konnen. Um die fehlenden Werte bei dem
CDS sowie bei dem iTraxx schitzen zu konnen, haben wir ein multilineares Modell
ausgenutzt. Insgesamt wurde das niedrigste Ridj = 0,91 bei der Postbank erreicht.

Die anderen Banken weisen eine Ri dj
beim iTraxx erfolgt mit einem Ridj = 0,99, sodass wir sagen konnen, die aus
Vorhersagen entstehenden Fehler sind in diesem Modell sehr niedrig.

Bevor wir mit der Auswertung beginnen, stellen wir in Abbildung 3 die beiden
Variablen dar. Die Grafik ldsst einen starken Zusammenhang zwischen beiden
Variablen vermuten, da sie gleichzeitig zusammen steigen und sinken. In Abbil-
dung 3 ist aulerdem zu erkennen, dass die CDS-Preise bei der Postbank keine
grofie Schwankungen aufweisen, dementsprechend vorsichtig muss die folgende
Modellanpassung fiir diese Bank interpretiert werden.

Der Markit-iTraxx-Europe-Index reprasentiert das mittlere Risikoniveau, das auf
dem Markt in den Regionen Europa und Asien gehandelt wird. Liegt der Index
eines Unternehmens unter dem Marktindex, so hat das Unternehmen eher ein
gutes Verhalten im Vergleich zu der allgemeinen Bewertung der am Kreditderivate-
Markt aktiv agierenden Teilnehmern. In der Abbildung 4 ist der standardisierte
Abstand zwischen dem Markit-iTraxx-Europe-Index und den Unternehmenindizes
dargestellt, damit sich ein Uberblick {iber die betrachteten Banken auf den Markt
verschafft werden kann. AufSer der HSH Nordbank und der damaligen WestLB
haben sich die betrachteten Banken im Allgemein gut auf dem Markt vom 2. Juli
2007 bis kurz vor dem 15. September 2008 verhalten. Am 15. September 2008 erfolgte
die Insolvenzmeldung der US-amerikanischen Investmentbank Lehman Brothers.
Diese Entscheidung hat sich in Schockwellen rund um den Globus verbreitet: Die
Aktienkurse stiirzten ab, der US-Leitindex Dow Jones erlitt den stirksten Tagesver-
lust seit den Terrorattacken vom 11. September 2001, die CDS-Indices von Deutschen
Kreditinstituten wiesen einen aufierordentlichen Sprung nach oben auf (vergleiche
Abbildung 4). In Deutschland machten insbesondere die Landesbanken, darunter
die HSN NordBank, die BayernLB sowie die damalige West LB Milliardenverluste.
Dies ist insbesondere stark bei der HSN NordBank. Der Hintergrund der Verlus-
te bei der HSN NordBank ist ein Geschéft mit CDS: Die US-amerikanische Bank
Goldman Sachs hatte sich bei der HSH NordBank gegen Kreditausfille von Lehman
Brothers versichert. Nach der Pleite des Hauses im September 2008 hat die Landes-
bank die Zahlung in Hohe von 45 Millionen US-Dollar — wie aus der Abbildung 2

grofier 0,95 auf. Die Anpassung des Modells
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Abbildung 3: Zeitreihen der Fiinf-Jahres-CDS-Preise der 13 Banken (griin) und des
Markit iTraxx Europe (grau) vom 2. Juli 2007 bis zum 7. Januar 2009.

76




4 Material und Auswertung

zu sehen ist — ausgeglichen (vergleiche Die Zeit (2009)). Um die Finanzmarkte zu

Deutsche.Bank
Commerzbank
Dresdner.Bank
LBBW1

DZ.Bank
BayernLB
HypoVereinsbank
WestLB
HSH.Nordbank
Postbank
HelLaBa
NordLB i ) \
LB.Berlin : \ Y

-2

-4 -

Okt.07 Apr.08 Okt.08

Monat

Abbildung 4: Zeitreihen des standardisierten Abstandes zwischen den Fiinf-Jahres-
CDS-Preisen und Markit-iTraxx-Europe-Indices der 13 Banken vom
2. Juli 2007 bis zum 7. Januar 2009 (M)' Die erste und
zweite vertikale gestrichelte graue Linie (vor und nach Oktober 2008)

entsprechen dem 15. September beziehungsweise dem 5. Oktober 2008

beruhigen und die Krise einzuddmmen, begannen nach und nach die Regierungen
weltweit Milliardenbetrdge — ein Grofiteil davon als Biirgschaften — zur Rettung
der in Not geratenen Banken bereitzustellen. Am Sonntag, dem 5. Oktober 2008
traten Bundeskanzlerin Angela Merkel und der damalige Bundesfinanzminister
Peer Steinbriick vor die Presse und gaben eine Garantie fiir simtliche Spareinlagen
in Deutschland. Dies stellte insofern eine Wende in der Regierungspolitik dar, als
dass erstmals eine Mafinahme angekiindigt wurde, die den gesamten Bankensektor
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betraf. Zuvor hatte die Bundesregierung stets ein solches Vorgehen abgelehnt und
auf Einzelfalllosungen wie bei der HRE bestanden. Bereits am darauffolgenden
Handelstag kamen erste Geriichte iiber einen Plan ,B” auf, der einen Rettungs-
schirm fiir den gesamten deutschen Bankensektor umfassen sollte. In den folgenden
Tagen wurden in der Offentlichkeit verschiedene Rettungspliane diskutiert, etwa ein
gemeinsamer Rettungsschirm aller Mitgliedstaaten der Européischen Union, eine
Teilverstaatlichung nach britischem Vorbild oder Staatsgarantien fiir die betroffenen
Banken. Am 11. Oktober wurden schliefslich erste Plane fiir ein Eilgesetz bekannt
und bereits zwei Tage spater verabschiedete das Bundeskabinett das FMStG und
das Gesetz zur Errichtung eines Finanzmarktstabilisierungsfonds (Finanzmarkt-
stabilisierungsfondsgesetz; FMStFG). Am 15. Oktober fand die erste Lesung im
Bundestag statt, am Freitag, dem 17. Oktober wurde das Gesetz im Bundestag
verabschiedet. Noch am selben Tag stimmte auch der Bundesrat zu und der damali-
ge Bundesprasident Horst Kohler unterzeichnete das Gesetz. Mit der Verordnung
zur Durchfithrung des Finanzmarktstabilisierungsfondsgesetzes (FMStFV) vom 20.
Oktober wurde der von der neu geschaffenen Finanzmarktstabilisierungsanstalt
verwaltete Finanzmarktstabilisierungsfonds (SoFFin) eingerichtet. Bereits zwei Tage
spdter nahm die BayernLB als erste Bank Mittel aus dem SoFFin in Anspruch. Zwar
erregte diese Inanspruchnahme noch einmal ein grofies 6ffentliches Interesse, der
Fokus der Berichterstattung wechselte jedoch auf das Konjunkturpaket, das bereits
am 5. November 2008 verabschiedet wurde.

Allein das Hilfspaket der Deutsche Regierung umfasste 500 Milliarden Euro,
die aus Biirgschaften fiir Interbanken-Kredite in Hohe von 400 Milliarden sowie
weitere 100 Milliarden fiir Aufnahme an Krediten bestanden. Ein langfristiger
Effekt dieser Staatsinterventionen ist schon ab den 5. Oktober in der Abbildung 4
zu erkennen: der standardisierte Abstand zwischen Marktindex und betrachteten
Unternehmensindizes springt diesmal nach unten und Ende Oktober liegt er sogar
unter Null. Das heifst, dass die Unternehmensindices der betrachteten Banken
deutlich unter dem Marktindex liegen. Trotz dieser staatlichen Mafsnahmen fuhr
die HSN NordBank 2008 wegen massiver Abschreibungen in Folge der Finanzkrise
einen Verlust von 2,8 Milliarden Euro ein und stand damit kurz vor der Pleite. Nur
durch ein milliardenschweres Rettungspaket der Linder Hamburg und Schleswig-
Holstein konnte die Bank gerettet werden. Insgesamt ist festzustellen, dass ohne
systematische Risiken ein bedeutender Zusammenhang zwischen iTraxx und CDS-
Preisen der berachteten Banken besteht.

Berechnet man die prozentualen Anderungen in CDS-Preisen bei den betrach-
teten Banken, so weisen alle Banken eine schwache Anderung auf, die maximale
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Anderung zwischen aufeinanderfolgenden CDS-Preisen liegt bei 3 %. In der Abbil-
dung 5 sind diese Anderungen dargestellt. Die sehr niedrige Anderungen zwischen
aufeinanderfolgenden Preisen weisen auf eine hohere Autokorrelation hin, was an
ein dynamisches Modell fiir die Modellierung denken lasst.

BayernLB Commerzbank Deutsche.Bank

Dresdner.Bank DZ.Bank HelLaBa

HSH.Nordbank HypoVereinsbank LB.Berlin

LBBW1 NordLB Postbank

WestLB

14 Legende
7 Prozentuale Anderung in CDS

I I I
Okt. 07 Apr.08 Okt. 08

Monat

Abbildung 5: Zeitreihen der prozentualen Anderung in Fiinf-Jahres-CDS-Preisen
der 13 Banken vom 2. Juli 2007 bis zum 7. Januar 2009.

Berechnet man jetzt die Langsschnittkorrelation, so weisen alle Banken den hochs-
ten Koeffzienten bei einem Zeitabstand von 1 auf, er liegt stets iiber 0,95. Bei der
Querschnittkorrelation liegt dieser Koeffizient dagegen zwischen 0,52 und o,95.
Dementsprechend lehnt der einseitige Durbin-Watson-Test (vergleiche Zeileis und
Hothorn (2002)) die Nullhypothese, die Langsschnittkorrelation betrage o, zum 5 %-
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Niveau fiir alle Banken ab. Die Tabelle 2 zeigt, dass die CDS-Preise fiir alle Banken
tiber die Zeit hoch korreliert sind. Die berechneten Pearson-Autokorrelationen geben
einen Hinweis dariiber an, wie grof3 die geschétzten Langsschnittkorrelationen bei
der Modellierung zu erwarten sind. Wie Tabelle 3 zu entnehmen ist, gilt dies auch
fiir die Querschnittkorrelation. Insgesamt betrdgt die gemittelte paarweise Korrelati-
on zwischen den Banken 0,80. Ein 5 %-Konfidenzintervall fiir diesen Mittelwert ist
[0,78; 0,82].
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4.2 Auswertung

Wir werden uns hier mit der Anwendung der beschriebenen Methode auf die Daten
beschiftigen. Bei der REML-Methode untersuchen wir bei jedem Modell zwei Fille,
die sich mit der Struktur der Reststorgrofie (mit und ohne AR(1)-Fehler) unterschei-
den. Diese beide Strukturen lassen sich einfach in SAS mit Proc Mixed eingeben
(vergleiche Littell u.a. (2007)). Bei dem Bayesianischen Ansatz unterscheiden wir
dagegen zwischen einer Normalverteilung und einer Polya-Baum-Verteilung fiir die
zufélligen Effekte. Die PBM-verteilten zuféilligen Effekte lassen sich implementieren
durch die R-Funktion (PTlmm) im R-Paket DPpackage (vergleiche Jara u.a. (2011)).
Der Gibbs-Sampling-Algorithmus — fiir normalverteilte zufillige Effekte — ldsst sich
in BUGS (vergleiche Spiegelhalter u.a. (1994-2003)) implementieren. In allen Berech-
nungen werden wir bei dem Bayesianischenen Ansatz 310.000 Iterationen mit einer
Aufwirmphase von 10.000 und einen Thinning-Faktor von 30 nutzen. Es ergibt sich
eine Markov-Kette vom Umfang 10.000. Die Konvergenz dieser Kette erfolgt durch
die Gelman-Rubin-Diagnostik (vergleiche Brooks und Gelman (1998)). Basierend
auf dem Output-Objekt aus der Funktion PTImm ist die Konvergenzdiagnostik via
das R-Paket coda (vergleiche Plummer u.a. (2006)) durchgefiihrt worden. Die daraus
resultierende Potenzial-Reduktion-Faktoren liegen alle bei etwa 1 (R ~ 1), so dass
wir davon ausgehen konnen, dass die generierten Ketten konvergieren. Fiir die
wichtigsten Modellparameter der Untersuchung werden wir Konfidenzintervalle
sowie Intervalle hochster Dichte (highest probability density; HPD) geben. Die HPD-
Intervalle lassen sich, wie bei Chen und Shao (1999) beschrieben und im R-Paket boa
(vergleiche Smith (2007)) implementiert ist, bestimmen. Unser Ziel ist hier, ein opti-
males Modell zu finden, welches die Langsschnitt- sowie die Querschnittkorrelation
realistischerweise modelliert.

Werden nun die Modelle mit festem Unternehmenseffekt angepasst und Schétzer
mit der KQ-Methode berechnet, ergibt sich die Tabelle 4. Die Schatzung liefert eine
sehr niedrige Verzerrung (plim(7jxg —#) = —0,005), so dass wir davon ausgehen
konnen, dass die Schitzer der dynamischen Modellparameter konsistent sind. In
Tabelle 4 wird das niedrigere AIC beziehungsweise grofite R di beim Modell mit der
exogenen Variable iTraxx angenommen, sodass dieses Modell vorrangig behandelt
wird. Das Modell verbessert zwar die Struktur der Langsschnittkorrelation (Tabelle 8)
in entsprechendem statischen Modell, aber seine Schwéche liegen {iberwiegend in
der Querschnittkorrelation. Wir werden fiir die nidchsten Seiten die Modelle mit
zufélligen Effekten an die Daten anpassen, in der Hoffnung bessere Ergebnisse zu
erzielen. Wir betrachten zundchst die im Abschnitt 3.2.2 beschriebenen Modelle mit
zufédlligem Unternehmenseffekt.
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Tabelle 4: Parameterschiatzungen bei den Modellen mit festem Unternehmenseffekt.

Modell: CDS;; = af + BiTraxx; +1CDS; ;1 + €

Statisches Modell Dynamische Modelle
ohne iTraxx mit iTraxx

Banken Q* B & 7 & B 7
BayernLB 15,13 0,65 1,51 0,98 057 004 095
Commerzbank 10,34 0,65 1,40 0,98 0,30 0,04 095
Deutsche Bank 16,22 0,65 1,54 0,98 063 004 095
Dresdner Bank 11,05 0,65 1,30 0,98 0,22 0,04 0,95
DZ Bank 20,03 0,65 1,60 0,98 083 004 095
HeLaBa 20,23 0,65 1,61 098 085 004 095
HSH Nordbank 82,89 0,65 295 098 428 004 095
HypoVereinsbank 7,60 0,65 1,36 0,98 0,17 0,04 095
LB Berlin 15,25 0,65 1,53 0,98 060 004 095
LBBW 13,30 0,65 148 0,98 048 004 095
NordLB 8,93 0,65 1,38 0,98 023 004 095
Postbank —1,51 0,65 1,21 0,98 028 004 095
WestLB 31,12 0,65 1,81 0,98 141 0,04 095
Varianz:

02 605,65 44,58 43,29
Bestimmtheitsmafle:

AIC 47364,00 33915 33776
R? 0,92 0,99 0,99

adj
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Grundsitzlich kann davon ausgegangen werden, dass die aus diesem Abschnitt
resultierenden Querschnittkorrelationen Null betragen, da die dafiir zustandigen
Faktoren (A¢, t = 1,...,T) nicht im Modell aufgenommen wurden. Werden dort
definierte Modelle auf die Daten angewendet, so ergibt sich die Tabelle 5.

Bei den Modellen ohne AR(1)-Fehler kommen drei Algorithmen zur Schitzung
der Modellparameter in Frage: der NR-Algorithmus (fiir den REML-Ansatz), der
Gibbs-Sampling-Algorithmus (fiir normalverteilte zufillige Unternehmenseffekte)
sowie ein kombinierter Gibbs-Sampling- und Metropolis-Hasting-Algorithmus (fiir
die Annahme einer PBM-Verteilung an die zufélligen Unternehmenseffekte). Bei
den Modellen mit AR(1)-Fehler ist die Analyse — aufgrund der Schwirigkeiten bei
der Implementierung der Bayesianischen Methode — auf den REML-Ansatz be-
schrankt worden. Nichtsdestotrotz diirften sich die REML-Schétzer nicht signifikant
von den Bayesianischen Schétzern unterscheiden. Der einzige Nachteil ist, dass
Kredibilitdtsintervalle fiir die entsprechenden Korrelationen nicht bestimmt werden
koénnen.

Aus Tabelle 5 — wie auch aus den Tabellen 6 und 7 — ist abzulesen, dass die
aus der REML-Methode sowie Bayesianische Methode — unter Annahme einer
Normalverteilung — entstehenden Schitzer fiir die Varianzparameter sehr dhnliche
Konfidenzintervalle beziehungsweise HPD-Intervalle liefern. Es gibt zwar (fast)
keine signifikanten Unterschiede zwischen den geschitzten Modellparametern, aber
die HPD-Intervalle sind unter der Annahme einer PBM-Verteilung (fiir einige Félle)
nicht so dhnlich wie bei den anderen. Dies konnte daran liegen, dass die Verteilung
der zufélligen Effekten von der Normalverteilung abweicht, und wiirde die bereits
erwahnte Flexibilitat der PBM-Verteilung gegeniiber der Normalverteilung (siehe
Abschnitt 2.2) bestdtigen. Auflerdem ist auch zu erkennen, dass die Modelle mit
AR(1)-Fehler die entsprechenden Modelle ohne AR(1)-Fehler im Sinn des AIC
stets verbessern, was der Langsschnittkorrelation (Tabelle 8 und 9) ermoglicht, sich
der empirischen Autokorrelation (Tabelle 2) zu ndhern, aber einer Inflation der
Fehlervarianz — insbesondere bei den statischen Modellen — zufolge hat, die bewirkt,
dass die Querschnittkorrelation Null wird.

Von besonderen Interesse bei der Untersuchung ist die Schitzung von 2. Wie aus
dem Abschnitt 3 ersichtlich wird, ist (7)2\ fiir die Korrelation von Ausfallwahrschein-
lichkeiten zwischen Unternehmen verantwortlich. Tabellen 6 und 7 zeigen zunéchst,
dass ohne Verwendung von verzogerten CDS-Preisen aufgrund der erhohten Feh-
lervarianz die Querschnittskorrelation unter 13% liegt. Diese Werte verdreifachen
sich bei der Aufnahme von verzogerten CDS-Preisen im Modell.
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Tabelle 7: Parameterschdtzungen und 95% Konfidenzintervalle bez. HPD-Intervalle
tiir Varianzparameter (in Klammern) bei den Modellen mit zufélligen
Unternehmens- und Zeiteffekten.

Modell: CDS;; = p + BiTraxx; +17CDS; ;1 + a; + Ay + €4

REML Normalverteilung REML(AR(1)-Fehler)
Statisches Modell
02 424,86 ([218,12; 1161,91]) 506,41 ([216,82; 1156,64]) 232,42 (|71,59; 4030,57])
02 124,13 ([104,27; 150,28]) 124,99 ([103,77; 149,05]) 5,87 ([4,84; 7,28])
02 480,82 ([461,96; 500,85]) 480,96 ([462,43; 501,08]) 921,12 ([639,74; 1440,43])
pii(1,1) 0,12 0,11 ([0,06; 0,16]) ~0
0i(2,1) 041 0,41 ([0,26; 0,65]) 0,98
i 19,54 19,49 29,68
B 0,66 0,65 0,51
¢ 0,98
AIC 46707,5 32431,5

Dynamisches Modell (ohne iTraxx)

o2 0,20 ([0,07; 1,38]) 0,25 ([0,03; 0,75)) 0,14 ([0,05; 1,24))
o2 16,11 ([13,82; 19,02]) 16,19 ([13,75; 18,96]) 16,07 ([13,79; 18,97])
o2 28,49 ([27,37; 29,68)) 28,51 ([27,42; 29,67)) 28,52 ([27,39; 29,72))
pii(1,1) 036 0,36 ([0,32; 0,40)) 0,36
pii(2,1) 0,70 0,70 ([0,70; 0,71]) 0,69
i 1,93 1,93 1,65
i 0,98 0,98 0,98
é —0,09
AIC 324780 324437

Dynamisches Modell (mit iTraxx)

A2

i 0,39 ([0,17; 1,74]) 0,49 ([0,13; 1,30]) 0,28 ([0,11; 1,37])
o2 15,23 ([13,05; 18,01)) 15,32 ([12,97; 18,05)) 15,37 ([13,17; 18,18))
o2 28,46 ([27,34; 29,64]) 28,48 ([27,34; 29,66]) 28,46 ([27,34; 29,66])
pii(1,1) 035 0,35 ([0,30; 0,38]) 0,35
0:(2,1) 0,70 0,70 ([0,69; 0,71]) 0,69
i 0,36 0,37 0,27
B 0,02 0,02 0,02
7 0,97 0,97 0,97
¢ —0,08
AIC 32467,0 324374
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Auffillig bei der Analyse ist, dass die unternehmensspezifischen zufalligen Ef-
fekte bei dynamischen Modellen auf etwa Null geschétzt sind. Dies deutet darauf
hin, dass die verzogerte endogene Variable die Information iiber die moglichen
unternehmensspezifischen — erkldrenden — Variablen enthélt, was impliziert, dass
zeitspezifische Variablen wahrscheinlich die Einzigen sind, die bei der Untersu-
chung vernachldssigt wurden. Dies steht im Zusamenhang mit Norden und Wagner
(2008), die bereits angaben, dass die wesentlichen und relevanten Informationen
fiir das Kreditgeschift in den CDS-Preisen enthalten sind. Aufierdem ist es von
Interesse zu betonen, dass die Ausfallwahrscheinlichkeitskorrelation stark mit der
Modellwahl verbunden ist. In der Analyse haben statischen Modelle mit zufilligem
Zeiteffekt sowie zufdlligen Unternehmens- und Zeiteffekten jeweils mit AR(1)-Fehler
das niedrigste AIC erreicht. Somit konnten sie als beste Modelle angesehen werden.
Allerdings betrédgt die Querschnittkorrelation bei diesen beiden Modellen etwa Null,
wahrend die gemittelte paarweise empirische Korrelation zwischen betrachteten
Unternehmen (Tabelle 2) 0,8 betragt.

Eine sinnvolle Modellwahl wiirde erstens auf dem dynamischen Modell mit zufal-
ligen zeitspezifischen Effekten (CDS;; = pu +nCDS; ;1 + At + €j) und zweitens auf
dem dynamischen Modell mit zufdlligem Zeiteffekt und dem Marktindex (iTraxx)
als Kovariable (CDS;; = u + BiTraxx; +nCDS; ;1 + At + €;) aus den folgenden
Griinden fallen:

* Diese Modelle weisen eine perfekte Anpassung an die empirisch beobachteten
Langsschnittkorrelation (genau wie die Besten) auf.

* Bei den genannten statischen Modellen konnen zwei Unternehmen — theo-
retisch — nur am gleichen Tag korreliert werden, obwohl die Langsschnitt-
korrelation — auch wenn der Abstand zwischen Handelstagen 10 ist — nicht
Null ist. Die vorgeschlagenen Modelle 16sen dieses Problem indem die Quer-
schnittkorrelation sich theoretisch nach der Faustregel p;;(t, s) = p;;(t, s)p;;(t, t)
richtet (sieche Formel (87) sowie Tabelle 9). Somit sinken die Querschnitt- als
auch die Langsschnittkorrelationen mit wachsendem Abstand zwischen den
Handelstagen.

* Es ergibt sich bei diesen Modellen ein plausibles Zusammenwirken der Langs-
und Querschnittskorrelation. Die Querschnittkorrelation ist zwar kleiner als die
Empirische, ist aber besser im Vergleich zu der aus diesen statischen Modellen
entstehenden Korrelation.

Diese beiden Modelle erzielen die gleichen Schétzer fiir die Korrelation und unter-
scheiden sich nur noch von der Parameteranzahl. Interessant bei der ersten Wahl
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(neben der kleinsten Parameteranzahl) ist auch hier, dass keine andere Variable
bendétigt wird, um die CDS-Pramie betrachteter Banken erkldren zu kénnen.

Die Korrelationseffekte lassen sich als mogliche nicht diversifizierbarer Risikoan-
teil identifizieren, die die CDS-Preise aller Unternehmen beeinflussen. Das Ergebnis
aus Tabellen 8 und g stellt klar und deutlich dar, dass CDS-Preise weitgehend von
unsystematischen, unternehmensspezifischen Faktoren getrieben werden, da die
Langsschnittkorrelation besonders hoher als die Querschnittkorrelation ist. Dies
steht vermutlich im Zusammenhang mit der Erfahrung bei Schieflagen und Insol-
venzen vieler Unternehmen, bei denen Managementfehler und Unregelmafligkeiten
als Hauptursachen identifiziert werden konnten (vergleiche Hamerle und Rosch

(2003)).
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Tabelle 8: Korrelationsschitzungen bei den Modellen mit festem und zufilligem
Unternehmenseffekt

s 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Modell: CDS;; = U+ ,BiTraxxf + ﬂCDSi,t_1 + &

Statisches Modell

pii(t, s) 1,00 0,00 0,00 0,00 000 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00

0ij, i+i(t,s) 0,00 0,00 000 0,00 000 0,00 000 0,00 000 0,00

Dynamisches Modell

pii(t, s) 1,00 069 055 046 040 036 032 029 027 0,25

Pij, i+i(t,s) 0,00 0,00 0,00 0,0 000 0,00 000 0,00 000 0,00

Modell: CDS;; = u+ ,Bimext + WCDSi,t—l + o + €5

Statisches Modell

pii(t, s) 1,00 041 041 041 041 041 041 041 041 041

0ij, i+j(t,s) 0,00 0,00 0,00 0,00 000 0,00 000 0,00 000 0,00

Statisches Modell mit AR(1)-Fehler

pii(t, s) 1,00 098 09 094 092 09 088 086 085 0,83

0ij, i+j(t,s) 0,00 0,00 000 0,00 000 0,00 000 0,00 000 0,00

Dynamisches Modell

pii(t, s) 1,00 0,70 056 048 042 038 035 032 030 0,28

0ij, i+j(t,s) 0,00 0,00 0,00 0,00 000 0,00 000 0,00 000 0,00

Dynamisches Modell mit AR(1)-Fehler

pii(t, s) 1,00 084 0,79 0,76 074 0,73 0,72 0,71 0,71 0,70

Pij, i+i(t,s) 0,00 0,00 0,00 0,0 000 0,00 000 0,00 000 0,00
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Tabelle 9: Korrelationsschdtzungen bei den Modellen mit zufilligem Zeiteffekt sowie
zufélligen Unternehmens- und Zeiteffekten

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Modell: CDS;; = u + BiTraxx; +1CDS; ;1 + At + €
Statisches Modell
pii(t, s) 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
0ij, i+i(t,s) 0,09 0,00 000 0,00 000 0,00 000 0,00 000 0,00
Statisches Modell mit AR(1)-Fehler
pii(t, s) 1,00 098 09 094 092 09 089 087 085 0,83
Pij, i+i(t,s) ~0 0,00 000 0,00 000 0,00 000 0,00 000 0,00
Dynamisches Modell
pii(t, s) 1,00 0,70 055 046 040 036 032 029 027 025
oij, i+i(t,s) 036 025 020 0,17 0,15 0,14 0,13 0,12 0,11 0,10
Dynamisches Modell mit AR(1)-Fehler
pii(t, s) 1,00 068 056 049 044 040 037 035 033 0,31
Pij, i+i(t,s) 036 026 022 019 017 0,16 0,15 0,14 0,14 0,13
Modell: CDS;; = H+ ,Bimext + UCDSi,t—l + o+ A +ej
Statisches Modell
pii(t, s) 1,00 041 041 041 041 041 041 041 041 041
0ij, i+j(t,s) 0,12 0,00 0,00 0,00 000 0,00 000 0,00 000 0,00
Statisches Modell mit AR(1)-Fehler
pii(t, s) 1,00 098 09 094 092 09 089 087 085 0,84
0ij, i+j(t,s) ~0 0,00 000 0,00 000 0,00 000 0,00 000 0,00
Dynamisches Modell
pii(t, s) 1,00 0,70 057 048 043 039 035 033 031 0,29
oij, i+i(t,s) 035 024 019 016 0,14 0,13 0,12 0,11 0,10 0,09
Dynamisches Modell mit AR(1)-Fehler
pii(t, s) 1,00 069 057 049 044 040 037 035 033 0,31
Pij, i+i(t,s) 035 025 021 0,19 017 016 0,15 0,14 0,13 0,13
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5 Diskussion

Die Schiatzung von Ausfallwahrscheinlichkeitskorrelationen erfolgt in dieser Arbeit
durch balancierte Panel-Regressionen von CDS-Preisen. Unterschiedliche Annah-
men an die Storgrofien sind gemacht worden und zwei Schétzverfahren darauf
angewendet worden. Dies sind die REML-Methode sowie die Bayesesianische Me-
thode. Bei dem REML-Ansatz wurde die Annahme tiber die Normalverteilung an
die Storgrofie getroffen. In diesem Fall wurde die Existenz und die statistischen
Eigenschaften der REML-Schitzer bei AR(1)-Fehlern untersucht. Bei den bayesiani-
schen Ansatz sind die Normalverteilung sowie PBM-Verteilung in Frage gekommen.
Allerdings ist der Fall der AR(1)-Fehler aufgrund von Schwierigkeiten bei der
Implementierung nicht berticksichtigt worden. Werden fiir die Fehler eine Struktur
eines AR(1)-Prozesses sowie nicht informative a-priori-Verteilungen fiir die Mo-
dellparameter — bei normalverteilten zufélligen Effekten — angenommen, so ist das
Problem der Zuldssigkeit der a-posteriori-Verteilung noch offen. Man konnte dafiir
die Integrierbarkeit von |X'Z1X |_%|Z\_% tiber ¢ untersuchen, da die Abschit-

1 1 |x'z-1x| 3|52
zang [1 [ oo Jjn FU10 & OR)FEN0R, . oR)dodzdp < [ 'XéwiN?Tz'Zm 2 dg
0

aus Satz 1 von Sun u.a. (2001) hergeleitet werden kann.

Das beste Modell — im Sinn des AIC — fiir diese Analyse fiihrt zwar zu einer
anndhernd perfekten Modellierung der Langsschnittkorrelation, schitzt aber die
Querschnittkorrelation auf etwa Null, obwohl andere betrachtete Modelle diese
Korrellation auf 0,36 schétzen. Dies stellt die Frage nach der Plausibilitat des AIC als
Kriterium fiir den Modellvergleich bei Panel-Regressionen im Rahmen der Analyse
der Korrelation. Die dynamischen Modelle weisen mit zufélligem Zeitetfekt o,70
und 0,36 die beste Anpassung an beide Korrelationen auf. Aufierdem ergibt sich
ausschliefSlich bei diesen Modellen auch theoretisch ein plausibles Zusammenwirken
der Langs- und Querschnittskorrelation.

Noch offen ist der Grund, warum sich die aus den betrachteten Modellen resultie-
renden Querschittkorrelationen signifikant von der empirischen unterscheiden.

Collin-Dufresne (2009) erkldrte zum Beispiel, dass wiahrend der Subprime-Krise
Copula-Modelle bei LGD = 60 % zu einer unzuldssigen Korrelation (das heifst, dass
die Korrelation nicht im Intervall [—1; 1] lag) fiihrte, sodass man LGD = 1 anneh-
men musste, um zuldssige Korrelationen zu erhalten. Selbst bei dieser Annahme
blieb das Modell instabil. Dies ist bedenklich, da selbst zuldssige Korrelationen, die
unbestritten bei unseren Modellen — und zwar mit den Daten mit demselben Hin-
tergrund — sind, eine Herausforderung bei dem Copula-Modell darstellten. Das von
uns vorgeschlagene Modell konnte daher als ein sehr gute Alternative angesehen
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werden, da eine zuldssige und verniinftige Korrelation ohne unternehmensspezifi-
sche Variablen erreicht wird, die als wichtige Inputparameter fiir das Copula-Modell
identifiziert worden sind. Um eine genaue Aussage tiiber die Giite beider Modelle
zu machen, werden wir in unserer kiinftigen Forschung das Copula-Modell auch
auf unsere Daten anwenden.

Ratingmigrationshistorien kénnten — trotz ihrer im Kapitel 3 genannten Méngeln —
eine Alternative fiir die in dieser Studie betrachteten Messungen (CDS-Preise) zur
Quantifizierung von Ausfallwahrscheinlichkeiten sein (vergleiche Kim u.a. (2012)).
Inwieweit einer der beiden Messungen addquater fiir die Ausfallkorrelationen ist,
werden wir noch kiinftig untersuchen.
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