Stefan GOTZ, Wien
Unmogliche Wiiirfel

Wiirfelt man mit zwei fairen Wiirfeln und betrachtet die Augensum-
me, so sind die einzelnen Auspriagungen 2,3, ..., 12 bekanntlich nicht
gleichwahrscheinlich. Die Frage ist nun, ob die beiden Wiirfel (oder
nur einer davon) so manipuliert werden kénnten, dass sich die Gleich-
wahrscheinlichkeit fiir die Augensumme einstellt. Die Antwort ist
negativ (nach [PL], S. 91 f.). Um dies einzusehen, miissen wir soge-
nannte (wahrscheinlichkeits)erzeugende Funktionen kennenler-
nen (nach [BOS], S. 80 f.):

Definition: FEine diskrete Zufallsvariable (ZV) X habe den Werte-
vorrat Wy = {0,1,2,...} und besitze die Verteilung [i, P(X = )],
i =0,1,2,... Dann heiit Gx(¢t) = Y 0yt - P(X = i) erzeugende
Funktion Gx der Zufallsvariablen X.

Wir sehen |Gx(t)] < Dy P(X =) =1 fiir |¢| < 1 ein, woraus wir
Gx(0) = P(X = 0) (t° = 1!) folgern. Einmal Differenzieren ergibt
Gy (t) = > 2 i -t P(X =), fiir t = 0 ist G%(0) = P(X = 1).
Nochmals Differenzieren zeigt G’ (¢t) = > 0y i-(i—1) -t 2-P(X = 1),
woraus Gy (0) = 2 - P(X = 2) folgt. Allgemein ist fir n = 0,1,2,...
Gg?)(O) = n!-P(X = n), Gx beschreibt also die ZV X! Weiters ist
der Erwartungswert von X p = E(X) = G (1) und die Varianz von
X o2 = DX) = G (1) + G (1) — [Gy (1]

Bemerkung: Entscheidend ist es, eine geschlossene Form von Gx zu
finden!

Die Zufallsvariablen X7, X5 beschreiben nun die (geworfenen) Augen-
zahlen der beiden Wiirfeln. Sie sind (stochastisch) unabhdngig vonein-
ander: P(X; =14, Xy, =j) = P(X1 = 1) - P(X2 =j) Vi,j €{1,...,6}.
Wir setzen P(X1 =1i)=:p; und P(Xo =j) =:1¢; (4,5 = 1,. 6) aus
rechentechnischen Griinden sei p; = g; = 0 sonst festgelegt Damit
sind Gy, (t) = Zk L pr - tFund Gy, (t) = lel q -t jeweils Polynome
sechsten Grades in t.

Jetzt gehen wir auf die Augensumme X; + X5 los:

Pm = P(X1+ X, =m) = " 'P(X; = n, Xy = m—n) =
STPIP(Xy =n)-P(Xy =m—n) = 3" po - Gun. Damit ist
Gx+x,(t) = 27173:2 Tt = 271712:2 (Zsz_ll Pn - qm_”) = 2221 Pk~
th. S0 q -t = Gx,(t) - Gx,(t) die zugehérige erzeugende FPunktion.



-

Abbildung 1: Die Funktion f hat keine Nullstelle.

Bemerkung: Das ist ein Spezialfall des folgendes Satzes:

Satz 1 Es seien Xy, ..., X, unabhéngige, Ny-wertige Zufallsvariablen
mit zugehorigen erzeugenden Funktionen Gy, ,...,Gx,. Dann hat ih-
re Summe S, = X; + ...+ X,, die erzeugende Funktion Gg () =
Gx,(t)-...-Gx,(t).

Beweisidee: Fiir n = 2 wie eben: das Faltungsprodukt liefert die
Verteilung der Summe, dann: vollstindige Induktion (siehe z. B.
[DEHA], S. 139 f.).

Ang. Gleichverteilung fiir X; + X ist moglich, dann ist r,, = ﬁ
Vm = 2,...,12, der eigentliche Beweis verlauft also indirekt. Da-

mit ist Gy, +x,(t) = 15 - S 12 ™. Andererseits ist Gy, (t) - Gx, () =
6 6 12 6 6
Zk:1pk‘tk‘2121 CIl'tla also muss %'Zm:2 " = Zk:1pk‘tk‘2121 C]l'tl

gelten. TRICK: Division durch > # 0 liefert ﬁ : 27173:2 tm=2 =

SO e - S g - £ (1), Jetzt haben wir also ein Poly-
nom zehnten Grades als Produkt zweier Polynome fiinften Grades
geschrieben. Insbesondere ist also pg > 0 und ¢g > 0 (,,Koeffizien-

tenvergleich® fiir '), woraus wir limy_.q 3 p_; pp - tF71 = o0
(Polynom ungeraden Grades) erkennen. Daher 3ty € R mit
SO pr-t"' = 0 (Nullstellensatz). Eingesetzt in (1) ergibt sich so
LS ot =3 ket =0, also ﬁt‘;?__ll = 0 (endliche
geometrische Reihe).

Das ist ein Widerspruch in vielerlei Hinsicht:

Erstens bedeutet ¢! = 1 ¢, = 1 in R, aber Zzzlpk CtFl =
22:1 pr = 1 # 0! Die restlichen zehn Losungen z; sind echt-komplex:
z = (1/12) [ =1,...,10 nach dem Satz von Moivre.

11
Zweitens ,zeigt“ der Graph (mittels DERIVE) von f(t) := tt_—_ll

keine Nullstelle (siehe Abbildung 1!).

Drittens kann f(1) berechnet werden: f(1) = limy_ til_—_ll = lim; ; 1+

t+t2+---+t9 =11 # 0 (hebbare Unstetigkeitsstelle, siche z. B.
[GR6], S. 242 f.).



Didaktischer Kommentar: Unmdglichkeitsbeweise — ,,Zeigen, dass es

etwas nicht gibt* — sind schon vom semantischen Aufbau her schwie-
rig. Der meist damit verbundene indirekte Beweis macht die Sache
nicht einfacher: ,Ang. das gibt es doch, ...“. Die Widerspruchs-

findung schlieflich ist hier nicht eindeutig. Die ,Die Sprache der
Mathematik® muss also hier wenigstens rudimentir beherrscht wer-
den: siehe dazu z. B. das erste Kapitel von [GR5]!

Inhaltlich ist die Problemstellung relativ einfach und klar.

Zur Methodik: Auf der Hand ldge Zlepi “Qr—i = ﬁ (r=2,...,12),

also elf Gleichungen mit zwdlf Unbekannten, dazu: Z?:lpz- =1=

Z?Zl q;. Stattdessen: Erzeugende Funktionen verlagern das Problem

aus der Wahrscheinlichkeitstheorie hin zur Analysis und , kon-
zentrieren® es in einer Gleichung. Es stehen somit (méchtige) Werk-
zeuge der Analysis zur Verfiigung. Es ist aber oft nicht einfach, eine
geschlossene Darstellung von Gy zu finden (Satz von der Erhaltung
der Schwierigkeit)! Hier ist die Summenformel fir die endliche geo-
metrische Rethe der Schliissel zum Erfolg.

Bemerkung: Es handelt sich hierbei um ein hochst endliches Problem,
daher sind die auftretenden Summen iiberschaubar.

Die Widerspruchsfindung kann auf unterschiedlicher Argumentations-
basis passieren: wahrscheinlichkeitstheoretisch, naiv-analytisch oder
(profunder-)analytisch.

Eine typische mathematische Tétigkeit ist die Suche nach einer Ver-
allgemeinerung (eines Ergebnisses). Dazu betrachten wir folgenden
Spezialfall: Wie sieht die Sache mit drei Wiirfeln aus? — Dies
lauft auf eine Wiederholung des eben gezeigten Beweises mit den
Zufallsvariablen X;, X5 und X3 (analog definiert) hinaus, dabei ist
jetzt zusitzlich P(X5 = k) =: rg, £ = 1,...,6. Angenommen nun
P(X14+ X+ X3 =m) = 1z Vm = 3,...,18. Satz 1 liefert wieder
(nach Divison durch t* # 0) & - S 43 =30 gttt Z?Zl q;

=130 rp - P71 (2). Nun ist ein Polynom 15. Grades gleich dem
Produkt dreier Polynome fiinften Grades. Insbesondere ist also wie-
der pg > 0, woraus wir lim;_,4 2?21 p; - t77! = 400 erkennen. Da-

her 3ty € R mit 320, p; - to"~" = 0. Eingesetzt in (2) ergibt sich so

%'271523 ™3 = Z?:l pi-toi_l-. ..= 0, also %-t‘iﬁ__ll = (. Die einzige
reelle Nullstelle von f(t) := t?__ll ist to = —1. Hier muss von obigem

Beweis also abgewichen werden: Auch die Polynome 2?21 gj-t’~! und

22:1 i - tF71 besitzen wenigstens je eine reelle Nullstelle t; bzw. ts
(wegen g6 > 0 und ¢ > 0). Damit ist aber f(¢1) = f(t2) = 0 und da-
her t; =ty = —1 (erinnere: f hat nur eine reelle Nullstelle). Und so
kommen wir doch zu einem Widerspruch: Gleichung (2) kann dann so

geschrieben werden: - 5= = (t+41)-P(t)-(t+1)-Q(t)- (t+1)-R(t) =



(t+1)*- P(t) - Q(t) - R(t) mit P(t), Q(t) und R(t) Polynome vierten
Grades (Abspaltung von Linearfaktoren). Das kann aber nicht
sein: ,, Links“ ist —1 genau einfache Nullstelle, ,rechts“ dagegen
mindestens dreifache!

Folgerung: n (n € N\ {0,1}) Wiirfel konnen nicht so verfilscht wer-
den, dass die Augensummen gleich wahrscheinlich werden.
(Mathematisches) Resiimee: ,Schuld® ist das Kreisteilungspoly-
nom: z" =1 (n € N\ {0}) hat die einzige(n) reelle(n) Losung(en)
2o = 1 (n ungerade) bzw. zg = 1 und z; = —1 (n gerade).

Zum Schluss noch etwas Grundsdtzliches: Mathematik ist im Facher-
kanon des Gymnasiums wegen ihres Charakters als Kulturfach: Deut-
lich wird dies z. B. im Rahmen von math space, einer Initiative von
RUDOLF TASCHNER (TU Wien). Als weiteren Grund kann man sicher
die vielfaltigen Anwendungen der Mathematik anfiihren, wie sie z. B.
in den ISTRON-Béanden dargestellt werden. Dieser Beitrag versteht
sich zur Starkung des autonomen Aspekts der Mathematik, wie dies
im aktuellen Osterreichischen Lehrplan fiir die AHS-Oberstufe (Se-
kundarstufe IT des Gymnasiums) ausgedriickt wird: ,[...] Mathema-
tische Gegenstdnde und Sachverhalte bilden als geistige Schépfungen
eine deduktiv geordnete Welt eigener Art, in der Aussagen — von fest-
gelegten Pramissen ausgehend — stringent abgeleitet werden kénnen.
Mathematik befahigt damit, dem eigenen Denken mehr zu vertrau-
en als fremden Meinungsmachern und férdert so den demokratischen
Prozess.*
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