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Bemerkungen zur Kategorie ,,Aufgaben mit multiplen Losungs-
wegen* unter Aspekten kognitiver Mathematik

Vor dem Hintergrund der Bildungsstandards und der Analyse von schwierig-
keitsgenerierenden Merkmalen von PISA-Aufgaben wird am Beispiel einer
Klassenarbeitsaufgabe (aus dem Geometrieunterricht der 9. Jahrgangsstufe) ana-
lysiert, wie Schiler einer Lerngruppe bei geeigneter Unterrichtsfihrung ermutigt
werden konnen, ihre individuellen unterschiedlichen Vorstellungen zu verfol-
gen. Die Lerngruppe wurde nach dem Osnabricker Curriculum (COHORS-
FRESENBORG, 2001) unterrichtet, dem eine kognitionstheoretische Ausrich-
tung zu Grunde liegt. Die kognitiven Mechanismen bei der Konstruktion ma-
thematischen Wissens in den Kopfen der Schiler und der Prozess der Wissens-
organisation und der Wissensverwendung stehen im Zentrum der Aufmerksam-
keit. Die Methodik ist gepréagt von einem diskursiven Unterrichtsstil (COHORS-
FRESENBORG & KAUNE, 2003): die Schuler werden ermuntert, ihre eigenen
Vorstellungen zu artikulieren und sich im Diskurs mit den Vorstellungen der
Mitschdiler auseinander zu setzen. Durch die Unterrichtsfiihrung werden sie an-
gehalten, ihre Vorstellungen zu verfolgen, so dass bei geeignet gewéahlten Auf-
gaben vielfaltige Losungswege diskutiert werden kénnen.

Aufgabe: Ein Bankrauber hat
die Absicht, die Bank, die auf Bank
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tungsposten in einer kleinen Sei-
tenstrale. Wie viel Meter des
gegeniberliegenden Bankge- in g
b&udes kann er tberblicken?

Aufgabenanalyse

Wer die Aufgabe l6sen will, muss ermitteln, welche relevanten Informationen
aus einem sprachlich (und auch grafisch) vorliegenden Kontext sich in eine ma-
thematische Beschreibung uberfuhren lassen. Der erste und zweite Satz enthal-
ten keine relevanten Informationen; sie fiihren dazu, die beiden StralRen und den
Punkt B als Beobachtungsposten des Bankraubers zu identifizieren. Die sich an-
schlielende einfache Fragestellung fiihrt zur Kennzeichnung einer Strecke, de-
ren Lange ermittelt werden soll. Somit sind die im Text enthaltenen Informatio-
nen nicht flr die rechnerische Bearbeitung der Aufgabe von Bedeutung.

Im zweiten Schritt wird analysiert, wie komplex die Denkvorgange sind, die
nach Vorliegen einer Vorstellung von der Aufgabe bewaltigt werden mdassen.
Bevor eine Losung erfolgen kann, missen strukturierende Uberlegungen die
Denkvorgange begleiten. Diese Strukturierung kann nur an Hand der Skizze er-
folgen und zu zwei unterschiedlichen Strategien flihren. Zum einen ist denkbar,



dass die Skizze zum Aufruf des mathematischen Werkzeugs ,,Strahlensatz*
fihrt, zum anderen kann die Skizze ein ,,Funktionsframe* (KAUNE, 1995) auf-
rufen. Beide Werkzeuge ermdglichen zahlreiche verschiedene Lésungsmdoglich-
keiten. Ebenso liel3en sich drei der anderen vier Aufgaben der Klassenarbeit mit
beiden Werkzeugen l6sen. Die von den Schilern gewéhlten Strategien weisen
eine erstaunliche Vorliebe fur das Werkzeug ,,Funktion“ auf: 11 setzen stets
Funktionen ein, 8 wechseln das Werkzeug und 2 wenden immer Strahlensatze
an. Diese Vorliebe zeigt, dass sich die Schiler in ihrer Kompetenz im Umgang
mit Funktionen so sicher sind, dass sie diese auch im Kontext von geometri-
schen Aufgabenstellungen einsetzen (KAUNE, 2001). Sie weist auch daraufhin,
dass es im vorhergehenden Unterricht gelungen ist, den Funktionsbegriff so zu
verankern, dass er ein zentrales, immer einsetzbares Werkzeug geworden ist.

Fuhren die strukturierenden Uberlegungen zum Aufruf des Werkzeuges ,,Strah-
lensatz®, so kann in den Kopfen der Schiiler eine geometrische Représentation
einer typischen Strahlensatzfigur aufgerufen werden: Die Skizze enthélt zwei
sich in einem Punkt schneidende und zwei parallele Strecken, aber die angege-
benen Langen sind nicht direkt den Abschnitten zuzuordnen. Erst das Einzeich-
nen einer oder mehrer Hilfslinien fiihrt dazu, dass man den Strecken die gegebe-
nen Streckenlédngen zuordnen und zwei Rechnungen durchfiihren kann.

Analyse von Schiilerldsungen
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Jonas wahlt den gerade beschriebenen Ansatz, er erstellt eine neue Skizze, in-
dem er die vorgegebene Zeichnung um 90° dreht; zusatzlich markiert er Drei-
ecksflachen. Dann wendet er auf jede Teilfigur mit den zugehdrigen Strecken-
ldngen den ersten Strahlensatz an und 16st die zugehorigen Gleichungen.

Eine andere Strukturierung wird wohl dadurch ausgelost, dass die Skizze Gera-
den enthalt, die diese Schuler als Graphen linearer Funktionen auffassen. Bei der
kognitiven Analyse wird ein Funktionsframe aufgerufen, der dazu fuhrt, dass ein
Koordinatensystem entweder direkt in die Skizze eingetragen oder aber eine
Skizze mit einem Koordinatensystem und den relevanten Graphen entwickelt
wird. Alle Schiler, die diesen Ansatz verfolgen, haben einen Wechsel der Dar-
stellung vorgenommen. Wahrscheinlich haben sie zuvor auch einen Wechsel der
Vorstellung vorgenommen, denn sie missen vorab bewusst die Entscheidung



geféllt haben, ihr Wissen Uber die Figur mittels linearer Funktionen zu notieren.

Bei einer solchen Modellierung ist die erste Entscheidung die Wahl eines geeig-

neten Ursprungs. Danach lassen sich die Losungen in Gruppen einsortieren.

e Der Schnittpunkt der beiden nicht parallelen Geraden wird als Ur-
sprung gewahlt, dann ist die Ausrichtung der Achsen noch wahlbar, die
eingezeichneten Geraden werden aber stets zu Graphen proportionaler Funk-
tionen.

e Die Losungen sind dadurch gekennzeichnet, dass die Wahl des Ursprungs so
getroffen wird, dass mindestens eine Gerade als Graph einer linearen, aber
nicht proportionalen Funktion interpretiert werden muss. Gemeinsam ist all
diesen Ldsungen, dass die Argument- oder Funktionswertachse mit einer
der beiden Begrenzungen der Seitenstralie zusammenfallen. Diese Wabhl
dieses Ursprungs fiihrt zu einem deutlich héheren Rechenaufwand.
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Simon tragt in die Skizze die Graphen einer proportionalen und einer linearen
Funktion ein, bei der Berechnung von f, beriicksichtigt er den Achsenabschnitt
hingegen nicht.

Diese Aufgabe zeigt, dass es gelungen ist, die Schiler mit einem Betriebssystem
auszustatten, das sie beféhigt multiple Lésungswege zu verfolgen, und nicht da-
zu fihrt, gut trainierte Algorithmen zu verwenden. Fir jeden einzelnen Schuler
ist eine Aufgabe noch nicht gut, weil sie viele Losungsmaoglichkeiten hat, denn
fiir jeden einzelnen Schiler ist es nur wichtig, dass er einen Zugang findet, der
zu seinem geistigen Werkzeugen passt. All die unterschiedlichen Lésungen sind
Ausprégungen unterschiedlicher Vorstellungen. Nutzlich ist diese Vielfalt der
Ldsungen in dem Sinne, dass jetzt diese unterschiedlichen Vorstellungen selbst
zum Thema des Unterrichts werden kdnnen.

Analyse der Aufgabe im Kontext von PISA-Aufgaben

Die schwierigkeitsgenerierenden Merkmale dieser Aufgabe werden nach einem
fir PISA-Aufgaben unter dem Stichpunkt ,,Komplexitdt von Denkvorgangen
und Formalisierung von Wissen“ (COHORS-FRESEN-BORG & SJUTS &



SOMMER, 2004) vorgelegten Kriterienkatalog analysiert. Nutzt man die vier
Merkmale sprachlogische Komplexitat, kognitive Komplexitat, Formalisie-
rung von Wissen und Formelhandhabung, so werden die Aufgaben in jeder
Kategorie in einer dreistufigen Skala bewertet. Die analysierte Aufgabe weist in
der sprachlogischen Komplexitét die Stufe 0 auf, da in einer einfachen Frage die
Aufgabe zum Bestimmen einer Streckenldnge gestellt wird. Beztglich der kog-
nitiven Komplexitét ist diese Aufgabe auf Stufe 2 einzuordnen, denn es mussen
Denkvorgange der Bearbeitung vorausgehen und Bearbeitungsschritte vor der
Ldsung strukturiert und organisiert werden. Bei der Formalisierung von Wissen
ist nicht entscheidend, ,,inwieweit der Modellierungsprozess kompliziert ist in
einem mathematisch-technischen Sinne, sondern mehr, in welchem Male Werk-
zeuge des Prézisierens, Formalisierens, Abstrahierens und Generalisierens niitz-
lich oder weitgehend unverzichtbar sind“ (COHORS-FRESENBORG & SJUTS
& SOMMER, 2004, S.116). Die verschiedenen Lésungen zeigen, dass alle Be-
arbeitungen erzwingen, formale Darstellungen selbstandig zu erbringen: es tre-
ten einfache Gleichungen; Gleichungssysteme oder Terme linearer Funktionen
auf: die Stufe 2 ist bei der Formalisierung von Wissen erreicht. Die Formeln und
Gleichungen, die zu handhaben sind, erfordern lediglich einfache Termumfor-
mungen und Loésungsroutinen, die Uberschaubar bleiben: die Aufgabe ist in der
Stufe 1 bei der Formelhandhabung einzuordnen.

Eine solche Aufgabeanalyse kann der Unterrichtende in einem weiteren Schritt

dazu nutzen, einzelne Einflussvariablen bei der Konstruktion neuer Aufgaben

gezielt zu variieren. Denkbare ,,Stellschrauben® bei dieser Aufgabe wéren:

- Anfertigen einer malistabsgetreue Skizze,

- keine Einkleidung der Aufgabe in eine irrelevante Geschichte,

- keine Skizze vorlegen, lediglich Werte im Text beschreiben,

- Lé&nge der zu tberblickenden Strecke vorgeben und Entfernung des Beobach-
tungsposten bestimmen lassen,

- Invarianz der Streckenléange gegeniber dem Beobachtungsposten nachweisen
lassen.
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