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Variationen des Zauberdreiecks

Von Hartmann und Loska (2004) wurde gezeigt, dass Ubungsformate wie
das Zauberdreieck eine Uberraschende mathematische Reichhaltigkeit auf-
weisen und dass sich VVorgehensweisen wie ,,Phdénomene entdecken®, ,,ope-
rativ Vorgehen* und ,,Algebraisieren* als schlagkraftig erweisen, um sol-
che Formate zu analysieren. Auf den Variantenreichtum solcher Formate
und die Starke des Analogisierens bei der Untersuchung solcher Varianten
wird ebenfalls von Loska und Hartmann (2005) hingewiesen. Hier soll spe-
ziell die Bedeutung der Geometrie und Symmetrie fr diese VVorgehenswei-
sen aufgezeigt werden.
Analysiert werden sollen dazu zwei Varianten des
“ =" > Zauberdreiecks: der Zauberwiirfel und das Zauberdo-
M | dekaeder. Ein solcher Polyeder wird dabei so mit ir-
d'J ; 20 gendwelchen Zahlen belegt, dass die Summe der
J Eckzahlen fiur jede Begrenzungsflache des Polyeders
| 5 denselben Wert, die so genannte ,,Zauberzahl* ergibt.
Al Sucht man nach Phdnomenen, also weiteren Invarian-
ten neben der Flachensumme, so erweist es sich als zielfihrend, die Geo-
metrie bzw. die Symmetrie dieses Korpers zu berticksichtigen. Es ist nahe
liegend, im geometrischen Bezug stehende, insbesondere symmetrisch zu-
einander gelegene Zahlenpaare, -Tripel etc. miteinander zu vergleichen.
Man stellt hier eine Reihe von Phdnomenen fest:
e Summengleichheit gegeniberliegender Kanten (z.B. 7+3 = 4+6 oder
8+4 = 3+9)
o Differenzgleichheit gegenuberliegender Flachendiagonalen (z.B. 3-1
= 4-2 oder 8-1 = 9-2)
o Differenzgleichheit der Raumdiagonalen (4-3 = 2-1 = 9-8 = 7-6)
e Summengleichheit von jeweils vier der acht Dreibeinsummen
(= Summe aus Eckzahl und den drei 2]
benachbarten Zahlen, z.B. 2+ = 19 5
A+ =7+ =9+ ) _I 7\@—1| 2 ﬂl
Der Mittelwert der beiden Dreibeinsummen |
(hier 19 und 21) ergibt die Zauberzahl des AR
Wirfels. Pruft man die Verteilung der zu den ‘ o El
Dreibeinsummen gehdrigen Ecken, so stellt =~ 21] : AG
man fest, dass die zu gleichen Summen N 21
gehdrigen Ecken jeweils einen Innentetraeder 0]
des Wirfels aufspannen. Nicht nur auf der Suche nach Phanomenen gilt es
also geometrische Bezlige zu nutzen, vielmehr ist die rdumliche Analyse



von Phanomenen auch geeignet, um auf geometrische Sachverhalte, wie
die Existenz der Innentetraeder, aufmerksam zu machen.

Auch bei der algebraischen Analyse des Zauberwiirfels durch operatives
Vorgehen zeigt sich ein enger Bezug zur Geometrie. Da sich die Erhéhung
einer Eckzahl auf die Summe der drei benachbarten Flachen auswirkt und
sich ein Wurfel aus zwei solchen Raumecken aufbauen lasst, geht bei der

gleichzeitigen Veranderung der zu einer Raumdiagonale = -

gehorigen Eckzahlen um denselben Wert die ek 4
Zaubereigenschaft nicht verloren. Es ist auch mdglich,

die Eckzahlen einer Wirfelseite durch abwechselndes .
Addieren und Subtrahieren einer Zahl k zu verandern, d b
ohne die Zauberzahl zu beeinflussen. Die a

Hintereinanderausfiihrung der vier Raumdiagonaloperationen und einer
K-, —k“-Operation auf einen nur mit Nullen belegten Zauberwirfel er-
gibt also wieder einen Zauberwiurfel. Es lasst sich zeigen, dass jeder Zau-
berwirfel so erzeugt werden kann, und dass die beobachteten Phdanomene
mit diesen Operationen vertraglich sind, es sich also nicht nur um zuféllige
Erscheinungen handelt.

Der Bezug zwischen Geometrie und algebraischer Struktur soll im Fol-
genden auch noch an einem weiteren Zauberpolyeder, dem Zauberdode-
kaeder, demonstriert werden. Hierbei wird auch deutlich werden, dass sich
der Einsatz und insbesondere die Analyse von Zauberfiguren weit Uber die
Grundschule hinaus erstrecken konnte. Erste Analogisierungsversuche mit
Zahlentupeln bei der Phdnomensuche wie etwa die Betrachtung von Raum-
diagonalen und punktsymmetrisch gelegener
Kanten flhren nicht zum Erfolg. Damit bietet
es sich an, auf die Untersuchung von Zah-
lentripeln zu wechseln. Auch hier ist es nicht
Erfolg versprechend, irgendwelche drei Zah-
len zu betrachten. Vielmehr ist es nahe lie-
gend, die drei an eine Ecke angrenzenden
Zahlen, die &quidistant auf einem Ring lie-
gen, mit dem gegeniiberliegenden Zahlenring
zu vergleichen. Es stellt sich dabei heraus,
dass gegeniberliegende Ringsummen gleich sind.

Insgesamt gibt es entsprechend der Anzahl gegenuberliegender Eckenpaare
20:2 = 10 solche Ringsummenpaare. Es lassen sich aber noch weitere geo-
metrisch ,,vernlnftige” Ringe in dem Dodekaeder finden. So bietet es sich
an, Ringe mit mehr als drei Zahlen zu betrachten. Wahlt man finf Zahlen,
so erscheint ein ,,geometrisch verninftiger* Ring, der um die Ecken einer




Seitenflache zu sein. Nattrlich hat auch der
am Dodekaederzentrum gespiegelte Ring die
gleiche Ringsumme. Dies ist schlie3lich eine
unmittelbare Folge der Zauberdefinition. Ein
allerdings wirklich iberraschendes Phdnomen
bestent darin, dass die zwei groReren
Parallelringe mit ebenfalls jeweils funf
Zahlen, denselben Ringsummenwert besitzen.

Damit existieren entsprechend der Anzahl der
Seitenflachen des Dodekaeders 12:2 = 6 solcher
Ringssysteme und damit 4-6 = 24 wertgleiche Finfer-
Ringsummen. Derartige Ringsysteme stellen hoch-
symmetrische und hochésthetische Muster der Kugel-
oberflache dar. Deutlich wird dies, wenn diesen Ring-
systemen eine Innenkugel einbeschrieben wird.

Ausgehend von einem algebraischen Phdnomen lassen sich hier auch wie-
der geometrische Entdeckungen machen. Der Bezug zwischen Geometrie
und Arithmetik wird auch bei der algebraischen Analyse deutlich, die zu-
néchst mit der operativen Erzeugung von Zauberdodekaedern begonnen
werden soll. Dazu geht man wieder von einem nur mit Nullen belegten
Zauberdodekaeder aus. Erhéht man eine Ecke um einen Wert k, so wirkt
sich dies auf die benachbarten drei Seitensummen aus.
Dadurch geht zunéchst die Zaubereigenschaft verloren.
Man kann aber in geeigneter Weise insgesamt vier E-
cken um k erhohen, sodass wieder ein Zauberdodekae-
der mit der Zauberzahl k entsteht. Die Ecken, die beli
dieser zauberinvarianten Operation veréndert wurden,
spannen einen Innentetraeder des Dodekaeders auf.
Durch Rotation um eine Symmetrieachse erhdlt man vier weitere Innentet-
raeder, durch Spiegelungen jeweils einen zusétzlichen und damit insgesamt
zehn solcher Innentetraeder bzw. eben zehn
zauberinvariante Operationen. Die algebrai-

d+c',

- @ sche Darstellung dieser so erzeugten Zauber-

, wtn e dodekaeder lasst sich am Einfachsten im ge-

ol a diere o platteten Graphen des Dodekaeders darstel-
\ e+le‘ b+b len.

bre”“ara” €/ Wenn auch sicherlich jeder Zahlendodekae-

aw ] der diesen Typs ein Zauberdodekaeder ist, so

@ L/ ist zunachst nicht klar, dass tatsachlich auch

O— @ jedes Zauberdodekaeder von diesem Typ ist.

Um dies nachzuweisen, kann auf das Vektorraumkalkil zuriickgegriffen



werden. Man macht sich leicht klar, dass die Zahlendodekaeder einen Vek-
torraum und die Zauberdodekaeder einen Untervektorraum dieses Vektor-
raums bilden. Ebenfalls ist damit klar, dass die operativ erzeugten Losun-
gen, also der von den Innentetraedern aufgespannte Raum ein Untervektor-
raum des Zauberdodekaederraums ist. Haben beide dieselbe Dimension, so
sind sie identisch bzw. die obige algebraische Darstellung ist allgemeingil-
tig. Stellt man die zehn ,,Innentetraeder“-Vektoren bzgl. einer geeigneten
Basis des Zahlendodekaeder- ¢ @ 4 <4 4 & - ¥ b b
raums dar, so erkennt man, dass :

diese sich nichttrivial zum Null-
vektor linear kombinieren lassen.
Ebenfalls ist festzustellen, dass je
neun dieser Vektoren linear un-
abhangig sind. Der Innentetra-
ederraum ist also neundimensio-
nal. Das Zauberdodekaeder wird 0
algebraisch durch ein Gleichungs- aip+c+d+e=z S——
system mit 12 Gleichungen und 21 a+b+g+h+m=z / i \
Variablen beschrieben. Um die Di- : : O o >
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mension des Zauberdodekaeder- p+q+r+s+t=z AN \\h
raums zu bestimmen, muss geklart \d i‘\/

- - . a b
werden, wie viele der 12 Gleichun- —

gen linear unabhéngig sind. Dazu wird das Gleichungssystem in Matrizen-
form geschrieben und die Matrix durch elementare Zeilenumformungen
und Spaltenvertauschungen auf Dreiecksform gebracht. Damit ist erkenn-
bar, dass alle 12 Gleichungen unabhéngig sind und die Dimension des
Zauberdodekaederraums 21-12 also ebenfalls 9 betragt. Alle Zauberdode-
kaeder lassen sich also allein durch Innentetraeder-Operationen erzeugen.
Da, wie man zeigen kann, die beobachteten Phdnomene mit den Innentetra-
ederoperationen vertraglich sind, handelt es sich also um keine zufélligen
Erscheinungen, sondern um echte Zauberdodekaederphanomene.

Die Auseinandersetzung mit den mathematisch reichhaltigen Zauberpolye-
dern stellt eine noch bei weitem nicht ausgeschopfte lohnende Aufgabe dar.
Es konnen dabei Phdnomene entdeckt, durch operatives VVorgehen mathe-
matische Analysen angestellt werden und dabei viele geometrische Erfah-
rungen gewonnen werden.
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