Hans HUMENBERGER, Dortmund
Nachbar briiche, M edianten und Farey-Reihen —
entdeckender und verstandiger Umgang mit Brichen

Hier soll es insbesondere darum gehen, einen moglichst genetischen Weg
zu diesem Problemkreis aufzuzeigen: Phanomene, Begrindungen und
maogliche Umsetzung im Schulunterricht. In der Literatur sind Begrindun-
gen med entweder ,ziemlich zahlentheoretisch-technisch® (proofs that
only prove, statt proofs that also explain) oder gar nicht vorhanden.

John Farey war kein Mathematiker, sondern ein englischer Geologe
(1766 — 1826), der eine erstaunliche Eigenschaft von gekirzten Briichen
aus [0 ; 1] entdeckte: Die Farey-Reihe (genauer eigentlich eine Folge) F,
fir eine feste nattirliche Zahl n besteht aus den der Gr6(3e nach geordneten
gekdrzten Brichen aus[0 ; 1] mit Nenner £n:

z. B. F5:—&9 1112132 §AL%9_ In solchen ,Relthen* ist Farey

1 §1'5'4’'3'5'2'5'3'4'5'15
aufgefalen, dass jeder innere Bruch dieser Reihe denselben Wert hat wie
Summeder Nachbarzahler

(in manchen Falen muss gekiirzt werden!).
Summeder Nachbarnenner

Wir werden im Folgenden dieses Problem nicht direkt weiter verfolgen,
sondern die LAsung quas indirekt durch andere Betrachtungen mit Briichen
erhalten. Diese missen nicht notwendig in , Farey-Reihen” minden bzw.
durch Farey-Reihen motiviert sein, se sind auch fur sich genommen inte-
ressant und laden zu Erkundungen, Entdeckungen und Begriindungen ein.
Dies auch im normalen Schulunterricht! Mathematisch handelt es sich fast
ausschliefdich um den Bereich der elementarsten Bruchrechnung. Nur ganz
zum Schluss kann das Prinzip der vollstandigen Induktion einflief3en.

Nachbar briiche

Bel der Berechnung von Differenzen von Briichen passiert es oft, dass der
Zahler 1 ist, sogar ohne Kirzen, z. B. 1/3  1/4 = 1/12. Eine kleinere Diffe-
renz als 1/12 kénnen n/3 und nvV4 nicht haben, so dass es plausibel ist, sol-
che Briiche als Nachbar brtiche zu bezeichnen.

Definition: Zwei Briiche %<§ heiRRen Nachbar briiche (NB),
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In diesem Zusammenhang sind natlrlich auch andere ,,Namen* daflr
denkbar: , Partnerbriiche, ,minima benachbarte Briche* (vgl. Mdiller/
Steinbring/Wittmann 2004, S. 328" etc.

Mit dem neu geschaffenen Begriff soll nun auch gearbeitet, seine Struktur
also genauer studiert werden. Dies ist ja elne typische mathematische T&
tigkeit, die hier auf schuladdguatem Niveau exemplarisch durchgefihrt
werden kann. Solche den neuen Begriff erforschende Téatigkeiten kdnnen
durch geeignete Fragestellungen angeregt werden (moglichst nicht in der
Form: ,Man beweise, dass . . .“), die interessant, motivierend, nicht zu eng
und nicht zu weit formuliert sind.

Hier eine kleine Auswahl von Fragestellungen, die geeignet sind, den neu-

en Begriff besser zu , begreifen® (auch andere, von Lernenden gemachte

Beobachtungen und Vermutungen bzw. gestellte Fragen sind oft interessant

und einer ndheren Betrachtung wert):

1. Wie sehen NB von ganzen Zahlen aus?

2. Gibt es zu jedem vorgegebenen Bruch einen NB?

3. Kann es zu einem vorgegebenen Bruch mehrere NB geben? Wenn ja,
finde moglichst viele zu 2/5. Wer findet am meisten (den gré  ten)?

4. Kann es einen Bruch geben, der genau einen oder genau 2 NB (einen
»links* und einen , rechts’) hat?

5. Welche Briiche a/5 und ¢/7 sind NB? Kann man NB auch bel beiebigen
Nennern, z. B. a/6 und ¢/10 finden? Worauf kommt es dabel an?

6. Gibt es ungekirzte NB? Diese Frage mundet direkt in:
INachbar briiche sind immer gekiirzt“! | (1)

7. Wie seht der Bereich zwischen 2 NB aus? Finde zwischen zwei NB
weitere Briiche mit mdglichst kleinem Nenner. Wettbewerb: Wer findet
den kleinsten Nenner? Diese Frage fihrt wieder zu einer Vermutung:

Zwischen Nachbar brtichen kénnen nur 2
Briche mit grofierem Nenner liegen.

Medianten

Es it en besonders haufiger Schilerfehler bei der Bruchaddition analog
zur Multiplikation zu verfahren nach der ,,Regd”: Zahler plus Zéhler, Nen-
ner plus Nenner. Vidlecht kdnnte eine genauere Beschéftigung mit dieser
Rechenart (nicht nur: ,se ist fasch ba der Summenbildung®) dazu beitra-
gen, dass dieser Fehler nicht mehr so haufig vorkommt, wenn némlich dem

1 Dort wird eine Aufgabe formuliert, deren Bearbeitung von den Leserinnen und Lesern auf eine Art a-
wartet wird, diewohl dhnlich dem hier vorgeschlagenen Wegist.

2 Die Begriindungen von (1) — (6) sind sehr einfach, so dass sie aus Platizgriinden hier entfalen. In einer
ausfuhrlicheren Verson zu diesem Themawerden auch diese enthalten sein.



chen einen Bruch zwischen ihnen zu finden. Man kann z. B. mit der Inter-
pretation der Brlche als ,, Sdurekonzentrationen” leicht einsehen, dass der
Wert von (a +¢)/(c + d) scher zwischen a/b und c/d liegen muss. Der
Term (@ +c)/(c + d) erhdt sogar einen eigenen Namen (auch oft ,, Chuquet-
Mittd“ genannt, z. B. Hischer 2004):

arc heild Mediante zu den Briichen a und E;
b+d b d

ge liegt immer zwischen ihnen.

Definition:

Hier wieder einige lohnende ,, Forschungsfragen® fur Lernende, die die ba-

den neuen Begriffe verbinden:

- Die Mediante 2/7 zu den NB 1/4 und 1/3 ist — wie man leicht nachrech-
net — ihrerseits NB zu den Ausgangsbriichen. Ist dies immer so, oder
kann man NB finden, so dass deren Mediante kein NB zu ihnen ist?

Hier war die Mediante 2/7 auch ein gekurzter Bruch; kann man NB fin-
den, so dass deren Mediante ein nicht gekirzter Bruch ist?

Die Mediante von Nachbarbrichen ist ihrerseitsNachbarbruch
zu den Ausgangsbrichen  (und somit nach (1) gekirzt!) .

3)

Gibt es aul¥er der Mediante zwischen 2 NB noch andere Briiche, die NB
? Oder igt die Mediante der einzige solche
Bruch? Welche Briche /4 < m/n < /3 snd NB zu /4 und 1/3 ?

Wenn der Bruch m/n zwischen a/b und c¢/d liegt und NB zu 4

ihnen ist, so muss er deren geklrzte Mediante sein. )
Mediantenreihen bei Nachbarbrichen | | I
Wir wollen nun ausgehend von zwei NB 2 oy my e
b n, n, n, d

die Mediantenbildung oft hintereinander
machen, so dass enige Briche im Intervdl [a/b ; c/d] entstehen (, Ta-
lungspunkte*): der erste it my/n,, die Mediante von [a/b ; ¢/d]; als néchstes
setzen wir my/n,, die Mediante von fa/b ; my/ny]; dies sezen wir enige
Male fort, indem wir mmer wieder zu benachbarten Briichen die Mediante
ds neuen Telungspunkt ensetzen (in beliebiger Rehenfolge, d. h. my/n;
konnte auch die Mediante von [a/b ; my/n,] oder [my/n,; my/n;] sain).




So ein Gebilde hell?e Mediantenreihe. Wegen (3) und (4) ist dann klar:

In einer Mediantenreihe, die von 2 Nachbarbrtichen ausgeht,
sind je 2 aufeinander folgende Briiche Nachbarbriicheund jeder 5)
innere Bruch ist die gekir zte Mediante seiner beiden Nachbarn.

In den obigen Betrachtungen spielte das genaue Zustandekommen der
Mediantenreihe keine Rolle. Im Folgenden wollen wir spezielle Medianten-
reihen M | betrachten, die durch zwei Bedingungen festgelegt sind:
Die Start-NB sind 0/1 und /1 .
Wir fuhren die Mediantenbildung genau so lange durch, as dle entste-
henden Nenner £ n sind.
Die Mediantenrethe M, ist z. B. gegeben durch:

0/1 V4 13 V2 23 34 V1
Der Relthe nach ergeben sich zunéchst die Medianten 1/2, 1/3, 2/3. Nun
kann man bei M, die Mediantenbildung nur noch in [0/1 ; 1/3] und in

[3/4 ; 1/1] fortsetzen (in den anderen Intervalen erhielte man Nenner > 4)
und erhdt 1/4 und 3/4.

Nach (3) bzw. (1) ist nun Kklar, dass ale auftretenden Briiche in M gekurrzt
sind; aber enthdlt M, auch alle gekirzten Briiche mit Nenner £ n ?
Auch diese Frage kann positiv beantwortet werden:

In M _ liegen alle gekur zten Briche mit Nenner £n. (6)

Streng genommen ist hier ein Induktionsbewels nétig, aber auch ein exem-
plarischer Ubergang, z. B. M, ® M., kann hier Einsicht in die ,Erblich-
keit” der Guiltigkeit von (6) verschaffen.

Damit i M, =F, klar, und die Medianteneigenschaft von Farey-Reihen
F, ist mit ganz elementaren Mitteln anschaulich und genetisch begriindet.
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