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Entdecken und Begriinden — Unterrichtsanalysen

Sowohl das Entdecken als auch das Begriinden spielen in den letzten Jah-
ren innerhalb der mathematikdidaktischen Diskussion eine grof3e Rolle. In
meinem Forschungsprojekt werden in Fallstudien Entdeckungen und Be-
grindungen von Schilern im Mathematikunterricht rekonstruiert. Als Ana-
lysemittel dienen zwei Modelle aus der Philosophie. Zur Argumentations-
analyse wird das Schema von S. E. Toulmin (1975) verwendet. Die
Analyse der Entdeckungen bzw. Gesetzesfindungen erfolgt mit Hilfe des
Abduktionsschemas von Ch. S. Peirce (1839-1914).

1. Entdecken als Abduktion

Die Abduktion ist ein drittes elementares Schlussverfahren, neben der De-
duktion und der Induktion. Sie wurde von Ch. S. Peirce in die wissen-
schaftliche Debatte eingefiihrt. Innerhalb der Mathematikdidaktik wurde
sie bisher hauptsachlich zur Beschreibung der Theorieentwicklung inner-
halb der empirischen Forschung benutzt (vgl. Beck/Jungwirth 1999 und
Voigt 1984, S. 83ff). Auch wird der Begriff der Abduktion zur Beschrei-
bung des Mathematiklernens allgemein (Hoffmann 2002) bzw. in Bezug
auf das entdeckende Lernen (Voigt 2000) verwendet.

Die generelle Form der Abduktion beschreibt Peirce folgendermalien (vgl.
CP 5.189, 1903):

“The surprising fact, F, is observed. Resultat: F(x,)

But if H were true, F would be a matter | Gesetz: v x.: H(x,) = F(x,)
of course.
Hence, there is a reason to suspect that | Fall: H(x,)
H is true.”

Zu einer gegebenen Beobachtung, dem tberraschenden Resultat, wird ein
allgemeines Gesetz gesucht, welches die Beobachtung erklaren kénnte. Das
Gesetz wird also verwendet, um das Resultat auf den zugrunde liegenden
Fall zurtickzufiihren. Da auch andere Féalle unsere Beobachtung erkléren
konnten, handelt es sich bei der Abduktion um einen hypothetischen
Schluss.

Zur Konkretisierung kann Keplers Entdeckung der elliptischen Umlauf-
bahnen dienen: Tycho Brahe konnte beobachten, dass die Positionen des
Mars von der von Kepler zundchst angenommenen Kreisbahn um die Son-
ne abwichen. Kepler loste das Problem, indem er in Ubereinstimmung zu
den Beobachtungsdaten Brahes das allgemeine Gesetz der elliptischen Um-



laufbahnen der Planeten um die Sonne aufstellte. Keplers Abduktion kann
folgendermalien rekonstruiert werden:

Resultat:  Die empirischen Werte von Tycho Brahe.

Gesetz: Die Planetenbahnen um die Sonne sind elliptisch.
Fall: Der Mars bewegt sich auf einer elliptischen Bahn um die
Sonne.

Nach Eco (1985) bzw. Bonfantini und Proni (1985) lassen sich u.a. drei
Arten von Abduktionen unterscheiden:

- Bei einer Gibercodierten Abduktion ist das Gesetz, welches die Resul-
tate auf die sie erklarenden Falle zuriickfuhrt, bekannt und liegt quasi
auf der Hand. Um eine solche Abduktion handelt es sich beispiels-
weise, wenn ein Schiler im Mathematikunterricht in einer Aufga-
benstellung ein kurz zuvor eingefiihrtes Gesetz erkennt, welches
nicht explizit erwéhnt wurde.

- Bei einer untercodierten Abduktion ist das Gesetz ebenfalls bekannt,
jedoch liegt es nun nicht mehr auf der Hand. Es muss beispielsweise
aus einer Reihe von gleichwahrscheinlichen Gesetzen ausgewéhlt
werden.

- Bei kreativen Abduktionen wird die erkenntniserweiternde Funktion
dieses Schlusses besonders deutlich. Das Gesetz, welches die Resul-
tate erklaren soll, muss neu erschaffen werden. Erst mit Hilfe dieses
neuen Gesetzes kénnen wir den unseren Resultaten zugrunde liegen-
den Fall erschlief3en.

2. Begrinden von Entdeckungen

Wenn ein Schiler im Mathematikunterricht eine Abduktion vollzieht und
diese erlautert, hat er damit nur eine Hypothese plausibel gemacht, aber
nicht bewiesen. Es ist ja nicht selbstverstéandlich, dass gerade dieses Gesetz
angewendet werden muss bzw. dass es die mit diesem Gesetz erschlosse-
nen Félle sind, welche die Resultate haben entstehen lassen. Auch das Ge-
setz selber kann falsch sein. Um der Abduktion eine groRere Sicherheit ge-
ben zu konnen, bieten sich generell zwei Mdglichkeiten an; eine eher
empirische und eine eher theoretische:

A Peirce beschreibt das VVorgehen einer Hypothese mehr Plausibili-
tat zu verschaffen mit einem Dreierschritt bestehend aus der Ab-
folge Abduktion — Deduktion — Induktion. Nachdem abduktiv ei-
ne neue Hypothese aufgestellt wurde, deduzieren wir die



Konsequenzen aus dieser und testen diese anschlieend induktiv.
Ausgehend von seiner Hypothese der elliptischen Umlaufbahn
konnte Kepler Positionen des Mars zu gewissen Zeitpunkten er-
rechnet haben. Der folgende induktive Test wiirde darin bestehen,
dass Kepler neue Positionsbestimmungen vollziehen l&sst, um
diese anschlieBend mit den vorausgesagten abzugleichen.

B Besonders bei kreativen Abduktionen ist es sinnvoll, das neu ein-
geflihrte Gesetz zu begriinden. Dies geschieht mittels eines tiefer
liegenden Gesetzes, bei Toulmin Regel genannt. Eine solche Be-
grindung ist allerdings nicht immer moglich. So konnte Kepler
etwa das Gesetz der elliptischen Umlaufbahnen selber nicht be-
weisen. Dies gelang erst wesentlich spater mit Hilfe der Newton-
schen Mechanik.

Mdoglichkeit A wurde von Peirce genauer ausgearbeitet. Allerdings hat die
Mathematik einen Wahrheitsanspruch, der mit einer (unvollstandigen) In-
duktion nicht befriedigt wird. Somit erscheint gerade Mdglichkeit B wich-
tig fur das Fach Mathematik.

Hinsichtlich des Begrundens folgt meine Studie der Arbeit von R.
Schwarzkopf (2000): Die Rekonstruktion von Schulerargumenten erfolgt
mit dem Schema des Wissenschaftsphilosophen S. E. Toulmin. Das Zu-
sammenspiel der beiden Modelle von Peirce und Toulmin zur Begriindung
eines abduktiv gewonnen Gesetzes kann folgendermalien aussehen:

Argument Abduktion
(Begriinden) (Entdecken)

Resultat:  R(X;)
» Gesetz: V X F(X) = R(X)

Fall: F(X,)




3. Empirische Untersuchung

Den mathematischen Schwerpunkt meiner Studie bildet der Funktionsbe-
griff. Zur Verwirklichung dieses Vorhabens wurden Aufgaben ausgewéhlt
und entwickelt, die das Entdecken funktionaler Zusammenhange und deren
anschlielende Begriindung ermdglichen sollten. In insgesamt sieben Klas-
sen (Grundschule und Sekundarstufe 1) wurde der Mathematikunterricht
mittels Audio- und Videoaufnahmen dokumentiert.

Ein Beispiel aus dem Vortrag: In einer 10. Klasse waren vor der Untersu-
chung nur Quadratfunktionen behandelt worden. In der vorgestellten Ma-
thematikstunde entdecken die Schiler an einem ungewohnten Graphen die
Potenzfunktion héheren Grades. Sie begriinden ihre Hypothese mit alge-
braischen Regeln und Regeln der Ubertragung arithmetischer Zusammen-
hénge in geometrische Anschauung. An der dokumentierten Unterrichts-
szene werden sowohl Abduktionen als auch induktive und deduktive
Elemente von Begriindungen rekonstruiert.

4. Literatur

Beck, Ch. & H. Jungwirth (1999): Deutungshypothesen in der interpretativen For-
schung. In: JMD 20, S. 231-259

Bonfantini, M. und G. Proni (1983): Raten oder nicht raten? In: Eco, U. und T.A. Se-
beok (Hrsg.): The sign of the Three — Dupin, Holmes, Peirce. Bloomington and
Indianapolis: Indiana University Press

Eco, U. (1983): Horner, Hufe, Sohlen. Einige Hypothesen zu drei Abduktionstypen. In:
Eco, U. und T.A. Sebeok (Hrsg.): The sign of the Three — Dupin, Holmes, Peirce.
Bloomington and Indianapolis: Indiana University Press

Hoffmann, M. (2002): Erkenntnisentwicklung. Ein semiotisch-pragmatischer Ansatz.
Dresden: Philosophische Fakultat der Technischen Universitat

Peirce, Ch. (CP): Collected Papers of Charles Sanders Peirce. Cambridge, Mass.: Har-
vard UP

Schwarzkopf, R. (2000): Argumentationsprozesse im Mathematikunterricht. Theoreti-
sche Grundlagen und Fallstudien. Hildesheim: Franzbecker

Toulmin, S.E. (1975): Der Gebrauch von Argumenten. Kronberg: Scriptor

Voigt, J. (1984): Interaktionsmuster und Routinen im Mathematikunterricht. Theoreti-
sche Grundlagen und mikroethnographische Fallstudien. Weinheim: Beltz

Voigt, J. (2000): Abduktion. In: Beitrdge zum Mathematikunterricht, Hildesheim:
Franzbecker, S. 694-697



	 
	Entdecken und Begründen – Unterrichtsanalysen 

