Bernd RECKELKAMM, Bielefeld
e wie Excel
— mit Exca-Funktionen zur e-Funktion —

Zusammenfassung: Excel kann beim Erarbeiten von Begriffen sehr unterschiedliche
Aufgaben tbernehmen. In der vorgestellten Unterrichtssequenz dient das System dazu,
empirische Werte zu mitteln, gleichartige Rechnungen parallel (und daher schnell ver-
gleichbar) durchzufiihren, Funktionen zu plotten, Parameter in Tabellen und graphi-
schen Darstellungen zu variieren, Folgen zu untersuchen und graphisch darzustellen,
sowie erste Ideen Uber ihr Grenzverhalten zu entwickeln. Der didaktische Mehrwert
liegt in der Moglichkeit, in unterschiedlicher Weise experimentell mit Mathematik zu
arbeiten und die dabei gewonnenen Vermutungen auf ihre Tragfahigkeit hin zu
Uber prifen.

0. Unterrichtlicher Vorlauf

Die in diesem Beitrag vorgestellte Unterrichtssequenz geht nur am Rande
auf inhaltliche Anwendungen von Exponentialfunktionen ein. Diese kon-
nen in einem wiederholenden und vertiefenden V orspann, etwa im Rahmen
eines Vergleichs verschiedener Wachstumsmodelle (linear, parabolisch,
exponentiell) behandelt werden.

1. Ein experimenteller Weg zur Ableitung von f(x) = 2*

Die Schiler erhalten eine Kopie mit dem Graphen von f(x) = 2 auf mm-
Papier. Gesucht ist die Ableitungsfunktion f’. Eine rein qualitative Betrach-
tung zeigt, dass es sich um einen ,,dhnlichen* Kurvenverlauf handeln wird:
»links auRen” Werte in der Nahe von 0, fur wachsende Werte von x konti-
nuierlich steigend. Fur eine erste quantitative Annadherung zeichnen die
Schiler in mehreren Gruppen Tangentenstiickchen fir x € {-2, -1, ..., 2,
3} auf dem Arbeitsblatt ein und berechnen die jeweiligen Steigungen mit
Hilfe von Steigungsdreiecken.
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werden. Da es nicht auf den Startwert ankommt, kann man bei x = O star-
ten. Auf diese Weise erhdlt man als ersten konkreten Vorschlag: f'(x) =
f(0) -f(x) = 0,7 - 2%,
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2. Die Analysevon Differenzenquotientenfunktionen

Will man den vorgeschlagenen Zusammenhang Uberprifen, bietet es sich
an, fur die obigen x-Werte die jeweiligen Differenzenquotienten zu unter-
suchen. Dies kann mit Excel parallel geschehen, da mittels der Kopierfunk-
tion sowohl die Minimierung von h (h = 0) as auch die Ubertragung des
Verfahrensvom 1. Wert auf alle anderen vorgenommen werden kann.

Untersuchungen zur Ableitungsfunktion von x --> b”x, b= 2

Stellen, an denen die Tangentensteigungen angenahert werden sollen: X

x-Abstand des zweiten Punktes der Sekante: h

f X
drex) 3 2 1 0 1 2 3
h 1 0,12500 0,25000 0,50000 1,00000 2,00000 4,00000 8,00000

0,1 0,08972 0,17943 0,35887 0,71773 1,43547 2,87094 5,74188
0,01 0,08694 0,17389 0,34778 0,69556 1,39111 2,78222 5,56444
0,001 0,08667 0,17335 0,34669 0,69339 1,38677 2,77355 5,564710
0,0001 0,08665 0,17329 0,34659 0,69317 1,38634 2,77268 5,54537
0,00001 0,08664 0,17329 0,34657 0,69315 1,38630 2,77260 5,54520
0,000001 0,08664 0,17329 0,34657 0,69315 1,38629 2,77259 5,564518

Das Ergebnis ist einerseits verlasdicher as die grobe empirische Vorge-
hensweise aus dem 1. Abschnitt, andererseits bestétigt es die dort gewon-
nene Vermutung.

3. Parametervariation: von 2 zu 3* zu €

Die Schritte 1 und 2 kann man fir g(x) = 3* schlicht wiederholen. Ergebnis
ist die Vermutung: g'(x) = g'(0) -g(xX) ~ 1,1 - 3. Unter Excel-Bedingungen
haben wir jedoch die komfortable Moglichkeit, die Zahl 2 in der obigen
Tabelle einfach zu Uberschreiben. Dadurch erhalten wir sofort die entspre-
chende Tabelle der Differenzenquotienten fir die Basisb = 3.

Der néchste Schritt ergibt sich nun fast von selbst: Wenn fir das Ableiten
lediglich die Steigung an der Stelle 0 bekannt sein muss, dann hat digjenige
Funktion h, die dort die Ableitung h’'(0) = 1 hat eine besonders einfache
Ableitung, ndmlich sich selbst. Die zugehdrige Basis erhalten wir durch
Ausprobieren, indem wir in der vorliegenden Excel-Tabelle die Zelle fir
die Basis b fortlaufend Uberschreiben und kontrollieren, welchen Wert die
Ableitung an der Stelle O (ndherungsweise) hat. Etwas feiner ausgedrickt,
fuhren wir eine Intervallschachtelung durch. Damit ist e eingefuhrt.

Die zentrale Vermutung, dass fur die Ableitung der Exponentialfunktion
f(x) = b* gilt: f (X) = f (0) - b%, ist damit natiirlich noch nicht bewiesen.
Aber der Hintergrund dieser Regel sollte jetzt fur die Schiler durchsichti-
ger sein. Ein exakter Beweis konnte an dieser Stelle erfolgen.



4. Dielnterpretation im Koordinatensystem

Schon die Ergebnisse fiir 2* bzw. 3"
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Die Abbildung links zeigt, dass der Graph zu f' unterhalb zu dem von f ver-
lauft. Da der Faktor einen Wert von ca. 0,7 hat, ist dies nicht Gberraschend.
Entsprechend springt der Ableitungsgraph auf die ,,andere Seite der Grund-
funktion”, wenn wir statt der Basis b = 2 die Basis b = 3 wéhlen. Schliefs-
lich hat der Faktor (die Ableitung an der Stelle 0) in diesem Fall einen Wert
vonca 1,1.

Die Berechnung der Funktionswerte fir f(x) = b* sowie des Faktors ¢ =
f'(0) héngt von einer vorher festgelegten Parameterzelle ab, die den jeweils
aktuellen Wert fir die Basis b enthdlt. Es stellt sich nun dieselbe Frage wie
in Tell 3: Wieist der Parameter b (die Basis b der Exponentiafunktion) zu
wahlen, damit Grundfunktion f (durchgehend oder griin geplottet) und die
zugehorige Ableitung (gestrichelt oder rot gezeichnet) deckungsgleich U-
bereinander liegen? Wie in 3. erhdlt man durch Uberschreiben des Zellen-
inhalts die gesuchte Basis und damit e — ndherungswei se.

Q

Anmerkung zur Sequenzbildung: Natlrlich ist es moglich und je nach Diskussionslage
im Kurs sogar sinnvoll, zunéchst die Differenzenquotienten fir y = 2* zu berechnen und
die Grundfunktion zusammen mit ihrer Ableitung zu plotten. Erst dann wirde man zur
Basis b = 3 wechseln und zuletzt die angestrebte Naherung fur e durchfihren. Tabel-
lenanalyse und graphische Analyse im Koordinatensystem wirden damit enger zusanm+
menr ticken.

5. Einealternative Definition von e

Der oben geschilderte Zugang zu e ist in sich schliissig und fur Schiler
plausibel. Die Frage, fur welche Basis b der zugehorige Differenzenquo-
tient an der Stelle O den Wert 1 bekommt, liefert ein auch mathematisch
befriedigendes Ergebnis. Dennoch mag der Charakter des Zufélligen im
Rahmen des Intervallschachtelungsprozesses storen. Hier kann ein Blick
auf eine alternative Definition bzw. Berechnungsweise flr e helfen.
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6. Exkurseund Vertiefungen
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An dieser Stelle kann sich ein Exkurs zur finanzmathematischen Deutung
des neuen Berechnungsverfahrens anschlief3en (stetige Verzinsung). Eben-
so bietet es sich an, das Konvergenzverhalten der obigen Folge abzuschét-
zen mit Hilfe von besser tiberschaubaren Hilfsfolgen. Plottet man diese drei
Folgen gemeinsam, gewinnt ein solches Verfahren zusitzliche Uberzeu-

gungskraft.

Material

Diein diesem Artikel vorgestellten Materialien, insbesondere die Excel-Dateien, sind zu
finden auf der Homepage der Fachschaft Mathematik des Helmholtz-Gymnasiums Bie-

lefeld: www . helmholtz-bi.de




