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Elementare Kombinatorik unter kognitionspsychologischem
Fokus

Motivation und Einordnung

Wie kein anderes Gebiet der Mathematik ist die Kombinatorik mit Begrif-
fen des Alltags durchdrungen, viele Fragestellungen zeichnen sich durch
einen hohen Alltagsbezug aus. So hélt Brualdi (1977) in dem Vorwort zu
»Introductory Combinatorics“ fest, ,,it would be surprising indeed if a
reader of this book had never solved a combinatorial problem” (S. 1). Der
dominierende Aspekt in der schulischen Behandlung dieser fachlichen
Domane liegt in der Erarbeitung enumerativer Fragestellungen, insbeson-
dere der kombinatorischen Grundprobleme, aber auch in kombinatorischen
Betrachtungen topologischen Ursprungs. Fir einen fachlich motivierten
Uberblick sei auf Polya (1983), Matousek und Nesetril (2002) und auf
Jungnickel und Jacobs (2004) verwiesen, firr eine fachdidaktische Uber-
sicht mit der Betonung auf intuitiven Zugangen, Visualisierungen und im-
pliziten Konzeptualisierungen siehe Fischbein und Gazit (1988), Martino
und Maher (1999), Sriraman und English (2004) und Batanero, Navarro-
Pelayo und Godino (1997).

Ziel dieser Arbeit ist es, die fachliche Domane und die verbundenen Lern-
und Lehrprozesse unter kognitionspsychologischen Aspekten zu betrachten
und neu zu analysieren. Unter Einbeziehung kognitionspsychologischer
Ergebnisse wird dargelegt, welcher Limitierung die Kapazitat unseres Ar-
beitsgedachtnisses obliegt. Effektives Lernen gelingt nur bei effektiver Ar-
beitsspeichernutzung, insbesondere sind hier die Implikationen, welche die
»,Cognitive Load Theory* (Sweller, 1988) liefert, von Bedeutung. Anhand
von Beispielen wird dargelegt, wie auf dem Hintergrund dieser Theorie,
durch geeignete Implementierungen, tberflissige kognitive Belastungen
vermieden werden kdnnen.

Das aktuell in der Presse erneut diskutierte ,,Ziegenproblem* zeigt bei-
spielsweise auf, wie fehlleitenden intuitiven Vorstellungen mit geeigneten
Visualisierungen begegnet werden kann. Kognitionspsychologen des Max-
Planck-Institutes in Berlin haben eine entsprechende Visualisierung mit
Schuler/innen getestet und konnten zeigen, dass sich bei geeigneter Dar-
stellung des Problems die Zahl der richtigen Ldsungen erhoht (Paulus,
2004).



Theoretische Referenzen

Die Kapazitat unseres Arbeitsgedachtnisses ist begrenzt, das Fassungsver-
maogen fir neue Informationen liegt bei sieben plus/minus zwei Einheiten.
Entscheidend ist aber nicht allein die Anzahl der Informationen, sondern
insbesondere auch die zwischen diesen bestehenden Interdependenzen (An-
derson, 2001; Parkin 2000). Eine Belastungsreduktion ist ber geeignete
Visualisierungen oder das Bilden entsprechender Makros mdglich. Eine
Visualisierung erleichtert das Erkennen der Beziehungen, geeignete Mak-
ros ermdglichen eine Informationsreduktion auf Uberschaubare kleinere
Einheiten (Baddeley, 1997; Cooper, 1997). Ein hohes relationales Geflecht
der beteiligten Konstrukte ist kennzeichnend fir viele mathematische Lern-
inhalte. Nehmen wir ein Beispiel aus der Linearen Algebra:

Es sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann ist die Abbildung
@p: V — V*¥* vermége o(v) = v** mit v¥*(f) = f (v) ein Isomorphismus
von V auf V**,

Dieser Satz stellt auf Grund der Interdependenzen der beteiligten Konstruk-
te hohe Anforderungen an das Arbeitsgedachtnis, insbesondere dann, wenn
nicht ausreichende Makros in dieser Wissensdomane vorhanden sind. Ex-
pertenwissen zeichnet sich durch reich- und beziehungshaltige Schemata
und einen hohen Automatisierungslevel aus, salopp formuliert gilt: ,,Fir
den Mathematiker ist V** nicht komplizierter als V* bzw. V*. Ein geeig-
netes Makro, beispielsweise zum Begriff der Dualitét, oder eine reichhalti-
ge Visualisierung kénnen hier das Verstandnis erleichtern.

Mit der ,,Cognitive Load Theory (CLT)" erfolgt eine Charakterisierung der
kognitiven Belastung des Arbeitsgedacht-

nisses (Sweller, 1988, 1994). Cognitive Load Theory]
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traneous” und erhohter ,,Germane Load“, d.h. bei zielgerichteten Verste-
hensaktivitaten. Als Ziele der CLT halten Paas, Renkl und Sweller (2004)
fest: ,,Cognitive load theory is concerned with techniques for managing
working memory load in order to facilitate the changes in long term me-




mory associated with schema construction and automation* (S. 2). Die bis-
herige instruktionspsychologische Forschung zielte tiber die Gestaltung von
Lernumgebungen auf die Reduktion der ,,Extraneous Load“. Neuere For-
schung setzt an den komplexen Aufgaben selbst an, mit dem Ziel die ,,In-
trinsic Load“ zu reduzieren. Das konventionelle Aufgabendesign in der
Kombinatorik betont strukturelle Elemente, so dass rezeptartig kategorien-
spezifische Lésungsformeln konsultiert werden kodnnen. Schwierigkeiten
fur Schuler/innen treten auf, weil sie i.d.R. nicht geniigend Vorwissen be-
sitzen, um mit der einhergehenden hohen kognitiven Belastung des Ar-
beitsgedachtnisses umgehen zu kénnen Eine geringere aufgabeninharente
kognitive Belastung ergibt sich nach Gerjets, Scheiter und Catrambone
(2004) durch die Abkehr von der blichen konventionellen molaren Struk-
tur sogenannter ,,worked examples®“. Wird beispielsweise in einer Textauf-
gabe nach der Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten der Anzahl der k-
Variationen aus n verschiedenen Elementen ohne Wiederholung gefragt, so
ergibt sich folgende Differenzierung fur die Beispielprasentation:

An einem olympischen 100m Sprint nehmen 7 Sprinter teil. Wie hoch ist die Wahr-
scheinlichkeit den Gold-, Silber und Bronzemedaillengewinner hervorzusagen?

»Molar example format*
Identify task features: Permutation-
without-replacement, order is important
Apply formula
Insert values
Calculate probability

,Modular example format*
Find 1st event probability
Find 2st event probability
Find 3st event probability
Find 4st event probability

Calculate the overall probability

In einer experimentellen Uberpriifung konnten Gerjets et al. (2004) zeigen,
dass das Lernen mit modularen Beispielaufgaben zu einer héheren Prob-
lemlésekompetenz sowohl flr isomorphe als auch neue Probleme fiihrt.

Reflexion und Ausblick

Die kognitionspsychologischen Ergebnisse legen es nahe, fachdidaktische
Aspekte unter Beachtung einer neuronalen Dimension neu zu analysieren,
nicht zuletzt um hier insbesondere auch der Mathematikdidaktik als einer
»adesign science” im Sinne Wittmanns (1992) gerecht zu werden. Als
fruchtbar erweist sich, die Begriffsbildung in der Elementaren Kombinato-
rik unter kognitiven Aspekten zu betrachten. Welche Mdglichkeiten gibt es
im Unterricht, auf dem schwierigen Terrain der Kombinatorik, Begriffsbil-
dung uUber Makros und Visualisierung zu schulen, um der Limitierung des
Arbeitsgedachtnisses geeignet zu begegnen? Welche Mdglichkeiten gibt es,
im Unterricht Losungsprozeduren zu modularisieren, um gentigend kogni-



tive Kapazitat fur das Lernen durch Abstraktion und Elaboration zur Ver-
figung zu stellen. Gerade die Kombinatorik als Teilgebiet der Diskreten
Mathematik bietet, nicht nur tber probabilistische Einkleidungen, vielfalti-
ge Madglichkeiten sinnvolle Begriffsmakros und Visualisierungen, jenseits
der Konzentration auf die kombinatorischen Grundbegriffe, zu nutzen.
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