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Dreidimensionale Koordinatengeometrie in der
Sekundarstufe I? (Diskussionsbeitrag)

Wie bereits mehrfach hervorgehoben wurde (siche z. B. [3]), ist Raumgeome-
trie im Mathematikunterricht der ST traditionell unterreprasentiert. Dynami-
sche Raumgeometriesysteme wie Cabri 3D und Archimedes Geo3D schaffen
nun Moglichkeiten, im ,,virtuellen® dreidimensionalen Raum interaktiv geo-
metrisch zu konstruieren. Diese Werkzeuge, insbesondere Archimedes Geo3D,
ermoglichen es auch zunehmend, Koordinaten von Punkten einzugeben bzw.
zu verdndern sowie geometrische Objekte durch Gleichungen bzw. Parame-
terdarstellungen zu erzeugen (vgl. z.B. [2]). Jedoch ist davon auszugehen,
dass Schiiler (insbesondere der SI) in interaktiver Software primér maus-
gestiitzte Eingabe- und Konstruktionsmoglichkeiten nutzen, somit also mit
raumlichen Koordinaten zunéchst kaum in Beriihrung kommen.! In dem vor-
liegenden Beitrag wird auf die Arbeit mit rdumlichen Koordinaten anhand
der Beschreibung und Darstellung geometrischer Grundkorper eingegangen,
wobei Software zum Einsatz kommt, die Koordinatenbeschreibungen fiir die
Erzeugung grafischer Darstellungen zwingend erfordert.

Elementare raumliche Koordinatengeometrie mit
Computerunterstiitzung

Wiéhrend Schiiler das ebene Koordinatensystem i. Allg. bereits in der fiinf-
ten oder sechsten Jahrgangsstufe kennenlernen, wird mit rdumlichen Koor-
dinaten im MU der ST (von Ausnahmen abgesehen) bislang praktisch nicht
gearbeitet. Die Ursache hierfiir diirfte kaum darin bestehen, dass das Prin-
zip des rdumlichen Koordinatensystems Schiilern grundsétzliche Versténdnis-
schwierigkeiten bereitet — die Erweiterung eines ebenen Koordinatensystems
durch eine z. B. senkrecht zur , Tafelebene® verlaufende z-Achse ist auch fiir
Schiiler der Mittelstufe leicht nachvollziehbar. Jedoch fehlen in einem derartig
erzeugten Koordinatensystem Konstruktions- und Visualisierungsmoglichkei-
ten; das Einzeichnen zu gegebenen Koordinaten gehorender Punkte ist nicht

'Koordinaten- und Gleichungsbeschreibungen sind z.B. in Archimedes Geo3D erforderlich, um durch
Funktionsgleichungen zweier Variablen gegebene Flichen oder Parameterkurven bzw. -flichen darzustellen.
Derartige Objekte diirften jedoch frithestens am Ende der S I, meist erst in der S II thematisiert werden.



unmittelbar moglich. Geeignete Software ermoglicht jedoch auch die Arbeit
im rdumlichen Koordinatensystem. Als Beispiel sei die Beschreibung einer

aus einigen Grundkérpern zusammengesetzten Szene in der skriptgesteuer-
ten 3D-Grafiksoftware POV-Ray angefiihrt:?

sphere{ <-0.3, -0.5, 1.2> 0.5
texture{ pigment {color Blue} } }

cone{ <1.2, -1, 0.5>, 0.5, <1.2, 1, 0.5>, O
texture{ pigment{color Red} } 1}

cone{ ... }

cylinder{ <0, -1.1, 0>, <0, -1, 0>, 2
texture{ DMFWood6 } }

cylinder{ ... } = Abbildung 1

Um auf eine derartige Weise rdumliche Szenen zu erstellen, miissen Schiiler
vor allem zwei Féahigkeiten herausbilden:

e Beschreibung einfacher Kérper durch Koordinaten und charakteristische
Groflen (z. B. Kugel durch Mittelpunkt und Radius, Kegelstumpf durch
Mittelpunkte und Radien von Grund- und Deckflache);

e Wahl geeigneter Koordinaten und Abmessungen, sodass die einzelnen
Korper sich zueinander in der beabsichtigten Lage befinden.

Warum riaumliche Koordinatengeometrie in der S 1?7

Gegen die Behandlung elementarer Koordinatengeometrie in der S I lasst sich
einwenden, dass fiir Koordinatenbeschreibungen rdumlicher Objekte mehr
Zeit benotigt wird als z. B. fiir synthetisch betriebene Raumgeometrie. Zudem
ist die Bedienung von skriptgesteuerter Software komplizierter als die von
dynamischer Raumgeometrie-Software. Allerdings hat sich in ersten Unter-
richtsversuchen gezeigt, dass bereits Schiiler der Klassenstufe 8 recht schnell
mit der Software umgehen und einfache Szenen erstellten konnten, wenn ih-
nen geeignete Vorlagen und Anleitungen zur Verfiigung gestellt wurden.? Ein

2POV-Ray ist Freeware und kann unter www.povray.org heruntergeladen werden. Alternativ kénnten
auch Computeralgebrasysteme wie MuPAD oder Maple, die eine elementare Beschreibung geometrischer
Grundkorper ermoglichen, zum Einsatz kommen.

3Eine Kurzanleitung fiir den Einstieg in POV-Ray, die in leicht modifizierter Form auch mit Schiilern der
Klassenstufen 7-10 erprobt wurde, steht unter http://www.afiller.de/3dcg (Rubrik ,Downloads®, Datei
»Erste Schritte mit POV-Ray*“) zur Verfiigung.



beachtliches Potenzial weist die Arbeit mit rdumlichen Koordinaten dahin-
gehend auf, dass fiir Schiiler dabei zwangsldufig Beziehungen zwischen Geo-
metrie und Arithmetik (sowie spéter Algebra) sichtbar werden und Elemente
,rechnerischer Geometrie® (z. B. Satzgruppe des Pythagoras, Trigonometrie)
genutzt werden kénnen, um geometrische Objekte im Raum zu erzeugen und
exakt zu positionieren.

Ein wesentliches Ziel des Unterrichts in Raumgeometrie besteht in der Ent-
wicklung des Raumuvorstellungsvermdgens. Allerdings wurde festgestellt, dass
die Moglichkeiten hierfiir bereits ab dem 14. Lebensjahr recht begrenzt sind
(vgl. [1]). Das Betreiben von raumlicher Koordinatengeometrie konnte zur
Herausbildung einer ,, vermittelten Raumanschauung® beitragen. Hierfiir sind
gedankliche Transfers zwischen Zahlen(tripeln) und Positionen im Raum er-
forderlich — bei der Beschreibung dreidimensionaler Szenen bildet sich zwangs-
ldufig ein ,,Gefiihl“ fiir Beziehungen zwischen Koordinaten- und Positionséin-
derungen heraus. Es ergibt sich daraus die Frage, ob sich Koordinatisieren
als Transferstrategie nutzen lasst, um eine geringer ausgebildete unmittelba-
re Raumvorstellung durch Féahigkeiten der gedanklichen Veranschaulichung
von Zahlen und (Un-)Gleichungen zu kompensieren und evtl. auch umge-
kehrt. Derartige Fragen nach einer , koordinatenbezogene Raumvorstellung*
sind sicherlich ein interessantes Themengebiet fiir kiinftige Untersuchungen.

Erste Unterrichtserfahrungen

In zwei Informatik-Arbeitsgemeinschaften haben Schiiler der Klassenstufen
7-10 mithilfe der Software POV-Ray dreidimensionale Szenen durch Koordi-
natenbeschreibungen erstellt. Dabei zeigte sich, dass die meisten teilnehmen-
den Schiiler der Klassenstufe 7 erhebliche Schwierigkeiten sowohl hinsichtlich
des Koordinatisierens als auch bei der Bedienung der Software hatten. Hin-
gegen fielen beide Aspekte Schiilern der Klassenstufen 8-10 deutlich leichter.
Abbildung 2 zeigt exemplarisch Arbeiten eines Schiilers der Klassenstufe 8
und eines Schiilers der Klassenstufe 10, die diese in den Arbeitsgemeinschaf-
ten anfertigten.

Ein Auszug aus der (insgesamt 22 geometrische Objekte umfassenden) Sze-
nenbeschreibung des Schneemannes in Abbildung 2 verdeutlicht die durchaus
anspruchsvollen Koordinatisierungsiiberlegungen des Schiilers, der die Szene



Abbildung 2: Arbeiten von Schiilern der
Klassenstufen 8 (links) und 10 (rechts)

anfertigte:

sphere{<0,1.5,0> ,1.0 texture{mattweiss} } //Kopf
sphere{<0.0,1.8,-1.0> ,0.15 texture{schwarz} } //Auge_1
cylinder{<-1.0,-4.5,-1.5> ,<-1.0,2.25,-1.62> ,0.1 texture{holz} } //Stab
box{<-2.5,2.2,-1.5> ,<0.5,2.5,-1.8> texture{holz} } //Box_1

cylinder{<-1.0,2.5,-1.8> ,<-1.0,4.0,-1.8> ,0.03 texture{holz} } //Borste_1

Die rechte Abbildung wurde von einem Schiiler der Klassenstufe 10 unter
Verwendung Boolescher Operationen (Differenz, Durchschnitt) angefertigt.

Die Beispiele stellen m. E. einen Anhaltspunkt dafiir dar, dass rdaumliche Ko-
ordinatengeometrie durchaus durch Schiiler der ST betrieben werden kann;
Griinde, welche dies sinnvoll erscheinen lassen, wurden bereits genannt.
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