Tatjana BERLIN, Essen
Anbahnung des algebraischen Denkens in der Klasse 5

Berichtet werden soll {iber eine laufende vergleichende empirische Unter-
suchung zum algebraischen Denken in Deutschland und Russland. Anhand
einer ausgewahlten Aufgabe werden erste Ergebnisse aus dieser Studie pra-
sentiert.

1. Forschungsinteressen

Die Schwierigkeiten beim Erlernen der algebraischen Formelsprache und
deren Anwendung beim Problemldsen sind nicht neu.

Viele Forscher haben sich mit dieser Problematik auseinander gesetzt und
mogliche Ursachen benannt. Unter anderem wird die Meinung vertreten,
dass die Schwierigkeiten der Schiiler mit mathematischen Strukturen in al-
gebraischen Systemen die Schwierigkeiten reflektieren, die diese Schiiler
schon mit arithmetischen Strukturen in Zahlensystemen haben.

Der Mathematikunterricht der Jahrgangsstufe 5 kann meiner Ansicht nach
sinnvoll als friihe Stufe zur Erfassung der umgebenden Welt durch die al-
gebraische Denkweise genutzt werden. Geht man davon aus, dass das Er-
kennen von Mustern und GesetzmiafBigkeiten in arithmetischen Problem-
kontexten eine wichtige Voraussetzung und Hilfe fiir einen verstdndigen
Umgang mit der algebraischen Formelsprache ist, werden folgende Fragen
interessant:

e Wie weit sind diesbeziigliche Fahigkeiten in der Klasse 5 vorhanden
bzw. entwickelbar?

e Wie und mit welchen Aufgaben kann Lernenden zu einem angemes-
senen Ubergang von arithmetischem zu algebraischem Denken ver-
holfen werden?

2. Durchfiihrung der Studie

Die Untersuchungen fanden an drei Gymnasien in Essen und zwei Gymna-
sien in St. Petersburg in der Jahrgansstufe 5 statt.

In beiden beteiligten Landern beginnt der Mathematikunterricht in der
Klasse 5 traditionell mit dem Thema ,,Natiirliche Zahlen*“. Dabei stehen
Rechengesetze und Wiederholung von den in der Grundschule erlernten
Rechenoperationen im Vordergrund. Im Interesse der Forschungsfragen
begab ich mich auf die Suche nach Aufgaben, die sich einerseits dem Ein-
stiegsthema ,,Natiirliche Zahlen* zuordnen lieen, andererseits einen Blick



aus neuer Perspektive auf das Thema ermoglichten und gleichzeitig fiir
Partnerarbeit geeignet waren.

In klinischen Interviews stellte ich Paaren von Probanden Aufgaben aus der
Arithmetik, in denen in symbolischen oder diagrammatischen Darstellun-
gen Strukturen zu erkennen und zu beschreiben waren. Pro Probandenpaar
waren zwel Sitzungen a 40 Minuten vorgesehen. Diese Interviews bilden
die 1. Phase der Untersuchung aus der im Folgenden berichtet wird. Im
weiteren Verlauf der Studie werden Unterrichtsmaterialien zur Einflihrung
in die Formelsprache entworfen und in den Projektklassen erprobt.

3. Aufgabe MAMA

Das ,.einfachste®, was alle Menschen aus dem Bereich der Zahlentheorie
kennen, ist die Folge der Natiirlichen Zahlen. Bereits im Kindergarten be-
gegnen Kinder den ersten Zahlen dieser Folge, sie lernen, sie fortzusetzen
und sind sehr stolz darauf, ,,grofe Zahlen“ nennen zu koénnen. In der
Grundschule lernen die Kinder, mit natiirlichen Zahlen arithmetisch zu
operieren, indem sie — auch in Sachkontexten — mit vielen Rechenaufgaben
beschiftigt sind.

Interessant schien mir ,,das Zahlensystem nach seinen inneren Gesetzmé-
Bigkeiten und Zusammenhédngen zu befragen* (Hefendehl-Hebeker, 2001,
S. 88). Um in einem fiir die getesteten Paare vertrauten Bereich zu bleiben,
wihlte ich folgende Aufgabe als Einstieg in meine Interviewreihe. Jedes
Kind erhielt ein Blatt mit zwei untereinander geschriebenen Zahlen- und
Buchstabenfolgen. Untersucht wurde der Zusammenhang zwischen einer
Buchstabenfolge und der Folge der natiirlichen Zahlen (nach einer Idee von
Bauersfeld, 2007).
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Die Kinder erhielten Kirtchen mit Fragen, wie etwa ,,Welcher Buchstabe
steht iiber der 4?7°; ,,Welche Zahl steht unter dem dritten M?*. Nachdem al-
le Kinder verallgemeinernd feststellen konnten, dass iiber geraden Zahlen
ein A und iiber ungeraden Zahlen ein M steht, wurden kompliziertere Fra-
gen gestellt. Diese bezogen sich auf Bereiche der Folgen, die auf dem Ar-
beitsblatt nicht abgebildet waren. Essentiell wichtig waren hierbei die Ar-
gumentation und die Begriindung der Aufgabenldsungen.

Zwei dieser weiterfithrenden Fragen sollen hier genauer untersucht werden:



> ,,Welche Zahl steht unter dem achten A?“

Die interpretative Auswertung der Interviewtranskripte hat gezeigt, dass
sich die Losungsstrategien der Kinder in Gruppen einteilen lassen. Eine
Gruppe verwendet die Strategie des Weiterzdhlens, indem sie die Frage
durch das Fortsetzen beider Folgen bewiltigt. Einige Schiiler fangen dabei
mit dem ersten A an, die anderen iibernehmen als Stiitzpunkt das Resultat
der vorherigen Frage und zdhlen ab dem fiinften A weiter. Eine Schiilerin
begriindete diese Vorgehensweise so: ,,Es fallt einem leichter, wenn man’s
aufschreibt, weil man sich es dann eben noch besser vorstellen kann.**

Es gibt auch Schiiler, die die gegebene Situation zu strukturieren versu-
chen. Hierbei zeichnen sich folgende zwei Vorgehensweisen ab: Ein Teil
der Schiiler zerteilt ,,die Leiste in Abschnitte und versucht aus diesen Ab-
schnitten das Ergebnis zusammen zu setzen: ,,Viertes A steht tber 8, dann
noch mal dranhéangen ergibt 16*. Der andere Teil der Schiiler begriindet
sein Vorgehen damit, dass die erste gerade Zahl 2 sei und berechnet die
achte gerade Zahl durch das Multiplizieren ,,2 mal 8.

> ,,Welche Zahl steht unter dem elften M?*

Bei der Bearbeitung dieser Frage haben die Kinder eine ganze Reihe von
Losungsansatzen: von der Methode des Weiterzéhlens bis hin zur Methode,
mit der die 11. ungerade Zahl als die nichste zur 10. geraden Zahl berech-
net wird. Dazwischen gibt es wiederum zwei Gruppen, die sich nach der
Art des Vorgehens und Argumentierens voneinander unterscheiden. Wih-
rend ein Teil der Schiiler groBBere Abschnitte zusammensetzt (durch Anstii-
ckeln, Addieren, Verdoppeln u. &), versucht der andere Teil, die erkannte
Struktur (Abstand zwischen zwei benachbarten ungeraden Zahlen) zu nut-
zen. Diese beiden zwar sehr unterschiedlichen aber sowohl in den deut-
schen als auch in russischen Interviews deutlich erkennbaren Vorgehens-
weisen werden im Folgenden durch Argumentationsbeispiele exemplarisch
dargestellt:

Beispiel 1: Ein Midchen versucht elf M’s in zwei ,,Fiinf-M-Stiicke* und
ein weiteres M zu gliedern: ,,... also, hier sind ja eins, zwel, drei, vier, finf
M’s, (zeigt zahlend mit dem Stift auf die M’s), und hier unter dem flnf
Stuck steht *ne neun, und wenn man neun plus neun rechnet, dann sind das
achtzehn. Und dann missen wir noch drei dazu nehmen, weil hier beim an-
deren M (zeigt mit dem Stift auf das dritte M) ist “ne drei, also mlissen wir
plus drei nehmen, das sind dann einundzwanzig*“. Das Médchen wendet die
Additionsstrategie an, die bei der vorherigen Frage nach dem ,,achten A*
gut funktioniert hat. Dabei merkt es zum einen nicht, dass sich zwischen
den beiden ,,Fiinf-M-Stiicken* noch ein A befindet. Zum anderen nimmt es



falschlicherweise an, der Abstand von einem zum ndchsten M hétte die
,Lange*“ 3. Da die Losung - was auch ihren Voriiberlegungen entspricht —
eine ungerade Zahl ist, bleiben dem Miadchen beide Gedankenfehler ver-
borgen.

Beispiel 2. Ein Junge beantwortet die Frage nach dem ,,elften M* durch die
Multiplikation ,,3 mal elf*. Die Argumentation basiert auf der Annahme,
dass fiir den Sprung zwischen zwei benachbarten M’s die Zahl 3 gebraucht
wird: ,,man muss dreimal die elf nehmen ... dann hat man das, ja* (bewegt
dabei rhythmisch springend die rechte Hand).

4. Bemerkungen

Aus psychologischer Sicht ist die von mir in der MAMA-Aufgabe zuletzt
gestellte Frage ,,Welcher Buchstabe steht iiber 33?7 interessant. Da die
Schiiler beider Lander daran gewohnt sind, dass die Teilfragen einer Auf-
gabe immer schwieriger werden, fiihlten sich viele Kinder durch diese al-
lerletzte Frage verunsichert. Einige haben die Frage falsch interpretiert, in-
dem sie nach dem ,,33. M* gesucht haben; andere haben (um sicher zu ge-
hen) solche Losungen présentiert:
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Bei der Durchfiihrung der Interviews sind mir bei den Befragten ferner un-
terschiedliche Kooperationsformen aufgefallen: von einer Konkurrenz bis
hin zur guten Zusammenarbeit. Es soll noch untersucht werden, wie weit
unterschiedliche bzw. iibereinstimmende Denkweisen als Ursachen dafiir
gelten konnen.
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