Elmar COHORS-FRESENBORG, Osnabriick

Die Metapher ,,Vertragswerke zum Umgang mit Begriffen*
als strukturierendes Werkzeug im Algebra-Unterricht

1. Einleitung

Das mathematische Wissen vieler Schiilerinnen und Schiiler ist frag-
mentiert. Sie stellen keine Verbindungen zwischen den Fragmenten her,
weil diese in ihrem Kopf nur als einzelne Geddchtniseintrdge existieren.
Dieses gilt insbesondere fiir den Bereich der Schulalgebra. Um diesem
Missstand abzuhelfen, haben wir fiir eine Neuorientierung des Mathematik-
unterrichts — vorgestellt als Osnabriicker Curriculum (OC) fiir die Klassen
7 bis 10 des Gymnasiums, vgl. [1] - postuliert, dass der Aufbau eines ko-
gnitiven mathematischen Betriebssystems in den Kopfen der Lernenden
Vorrang vor der Vermittlung von fragmentiertem und isoliert bleibendem
mathematischem Sachwissen haben muss. Die Metapher ,,Betriebssystem”
soll deutlich machen, dass eine wichtige Aufgabe beim Aufbau eines
Wissensnetzes auch in der Organisation des Zugriffs besteht. Ein Ziel ist es,
dass zu Beginn jeder Mathematikstunde dieses Betriebssystem in den
Kopfen der Schiilerinnen und Schiiler aufgerufen wird und dieses die Ver-
bindungen des mathematischen Wissens organisiert. In diesem Papier soll
ein Einblick gegeben werden, wie einer der beiden Teile des kognitiven Be-
triebsystems, die Vertragswerke-Metapher, in der Gleichungslehre benutzt
wird.

,, Vertragswerk zum Umgang mit Begriffen” ist im Osnabriicker Curriculum
eine Metapher fiir den axiomatischen Umgang mit Begriffen. Entgegen
dem {iblichen Vorgehen in der deutschsprachigen Mathematikdidaktik der
sechziger und siebziger Jahre werden in der Unterrichtsreihe ,,Sdtze aus
dem Wiistensand” Axiomensysteme nicht durch Abstraktion aus vielen
Beispielen eingefiihrt. Es wird vielmehr eine Rahmengeschichte ,,Vertrags-
werk zum Bau von Autobahnen” ([3], S. 33) benutzt, in der ein Scheich mit
einer Baufirma einen Vertrag zum Bau eines Autobahnnetzes abschlie3t. Im
Unterricht wird debattiert, was auf Grund dieses Vertragswerks mindestens
gebaut werden muss, mathematisch gesprochen, welche Eigenschaften je-
des Modell des Axiomensystems haben muss.

Durch den Aufruf der Metapher ,,Vertragswerk” wird dazu intuitiv vor-
handenes Wissen der Schiilerinnen und Schiiler iiber die Problematik der
Verwendung von Begriffen in juristischen Vertrdgen genutzt. Es wird so
auch ein Zugang zum Verstindnis des Unterschieds zwischen impliziten
und expliziten Definitionen geschaffen. Beweise in einem Vertragswerk
dienen dann auch dazu, sich zu vergewissern, ob die implizite Definition
eines Begriffsnetzes durch das Vertragswerk (Axiomensystem) der Intenti-



on entspricht. Es wird den Schiilerinnen und Schiilern aulerdem vermittelt,
dass der Prozess der Prézisierung von Begriffen durch Definieren irgend-
wann bei einer Menge von Begriffen enden muss, zu deren Prizisierung
andere Werkzeuge noétig sind: Der Bedeutungsumfang dieser relativ zu den
anderen grundlegenden Begriffe gilt als im Argumentationskontext evident.

2. Vertragswerke iiber den Umgang mit Zahlen

Die Verfiigbarkeit der Vertragswerk-Metapher erlaubt ein anderes unter-
richtliches Vorgehen zur Behandlung der Erweiterung des Zahlbereichs von
natiirlichen zu ganzen Zahlen: Mit einer Bank soll ein Vertrag zum Buchen
von ,,Soll und Haben” geschlossen werden, der sicherstellt, dass die Bank
in jedem Fall genau so bucht, wie der Kunde es sich vorstellt (vgl. [2]). Es
geht also darum, vorhandenes intuitives Wissen iiber die Buchungspraxis
von Geldinstituten bei der Kontofiithrung (das heif3t, iiber das Rechnen mit
positiven und negativen Zahlen) zu préizisieren sowie Ein- und Auszah-
lungsvorginge formal darzustellen. Das Ergebnis ist ein ,,Vertragswerk
zum Umgang mit Soll und Haben“, mathematisch gesprochen ein
Axiomensystem fiir Kommutative Gruppen. Dabei wird auch herausge-
arbeitet, inwieweit das Auszahlen sich als eine Umkehrfunktion zum Ein-
zahlen auffassen ldsst. Die sich ergebende Nominaldefinition fiir die Sub-
traktion wird von den Schiilern (auch im spéter folgenden Transkript unter
3.2) beim Termumformen als S zitiert. Die Uberlegungen werden weiterge-
fiihrt zu einem Vertragswerk, welches das schon bis dahin intuitiv prakti-
zierte Rechnen mit Briichen prizise regelt (Axiomensystem fiir Kommuta-
tive Korper).

3. Beispiel: Klassenarbeitsaufgabe im Bereich ,,Lineare Gleichungen”

Zum Losen von linearen Gleichungen wird das Vertragswerk der Korpe-
raxiome (beschreibt Wissen iiber die Objekte der Theorie) um zwei Para-
graphen (beschreiben Wissen iiber den Umgang mit diesem Wissen) erwei-
tert: K legitimiert die Addition eines Terms auf beiden Seiten einer Glei-
chung, K legitimiert die Multiplikation. Beide Paragraphen sind aus den
Korperaxiomen hergeleitet worden ([2], S. 96). In einer Klasse 8, die seit
einem Schuljahr nach dem OC unterrichtet worden ist, wurde in einer
Klassenarbeit folgende Aufgabe gestellt:

3.1 Aufgabe

Paula trainiert das Losen von linearen Gleichungen am Beispiel.:
1,25y—0,5-(140,5y)+25=—4,25—-0,5(y—0,5)+0,5 y

Nach einer Reihe von Aquivalenzumformungen hat sie diese Gleichung vereinfacht zu:
y+2=-—4

Mit folgendem Kommentar gibt sie auf: ,,Ich muss einen Fehler gemacht haben. Solche Glei-
chungen hatten wir noch nie. Hier kommt man nur weiter, wenn man einen Paragraphen R
benutzen darf.”



a) Uberpriife, ob Paula ein Fehler unterlaufen ist.
b) Formuliere einen Paragraphen R™ in Paulas Sinn.
¢) Was wiirdest du ihr antworten?

Die Aufgabe ist typisch fiir das OC und die dort praktizierte andere Auf-
gabenkultur (vgl. [4]): Die Schiiler werden angeregt, iiber ihre und die Vor-
stellungen ihrer Mitschiiler zu reflektieren und sich dann schriftlich zu
duBern. Solche metakognitiven Aktivititen bereiten auch metamathema-
tische Einsichten vor.

Zur Losung des Aufgabenteils a sind Termumformungen vorzunehmen und
mit den Paragraphen zu legitimieren. Beim Aufgabenteil b ist zundchst die
konkrete Situation in einem allgemeineren Licht zu analysieren und dann
die gewonnene Erkenntnis allgemein als mathematischer Satz zu formu-
lieren. Gefordert ist also die Generierung von universell verwendbarem
neuem Wissen. Mathematisch handelt es sich um das Erfinden eines neuen
Satzes. Beim Aufgabenteil ¢ geht es auch darum, den Stellenwert dieses
Satzes im bisherigen Vertragswerk zu diskutieren.

3.2 Schiilerlésungen

Anja:
Woher willst Du wissen, dass Du einen Fehler gemacht hast? Statt y +2=—4 kann
man auch 1-y+2=-—4 sagen und solche Gleichungen hatten wir immer schon.
AuBerdem haben wir nie einen § R™ gebraucht und werden ihn auch nicht gebrau-
chen, da dieser auch durch § K* geregelt werden kann, indem man z.B. +(—a) sagt.

y+2=—4

o y+2+(-2)=—4+(-2) §R*
o y+0=—4+(-2) §I'
A y+0=-6 *

o 0+y=—6 § K*
< y=—0 § N*

Hans:

Daf3 wir diesen § indirekt schon haben! Denn mit S kénnen wir ja a—b zu
a+(—b) machen und auch umgekehrt. So kénnen wir also mit R* z.B.
a+(—c)=b+(—c) rechnen und das dann mit Hilfe von S zu a—c=bh—c um-
formen.

Fritz:
Eine Art von Paragraf R haben wir ja schon. Er fdllt unter Paragraf R". Er wird nach
dem Prinzip Schulden zuzahlen angewandt.

3.3 Interpretation

Bei den Schiilerlésungen gibt es Qualititsunterschiede hinsichtlich der
Tiefe des Verstdndnisses. Anja orientiert sich mit ihrer Formalisierung sehr
an der Termstruktur des Beispiels. Sie geht von Termen in Summenform
aus, 1ost aber allgemein das Problem der Subtraktion eines beliebigen
Terms. In ihrer Argumentation zeigt sie auflerdem, dass man das Problem



ohne die Benutzung eines neuen Satzes 16sen kann. Das fassen wir als eine
Vorform eines Beweises fiir ihren Satz auf. Hans gibt eine allgemeine Lo-
sung an und begriindet, warum dieser neue Satz aus dem bisherigen Ver-
tragswerk beweisbar ist. Fritz gibt die allgemeine LOsung unter einem
Namen und in einer Darstellung an, die dem Leser sofort auch die Beweis-
idee liefert. In seiner Argumentation macht er dariiber hinaus auch deutlich,
welchen Nutzen zum Verstdndnis fiir ihn die Metapher ,,Soll und Haben”
hat.

4. Zusammenfassung

Wir haben an einem Beispiel dargelegt, wie zwei zundchst unterschiedliche
Teilbereiche der Schulmathematik von einem kognitionstheoretischen
Standpunkt aus einen gemeinsamen Zugang haben: das schrittweise,
regelbasierte Umformen von Termen und das schrittweise kontrollierte Ar-
gumentieren und Beweisen. Auch Schiilerinnen und Schiiler verfiigen tiber
die Einsicht, wie folgender Dialog in einer Klasse 10 zeigt:

Lehrerin: Was muss man konnen, wenn man beweisen will?

Clemens: Ja, das wichtigste ist, denk’ ich mal, dass man das Vertragswerk drauthat,
damit man auch weil}, von vornherein, was man machen darf, und was man nicht
machen darf.

Lehrerin: Ist Beweisen denn schwieriger als Rechnen?

John: Wenn man jetzt da ‘n normalen Term stehen hitte, dann miisste, konnte man
das ja auch nicht anders machen, als jetzt. Man miisste das ja auch irgendwo her-
holen, sein Wissen aus den Vertragswerken. Und das war’ auch nichts anderes als das
mit den Variablen [gemeint ist die Darstellung von Termumformungsregeln mit Variablen).
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