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Versuch iiber experimentelle Geometrie

1 Experimentelle Geometrie phinomenologisch

Im Zuge des zunehmenden (?) Einsatzes von Computern und Geometrie-
Software, vor allem von Dynamischer Geometrie Software (,,DGS)“
scheint sich im Mathematik-Unterricht der Sekundarstufe I eine gewisse
Renaissance des probierenden Umgangs mit Geometrie einzustellen.

Als Beispiel zu diesem probierenden Umgang mit Geometrie kann man
z.B. auf die vielen Unterrichtsvorschlige zu Dreieckstransversalen mit
DGS-Einsatz verweisen. Hierzu gibt es eine Vielzahl von Belegliteratur,
die immer wieder darauf abstellt, dass alle SchiilerInnen etwa die
Konkordanz der drei Dreieckshéhen in einem Punkt sehen kdnnen. Dabei
zeigte sich schon bald, dass nur wenige Lernende diese Konkordanz in
einem Punkt bedeutsam finden. In der Regel werden Beweise bei einem
solchen Zugang zu den Dreieckstransversalen eher sekundir.

Ein anderes Beispiel stellt die Problemstellung und das Ausprobieren des
Vier- bzw. des Fiinf-Farbensatzes dar. Auch hier gilt wieder, dass alle
Lernenden die entsprechende Behauptung schnell sehen. Manche modgen
die entsprechenden Aussagen {iiberraschend finden. Jedenfalls sind die
Beweise fiir die Sekundarstufe eher unzugénglich und wohl zu schwer fiir
Schiilerlnnen — das gilt auch fiir den Beweis des Fiinffarbensatzes in
Rademacher&Toeplitz. Der Beweis des Vierfarbensatzes ist bis heute selbst
unter MathematikerIlnnen umstritten — eben weil die Rolle des
Ausprobierens am Computer kontrovers ist.

Zuletzt soll noch das Beispiel der Winkeldrittelung mit der Pascalschen
Schnecke betrachtet werden. Hier stellt sich die Situation insofern
wiederum anders dar, als alle Lernenden (eventuell nach einem Hinweis)
die Mdoglichkeit der Winkeldrittelung einsehen konnen. Der Beweis ist
einfach und nutzt nur die Eigenschaften des gleichschenkligen Dreiecks
und die Winkelsumme im Dreieck. Diese Konstruktion kdnnte geradezu als
eines der ersten Beispiele zum Beweisen in der (gymnasialen) Sekun-
darstufe dienen. Allerdings ist die zugehorige Konstruktion traditionell
nicht zugelassen, weil andere Werkzeuge als Zirkel und Lineal (gerade
Kante) eingesetzt werden.

2 Experimentelle Geometrie epistemologisch

Unter einem  wissenschaftstheoretischen  Blickwinkel 1ldsst sich
experimentelle Geometrie als die Verneinung formal-deduktiver Geometrie
charakterisieren. Experimentelle Geometrie setzt auf Ausprobieren,
Messen, viele Beispiele, Induktion und Abduktion, nicht Deduktion.



Beweise spielen zundchst in dieser Geometrie eher eine Nebenrolle.
Geometrie wird empirische Wissenschaft.

2.1 Zur Rolle des Werkzeuges

Die Beispiele im Abschnitt 1 sollten allerdings gezeigt haben, dass es nicht
beliebig ist, welche Werkzeuge beim Experiment zur Hand und zugelassen
sind. Die traditionelle Beschrinkung auf Zirkel und Lineal ist fiir den
Mathematikunterricht ldngst {iberwunden, wie man an dem unbestrittenen
Einsatz des Geodreiecks im deutschsprachigen Geometrie-Unterricht sehen
kann. Das Beispiel der Pascalschen Schnecke zur Winkeldrittelung bleibt
noch sehr dem Umfeld der traditionellen Geometrie verhaftet. Dem-
gegeniiber verweist die Konstruktion geeigneter (Gelenk)Mecha-nismen
(etwa zu Geradfithrung von Kreisbewegungen am Beispiel des Wattschen
bzw. Peaucellier-Inversors) auch auf die Rolle experimenteller Geometrie
fiir die Ingenieurwissenschaft (vgl. Hohenberg 1966). Epistemologisch ist
hier der zentrale Lehrsatz von Kempe interessant, weil er nicht konstruktiv
ist, sondern nur die Existenzaussage beweist (vgl. Kempe 1876). Man lernt
daraus: Die beweisende Theorie zeigt die Moglichkeiten und Grenzen des
Experimentes und belegt moglicherweise induktiv, experimentell
gewonnene Vermutungen und Erkenntnisse.

2.2 Experimentelle Geometrie und Beweisen durch Lernende

Mindestens in der franzdsischsprachigen Mathematikdidaktik gehort zu
einer epistemologischen Betrachtung auch die kognitive Seite des
Erkenntnisprozesses. Es ist also angezeigt, auch empirische Erkenntnisse
zum Beweisen durch Lernende zur Kenntnis zu nehmen — und so der
Einschdtzung von Holland nachzuspiiren: ,,Der Aspekt der Geometrie als
Beispiel einer deduktiven Theorie ist in erster Linie fiir das Gymnasium
relevant® (Holland 2007; S. 24). Ist die experimentelle Geometrie eher die
demokratische Geometrie ,fiir alle“? Zundchst einmal wird man ja die
induktive Schlussweise fiir die natiirliche Vorgehensweise halten — und sie
steht auBerdem dem naturwissenschaftlichen Denken ndher als die
axiomatisch-deduktive Vorgehensweise. Man kann also vermuten, dass
experimentelle Geometrie eher die ,Schiiler-Geo“, die Geometrie der
Schiilerinnen und Schiiler der Sekundarstufe I ist.

Dazu ein Blick in eine empirische Studie zum Beweisen (vgl.
Healy&Hoyles 1999). Englischen Sekundarstufen-Schiilerlnnen wurde
folgende Aufgabe und Losungsvarianten vorgelegt: C ist irgendein Punkt
der Mittelsenkrechten auf AB. Kobi, Linda, Marty und Natalie versuchen
zu zeigen/beweisen, ob die folgende Behauptung wahr oder falsch ist:
,Dreieck ABC ist gleichschenklig®“. Als Losungen wurden angeboten:
Kobi: Bewege C auf der Mittelsenkrechten, Feststellung: Es entsteht immer
ein gleichschenkliges Dreieck. Natalie: Gleichheit der Basiswinkel bei A
und B, also Gleichschenkligkeit. Linda: (in Form eines formalen Listen-



beweises) mit dem Kongruenzsatz SWS. Marty: (in einem umgangs-
sprachlichen Text) die beiden rechtwinkligen Teildreiecke sind Bilder einer
Spiegelung an der Mittelsenkrechten, weil bei Achsenspiegelung an der
Mittelsenkrechten A auf B abgebildet wird.

Die SchiilerInnen sollten diese Losungen unter zwei Gesichtspunkten
bewerten: Welcher der Beweise entspricht deiner eigenen Vorge-
hensweise? Und: Welcher der Beweise wiirde von deinem Lehrer als bester
Beweis bewertet? Als Ergebnis wird folgende Verteilung der Antworten
genannt (alle deutschen Formulierungen sind Ubersetzungen von mir, RS).

Empirische | Formaler, fal- | Erzdhlender] Formaler,
Losung scher Beweis Beweis korrekter
(Kobi) (Natalie) (Marty) Beweis
(Linda)
Zugang des Schiilers 40 % 13 % 26 % 21 %
Beste Lehrer-Bewertung 19 % 18 % 15 % 48 %

Nicht nur an diesem Test-Item zeigt sich eine deutliche Schiiler-Praferenz
fir experimentelle Schlussweisen, obwohl den Befragten sehr wohl
bewusst ist, dass ihre LehrerInnen formal-deduktives SchlieBen hoher
bewerten. Das geht so weit, dass der formale, aber falsche Beweis von
Natalie immer noch fiir unter dem Lehrer-Blickwinkel besser eingeschdtzt
wird als der korrekte, aber umgangssprachlich formulierte Beweis von
Marty. In einer deutschen Replikation dieses Fragebogen-Items haben
Klieme, Reiss&Heinze (2003) fiir deutsche Schiilerlnnen analoge
Antwortverteilungen gefunden. Sie fithren zusdtzlich an, dass ,,sehr gute*
Schiilerlnnen moglicherweise eine Argumentation je nach ihrem
Verwendungszweck bewerten und so zu dieser widerspriichlichen
Einschdtzung kommen, weil sie fiir sich selbst den empirischen Zugang
eindeutig vorziehen, sich aber iiber ihre Abweichung von der Norm des
schulischen Geometrieverstdndnisses im Klaren sind.

3 Schlussfolgerungen fiir den Geometrieunterricht

Nimmt man diese Erkenntnisse zusammen, so erscheint experimentelle
Geometrie fiir eine Schiilermehrheit zugénglicher als beweisende, formal-
deduktive Geometrie. Im Ubrigen hat schon Holland (2007) in seinem
Standardwerk den deduktiven Aspekt der Geometrie in der Sekundarstufe I
als nur fiir gymnasiale Klassen relevant erklart (vgl. 2.2).

Auflerdem ist experimentelle Geometrie ndher an der gesellschaftlichen
Verwendung von Geometrie, an ,,deskriptiver Geometrie*“ (vgl. Strifler
1990). In der Regel wird sich eine NutzerIn von Geometrie nur dafiir
interessieren, dass eine Konfiguration gewisse Eigenschaften hat. Die
Frage nach dem ,,Warum“ wird allenfalls gestellt, wenn die Konfiguration
ihren Dienst versagt, in der ,,break-down“-Situation. Und schon Grunbaum
hat 1980 darauf verwiesen, dass einem damals auch von Mathematikern



befiirchteter ,, Tod der Geometrie®“ am ehesten durch eine stirkere Bertick-
sichtigung der experimentellen Geometrie entgegengewirkt werden konnte
(vgl. Grunbaum 1983).

Jedenfalls kann experimentelle Geometrie vom Einsatz des Computers
samt Software dadurch profitieren, dass der Werkzeug-Kasten der
Geometrie durch diese Zeichengerdte erweitert wird. Andererseits zeigen
die Eingangsbeispiele, dass die experimentelle Geometrie von formal-
deduktiver Geometrie profitieren kann.

Entscheidend fiir den Geometrie-Unterricht der Sekundarstufe 1 diirfte
demnach die Frage sein: Sollte Schulgeometrie vor allem experimentelle
Geometrie sein? Bei positiver Beantwortung muss dann beschrieben
werden, wie ein Curriculum der experimentellen Geometrie aussehen kann.
Die traditionelle, von Euklid und logischen Zusammenhédngen dominierte
Schulgeometrie ist dazu offensichtlich weniger geeignet.
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