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Grundbegriffe der Analysis nach Professor Igor Kluvanek

Professor Igor Kluvanek gehorte zu den bekanntesten slowakischen
Mathematikern. Er wurde im Jahre 1931 in KoSice geboren. Er studierte
Vakuumtechnologie an der Elektrotechnischen Fakultit der Slowakischen
Technischen Universitit in Bratislava. In den Jahren 1952 — 1964 arbeitete er
an dieser Universitdit am Lehrstuhl fiir Mathematik. In den Jahren 1964 —
1967 war er an der Naturwissenschaftlichen Fakultit der Universitit von
Pavol Jozef Safarik in Kosice titig.

Nach 1950 hat Igor Kluvanek zusammen mit Ladislav Misik und Marko Svec
die Lehrbiicher Mathematik I, II geschrieben. Sie wurden sehr bekannt und an
der Hochschulen in der Tschechoslowakei bzw. in Tschechien und in der
Slowakei mehr als 40 Jahren benutzt.

Zu Beginn des Jahres 1967 musste Kluvanek wegen des kommunistischen
Regimes in der ehemaligen Tschechoslowakei nach Australien emigrieren.
Wihrend seines 23 jihriges Wirken an der Flinders University in Adelaide
entstand sein Gesamtwerk, das vor allem fiir die Lehramtstudenten bestimmt
war. Nach dem Ende des Kommunismus kehrte Kluvanek in die Slowakei
zuriick, wo er 1993 verstarb.

1. Stetigkeit einer Funktion an einer Stelle

Dieses Thema wird entsprechend den Lehrplinen der slowakischen
Gymnasien im letzten Studienjahrgang unterrichtet. Im Lehramtstudium der
zukiinftigen Lehrer gehort dieses Thema zum ersten Semester des
Analysisunterrichtes. An der Pddagogischen Fakultit der Katholischen
Universitdt in Ruzomberok benutzen wir die Konzeption nach Professor Igor
Kluvanek [5].

In dieser Konzeption ist die Stetigkeit der Funktion an einer Stelle mit den
Begriffen Supremum und Infimum verbunden. Wir betrachten zuerst die
einseitige Stetigkeit einer monotonen Funktion an der Stelle. Die Funktionen,
die in der Umgebung einer Stelle monoton sind, werden sehr oft in der
Schulmathematik am Gymnasium benutzt. Andere Konzeptionen kann man
sehen bei [2], [3], [4], [8].

Definition 1. Sei die Funktion f monoton fallend in einer linken Umgebung W
der Stelle a. Wir heiflen diese Funktion f linksseitig stetig an der Stelle q,

wenn f(a) das Infimum der Menge {f(x): xL1 W, x < a} ist.



Definition 2. Sei die Funktion f monoton wachsend in einer linken Umgebung
W der Stelle a. Wir heilen diese Funktion f* linksseitig stetig an der Stelle a,
wenn f(a) das Supremum der Menge {f(x): x[1 W, x < a} ist.

Definition 3. Sei die Funktion f monoton fallend in einer rechten Umgebung
W der Stelle a. Wir heiflen diese Funktion f* rechtseitig stetig an der Stelle q,
wenn f(a) das Supremum der Menge {f(x): xU W, x > a} ist.

Definition 4. Sei die Funktion f monoton wachsend in einer rechten
Umgebung W der Stelle a. Wir heilen diese Funktion f* rechtsseitig stetig an
der Stelle a, wenn f(a) das Infimum der Menge {f(x): xXU W, x > a} ist.

Die Benutzung dieser Definitionen zeigen wir an einem Beispiel:

Beispiel 1. Sei f{x) = x + [x] fiir jedes x [] (— o0, ) und [x] ist der ganzzahlige
Anteil der Zahl x. Wir untersuchen die Stetigkeit an der Stelle a =3.

? / Losung: Die Funktion fist monoton wachsend
im ganzen Definitionsbereich (— oo, 00).

Das Intervall W = (— oo, 3[ist eine linke
5 Umgebung der Stelle 3, in welcher die
/ Funktion f monoton wachsend ist. Die Zahl 5

ist das Supremum der Menge S = {f(x): xUW,

x < 3}, weil fix)=x+ [x] <x+ 2 <5, fiir

2 jedes x < 3. f{(3) = 6 # 5, also ist die Funktion
fnicht linksseitig stetig an der Stelle 3.

Das Intervall W = [3, 4) ist eine rechte

Umgebung der Stelle 3, in welcher die

’ Funktion f monoton wachsend ist. Die Menge
/ S ={ fx): xOW', 3 <x} = {x + [x]: xOB3, 4),
Y e s+ TG = {x+ 3400,
4)} = (6, 7).

Das Infimum der Menge S ist 6 = f{3) und die Funktion f ist rechtseitig -
stetig an der Stelle 3.

Bei dieser Konzeption der Stetigkeit gibt es zwei Probleme:
1. Verstehen der Begriffe ,,Supremum* und ,,Infimum®,

2. Funktionen, die nicht monoton fallend oder wachsend in jeder rechten
oder linken Umgebung sind.



Das erste Problem ist ganz gut losbar, wenn der Lehrer die Begriffe
Supremum und Infimum an guten Beispielen (vor allem Intervalle) erarbeitet.
Das zweite Problem ist mit dieser Definition 16sbar:

Definition 5. Die Funktion f heilen wir rechtseitig - (linksseitig -) stetig an
der Stelle a, wenn Funktionen £, g existieren, welche in einer rechten (linken)
Umgebung W der Stelle a folgende Bedingungen erfiillen:

1. sie sind monoton wachsend oder fallend,

2. fiirjedes x I W gilt : g(x) < f(x) < h(x),

3. g(@)= f(a) =h(a),

4. sie sind rechtseitig - (linksseitig -) stetig an der Stelle a.
Definition 6. Die Funktion f heilen wir stetig an der Stelle a, wenn die
Funktion f gleichzeitig rechtseitig - und linksseitig - stetig an der Stelle a ist.
2. Grenzwert der Funktion an der Stelle

Der Grenzwert der Funktion fan der Stelle a ist dhnlich wie bei K&nigsberger
[6] und Pickert [7] mit dem Begriff der stetigen Fortsetzung der Funktion fan
der Stelle a verbunden. Man sieht es in dieser Definition:

Definition 7. Sei die Funktion / definiert in einer Umgebung W der Stelle a.
Die Funktion / hat an der Stelle a den (rechtseitigen, linkseitigen) Grenzwert
L, wenn die Funktion F:

1. F(x)=fx) fiir jedes x L1 W und x # q,

2. F(x)=fix) firx=a.
(rechtseitig -, linksseitig -) stetig an der Stelle a ist. Man schreibt:
uirg flx)=1, lim fx=L] 1im f(x) = .

Die Benutzung dieser Definition zeigen wir an einem Beispiel:
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Beispiel 2. Zeigen Sie, dass die Funktion f(x)= ); +_11 an der Stelle 1 einen

Grenzwert hat.

¥ Losung: Die Funktion F(x) ist fir x # a
/ Flx) =2 “l_x+1. Wenn wir wollen, dass die
2L x+1
I Funktion F(x) stetig an der Stelle 1 wird,
yd . . -
711 X definieren wir F(1) = 2.




Deshalb hat die Funktion f(x)= ); +_11 an der Stelle 1 den Grenzwert 2 und

2
e . .ox-—1
wir konnen schreiben: lln‘ll .
x-1 x —

=2.

3. Schlussbemerkungen

Vorteile der Konzeption nach Professor Igor Kluvanek liegen darin, dass die
Studenten die Grundbegriffe der Analysis tiefer verstehen und mehr mit
graphischen Darstellungen der Funktionen arbeiten konnen. Dadurch
verstehen Sie auch besser die Unterschiede zwischen Funktionen, die

- einen Grenzwert an der Stelle haben und an dieser Stelle auch stetig sind,

- einen Grenzwert an der Stelle haben und an dieser Stelle nicht stetig sind,

- keinen Grenzwert an der Stelle haben (siehe [1]).

Bemerkung: Dieser Beitrag wurde unterstiitzt vom Grant KEGA 3/3269/05.
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