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Herausarbeiten funktionaler und dynamischer Aspekte
von Parameterdarstellungen im Mathematikunterricht

Parameterdarstellungen von Geraden und Ebenen gehéren zu den Standard-
inhalten des Stoffgebietes Lineare Algebra/ Analytische Geometrie in der
Sekundarstufe II. In Rahmenpléanen, Schulbiichern und im praktisch durch-
gefiihrten Unterricht folgen nach einer Einfiihrung der Parameterdarstellun-
gen meist sehr schnell Aufgaben zur Umformung von Parameter- in Koor-
dinatenform und umgekehrt sowie zu Lagebeziehungen und Schnittpunktbe-
stimmungen.! Zwei wichtige — miteinander verbundene — Aspekte der analyti-
schen Geometrie, die anhand von Parameterdarstellungen gut verfolgt werden
kénnten, kommen dabei nicht in ausreichendem Mafle zur Geltung:

e Die Schiiler gelangen hochstens in Ansétzen zu einer Auffassung geome-
trischer Objekte als Punktmengen; dominierend bleibt die Auffassung
von Geraden als konkret-gegenstéandlichen Objekten, deren Lage im Raum
durch einen Punkt und einen Richtungsvektor festgelegt ist.>

e Der funktionale Zusammenhang zwischen dem Parameter (bzw. den Pa-
rametern) und den zugehdrigen Punkten wird von Schiilern meist nicht
oder nur ansatzweise erkannt.®> Das Erkennen dieses Zusammenhangs
setzt eine Sicht auf geometrische Objekte als Punktmengen voraus, geht
aber dariiber noch insofern hinaus, als die Abhéngigkeit der Lage von
Punkten im Raum von dem Parameter/ den Parametern erfasst wird.

Im Folgenden werden Moglichkeiten skizziert, unter Nutzung geeigneter Soft-
ware den Punktmengencharakter sowie funktionale und dynamische Aspekte
bei der Behandlung von Parameterdarstellungen hervortreten zu lassen.

Als erster Schritt, um den Punktmengengedanken bei der Einfithrung von
Parameterdarstellungen zu betonen (und damit die Grundvoraussetzung fiir

'Die Dominanz des Abarbeitens bestimmter Aufgabentypen im Mathematikunterricht wurde — auch
bezogen auf das Stoffgebiet Analytische Geometrie — bereits héufig beklagt, siehe u. a. [1], [9] und [10].

2Siehe z. B. [10], S. 140ff. und [12], S. 377ff..

3Funktionales Denken bzw. das Erfassen funktionaler Zusammenhinge kennzeichnete VOLLRATH in [11]
durch drei grundlegende Aspekte: Zuordnungscharakter, Anderungsverhalten, Sicht auf Funktionen als Gan-
zes. Die ersten beiden Aspekte kommen bei der Behandlung von Parameterdarstellungen selten zum Tragen,
auch die erreichte ganzheitliche Sicht kann nur als ,manipulativ® (siehe [8]) angesehen werden.



funktionale Uberlegungen in diesem Themenbereich zu schaffen), bietet es
sich an, dass die Schiiler Geraden punktweise konstruieren, wozu z.B. eine

Aufgabe folgender Art gestellt werden kann: 5

Gegeben sind der Punkt P(0,5;1;1,5) und der Vektor a = 1| Stelien Sie
—1,5

P als Punkt und a als in P beginnenden Pfeil dar. Fiigen Sie Ihrer Darstellung

die Punkte P—2-a, P—1,5-a, P—a, P—0,5-a, P+ 0,5-a, P4+d, P+1,5-a und

P+2-d hinzu. Betrachten Sie die Darstellung aus verschiedenen Richtungen.

Eine Losung dieser Aufgabe zeigt Abb. 1 a).* Daran wird sp#testens nach
Betrachtung aus verschiedenen Richtungen deutlich, dass alle (durch kleine
Kugeln dargestellten) ,, Punkte® auf einer Geraden liegen. Nach der Darstel-
lung einer grofleren Zahl von Punkten durch die Verkleinerung der Parame-
terabstdnde (Abb. 1b) diirfte fiir Schiiler auch plausibel werden, dass sich
umgekehrt alle Punkte der durch P verlaufenden Geraden, deren Richtung
durch @ gegeben ist, in der Form P+t-d mit ¢t € R darstellen lassen. Steht Zeit
zur Verfiigung, um einfache Schleifen oder Prozeduren zu behandeln (siehe
z.B. [6]), so kann durch die Darstellung sehr vieler Punkte, die allméahlich zu
einer Strecke ,,verschmelzen“ (Abb. 1c), noch anschaulicher werden, dass die
durch {X =P+td|teR} beschriebene Punktmenge eine Gerade ist.

y

x ~c¢) Abbildung 1

Es ist zu befiirchten, dass der Punktmengengedanke im Zusammenhang mit
Parameterdarstellungen bei Schiilern schnell |, verblasst®, wenn nach einer
Einfiihrung in der oben beschriebenen Weise sofort zur Bearbeitung der iibli-
chen Standardaufgaben iibergegangen wird. Zudem diirfte die Betrachtung
linearer Objekte nicht ausreichen, um die Tragweite der Beschreibung geo-
metrischer Objekte durch Parameterdarstellungen und die dabei auftreten-
den funktionalen Zusammenhénge und dynamischen Aspekte zu erfassen. Die

4Es wurde hierfiir das skriptgesteuerte 3D-Grafikprogramm POV-Ray genutzt. Diese kostenlose Software
kann an verschiedenen Stellen im Stoffgebiet Analytische Geometrie verwendet werden; entsprechende Vor-
schliige finden sich u. a. in [2], [3] und [4]. Beispiele und (fiir Schiiler verfasste) Anleitungen zum Einsatz von
POV-Ray im Unterricht der analytischen Geometrie enthilt die Internetseite [7]. Alternativ zu POV-Ray ist
auch die Verwendung eines Computeralgebrasystems (CAS) wie MuPAD méglich. Fiir Geraden in der Ebene
oder ebene Kurven lassen sich entsprechende grafische Darstellungen natiirlich auch manuell anfertigen.



Behandlung von Kurven und evtl. auch Fldchen ist aus diesem Grunde nicht
nur sinnvoll, um die h&ufig kritisierte Formenarmut des Unterrichts in ana-
lytischer Geometrie (siehe z.B. [9]) zu iiberwinden, sondern bildet auch eine
wichtige Bedingung dafiir, dass Schiiler die Idee des funktionalen Zusam-
menhangs bei der Arbeit mit Parameterdarstellungen tiefer gehend erfassen.
Datfiir sprechen vor allem folgende Griinde:

e Bei nichtlinearen Objekten liegen ganzheitliche Vorstellungen weniger
nahe als bei Geraden; so existiert z. B. kein einzelner Vektor, der (wie
ein Richtungsvektor einer Geraden) den Verlauf einer Kurve beschreibt.

e Durch die Betrachtung ,neuer“ Objekte ergeben sich Anlédsse, geometri-
sche Objekte und algebraische Beschreibungen miteinander zu verglei-
chen. Die Gefahr, dass sich eingeschrankte Vorstellungen von Parameter-
darstellungen verhérten, die vor allem an der Abarbeitung von Kalkiilen
orientiert sind, wird dadurch verringert.

Als Ausgangspunkt fiir die Behandlung von Kurven bieten sich u. a. Kreise an.
Deren Parameterdarstellungen kénnen ankniipfend an den MU der ST (trigo-
nometrische Funktionen am Einheitskreis) erarbeitet und durch funktionale
Uberlegungen variiert werden, wodurch sich z. B. Parameterdarstellungen von
Spiralen und Schraubenlinien ergeben (siche hierzu [5] und [6]).

Fiir die Herausbildung einer dynamischen Sicht auf Parameterdarstellungen
eignet sich insbesondere die Erstellung von Animationen (Videos) in einer
geeigneten Grafiksoftware oder einem Computeralgebrasystem (CAS). Hier-
zu sind Positionen von Objekten oder die Position des Beobachters (bzw.
der Kamera) in Abhéngigkeit von einem Zeitparameter zu beschreiben. Die
Betrachtung von Geraden bzw. Kurven als Punktmengen und dynamische

Aspekte lassen sich dabei gut miteinander kombinieren.’

Die Erzeugung von Animationen auf der Grundlage von Parameterdarstel-
lungen ist mit dem bereits erwidhnten 3D-Grafikprogramm POV-Ray oder
mit einem CAS wie Maple oder MuPAD moglich. Beispiele fiir die Beschrei-
bung und Darstellung von Kurven und ihre Nutzung als Bewegungsbahnen
in Animationen finden sich u. a. in [5] und [6] sowie auf der Internetseite [7].

5Ein weiteres wichtiges Argument fiir die Anfertigung von Animationen zur Erlangung einer dynamischen
Sicht auf Parameterdarstellungen besteht darin, dass sich Schiiler erfahrungsgeméaf fiir die Generierung von
Videos in iiberdurchschnittlich hohem Mafle interessieren.
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