Hermann VOGEL, TU Miinchen

Von Parabeln zu Freiformkurven mit Hilfe der Dynamischen-
Geometrie-Software CINDERELLA 2.0

Der Beitrag handelt von ebenen Freiformkurven speziell Bézier-Kurven, da
sich diese zum einen mit Hilfe Dynamischer-Geometrie-Software zum Bei-
spiel mit dem Programm Cinderella 2.0 einfach darstellen und untersuchen
lassen, zum anderen die zugrunde liegende Theorie weitgehend auf
Schulniveau entwickelt werden kann. So geniigt die Kenntnis der Strecken-
teilung, der Binomischen Formel und der Differentiation von Polynomen.
Die interaktiven Applets findet man unter: WWW-
m10.ma.tum.de/~vogel/cagd.

1. Parabel als Bézier-Kurve vom Grad 2 erkennen

Ausgehend von einem Parabelbogen mit seinen Tangenten in den End-
punkten Ao und A., die sich stets in einem Punkt A, schneiden, betrachten
wir die Tangente in einem Punkt X auf dem Parabelbogen, die die Strecken
AcA; und A+A; in den Punkten B, und B, schneidet.

Verhaltnisse A, Beim Verschieben des Punktes X er-
AoBolAgA1 = 0.4451 kennt man, dass sich auf den drei
A1B4IA1A2 = 0.4451 Strecken stets gleiche Verhiltnisse
BgXIBpB1 = 0.4451 zwischen 0 und 1 einstellen, was

sich mit Cinderella durch Messen
und Berechnen bestétigen und in der
By Sekundarstufe 2 auch analytisch
leicht nachweisen ldsst.

zwischen 0 und 1

Teilt man umgekehrt die Strecken
wiederholt im gleichen Verhiltnis
t:(1—t) mit t 0 [0,1], so erhilt man
0 Al T 1 einen Punkt X des Parabelbogens

t 1+t von Ay bis A, den man mit Cinde-

rella als Ortslinie von X zum Treiber T auf der Strecke 01 erhilt.

2. Streckenteilung konstruktiv und analytisch

Die bekannte konstruktive Ubertragung des Teilverhiltnisses auf eine Stre-
cke AB kann man bei DGS-Programmen als Makro definieren, um damit
die wiederholte Streckenteilung schneller zu erhalten. Dies setzt aber eine
allgemeingiiltige stabile Konstruktion voraus, etwa durch Wahl der Hilfss-
trecke senkrecht zur betrachteten Strecke AB. Insofern treten beim Arbeiten
mit DGS-Programmen interessante neue Problemstellungen auf.



Analytisch erhdlt man den Punkt C, der eine Strecke AB im Verhiltnis
t:(1-t) teilt, als c=(1—t)-a+t-b mit t 0 [0,1], und kann mit der Program-
miersprache CindyScript simtliche Zwischenpunkte einfach bestimmen.

3. De Casteljau-Algorithmus fiir Bézier-Kurven

Durch Hinzunahme weiterer Kontrollpunkte erhdlt man Bézier-Kurven
hoheren Grades. Die Figur zeigt den de-Casteljau-Algorithmus, der rekur-
siv den Kurvenpunkt X zum Parameter t zwischen 0 und 1 liefert. Dabei
werden die Zwischenpunkte und Strecken mittels CindyScript zur gege-
benen Liste pts der Kontrollpunkte rekursiv bestimmt.

Rekursive Berechnung
mittels CindyScript:

repeat( N, j,
ptsc=pts;
k=N—j+1;
repeat(k, i,
ptsc_(j+i)=pts_(j+i—1)*
(1-t)+t*pts_(j+i);
);
pts=ptsc;
drawall(ptsc);
connect(ptsc);
);
X.xy=pts (N+1);

i
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Insofern ermdglicht Cinderella die Behandlung rekursiver Verfahren im
Unterricht und fordert damit die Entwicklung algorithmischen Denkens.

Die Figur legt Vermutungen iiber die Tangenten in den Endpunkten des
Kontrollpolygons sowie im Punkt X nahe, fiir deren Begriindung eine Pa-
rameterdarstellung der Bézier-Kurven hilfreich wére.

4. Parameterdarstellung von Bézier-Kurven

Eine Parameterdarstellung x(t) der Bézier-Kurven erhdlt man analytisch aus
dem de-Casteljau-Algorithmus durch rekursives Einsetzen, was explizit
allerdings nur fiir kleine Grade n sinnvoll ist.

Fiir allgemeinen Grad n erhélt man mit Hilfe des Operators £: a,Pa,,,

Induktion n
x(t)=dt = |[1-t+t E|"ay,= ),
nach n k=0

n
k

. g . . . k .
wobei die Binomische Formel sowie E"a,=a, verwendet wird.

(1—¢)" % ¢ E"aozkz a, B(t)
=0

b



x(t) ist somit die Linearkombination der Kontrollpunkte @, mit den Bern-
steinpolynomen Bj(¢) vom Grad n, die in der Stochastik bei der Ber-

noullikette auftreten und daher in jeder Schulformelsammlung zu finden
sind.

Offenbar spannt das Thema einen Bogen von der Elementargeometrie {iber
die analytische Geometrie und Analysis bis hin zur Stochastik.

5. Weitere Eigenschaften der Bézier-Kurven entdecken

Durch Verschieben der Kontrollpunkte konnen wir weitere Eigenschaften
der Bézier-Kurven entdecken, vgl. die gestrichelten Linien in obiger Figur.

Die Konvexe-Hiillen-Eigenschaft besagt, dass die Bézier-Kurve stets in
der Konvexen Hiille ihres Kontrollpolygons liegt, wobei man die Konvexe
Hiille mit CindyScript einfach iiber orientierte Flicheninhalte bestimmt.

Die Pseudolokale-Kontrolle besagt, dass bei Verschiebung eines Kontroll-
punkts die Kurvenpunkte parallel dazu wandern.

Diese Aussagen kann man sowohl geometrisch mit dem de-Casteljau-Algo-
rithmus als auch analytisch mit der Parameterdarstellung begriinden.

6. Tangenten, Kriimmungen und geometrische Stetigkeit

Die Ableitungen der Parameterdarstellung x(t) einer Bézier-Kurve vom
Grad n ergeben sich als iterierte Differenzen der Kontroll- bzw. Zwischen-
punkte des de-Casteljau-Algorithmus, speziell:

x(t=0)=n-Aa, mit Aa,=a,—a, (vgl. Pascal — Dreieck )
%(t=0)=n-(n—1)-Aa, mit A*a,=A(Aa,)= a,~2-a,+a,

Ap r Waibhle die Stetigkeitsordnung r
1 01 2

Mit Hilfe der Formel fiir die Kriimmung erkennt man, dass die Kriimmung



in Ao nur vom Grad n, der Lange von 44, und dem Abstand von A zur
Tangente AoA: abhdngt. Eine Verschiebung von A, parallel zur Tangente
AcA; dndert also die Kriimmung in A, nicht. Demnach gilt:

Zwei Bézier-Kurven mit den Kontrollpunkten A,, .., A, bzw. B,, .., B, sind:

» stetig verbunden, wenn B, mit A, zusammenfillt,

* tangentenstetig verbunden, wenn zusitzlich B, auf der Tangente tan
liegt,

e kriimmungsstetig verbunden, wenn zusdtzlich B, geeigneten Abstand
zur Tangente ta, hat, d.h. auf einer Parallelen g zur Tangente tan liegt.

Bei geometrischer Stetigkeit bleiben offenbar mehr Freiheiten fiir die Kon-
trollpunkte B, B, als bei Forderung nach analytischer C'- Stetigkeit.

7. Kreis als rationale Bézier-Kurve vom Grad 2

Da Cinderella intern mit homogenen Koordinaten arbeitet und diese in
CindyScript zugdnglich sind, kann man durch Hinzunahme von Gewichten
ohne weiteres ebene rationale Bézier-Kurven erzeugen.

Die Figur =zeigt einen
Kegelschnittsbogen als
rationale Bézier-Kurve
vom Grad 2 mit den Ge-
wichten Go = G, = 1 und
G, =c OIR", der zu-
sammen mit dem Bogen

Aq

fir Gi = — ¢ den ge-
samten Kegelschnitt
bildet.

Dabei ist der Kegel-
schnitt fiir

* 0<G;<1eine Ellipse

_G1| Kreisl e G;=1 eine Parabel

G:> 1 eine Hyperbel

Einen Kreis erhdlt man jedoch nur, wenn das Kontrollpolygon ein gleich-
schenkliges Dreieck bildet und das Gewicht G; =cos £ A, A, A, gewihlt ist.
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