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Chirale Farbungen von Polyedern

Dader Vortragende sich nicht fir einen von drel méglichen Anfangen ent-
scheiden konnte, stellte er sie alle drel vor.

1. Anfang

Der Vortragende zeigt zwei kongruente Wiirfel. Jeder der beiden Wirfel
hat zwei blaue, zwei gelbe und zwel grine Flachen, und Flachen mit glei-
cher Farbe haben stets eine Kante gemeinsam. Eine ndhere Betrachtung
ergibt, dass auch die Farbungen kongruent sind. Sie sind aber gegensinnig
kongruent, so wie linker und rechter Schuh.

Dem Leser wird es das Verstandnis des Vortrags sehr erleichtern, wenn er
sich die beiden farbigen Wurfel herstellt, ebenso das spéter beschriebene
Tetraedermodell eines Aminosauremolekiils und das Trinkhammodell a-
nes Wrfels.

Nach Lord Kelvin nennt man ein Objekt chiral (das bedeutet , handig“),
wenn esin einer Rechtsform und einer Linksform existiert. Man sieht leicht
ein, dass ein Objekt genau dann chira ist, wenn es keine orientierungsum-
kehrende Symmetrie besitzt. Ein Wirfel etwa ist nicht chiral, weil er Spie-
gelsymmetrien besitzt; die oben beschriebenen Wurfelféarbungen sind je-
doch chird.

2. Anfang

Auf der Titelseite eines aktuellen Jazzmagazins ist der Sdnger Thomas
Quasthoff abgebildet. Im Jahr 1956 kam das Schlafmittel Contergan auf
den Markt. Die Molekile seines Wirkstoffs Thalidomid sind chiral; ihre
Rechtsform hat eine beruhigende Wirkung, wahrend ihre Linksform bel
Schwangeren Wachstumsstérungen an den Gliedmalien des ungeborenen
Kindes verursachen kann. Thomas Quasthoff war eines dieser so genannten
Contergankinder. Seitdem sind Rechts- und Linksformen von Molekilen
ein wichtiger Forschungsgegenstand; das zugehorige Forschungsgebiet
heil3 Stereochemie.

Ein einfaches Beispiel eines chiralen Molekils, das der Aminosdure Ala
nin, kann man sich mit einem Tetraedermodell veranschaulichen: Man
denkt sich das zentrale GAtom im Zentrum des Tetraeders und schreibt
jede der vier mit diesem GAtom verbundenen Atomgruppen H, COOH,
NH, und CH; auf eine eigene Tetraederflache.



Legt man das Modell auf die CH,-Fl&che, und sieht dann die H, COOH-
und NH,-Flachen im Gegenuhrzeigersinn um ihre gemeinsame Ecke ange-
ordnet, so liegt das Modell einer Linksaminosdure vor. Proteine bestehen
ubrigens fast ausschliefdlich aus Linksaminosauren.

Im Allgemeinen ist es nicht 0 einfach, Rechts- und Linksform zu unter-
scheiden. Bel jeder der beiden vorhin gezeigten Wurfelféarbungen gibt es
genau zwel Ecken, an denen dle drei Farben zusammen kommen; aber
wenn Blau, Gelb und Grin die eine Ecke im Uhrzeigersinn umgeben, so
umgeben sie die andere Ecke im Gegenuhrzeigersinn.

3. Anfang

Im Geometrieunterricht der Grundschule werden die Symmetrien ebener
Figuren behandelt, und nach dem Spiralprinzip der Didaktik sollte das
Thema Symmetrie spéter auf htherem Niveau wieder aufgegriffen werden.
Untersucht man etwa die Symmetrien von Funktionsgraphen, so ist das Ni-
veau nur wenig hoher. Eine anspruchsvollere Aufgabe, welche auch den
dringend bendtigten raumlichen Standpunkt fordert, ist die Bestimmung
aler Symmetrien eines Wirfels. (Die Symmetriegruppe des Wiirfels be-
steht aus 24 Drehungen, 9 Spiegelungen und 15 Drehspiegelungen.) Méch-
te man nun mit diesen Symmetrien auch etwas anfangen, so bietet sich die
folgende Fragestellung an. Es gibt 3 = 729 Flachenfarbungen eines Wiir-
fels mit 3 Farben; wie viele nicht kongruente Farbungen gibt es darunter,
und wie viele davon sind chiral? Die Antwort kann man mit Hilfe des fol-
genden Satzes geben.

Satz von Burnside: Bel der Wirkung einer endlichen Gruppe G in einer
endlichen Menge F bezeichne f(g) die Anzahl der Fixelemente des Grup-
penelementes g. Dann ist die Anzahl der Bahnen gleich dem arithmetischen
Mittel aller f(g), a'so gleich der Summe aler f(g), geteilt durch die Zahl der
Elemente von G.

Diesen elementar beweisbaren Satz findet man in vielen Blchern Uber
Kombinatorik, etwain [1]. Bel seiner Anwendung ist G die Gruppe aler 48
Symmetrien des Wiirfels und F die Menge dler 729 Flachenfarbungen mit
3 Farben. Nun muss man fir jede Symmetrie g die Zahl f(g) bestimmen.
Zum Beispid ist f(id) = 729 und f(g) = 3 = 27, fals g eine 90°-Drehung
ist. Nach dem Satz von Burnside gibt es dann 56 Bahnen, aso 56 nicht
kongruente Farbungen. Wahit man fir G nur die Gruppe dler 24 Dreh-
symmetrien des Wirfels, so erhélt man 57 Bahnen, also 57 nicht gleichsin-
nig kongruente Farbungen. Hieraus folgt, dass genau eine der 56 Farbun-
gen chira ist. Hétten wir diese chirale Farbung nicht schon zu Anfang ken-



nen gelernt, kdnnten wir sie jetzt leicht bestimmen: Da Vertauschung der
Farben nur kongruente Farbungen liefert, muss jede Farbe auf genau zwel
Wirfelflachen sein, und gegentberliegende Wurfelflachen dirfen nicht
gleich geférbt sein, da sonst die Farbung eine Spiegel symmetrie hétte.

Allgemein ergeben die gleichen Uberlegungen, dass es genau (n° — 3n° —
3n* + 11n° + 2n*—8n) : 48 nicht kongruente chirale Farbungen der Flachen
eines Wurfels mit n Farben gibt. Wahrend man dieses Ergebnis auch be-
quemer mit der Abzahitheorie von Polya erhalten konnte, ist dies im fol-
genden Beispiel, welches ich Helmut Emde verdanke, nicht moglich.

Baut man aus 12 gleich langen Trinkhalmen das Kantenmodell eines Wir-
fels, wobel die Trinkhame nur durch innen laufende Faden verbunden
sind, so ist dieses Modell nicht stabil. Man kann es jedoch stabilisieren,
indem man in jede der 6 Wurfelflachen anen diagonalen Trinkham ein-
flgt, denn dann ist die Fachwerkbedingung 3k — s = 6 (k = Anzahl der
Knoten, s = Anzahl der Stébe) erflillt. Da man fir jede Wrfelflache zwel
magliche Diagonalen hat, gibt es 2 mégliche Stabilisierungen. Das Prob-
lem, die Anzahl der nicht kongruenten Stabilisierungen zu bestimmen, ist
aber nicht &gquivalent zu dem der Flachenfarbungen mit zwei Farben, denn
esist z. B. f(g) = O fur jede 90°-Drehung g. Wenn man alle Zahlen f(Q)
richtig bestimmt hat, liefert der Satz von Burnside genau 7 nicht kongruen-
te Stabilisierungen des Wiirfels durch Flachendiagonalen, und von diesen
ist genau eine chiral. Dem Leser sai als Ubung empfohlen, diese chirale
Stabilisierung zu finden.

Fazit

Der Themenkreis ., chirale Farbungen von Polyedern“ hat einen Bezug zu
wichtigen Fragen der Stereochemie, bietet Gelegenheit, das Thema Sym-
metrie auf héherem Niveau zu behandeln und gibt einen Eindruck von der
Schlagkraft gruppentheoretischer Methoden. Dass er dartiber hinaus beson-

ders das Raumanschauungsvermogen fordert, dirfte der Leser selbst ke
merkt haben und hat sich in meinen Veranstaltungen fir Studierende besté:

tigt.
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