Gabriella AMBRUS, Budapest

Weiterdenken und Verallgemeinerungsmoglichkeiten eines
Problems fiir Klassen 7-11

Suche nach Verallgemeinerungsmdglichkeiten im Fall von Problemen ist
gar nicht selten. Es ist aber nicht iiblich diese anhand der verschiedenen
Vorkenntnisse in verschiedenen Jahrgingen zu betrachten. Diese Art der
Bearbeitung eines Problems erlaubt das Uben und die Vernetzung von
zahlreichen mathematischen Kenntnissen und Tdtigkeiten. Im Vortrag wird
diese Problembehandlung an einem geometrischen Beispiel gezeigt:

Der Mittelpunkt eines Quadrats mit der Seitenlinge 2cm sei ein Eck-
punkt eines anderen Quadrats mit der gleichen Seitenlinge.

Wie grop ist der gemeinsame Teil beider Quadrate?
1. Uber méglichen Lésungen

Verschiedene Losungswege nach verschiedenen Jahrgdngen habe ich schon
in meinem Vortrag in 2006 zu diesem Problem gezeigt, hier zitiere ich kurz
eine Losung mit Hilfe der Ahnlichkeit, die inzwischen ,,entstanden® ist.

Losung mit Ahnlichkeit

Der gemeinsame Teil wird als Differenz von den rechtwinkligen Dreiecken
OSV und QRV bestimmt. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecken QRV und
OSV folgt, dass
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v Aus dem markierten Dreieck p*-(k-1)>=1 und damit
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Vorkenntnisse, Stufe: Ahnlichkeit von Dreiecken, Flicheninhalt von recht-
winkligen Dreiecken, Pythagoras, algebraisches Umformen. 15 - 16 Jahre
(9., 10. Jahrgang)



2. Weiterdenken, Verallgemeinerung

2.1 Klassifizierung der Fille

Wenn die Seitenldnge des zweiten Quadrates grofler als 2 cm ist, so bleibt
der gemeinsame Teil 1 cm®. Wenn die Seitenldnge des zweiten Quadrates
Kkleiner als 2 cm ist, konnen folgende verschiedene Fille auftreten:

v

1. Das zweite Quadrat bleibt beim Drehen
immer im ersten Quadrat; in diesem Fall ist
der gemeinsame Teil die Flache des zweiten
Quadrates.

2. Ein Teil des zweiten Quadrates ist beim
Drehen manchmal aulRerhalb des ersten
Quadrates, in diesem Fall hangt die GrolRe
des gemeinsamen Teils von der Lage der
Quadrate ab.

3. Ein Teil des zweiten Quadrates ist beim
Drehen immer aulRerhalb des ersten Qua-
drates, die GrélRe des gemeinsamen Teils ist
von der Lage der Quadrate abhangig.

4. Ein Teil des zweiten Quadrates ist immer
aulRerhalb des ersten Quadrates, die GrolRe
des gemeinsamen Teils ist aber immer ein
Viertel des ersten Quadrates.

Vorkenntnisse, Stufe: Erfahrungen iiber Klassifikationen von Objekten,
oder Fillen. 11-12 Jahre (6.-7. Jahrgang).

Diese Ergebnisse konnen in weiteren Jahrgdngen prazisiert und ergdnzt
werden.Wenn die Parameter a und b fiir die Seitenldnge des ersten bzw. des
zweiten Quadrates eingefiihrt sind, konnen die erwdhnten Féllen in vier
Klassen eingeordnet werden:

_a_ Der gemeinsame Teil ist konstant wihrend der Drehung
0<b< ) ; 4

212 und gleich mit dem zweiten Quadrat.
2 < & |Der gemeinsame Teil dndert sich wihrend der Drehung
242 2 |bis zum zweiten Quadrat.
4 cp< a2 Der gemeinsame Teil dndert sich wéhrend der Drehung
2 2 bis zum Viertel des ersten Quadrates.
a2 <b Der gemeinsame Teil ist konstant wihrend der Drehung

> =

und gleich mit dem Viertel des ersten Quadrates.




Vorkenntnisse, Stufe: Pythagoras, algebraisches Umformen. 15-16 Jahre (9.
-10. Jahrgang)

Fiir jeden Parameterwert der grof3te (bei dem ersten und vierten Fiéllen so-
gar die kleinste) iiberlappende Teil angegeben ist, ergibt sich daher die
Frage nach dem kleinsten iiberlappenden Teil bei

_a_ a . a a¢2
22 <b<2 bzw. be12 <b<—=

Aus den beiden Fillen werde ich den ersten, einfacheren Fall betrachten,
wobei die Grofle der liberlappenden Flache als Funktion der Position fiir

a .
> \f b untersucht wird.

2.2 Suche nach dem kleinsten iiberlappenden Teil

Zum Aufschreiben des iiberlappenden Flicheninhaltes brauchen wir eine
geeignete Variable, (hier Schnittwinkel a der Diagonale des stehenden Qua-
drates OB mit der Seite des gedrehten Quadrates RQ).

2 4 Q liegt auBerhalb des stehenden Quadrates genau
o dann, wenn sina-bvV2 > % gilt. (1)
O P Folglich untersuchen wir den Fldcheninhalt fiir
D\
R, G dQ o [ |a,=arcsin 2\/2b - 90° (2)
C B

Um den Fldcheninhalt des gemeinsamen Teils zu bestimmen, muss (wegen
der Zerlegungsgleichheit) aus dem Viertel des ersten Quadrates das mit di-
cker Linie markierte Dreieck weggelassen werden.

Der Flacheninhalt des bezeichneten Dreiecks

a . 2
d (—=sina—b) it: 1
Fozcz N .Und damit: F(a)zzaz—Fo(a)’
2sin‘a—1

Die Funktion F(0) ist genau dann minimal, wenn Fo(0) maximal ist.
Untersuchung von Fy(Q)

a) Um das Maximum von F¢(0) zu bestimmen, betrachten wir die Ab-
leitung nach a:

, asina—hb2)-cosa-(a—2sina-b2
ol ()= _((:0522(X | ( ) , oder




b) Es wird angenommen zum Beispiel nach Experimentieren mit einem
Modell oder mit einem geeigneten CABRI-Figur, dass F,(90°)=F(a) gilt

fiir die a Werte im Bereich. Das heif3t, die zu beweisende Ungleichung;:
(asina—bV2)? (a—bV2Y

<
2sin®a—1 1

Vorkenntnisse:Winkelfunktionen, trigonometrische Funktionen und ihre In-
versen, Sinussatz, trigonometrische Umformungen, algebraisches Um-
formen, und

bei a):Elemente der Differentialrechnung,

bei b):Losung von parametrischen Ungleichungen, Zusammenhdnge und
Losung von quadratischer Gleichung. Stufe: 17-18 Jahre (11. -12.
Jahrgang)

3. Hilfsmitteln beim Losen und Weiterdenken

Die Losung des Problems ist gar nicht leicht. Fiir den ausgewdhlten Lo-
sungsweg kann die Lehrperson in den verschiedenen Jahrgidngen ent-
scheiden, welche Hilfe fiir die SchiilerInnen angeboten wird (eine Frage,
ein Losungssegment, ein Hilfsmittel).

Moglichkeiten fiir Hilfsmittel:
1. herkommliche Modell
2. Untersuchung mit CABRI (dynamisches Geometrieprogramm)

Bei der Untersuchung der Funktionen F(a) bzw. Fo(Q) konnen geeignete
CABRI Figuren auch helfen, wobei der Wirkung der Anderung von Pa-
rameter a und b interaktiv gefolgt werden kann.

Die von mir angefertigte Datei ist im Internet unter der Adresse http:/ww-
w.mathdid.inhun.com erreichbar.

3. Untersuchung mit grafikfihigem Taschenrechner

Der grafikfdhige Taschenrechner erlaubt eine (didaktisch sehr bedeutende)
Verkniipfung der verschiedenen Reprisentationen einer Funktion mit einer
Variablen. Mit Grafikrechnern 1dsst sich die Zuordnungsregel der Funktion
Fo(a) (als Berechnungsformel) symbolisch eingeben und die zusammenge-
horenden Werte werden in Tabellenform und/oder grafisch dargestellt.

Das Ziel der Untersuchung ist die Minimumstelle von Fo(Q) bei konkreten
Parameterwerten von a und b zu bestimmen.
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