Pascal STOLTING, Bielefeld

Funktionales Denken von Schiilerinnen und Schiilern in
Deutschland und Frankreich - ausgewiahlte Interviews aus
dem Projekt PALMA

1. Ubersicht

Im Rahmen des DFG-Projektes PALMA (Hofe et al.,, 2005), das die
Entwicklung mathematischer Kompetenz von Schiilerinnen und Schiilern
der Klassen 5 bis 10 erfasst, werden jedes Jahr 36 Interviews durchgefiihrt.
In den Klassenstufen 8 lag der inhaltliche Schwerpunkt der Interviews auf
der Ausbildung funktionalen Denkens. Zusitzlich zu den in Bayern durch-
fithrten 36 Interviews wurde 2006 eine Parallelstudie mit Schiilerinnen und
Schiilern zweier Schulen aus dem Grof3raum Paris durchgefiihrt, wobei die
Aufgaben aus den PALMA Interviews der 8. Klasse verwendet wurden.
Durch die in den Interviews gestellten Aufgaben konnten typische Fehler
und Fehlvorstellungen dokumentiert werden.

Im Vortrag wurden die Theorien vorgestellt, die bei der Konzeption und bei
der Analyse der Interviews verwendet worden sind. AnschlieBend wurden
zwei Interviewausschnitte prdsentiert, in denen typische Fehler doku-
mentiert werden.

2. Funktionales Denken

Es gibt eine Fiille von Veroffentlichungen, die sich mit funktionalem Den-
ken oder dhnlichen Konzepten beschiftigen. Um mit diesem Begriff arbei-
ten zu konnen muss dieser zuerst klar definiert werden. Hier wird in
Anlehnung an Vollrath (1989) funktionales Denken mit folgender Definiti-
on genutzt:

Unter funktionalem Denken versteht man eine Denkweise, die typisch
fiir den Umgang mit funktionalen Abhédngigkeiten ist.

Dies umfasst folgende Fihigkeiten:

- Funktionale Abhingigkeiten zwischen Grofen konnen in allen iibli-
chen Darstellungsformen festgestellt, angegeben und erzeugt werden.
(Dies beinhaltet Ubersetzungen.)

- Hypothesen iiber die Art der funktionalen Abhéngigkeit, insbesondere
den Einfluss von Anderungen, kdnnen gebildet und tiberpriift werden.

Zentrale Punkte dieser Definition sind also die verschiedenen Darstellungs-
moglichkeiten funktionaler Abhingigkeiten und Ubersetzungen zwischen
ihnen. Sie deckt sich in weiten Teilen mit der Definition der Subskala Ver-
dnderung und Beziehung von PISA (OECD, 2004)



3. Theorien

Bei der theoretischen Fundierung der Definition von funktionalem Denken
wurde auf folgende Theorien aufgebaut:

- Duval: Theorie von Reprisentationssystemen und der Ubersetzungen zwi-
schen ihnen. (Duval, 1993)

- Vergnaud: Theorie der konzeptuellen Felder. Ein konzeptuelles Feld ist
eine Menge von Situationen zusammen mit einigen mathematischen Kon-
zepten, die zu einem bestimmten Bereich gehoren.

Beispiel: Das konzeptuelle Feld funktionalen Denkens, das aus einfachen
funktionalen Situationen und den dazugehorigen einfachen mathema-
tischen Konzepten besteht. (Vergnaud, 1990)

Diese Theorien haben die Erstellung und Auswahl der Interviewaufgaben
geleitet. Fiir die Auswertung der Interviews wurden mit folgenden theore-
tischen Konzepten gearbeitet:

- vom Hofe: Grundvorstellungen (GV) sind mentale Modelle, die mathe-
matische Modelle, die Realitdt und die mentalen Konzepte der Schiiler
verbinden. Sie sind besonders bei Ubersetzungsvorgiangen von zentraler
Bedeutung. (vom Hofe, 1995)

GV zu Aspekten funktionalen Denkens: Zuordnungs-GV, Kovariations-
GV, Objekt-GV. GV zu den Darstellungen funktionaler Abhingigkeiten:
Funktionale Abhingigkeiten als Graph, Tabelle,...

- Vinner: Concept definition und concept image (Vinner, 1983)

4. Interviews

2005 wurden 36 Interviews zu Aufgaben zu funktionalem Denken aus dem
schriftlichen PALMA-Test in drei bayerischen Realschulen durchgefiihrt.
2006 konnte diese Serie im Rahmen eines vom DAAD geforderten Aus-
landsaufenthaltes mit 12 Schiilern aus zwei Schulen bei Paris wiederholt
werden. Es handelt sich um halbstandardisierte Einzelinterviews, bei denen
der Ton mitgeschnitten wurde.

Unter Anderem wurde den franzosischen und deutschen Schiilern folgende
Aufgabe zur Bearbeitung vorgelegt:

Auf den Bildern sind verschieden geformte GefalRe zu sehen, die alle gleich hoch
sind. In allen drei Fallen lauft gleichmal3ig Wasser in die GefalRe. Zeichne jeweils
ein, wie die Wasserhéhe in Abhangigkeit von der Zeit steigt.

Dazu wurden den Schiilern Bilder der Gefdf3e vorgelegt und leere, beschrif-
tete Koordinatensysteme.



Es folgt die Losung einer deutschen Schiilerin. Es fdllt auf, dass alle
Graphen ein abfallendes Endstiick aufweisen. Wie es zu diesem kommit,
zeigt ein Interviewausschnitt zum ersten Gefal3.

S Also, da steigt es, es wird immer ho "“. T. =
her. &

I Kannst du erklaren, warum das eine )
Gerade ist? |

S Weil das Gefal3, das bleibt ja, das
ist ja so ein Viereck und das bleibt
ja gleich grol3 und das hat immer
den gleichen Durchmesser und bei
dem ja, da ist es halt eine andere
Form, da steigt es ja auch anders,
das kommt ganz darauf an, auf die
Form darauf an.

Kann man denn sagen, wenn das
Gefalk irgendwann voll ist, wie der
Graph dann weiter |auft?

Ja, das lauft Gber. Dann ist Schluss.

Ja, wie kénnte es dann...

Ja dann lauft es wieder nach unten.

Kannst du das mal einzeichnen?

Ja so halt dann, ja nach unten.

Und warum lauft es wieder nach unten?

Weil es ja da an der Seite raus lauft und dann dahin.

Trotz der nicht korrekt gezeichneten Graphen zeigt die Schiilerin ein gutes
Verstindnis fiir den funktionalen Zusammenhang. Insbesondere erkennt sie,
dass die Steigung der Kurve vom Durchmesser des Gefdf3es abhdngt. Die
uniibliche Frage nach dem Verlauf beim Erreichen des Gefdflrandes 1asst
sie eine bekannte Fehlinterpretation von Graphen durchfiihren. Sie deutet
den Graphen nicht nur ikonisch, wie dies von Janvier (1983) beobachtet
wurde, sondern erstellt aktiv einen Graphen als direktes Abbild der Reali-
tat.

n-—un—un—un

Im zweiten Beispiel kann eine Fehlvorstellung erfasst werden, die nach der
Analyse der Lehrpldne erwartet wurde. Folgende Losung des oben genann-
ten Problems hat eine franzdsische Schiilerin gefunden: Sie zeichnet einen
korrekten Graphen fiir das erste Gefd3 und erkldrt, dass aufgrund der senk-
rechten Winde eine Gerade die richtige Losung ist. Anschlieend sucht sie
die Losung fiir das dritte Gefal3:

I Also ist es, ist es eine etwas steilere Gerade als beim ersten.

S Ein bisschen steiler, weil, wie soll ich sagen, es ist immer noch proportional.
I Mhm
S

Aber,...,es ist kein Rechteck, also wird es, es wird nicht geben... Ah, nein. Wie
soll ich sagen, ... Ich weil3 es nicht.

Was stort dich?



S

Was mich stort ist, ist dass, ahm, da es eher, nicht konisch, aber unten
schmaler ist =

Mhm P

Es ist, wie soll ich sagen, nein ich weil} es nicht

Du versuchst raus zu finden, welchen Einfluss es hat, dass es un
ten schmaler ist, oder? Wie man es mit der Kurve zeigen kann.

Genau, ...

Du denkst also, dass man es in der Kurve sehen sollte? Dass es
unten schmaler ist als oben?

Nein, nein!
Nein?
..., eigentlich weil3 ich es nicht, ich weil3 es nicht.

Hier und bei der Bearbeitung des mittleren Gefif3es, die aus Platzgriinden
nicht abgedruckt werden kann, versucht die Schiilerin eine Gerade zu recht-
fertigen, obwohl ihr durch die Form des Gefdfles Zweifel an der Richtigkeit
ihrer Losung kommen. Diese Fehlvorstellung wurde nach der Analyse der
franzosischen Lehrpldne erwartet, da bis zum Zeitpunkt Interviews nur pro-
portionale funktionale Zusammenhinge ausfiihrlich bearbeitet wurden.
Andere funktionale Zusammenhénge sind der Schiilerin nur aus Beispielen
bekannt.
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