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Biomathematische Modelle ganz diskret

Biomathematik hat sich als Teilgebiet der Mathematik und als wichtiges
angewandtes Forschungsfeld lidngst etabliert. Sie versucht, durch die Mo-
dellierung biologischer Systeme, diese besser zu verstehen, Phinomene der
belebten Natur zu erkldren und Prognosen iiber zukiinftige Verldufe zu ge-
winnen. GroBBe Erfolge hat die Biomathematik bis dato in der Demogra-
phie, der Epidemiologie, der mathematischen Okologie und nicht zuletzt in
der Populationsgenetik feiern konnen.

Wie schnell breiten sich Seuchen aus und wie kann man sie einddmmen?
Warum konnen Krankheiten vererbt werden und wie grof} ist das Risiko,
dass das Kind kranker Eltern ebenfalls krank wird? Wer soll spiter unsere
Pensionen zahlen, wenn sich die Altersstruktur in unserer Gesellschaft wei-
ter in Richtung Uberalterung verindert? Gerade die Lebensnihe dieser oder
dhnlicher Fragen konnte doch auch fiir Schiilerinnen und Schiiler interes-
sant sein. Das wichtigste Werkzeug in der Biomathematik sind (Systeme
von) Differentialgleichungen. Ein Knock-Out-Kriterium, Biomathematik
auch schon im Schulunterricht zu behandeln?

1. Diskrete Modelle als Briicke zur Schulmathematik

Die Antwort miisste wohl ,Ja“ lauten, wenn an eine Bearbeitung aus-
schlieBlich mittels Differentialgleichungen gedacht wird. Ubersetzt man
jedoch die kontinuierlichen Modelle in diskrete, also in (Systeme von) Dif-
ferenzengleichungen, ist eine Bearbeitung sogar schon in der Sekundarstufe
I moglich.

Schiilerinnen und Schiiler kommen erstmals in Klassenstufe 7 mit Diffe-
renzengleichungen in Berithrung, ndmlich bei der Zinseszinsrechnung. Die
dort verwendete Rekursion ist jene des exponentiellen Wachstums
N,, =N, +r-N,, das auch zur Beschreibung der Entwicklung von Bevolke-

rungsgroBBen (zumindest in der Anfangsphase) verwendet werden kann.
Sind Rekursionen erst einmal im Unterricht behandelt worden, ist der Weg
zu interessanteren und realistischeren Modellen als dem exponentiellen
Modell nicht mehr weit. Beispielsweise ist fiir die Beschreibung des
Wachstums einer Bevolkerung das logistische Wachstumsmodell
N, =N,+r-N,-(K-N,) meist viel besser geeignet. Im Unterricht kann und

soll der Fokus gerade auf das Finden geeigneter Rekursionen, also auf das
Modellieren gegebener Sachverhalte, Situationen und Beziehungen, und
auf die korrekte Interpretation der darin vorkommenden Terme gelegt wer-
den. Das hohe Rechenpensum, das bei der Berechnung einzelner Folgen-

t+1



glieder auftaucht, kann néamlich ohnedies der Computer iibernehmen. Und
welches Werkzeug bietet sich zur Simulation von Differenzengleichungen
besser an, als die Tabellenkalkulation? Auf das didaktische Potenzial dieser
Software gehen wir in Abschnitt 3 genauer ein, zunédchst betrachten wir ein
Beispiel eines biomathematischen Modells.

2. Das Aussterben von Tierpopulationen

Eine zu groBBe Bevolkerungsdichte in einem bestimmten Gebiet ist oftmals
kontraproduktiv fiir das Wachstum einer Tierpopulation. Zu viel Konkur-
renz um vorhandene Nahrungsquellen und Brutstitten fiihrt dazu, dass das
Wachstum der Population gebremst wird und die Anzahl der Individuen
eine bestimmte Kapazititsgrenze K in diesem Gebiet nicht dauerhaft iiber-
schreiten kann. Dieser Sachverhalt wird durch das logistische Modell be-
schrieben.

Aber auch eine zu geringe Bevolkerungsdichte kann zum Problem fiir
Tierpopulationen werden. Beispielsweise hat man beim Afrikanischen
Wildhund beobachtet, dass die Bevolkerungsdichte in manchen Teilen Af-
rikas schon jetzt zu gering ist, um dauerhaftes Uberleben der Gattung si-
chern zu konnen. Der Afrikanische Wildhund ist ein Rudeltier, das in
Gruppen auf Jagd geht. Haben einzelne Individuen Schwierigkeiten dabei,
Jagdpartner zu finden, so verlduft das Ergattern von Beute oftmals erfolg-
los, was sich natiirlich negativ auf ihre Reproduktionsrate niederschlégt.

Auch bei Pflanzen tritt dieser Effekt auf: Je niedriger beispielsweise die
Dichte des Deutschen Enzian in einem Gebiet ist, desto kleiner ist die An-
zahl der Samen pro Pflanze.

In der Literatur wird dieses Phinomen nach dem amerikanischen Okologen
Warder Clyde Allee als ,,Allee-Effekt* bezeichnet. Vereinfacht konnte man
sagen, dass eine Population auf lange Zeit gesehen zum Aussterben ver-
dammt ist, wenn ihre Bevolkerungszahl erst einmal unter einen bestimmten
Schwellwert gesunken ist.

Diese Beschreibung des Allee-Effekts kann nun als Grundlage fiir Model-
lierungstitigkeiten im Schulunterricht herangezogen werden. Ausgehend
vom exponentiellen bzw. logistischen Wachstumsmodell kénnen Schiile-
rinnnen und Schiiler selbst passende Rekursionsformeln aufstellen, in Ta-
bellenkalkulationen experimentieren, verschiedene Modelle vergleichen
und Prognosen abgeben.

Ein (zugegebenermallen bereits relativ elaboriertes) Modell zur Beschrei-
bung des Allee-Effekts konnte etwa SO aussehen:
N,,=N,—a-N,+b-N}—c-N wobei a,b,c>0. Klarerweise muss so ein



Modell im Schulunterricht motiviert oder besser noch schrittweise aufge-
baut und inhaltlich interpretiert werden. Ein didaktisches Konzept dazu fin-
det man in Ableitinger 2008/1, S. 56-63. Wihlt man in diesem Modell

a=0,25,b=0,0052 und c=0,000025
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von K, so nimmt die Bevolkerung bis zur Kapazititsgrenze ab, liegt N,

zwischen T und K, so wichst die Bevolkerung bis zur Kapazititsgrenze und
sind zu Beginn schon weniger als 7 Individuen vorhanden, so tritt der Al-
lee-Effekt ein und die Bevolkerung stirbt langfristig aus.

3. Didaktische Analyse

Tabellenkalkulation: Ohne die Moglichkeiten von Tabellenkalkulationen
ist die Bearbeitung diskreter biomathematischer Modelle im Mathematik-
unterricht der Sek II nur bedingt sinnvoll. Erst durch sie wird der grof3e Re-
chenaufwand leicht bezwingbar. Ein groBer Vorteil gegeniiber anderen
Softwareprodukten ist zweifellos die einfache Syntax, die den Lernenden
meist ohnehin schon vertraut ist. Aus didaktischer Sicht ist ,,das Bezug-
nehmen auf die Zelle dariiber* und das haptische ,,Hinunterziehen von
Formeln* von groBBer Bedeutung fiir das Durchschauen und Begreifen von
Rekursionen. Im Sinne des operativen Prinzips kann durch Parametervaria-
tion (beispielsweise durch Schieberegler) das Objekt ,,Rekursion* beweg-
lich gemacht werden.

Iteration: ,,Eine Iteration ist ein spezieller Algorithmus, bei dem wiederholt
,dasselbe getan* wird®, formulieren Humenberger und Reichel salopp (Hu-
menberger und Reichel 1995, S. 200). Sie ist damit sozusagen eine alltags-
nahe Téatigkeit, denn es gibt viele Dinge in unserem Leben, die wir immer
und immer wiederholen. Iteration ist aber auch eine der fundamentalen
Ideen der Mathematik. Sie kommt in den Curricula der Schulmathematik
implizit an vielen Stellen und auf unterschiedlichen Niveaus vor, so etwa
bei der Zinseszinsrechnung, bei Wachstumsprozessen, bei der rekursiven
Darstellung von linearen Funktionen, beim Thema Folgen und Grenzwerte,



bei iterativen Niherungsverfahren und schlieflich bei Differenzenglei-
chungen. Die Biomathematik bietet sich hier als moglicher Kontext und
somit als Begleiter dieser Idee an.

Systemdenken: Menschen denken hdufig in einfachen Ursache-Wirkungs-
Zusammenhingen. Im Sinne der Allgemeinbildung unserer Schiilerinnen
und Schiiler ist es jedoch notwendig, den System- und Netzcharakter realer
Situationen und Zusammenhinge auch im Mathematikunterricht miteinzu-
beziehen. Hier bieten sich Systeme von Differenzengleichungen, wie etwa
bei Réiuber-Beute-Modellen oder bei einfachen Epidemiemodellen (siche
etwa Ableitinger 2008/2) fiir ein Kennenlernen bzw. einen ersten Einstieg
in eine authentische Arbeit mit komplexen Systemen an. Schon bei solch
elementaren Modellen treten Riickkopplungseffekte oder chaotische Phi-
nomene auf, die mit oben erwidhntem Ursache-Wirkungs-Denken nicht er-
klart werden konnen. Daraus ergibt sich die Hoffnung, dass die Systemhaf-
tigkeit akuteller Themen wie der Fliichtlingsproblematik, der Umwelt- und
Wirtschaftspolitik, der Ausbreitung globaler Epidemien, uvm. von den
Lernenden erkannt und zumindest ansatzweise erfasst werden.

Darstellungsformen: Unterschiedliche Darstellungformen sind oftmals
Quellen fiir das Entdecken von Eigenschaften und erweitern den Blick auf
den zugrundeliegenden Begriff. Fiir Rekursionen gibt es eine ganze Reihe
von Darstellungsformen, zu nennen sind etwa schematische Darstellungen,
die Rekursionsformel, die Tabelle und Zeit- bzw. Phasendiagramme. All
diese Darstellungsformen sind in Tabellenkalkulationen présent, ein Hin-
und Herschalten ist ohne groBen Aufwand per Mausklick moglich, was den
Ubersetzungsprozess auch in den Kopfen der Lernenden fordert.

Ficheriibergreifend und anwendungsorientiert: Dass realititsbezogener
Mathematikunterricht die Motivation der Lernenden fordern kann, ist viel-
fach belegt. Biomathematik ist selbstverstindlich aus Anwendungen heraus
entstanden und zeigt eine Reihe von Ankniipfungspunkten zu aktuellen
Themen. Facheriibergreifender Unterricht mit Biologie kann z. B. hinsicht-
lich der Fachtermini wertvolle Synergien nutzen.
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