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Aktuelle Forschung im Klassenzimmer: Modellierung und
Simulation von Populationsentwicklungen

Es ist allgemein akzeptiert, dass Modellieren von fundamentaler Bedeutung
fiir den Mathematikunterricht ist. Dennoch besteht die Arbeit mit Modellen
im Unterricht hiufig nur aus der Anwendung von Formeln und der Suche
nach passenden Parametern. Realitdtsbezogenes Unterrichtsmaterial gibt es
bisher wenig. Ausgewihlte Themen aktueller Forschung in Natur- und In-
genieurswissenschaften konnen bei sorgféltiger Aufarbeitung hingegen in-
teressantes Unterrichtsmaterial bieten.

Dieser Beitrag stellt Unterrichtsmaterial zur Modellierung und Simulation
von Populationsentwicklungen. Die betrachteten Modelle sind authentisch,
da sie Ergebnisse aktueller Forschung in der Theoretischen Biologie (Jo-
hansson & Sumpter, 2003) sind und eine starke biologische Fundierung
haben. Thre Herleitung basiert auf der Identifizierung und Erfassung der fiir
die Populationsentwicklung relevanten Eigenschaften auf Individuenebene.
Diese Art der Modellierung wird “bottom up”-Modellierung genannt. Eine
detaillierte Ausfithrung zu “bottom-up” Modellen und ihren Vorteilen ge-
geniiber den klassischen, hdufig im Schulunterricht verwendeten, “top-
down”-Modellen findet man bei Sumpter & Broomhead (2001). Obwohl es
sich um ein Resultat aktueller Forschung handelt, ist der gesamte Modellie-
rungsprozess fiir Schiiler begreifbar. Das Unterrichtsmaterial ermoglicht
die Modellierung und Simulation eine Vielzahl unterschiedlicher Populati-
onen und die selbstindige Herleitung passender Modellgleichungen durch
die Schiiler.

Das im Folgenden vorgestellte Unterrichtsmaterial kann im Mathematik-
und Biologieunterricht der Oberstufe eingesetzt werden und steht im Inter-
net zum Download zur Verfiigung (Roeckerath, 2008).

Das Modell

Modelliert werden zwei interagierende Arten, die einen gemeinsamen Le-
bensraum mit beschrinkten Ressourcen bewohnen. Beide Populationen ha-
ben eine diskrete nicht iiberlappende Generationenabfolge, wie Insekten
oder einjdhrige Pflanzen. FEin Individuum interagiert mit Individuen seiner
eigenen Art (z.B. Konkurrenz um Nahrung, Lebensraum, Licht) und mit
Individuen der anderen Art (z.B. Riuber-Beute oder symbiotisches Verhal-
ten). Diese Phidnomene heiflen intra- bzw. interspezifische Interaktionen
und beeinflussen die Reproduktionsfihigkeit der Individuen. Ein reproduk-



tionsfahiges Individuum reproduziert sich genau einmal und verteilt seinen
Nachwuchs (z.B. Samen oder Eier) zufillig im Lebensraum.

Johansson und Sumpter (2003) bilden die Entwicklung der Arten von Ge-
neration zu Generation im so genannten Késtchenmodell ab. Aufgrund der
nicht iiberlappenden Generationen lésst sich die Populationsentwicklung in
diskreten Zeitschritten beschreiben und ist auBerdem nur von der Anzahl
der Reproduktionen beeinflusst. Der Lebensraum wird als Feld mit endlich
vielen Kistchen dargestellt. Jedes Kistchen entspricht einem Bereich des
Lebensraumes. Jeder Spezies wird eine Farbe zugeordnet und die Individu-
en innerhalb eines Bereichs, werden durch Punkte in der entsprechenden
Spezies-Farbe im zugehorigen Késtchen abgebildet (Siehe Abb. 1).
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Abbildung 1: Das Kistchenmodell

Da sich Individuen, die im selben Kistchen dargestellt werden, rdaumlich
nah sind, interagieren sie miteinander. Die Interaktionen entscheiden dar-
tiber ob ein Individuum reproduktionsfihig wird oder nicht (z.B. wird sich
ein Beutetier, welches von einem Riuber gefressen wurde, nicht mehr re-
produzieren). Zur Bestimmung der Anzahl an Nachkommen, muss folglich
fiir jedes Kéastchen ausgewertet werden, welche seiner Individuen sich re-
produzieren konnen. Da reproduktionsfahige Individuen ihre Nachkommen
zufillig im Lebensraum verteilen, wird zur Modellierung der néchsten Ge-
neration die entsprechende Anzahl an Punkten zufillig iiber das Feld ver-
teilt. So ldsst sich die Entwicklung der Arten Generation fiir Generation
modellieren. Eine ausfiihrlichere Beschreibung des Kistchenmodells ins-
besondere beziiglich der modellierbaren Interaktionen findet der Leser im
Leitprogramm (Roeckerath, 2008).

Zur Realisierung des Modells als stochastischer Prozess wurde eine Soft-
ware entwickelt, die die Entwicklung der Populationen mit dem Késtchen-
modell simuliert (Abb. 2a) und als Graphen im Koordinatensystem (Abb.
2b) darstellt.
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Abbildung 2: Die Simulationssoftware

Das Modell bietet eine Grundlage, um auf einfacher Weise eine mathemati-
sche Beschreibung fiir den simulierten Prozess zu entwickeln. Die Anzah-
len der Individuen zum Zeitpunkt t seien mit S;(t) und Sz(t) bezeichnet.
Aufgrund der separierten Generationenabfolge, hingt die Anderung der
Individuenanzahlen vom Zeitschritt t zum Zeitschritt t+1 ausschlieBlich
von der Reproduktion ab. Die Reproduktionsfunktionen R;(S;, S,;) und
R,(S;, S,) geben an, wie viele Individuen reproduktionsfihig sind, wenn
sich Sy Individuen der einen und S, Individuen der anderen Spezies zufillig
auf dem Feld verteilen. Die Anzahl der Nachkommen je reproduktionsféhi-
gem Individuum seinen durch ry fiir die Spezies 1 und r, fiir die Spezies 2
angegeben. Die Individuenanzahlen der einzelnen Spezies zum Zeitpunkt
t+1 ergeben sich aus deren Reproduktion zum Zeitpunkt t. Mit den Repro-
duktionsfunktionen kann eine mathematische Beschreibung der Entwick-
lung der beiden Arten durch die Differenzengleichungen

Si(t+1) =11 Ri(S1(1), So(1) )
So(t+1) =1 Ro( S1(1), Sa(1) )
angegeben werden.

Eine fiir Schiiler nachvollziehbare Herleitung der Reproduktionsfunktion
kann auf dem Wege der Simulation durchgefiihrt werden. Die Simulations-
software stellt ein Werkzeug zur Verfiigung, welches fiir eine Spezies die
Simulation der Reproduktionen bei einer festen Individuenanzahl der einen
Spezies und einer variablen Individuenanzahl der andere Spezies durch-
fiihrt und die resultierende Anzahl an reproduktionsfihigen Individuen in
einem Koordinatensystem darstellt. Die entstechenden Graphen nihern die
Reproduktionsfunktionen an. Schiiler konnen hier mit diversen bekannten
Ansitzen eine passende Funktionsvorschrift finden. Auf einem eher univer-



sitdren Niveau ldsst sich eine Herleitung der Reproduktionsfunktion mit
Mitteln der Stochastik durchfiihren.

Unterrichtseinsatz

Zum Unterrichtseinsatz wurde ein Leitprogramm (vgl. Frey & Frey-Eiling,
2004) entwickelt. Dabei handelt es sich um ein Heft zum Selbststudium,
das alle notwendigen Inhalte, wie Lehrtexte, Anleitungen zum Umgang mit
der Software, Ubungen, Arbeits- und Experimentieranleitungen, Recher-
cheaufgaben und Musterlosungen enthilt. Die Schiiler konnen zwischen
Einzel- und Partnerarbeit wihlen und ihr Tempo selbst bestimmen. Es wird
nach dem Mastery-Prinzip gearbeitet. Das bedeutet, dass Schiiler erst zum
néachsten Kapitel iibergehen konnen, wenn sie eine Lernkontrolle bestanden
haben. Leitprogramme lassen sich aufgrund der freien Arbeitsweise gut bei
heterogenen Gruppen und bei komplexen Inhalten einsetzen. Schiiler lernen
Selbstorganisation und Selbststindigkeit und dem Lehrer bleibt Zeit fiir den
Einzelnen. Das Leitprogramm und die Simulationssoftware stehen im In-
ternet zum Download zur Verfiigung (Roeckerath, 2008).

Im Rahmen eines MINT-Workshops an der RWTH Aachen vom 17. bis
zum 20. September 2008 arbeiteten 26 Schiiler/innen der Jahrgangstufe 12
und 13 insgesamt 9 Stunden mit dem Leitprogramm. Eine anschlieende
Evaluation der Schiilerergebnisse und des Workshops ergab, dass die Schii-
ler nicht nur erfolgreich und gerne mit den Modellen gearbeitet haben son-
dern auch weitergehende Erkenntnisse zur Bedeutung der Mathematik fiir
die Gesellschaft erlangten. Ein Schiiler kommentierte die Arbeit mit dem
Leitprogramm wie folgt: ,,Man konnte gut erkennen, wie viel Mathematik
in unserem tiglichen Leben steckt und wie man das nutzen kann!*
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