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Diagramm und Algorithmus

In der mathematikdidaktischen Literatur findet ss&hit mehreren Jahren —
spatestens seit Hoffmann 2003 — ein theoretischea# zur Interpretation
und Organisation des Lernens von Mathematik, déerutiem Stichwort
Semiotik zusammengefasst werden kann. Beispielfeathuf Themenhefte
der ESM (2006/Bd. 61) sowie des JMD (2006/Bd.273M) verwiesen. In
den folgenden Ausfiihrungen konzentriere ich mickeuBezug auf die
Semiotik des Ch. S. Peirce auf die Verwendung vagi@ammen bei der
Entwicklung eines elementaren Algorithmus zur L@semer geometrisch-
kinematischen Fragestellung. Dabei wird an einensie die Inter-
pretation von Diagrammen — vor allem in Gestalt $#izzen — und deren
schrittweise Ubersetzung in eine algorithmischecBesibung eines Sach-
verhaltes vorgestellt.

Die Fragestellung und eine mdgliche Losung

Ein Betrieb, der Maschinen zur Durchmischung vorivéa herstellt,
mochte das Verhalten einer speziellen Mischmaschiite Mitteln der
Mathematik beschreiben. Zu diesem Verhalten zénthadie Bahnkurve
des Mischbehalters bei Durchfihrung des Mischvaygan Die hier an-
gegebene Abbildung zeigt die CAD-Konstruktion einfesototyps der
Mischmaschine. Wir konzentrieren uns auf einen Roshalter und wollen
seine Bahnkurve beschreiben. Dabei dreht sich édéBer um zwei zu-
einander orthogonale Achsen (in der CAD-Konstruktdurch die kreis-
formigen Pfeile angedeutet).

Der Weg zur vollstdndigen Be-
schreibung dieser Bahnkurve im
Raum wird nun vorgestellt. Dabei soll
der LoOsungsweg mdglichst einfach
und mit den Mitteln der Schul-
mathematik begehbar sein. Die nach-
folgende LOosung geht aber noch einen
Schritt weiter. Die L6sung dieser
Problemstellung gelingt im Wesent-
lichen ohne ,Rechnung®, da alle notwendigen ,Recigan“ an ein CAS
ausgelagert werden.

Bei der zu untersuchenden Bewegung handelt eoffighsichtlich um die
Hintereinanderausfliihrung zweier Drehungen. Da enmiittelbare Be-
schreibung in Gestalt einer Parameterdarstellungt mhdglich erscheint,



hilft die heuristische Strategie Polyas, eine vewita Aufgabe zu suchen.
Die Verknupfung zweier Drehungen, wenngleich in Bkbene, ist nun eine
altbekannte Geschichte, welche den Namen Epizydhiidwegung tragt.
Koénnen wir die Kenntnisse dieser Bewegung verwendem den
Computer per Algorithmus zu Uberreden, die Epizgldoflr uns zu
zeichnen und vor allem auch deren Bahnkurve in Fanmar Parameterdar-
stellung flr uns zu bestimmen. Zwei Diagramme, iveldie Rollung dar-
stellen, stehen am Beginn der Losung. Mit ihrefeHdann die Entstehung
der Bahnkurve mit Worten beschrieben werden. Deb@iur zu beachten,
dass die Rollung fiur eine Position des zu dreherféienktes formuliert
wird. Es entsteht eine in Zeilen organisierte Besiblung. Diese Be-
schreibung kann dann unmittelbar in die Sprache G#sS (hier
Mathematica 7.0) Ubersetzt werden. Die hier angagai Abbildungen
und der Beschreibungsalgorithmus mdgen dies vdrcleer.

/

; epizykloide[t_, ri_, ra_] := Module[ {v, w, res},
, o AN Drehe den Mittelpunkt des rollenden Kreises
/l N v = {ri + ra, 0}.DrehMat(t];
'\\/ " Y Drehe den zu drehenden Punkt P nach
7 \ Yo /° ] w = {ri, 0}.DrehMat[t];

Kreises
res = rof[t*ri/ra, v, w];

] | Drehe nun P um den Mittelpunkt des rollenden
l Returnlres

Der Gewinn, der aus diesem Vorgang erzielt werdemkist nun weniger
die Zeichnung der Bahnkurven, als vielmehr die Absgder Parameter-
darstellung der Epizykloide ohne Rckgriff auf Aymaé und Lineare
Algebra. Dies leistet das CAS. Auf eine Darstellwgy Parameterdar-
stellung wird an dieser Stelle verzichtet.

Blickt man auf diesen ersten Ansatz, so sind eiaam@thfolgende Hand-
lungen zu erkennen. Dies ist zuerst die Anfertigwger handischen
Zeichnung, welche den Regeln der Geometrie folgagfamm der Geo-
metrie). Danach erfolgt die Ubertragung in einemamgangssprachliche
Beschreibung der Bewegung, welche aber schon #igusche Ziige tragt.
Zuletzt wird diese Beschreibung in einen lineardgofithmus Ubersetzt.
Diese Vorgangsweise soll nun auf die eigentlichegEstellung angewandt
werden. Leider erweist sich dies als aufwendigsrzakrst gedacht. Zwar
kann die Darstellung der raumlichen Bewegung el@sktes der Misch-
maschine auch in einer Freihandskizze gelingen,e esorgfaltige
algorithmische Beschreibung scheint aber auf dsteemBlick nicht mdg-
lich. Ein anderer Vorschlag Polyas eroffnet einemen Blick. Kann die
Fragestellung zweidimensional gedeutet werden?



Die hier angegebene Abbildung zeigt vier Konstiuhkéin. Zuerst ist eine
raumliche Skizze erkennbar, welche die gesuchtelBakie andeutet. Die
Drehachse eines Zylinders sei a.
Ein Punkt Q dreht sich um a
und steuert eine Stange fester
Lange. Deren Endpunkt sei der

| / Punkt P. Diese Stange schlief3t

a - mit der Radiusrichtung von Q

: jeweils einen rechten Winkel

AT ¥ Non ein. Der Punkt P dieser Kurve
ARG wird fur zwei Positionen ge-

zeichnet. Dazwischen verlauft
die vermutete Kurve. Aus dieser
i Darstellung st eine
r{ algorithmische  Beschreibung
I/" °| schwer abzulesen. Folgt man
S | aber Polyas zweitem Vorschlag,
so ergeben sich neue BeschreibungsmoglichkeitecktBhan in Richtung
der Drehachse a, so kann die Fragestellung ,zweidsmonal“ gedeutet
werden. Ein Punkt Q bewegt sich auf einem Kreissde Mittelpunkt der
Drehachse a entspricht. Er steuert Giber eine Stredter Lange den Bahn-
kurvenpunkt P. Diese Strecke schliel3t nun mit dahtlng des zum
~Mittelpunkt“ einen rechten Winkel ein. In jedem éenblick wird Q ge-
dreht und gleichzeitig dreht sich auch P. Fur &dsitionen stellt die letzte

dieser handischen
kurve[tl_,t2_,g_,radlnnen_,radAussen_]:=Module[ . .
{gedrehteMitte, kurvenPunkt,Mr,p,vek,normalvek, vek2 Ze|Chnungen diese
Nimm den Drehungsmittelpunkt der &uf3eren Drehung ¥
ey !Z)rehung von Q da_lr. Far
Drehe Mr um die x-Achse jede Lage von Q ist der
gedrehteMitte=drehungraum[t1,q].Mr; H
Zwischenrechnung Punl_<t P dann um einen
vek2=1/Norm[gedrehteMitte]*gedrehteMitte; bestimmten Winkel zu
vek={gedrehteMitte[[2]],gedrehteMitte[[3]]}; . : :
normalvek={gedrehteMitte[[3]],-gedrehteMitte[[2]]}; drehen, der ein belleblges

Trage in Richtung des gewahlten Normalvektors deRetwadius auf  \/jelfaches des Drehungs-
p=vek+(radAussen/Norm[normalvek])*normalvek;

Drehe nun p um den Drehungsmittelpunkt der auf@@rehung winkels von Q sein kann.
kurvenPunkt=drehungraum[t2,vek2].{0,p[[1]].p[[2]]}; Aus dieser Beschreibung
N[kurvenPunkt]

ergibt sich der hier an-
gefuhrte Algorithmus. Er
entspricht der geometrischen Vorgangsweise in obkgstruktion und
folgt dabei deren sprachlicher Beschreibung. Mésdr Folge von Be-
fehlen kann die gesuchte Kurve ohne Schwierigkaiereichnet werden.
Die oben bereits erwdhnte Eigenschaft des hier emadaten CAS
(Mathematica 7.0) ermdglicht die Ausgabe der Parardarstellung der



gesuchten Kurve. Dabei sei t die Winkelgeschwineliglder inneren
Drehung, kt sei die Winkelgeschwindigkeit der aul3eren Drehuhgsei
—rA* Sir( k* } Radius der ir&nerendDrehun% und
S - N : rA sel Radius er aufleren
X0 _rrlAfgjz)t réo@cis)ﬁ)tﬁ gg(:)r)tt Drehung. Mit dieser Parameterdar-
stellung, die ohne ,Rechnung“ be-
stimmt wurde, kbnnen nun unterschiedliche Fragem X(erhalten der
Mischmaschine beantwortet werden. Zu diesen Fragéten neben Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung auch die GestailtKurve. Die letzte
Abbildung zeigt die gesuchte Bahnkurve fur ein Gesndigkeitsverhalt-
nis von 1:3.

Nachdem nun die Frage nach der Kurve beantwottidtdaan man zur ein-
gangs gestellten Frage zurlckkehren und die Verwender Diagramme
betrachten. Die wahrscheinlich zentrale Stelle idsungsweg findet man
in der dritten Abbildung. Da
die raumliche Darstellung zu
keiner  erfolgreichen  Be-
schreibung fuhrt, muss die
Fragestellung zwischendurch
zweidimensional gedeutet
werden. Vor allem aus diesen
Diagrammen ist man in der
Lage, die Hintereinanderaus-
fuhrung der Drehungen in
einen Algorithmus zu dber-
fuhren. Dabei geht die geo-
metrische Beschreibung, die
sich am Diagrammen orientiert — also an Skizzem, dkn Regeln der
Geometrie folgend konstruiert und auch interpretigerden — in eine
(umgangs)sprachliche Beschreibung und dann in @&a8-Beschreibung
Uber. Aus den Diagrammen entwickelt sich der Alidponus.
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