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,, verstehenselemente* im Mathematikunterricht

Ausgehend von kognitionspsychologischen und fachdidaktischen Vorstel-
lungen von Verstehensprozessen lassen sich Merkmale jener Phasen im
Mathematikunterricht bestimmen, in denen es darum geht, ein neues Kon-
zept klar und verstdandlich einzufiihren. Diese Merkmale lassen sich kon-
zeptspezifisch, aber gleichzeitig unabhédngig von den im Unterricht ver-
wendeten Methoden und Handlungsformen formulieren. Grundlage dazu
ist der Begriff des ,,Verstehenselements*.

1. Mathematik verstehen

Verstehen gilt als zentrales Ziel des Mathematikunterrichts. Reusser und
Reusser-Weyeneth (1994) beschreiben in ihren acht fachiibergreifenden
Strukturmerkmalen von Verstehen das Verstehen unter anderem als kogni-
tive Konstruktion, die auf Sinnvollheit bezogen ist und einen nach vorne
offenen Vorgang darstellt. Mathematik verstehen wird auch innerhalb der
Mathematikdidaktik von verschiedenen Autoren mit dem Herstellen von
Verkniipfungen und Sinn in Verbindung gebracht (z. B. Hiebert & Carpen-
ter, 1992). Was Mathematik verstehen bedeutet, hingt insbesondere vom
Bild von Mathematik und vom zugrundeliegenden Lehr-Lernverstiandnis
ab. Aus der kognitionspsychologischen Sicht von Aebli (1994, 2001) be-
deutet Verstehen Aufbau von kognitiven Strukturen. Diese bestehen aus
Elementen des Vorwissens, welche durch Relationen miteinander ver-
kniipft werden. Neue Elemente des Denkens, insbesondere Elemente hohe-
rer Ordnung, entstehen durch Verdichten (Aebli sagt Objektivieren) von
vorhandenen Netzwerkteilen. Diese neuen Elemente konnen wiederum mit
weiteren Elementen in Verbindung gebracht werden. Entscheidend ist, dass
in einem verdichteten Element die ganze Information vorhanden ist, dass es
also jederzeit in alle seine Teilelemente und deren Beziehungen unterei-
nander aufgefaltet werden kann.

Solche Teilelemente eines Konzepts, welche man verstanden haben muss,
um das Konzept als Ganzes verstehen zu konnen, nenne ich ,,Verstehense-
lemente* (vgl. Drollinger-Vetter, in Vorb.). Entscheidend ist, dass in die-
sem Begriff gleichzeitig sowohl kognitionspsychologische als auch fachdi-
daktische Aspekte enthalten sind. Verstehenselemente beriicksichtigen so-
wohl das Vorwissen der Lernenden als auch die fachliche Seite des zu ver-
stethenden Konzepts, wobei letztere aus der Sicht der Lernenden gedacht
wird. Fir eine Einfiihrung in den Satz des Pythagoras lassen sich bei-



spielsweise unter anderen folgende zentrale Verstehenselemente bestim-
men:

— Ausgangslage ist ein rechtwinkliges Dreieck.
— Es geht um zwei Typen von Seiten (im rechtwinkligen Dreieck).

— Der Satz macht eine Aussage iiber Seitenlingen (im rechtwinkligen
Dreieck).

— Der Satz macht eine Aussage iiber Flacheninhalte von Quadraten, die
speziell angeordnet sind.

Diese und weitere Verstehenselemente miissen Schiilerinnen und Schiiler
in einem kognitiven Aufbauprozess geeignet miteinander verkniipfen, da-
mit sie den Satz des Pythagoras verstehen, wobei die Verkniipfungen so-
wohl bildlich als auch sprachlich und formal (Bruner, 1974) gedacht und
dargestellt werden konnen.

Welche Konsequenzen lassen sich daraus fiir Qualititsmerkmale eines Un-
terrichts ableiten, in dem die Lernenden ein neues Konzept, hier den Satz
des Pythagoras, verstehen sollen? Oder anders gefragt: Welche beobachtba-
ren inhaltsspezifischen Unterrichtsmerkmale lassen aus dieser Sicht auf
gelingende Verstehensprozesse der Schiilerinnen und Schiiler wihrend ei-
ner Einfithrungsphase schlieen?

Angenommen wird, dass diese Verstehenselemente im Unterricht ausfiihr-
lich vorkommen und miteinander in kohirenter Art und Weise in Bezie-
hung gesetzt werden miissen. Dies kann auf sehr unterschiedliche Art und
Weise und auch in verschiedensten Reihenfolgen geschehen: Beispielswei-
se kann die Bedeutung des rechten Winkels wihrend eines Einstiegsprob-
lems thematisiert oder innerhalb des Beweises explizit herausgearbeitet
werden. Die Voraussetzung des rechten Winkels kann in einem Theorie-
hefteintrag besonders betont oder aber innerhalb einer iiblichen sprachli-
chen Formulierung des Satzes eher versteckt erwdhnt werden. Bei den
Ubungen konnen Beispiele zu nicht-rechtwinkligen Dreiecken vorkommen.
Es ist weiter ein Unterricht denkbar, in dem zwar immer mit rechtwinkli-
gen Dreiecken gearbeitet wird, in dem aber diese Voraussetzung nie expli-
zit thematisiert wird, so dass dieses Verstehenselement fiir die Lernenden
gar nicht deutlich wird.

Eine wesentliche Qualitédt dieser Verstehenselemente zeigt sich in ihrem
Nutzen fiir die Einschitzung von Unterrichtsqualitit: Sie lassen sich unab-
hingig von den im Unterricht verwendeten Aufgaben, aber auch unabhin-
gig von der gewihlten Methode und den eingesetzten Sozialformen be-
stimmen. Der Unterricht kann nicht nur in Bezug auf das Vorkommen,



sondern auch hinsichtlich der Kohidrenz und Klarheit dieser Verstehense-
lemente im zeitlichen Verlauf in seiner Qualitédt eingeschitzt werden. Da-
mit erhdlt man ein konzeptspezifisches inhaltliches Mal} fiir die Klarheit
des Unterrichts im Verlauf. Ein Beispiel soll dies illustrieren: Ein Einstieg,
der mit den Seitenldngen im rechtwinkligen Dreieck arbeitet, und ein Be-
weis, der mit den Flacheninhalten der Quadrate argumentiert, miissen im
Unterricht sorgféltig miteinander verbunden werden, damit aus der Sicht
der Lernenden kein Bruch entsteht, der das Verstehen behindern kann.

Selbstverstiandlich gehort zu einem umfassenden Verstindnis des Satzes
des Pythagoras mehr als die oben erwihnten Verstehenselemente; man ver-
gleiche zum Beispiel Winter (1984), Wittmann (1996) oder Fraedrich
(1995). Grundlegend fiir ein erstes Verstindnis des Satzes im engen Sinne
erscheinen aber aus der oben beschriebenen kognitionspsychologischen
Perspektive die erwdhnten Verstehenselemente, welche im Laufe des fol-
genden Unterrichts mit vielen weiteren Wissenselementen verkniipft und in
Beziehung gebracht werden miissen.

2. Empirischer Teil

Mit der binationalen Videostudie ,,Unterrichtsqualitdt, Lernverhalten und
mathematisches Verstindnis® (Projektleitung: Eckhard Klieme, Christine
Pauli, Kurt Reusser; vgl. Klieme & Reusser, 2003; Lipowsky, Rakoczy,
Klieme, Reusser & Pauli, 2005) liegt ein Forschungsdesign vor, das es er-
laubt, solche konzeptspezifische Unterrichtsqualititsmerkmale zu erheben
und mit Leistungsdaten mehrebenenanalytisch in Beziehung zu setzen. U.a.
wurde in 40 Klassen eine dreistiindige Einfiihrung in den Satz des Pythago-
ras videografiert und es wurden Leistungstests durchgefiihrt. Die Verste-
henselemente wurden mittel-inferent iiber die Theoriephasen der videogra-
phierten Unterrichtseinheiten geratet, das genaue Vorgehen ist in Drollin-
ger-Vetter und Lipowsky (2006) beschrieben. Aus den zentralen Verste-
henselementen lisst sich ein Summenscore bilden, der mit Leistungsdaten
in Beziehung gesetzt werden kann. In einer Mehrebenenanalyse (zur Me-
thode vgl. Hox, 2002) zeigt sich unter Kontrolle verschiedener Variablen
auf der Individualebene ein Effekt des Verstehenselemente-Scores auf den
Leistungsstand der Schiilerinnen und Schiiler.

Daraus lésst sich folgern, dass Verstehenselemente auch fiir die Planung
und Durchfiihrung eines verstehensbezogenen Unterrichts und somit fiir die
Lehrerbildung hilfreich sein konnten. Denn Verstehenselemente lassen sich
zu jedem mathematischen Thema bestimmen, wobei die fachdidaktischen
Eigenheiten des vorliegenden Stoffs beriicksichtigt werden miissen.



Eine ausfiihrliche Darstellung dieses Themas findet man in Drollinger-
Vetter (in Vorb.).
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