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Vergleich des mathematischen und fachdidaktischen Wissens
zum Thema ""Argumentieren und Beweisen'" von Lehramts-
studierenden in Deutschland, Hongkong und Australien

1. Design der Studie

Die hier vorgestellte Studie ist eine qualitative Vertiefungs- und Ergan-
zungsstudie zu der internationalen Vergleichsstudie MT21 (Mathematics
Teaching in the 21st Century), die die Wirksamkeit der Mathematiklehrer-
ausbildung in den Blick nimmt.

Die Ergénzungsstudie wurde in Hongkong, VR China, Taiwan, Australien
und Deutschland durchgefuhrt und fokussiert die Mikroebene von MT21,
d.h. den individuellen Kompetenzerwerb in der universitdren Phase der
Lehrerausbildung.

Konkret werden umfangreiche Aussagen von Lehramtsstudierenden aus-
gewertet, die Aufschluss darlber geben, wie das von Lehramtsstudierenden
wéhrend ihrer Ausbildung erworbene Professionswissen konstituiert ist und
in welcher Form Verknipfungen zwischen einzelnen Bereichen dieses Pro-
fessionswissens erkennbar sind.

Den theoretischen Hintergrund liefert dabei die Konzeptionalisierung des
professionellen Wissens von Lehrerinnen und Lehrern nach Shulman
(1986) in Erganzung durch Bromme (1995), erganzt durch die Einbezie-
hung der Konzeption der mathematischen und mathematikdidaktischen Be-
liefs nach Grigutsch, Raatz und Térner (1998).

Befragt wurden im deutschen Sample 79 Lehramtsstudierende aus Studien-
gangen flr alle Schulstufen mittels eines Fragebogens mit domaneniber-
greifenden offenen Aufgaben. Im Hongkonger Sample belduft sich die Zahl
der Probandinnen und Probanden auf 84, im australischen Sample nahmen
46 Lehramtsstudierende an der Befragung teil.

Die Auswertung der Fragebdgen erfolgte mit der Methode der qualitativen
Inhaltsanalyse (Mayring, 2000), genauer mittels Rickgriffs auf die Metho-
de der strukturierenden Inhaltsanalyse (deduktive Kategorienanwendung,
skalierendes Strukturieren).

Erste Ergebnisse sind bereits veroffentlicht (Schwarz, Kaiser & Buchholtz,
2008; Schwarz et al., 2008).



2. Mathematischer und fachdidaktischer Inhalt zum Argumentie-
ren und Beweisen

Den Probandinnen und Probanden war im Rahmen der Befragung folgende
Aufgabe gestellt worden:

Betrachten Sie den folgenden Satz:
Verdoppelt man die Seitenlangen eines Quadrats,
so verdoppelt sich auch die Lange jeder Diagonale.

Folgender praformaler Beweis ist gegeben:

Man verwendet quadratische Plattchen, die gleich grol? sind. Legt man vier
Plattchen zu einem Quadrat, erhédlt man ein Quadrat, dessen Seitenldngen
doppelt so lang sind wie die eines Plattchens. Man erkennt sofort, dass
auch jede Diagonale doppelt so lang ist wie die eines Plattchens, da jewelils
zwei Diagonalen von zwei Plattchen direkt aneinander stof3en.

Die Unterscheidung zwischen einem formalen und einem préformalen Be-
weis innerhalb dieser Aufgabe ist sehr bedeutungsvoll und gibt in den Er-
gebnissen auch Aufschluss Uber landerspezifische Unterschiede sowohl im
Fachwissen als auch im fachdidaktischen Wissen.

Auf den Bereich des fachmathematischen Wissens erstrecken sich dabei
folgende Teilaufgaben:

b) Formulieren Sie einen formalen Beweis fir den obigen Satz

f) Kénnen der praformale und der formale Beweis des [...] Satzes
uber die L&nge der Diagonalen eines Quadrats jeweils auf belie-
bige Rechtecke verallgemeinert werden? Bitte begriinden Sie
kurz.

Auf den Bereich des fachdidaktischen Wissens erstrecken sich folgende
Teilaufgaben:

d) Kann ein praformaler Beweis als einzige Beweisform im Ma-
thematikunterricht ausreichend sein? Bitte begriinden Sie Ihre Po-
sition!

e) Benennen Sie kurz die Vor- und Nachteile eines formalen und
eines praformalen Beweises!




In der Auswertung der Ergebnisse wurden geméall dem Antwortverhalten
der Probandinnen und Probanden zuné&chst quantitativ die absoluten H&u-
figkeiten der Codierungen fiir jedes Sample separat erfasst und in Hinblick
auf Besonderheiten im Anschluss qualitativ untersucht. Aus diesem Ver-
gleich der drei Samples konnten daraufhin individuelle Charakteristika der
einzelnen Samples herausgestellt werden.

3. Zusammenhang des Fachwissens und des fachdidaktischen Wis-
sens im Bereich ,,Argumentieren und Beweisen* in den einzelnen
Samples

Das deutsche Sample zeichnet sich im fachmathematischen Teil durch
deutliche Praferenzen fur das praformale Beweisen aus. Oft waren die Stu-
dierenden einerseits nicht in der Lage, einen korrekten formalen Beweis zu
flhren, andererseits wurde die Verallgemeinerbarkeit des formalen Bewei-
ses manchmal nicht erkannt oder es wurde nur der praformale Beweis ver-
allgemeinert. Diese Praferenz fur das praformale Beweisen setzt sich — im
Gegensatz zu Préaferenzen im Hongkonger Sample — angefangen im unteren
Leistungsbereich im oberen Leistungsbereich fort. Die Defizite im Fach-
wissen fiihren aber nicht unbedingt dazu, dass dem praformalen Beweisen
in der didaktischen Reflexion eine Vorrangstellung eingerdumt wird. Er-
wartungen, dass die fachdidaktische Reflexion Uber die Nutzlichkeit des
praformalen Beweisens die fachdidaktische Reflexion iber die Notwendig-
keit der Vermittlung des formalen Beweisens in den Hintergrund treten
lasst, bestatigten sich nicht. Es zeigte sich vielmehr, dass sich die Studie-
renden Uber die verschiedenen Niveaustufen der Beweise durchaus im Kila-
ren sind und den Einsatz von préformalen und formalen Beweisen von den
kognitiven Fahigkeiten der Schilerinnen und Schiler abhangig machen.
Hier wird die didaktische Reflexion also nicht durch das Fachwissen domi-
niert, sondern eher durch schilerorientierte fachdidaktische Uberlegungen
wie etwa Anschaulichkeit und Verstandnisforderung, aber auch die Gefahr,
durch das praformale Beweisen verfriiht Evidenzen als Beweise zu akzep-
tieren, bestimmt.

Das Hongkonger Sample zeigt diesbeziiglich ein anderes Bild. Das fachma-
thematische Wissen zeigt sich hier von allen drei Samples am deutlichsten
ausgepragt, formales Beweisen bereitete den Probandinnen und Probanden
kaum Probleme. Diese starke Auspragung des Fachwissens ist es denn al-
lerdings auch, die die fachdidaktischen Uberlegungen zum praformalen und
formalen Beweisen stark beeinflusst. Es zeigte sich eine deutliche Préfe-
renz des formalen Beweisens im Fachwissen und auch im fachdidaktischen
Wissen. Die didaktische Reflexion Uber den Einsatz von praformalen und
formalen Beweisen erfolgt im Kontext der Fachmathematik, also des



Fachwissens. Praformale Beweise sind dementsprechend zwar bekannt und
werden — vor allem im oberen Leistungsbereich — auch wegen ihrer Ein-
fachheit geschatzt, nicht ohne jedoch durch einen formalen Beweis ergénzt
zu werden, der im Sinne einer Vermittlung eines formalen Mathematikbil-
des seine didaktische Berechtigung erhebt. Im unteren Leistungsbereich
sind dabei sowohl die fachmathematischen als auch die fachdidaktischen
Uberlegungen von der Ansicht gepragt, praformales Beweisen sei kein wis-
senschaftlich angemessenes mathematisches Vorgehen und sollte deshalb
auch nicht im Unterricht thematisiert werden.

Das australische Sample zeigt ebenfalls eine deutliche Auspragung des
Fachwissens, allerdings lasst sich keine eindeutige Praferenz fir eine be-
stimmte Beweisart ausmachen. Der Einfluss des stark ausgepragten fachli-
chen Wissens auf das fachdidaktische Wissen l&asst sich dennoch dahinge-
hend feststellen, dass die fachdidaktischen Uberlegungen zum praformalen
Beweisen zwar aus einer Perspektive der Lernenden als flr Schiler(innen)
sehr nutzlich angesehen werden, ihre Bewertung aber letztendlich auch im
Kontext der Vermittlung eines formalen Mathematikbildes geschieht, da
das formale Beweisen als eine unabdingbare Erganzung zum préformalen
Beweisen angesehen wird.
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