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Beispielgebundenes Beweisen

Solange SchiilerInnen formale (allgemeingiiltige) Aussagen noch nicht
formell (formalisiert) beweisen konnen, mag man sie diese beispielgebun-
den beweisen lassen — in einigen Schulbiichern der Sekundarstufe I werden
etwa ,,beispielgebundene Beweise* gefithrt und von den SchiilerInnen ge-
fordert. Dabei ist die Rede vom beispielgebundenen Beweisen paradox:
Wie kann ein Beweis mit dem Anspruch auf Allgemeingiiltigkeit an ein
Beispiel gebunden sein? In Interviews mit Schiilerlnnen der Primar- und
Sekundarstufe wird untersucht, wie sie ihre deduktiven Schliisse allmahlich
von den Besonderheiten der Beispiele 1osen. Das beispielgebundene Be-
weisen erscheint als changierender Prozess zwischen Latenz, subjektiver
Realisierung und sprachlicher Manifestation einer allgemeinen Begriin-
dung.

1. Forschungsstand

Als eine grundlegende Differenz zwischen verschiedenen Beweisen nennt
Hanna (1989) die Unterscheidung zwischen proofs that prove und proofs
that explain, d.h. sie unterscheidet zwischen Beweisen, die eine bestimmte
Behauptung verifizieren und Beweisen, die dabei auch erklidren, warum
eine bestimmte Behauptung gilt. Als Tatigkeit des proving why verlange
dies im Mathematikunterricht auch das Einbeziehen nicht-formeller Aus-
drucksweisen im Beweisen auf Seiten der SchiilerInnen.

Um zu analysieren, wie mathematisches Verstehen beim nicht-formellen
Beweisen im Mathematikuntericht gefordert werden kann, ist man in der
einschligigen Literatur dazu iibergegangen, verschiedene Beweisarten in
Abgrenzung zu formellen Beweisdarstellungen zu betrachten. So spricht
Neubrand (1990) beim Beweisen in der figuralen Arithmetik von einem
Beweisen durch Hinschauen, wihrend Wittmann/Miiller (1988) das inhalt-
lich-anschauliche Beweisen und Blum/Kirsch (1989) das prdformale Be-
weisen diskutieren. Wittmann/Ziegenbalg (2004) betonen das Moment der
Versprachlichung in den so genannten operativen Beweisen.

Balacheff (1989) nennt das generic example, das die Griinde fiir die Wahr-
heit einer Behauptung soweit erkennen lisst, dass es als ein charakteristi-
scher Reprisentant fiir eine ganze Klasse von Beispielen gesehen werden
konne. Von Freudenthal (1978) entlehnt ist der Begriff der paradigmati-
schen Begriindung, die, an einem ausgewihlten Referenzbeispiel gefiihrt,
auf weitere Instanzen anwendbar und in diesem Sinne allgemeingiiltig sei.



2. Forschungsgegenstand

Man kann unter beispielgebundenem Beweisen vordergriindig ein indukti-
ves Priifen (Bestitigen) einer behaupteten Aussage verstehen; dabei wird
die Richtigkeit der Behauptung nur in einem oder mehreren Beispielen be-
stitigt — darin kann jedoch auch eine allgemeine Begriindung fiir das, was
allen Beispielen gemein ist, gesehen werden. Im Sinne von Oevermann
(1979) kann diese allgemeine Begriindung dabei als latente Sinnstruktur
verstanden werden, die von den SchiilerInnen erst noch kognitiv realisiert
werden muss und sich ggf. in ihren sprachlichen AuBerungen manifestiert.
Wenn den SchiilerInnen bewusst wird, dass ihre deduktiven Schliisse an
den Beispielen unabhingig sind von den Besonderheiten der Beispiele,
kann man sagen, dass sie einen beispielgebundenen Beweis fiihren. Mani-
fest wird der beispielgebundene Beweis allerdings erst in seiner Entdufe-
rung, etwa im Diskurs.

Unter Zuhilfenahme argumentativer und logischer Begriffe von Toulmin
und Peirce — siehe etwa Schwarzkopf (2000) und Meyer (2007) — kann das
beispielgebundene Beweisen schirfer gefasst werden und seine Beziehun-
gen zum induktiven Priifen einerseits und zum formellen Beweisen ande-
rerseits geklédrt werden.

3. Empirischer Rahmen

Bisher sind etwa 60 GymnasialschiilerInnen und Grundschulkinder zum
beispielgebundenen Beweisen herausgefordert und darin interviewt wor-
den. Die hierzu gewihlten Behauptungen standen im Zusammenhang mit
dem gegensinnigen Veridndern bzgl. der Addition, dem Winkelsummensatz
im konvexen n-Eck, der Anzahl von Verbindungsstrecken in einem ,,voll-
stindigen Graphen®, einer Spezialisierung des Umfangswinkelsatz, dem
Satz des Thales, den Potenzgesetzen und den Potenzfunktionen. Diese
Themen waren fiir die Schiilerlnnen in den Interviews in der Regel noch
unbekannter Stoff, so dass die SchiilerInnen die Behauptung vor ihrer Be-
griindung oft erst noch entdecken und ggf. priifen mussten.

Es werden halbstandardisierte Einzelinterviews in jeweils einer Schulstun-
de gefiihrt und auf Video aufgezeichnet. Der Interviewer iibernimmt beim
Einstieg in das Thema noch die Rolle eines Lehrers, dann aber verstirkt die
Rolle eines Interviewers, Mitschiilers oder Zweiflers (advocatus diaboli),
der Begriindungen herauszufordern sucht.

Folgende Fragen sind u.a. von Interesse: Haben die SchiilerInnen selbst den
Anspruch, tiber induktive Priifungen hinaus eine Behauptung zu beweisen?
Realisieren die Schiilerlnnen den latenten (allgemeinen) Beweis an Bei-
spielen? An welchen Indizien kann festgestellt werden, dass SchiilerInnen



einen beispielgebundenen Beweis fithren? Welche Beweisschritte manifes-
tieren sich, welche bleiben latent? Gibt es allgemeine Merkmale von Auf-
gabenstellungen oder dialogische Mittel der Gesprichsfiihrung durch den
Interviewer, die den SchiilerInnen das beispielgebundene Beweisen erleich-
tern? Was kann SchiilerInnen davon abhalten, beispielgebunden zu argu-
mentieren?

4. Bisherige empirische Ergebnisse

Die empirische Erfahrung Goldbergs (1992), nach der alle SchiilerInnen in
einer 7. Klasse durch Arbeit an hinreichend vielen Beispielen beispielge-
bunden begriinden konnten, hat sich bei den Schiilerexperimenten weniger
bestitigt. Aus der Analyse der Interviews konnen vielmehr theoretische
Erkldrungen dafiir gewonnen werden, dass viele Beispiele die SchiilerInnen
gerade vom beispielgebundenen Beweisen abhalten konnen. Argumentie-
ren Schiilerlnnen hingegen an bedingt vorstellbaren Beispielen, 16st sich
thre Argumentation von konkreten Beispielen tendenziell zum allgemein
Vorstellbaren und ggf. Begriindbaren ab.

In den jiingeren Jahrgingen scheint das Beweisen noch stark in einen sozia-
len Rahmen eingebettet zu sein (,,Erst wenn der Lehrer das sagt, glaub’ ich
das.®) SchlieBlich tritt das Problem der Versprachlichung allgemein ge-
dachter Zusammenhéinge im Rahmen der normalen Sprachentwicklung der
SchiilerInnen dort auf, wo formelle Sprache fehlt oder nicht vorgegeben ist.
Im Vergleich zum formellen Beweisen ist die Beherrschung der mathema-
tischen Fachsprache weniger notwendig, jedoch fillt es einigen Schiilern
nicht leicht, kreativ und versiert die Umgangssprache beim beispielgebun-
denen Beweisen zu nutzen.

Bei den bisherigen Schiilerexperimenten zeigte sich, dass fiir die Schiiler-
Innen eine Voriibung im beispielgebundenen Beweisen hilfreich ist, um sie
Erfahrungen in dieser besonderen Art des Beweisens sammeln zu lassen.
Es konnte ferner beobachtet werden, dass zu viele Hilfsmittel wie Taschen-
rechner oder Messwerkzeuge dem (beispielgebundenen) Beweisen eher
abtridglich zu sein scheinen, da die Schiilerlnnen dann moglicherweise dem
induktiven Priifen verhaftet bleiben. Manche Schiiler scheinen ein indukti-
ves Vorgehen auch dann schon als ausreichende Begriindung der Behaup-
tung anzusehen. Einige SchiilerInnen wenden iiberdies die Behauptung als
Regel final an, d.h. die Aufforderung zur Begriindung einer Behauptung
veranlasst sie dazu, mit der Behauptung etwas zu begriinden.

Den bisherigen empirischen Beobachtungen nach scheint das beispielge-
bundene Beweisen eher ein changierender Prozess zu sein, in dem sich die
SchiilerInnen an der Front ithres Wissens und im Ubergang zwischen induk-



tivem Priifen und formellem Beweisen bewegen. Die Begriindungen fiir
einige Beweisschritte konnen dabei latent bleiben und miissen durch die
SchiilerInnen nicht kognitiv realisiert werden, wihrend sich andere Be-
weisschritte mehr oder weniger manifestieren. Es kommt auch vor, dass
SchiilerInnen wihrend des beispielgebundenen Beweisens oder im An-
schluss daran noch zu induktiven Priifungen im Sinne einer zusitzlichen
Bestitigung greifen oder die Grenzen ihrer Verallgemeinerungen erproben.
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