Marco MEYER, Engelbert NIEHAUS, Koblenz-Landau

Geographie und Mathematik: Raumliche Logik in
Geoinformationssystemen

Raumliche Probleme aus der Geographie bieten zahlreiche Ansatzpunkte
zur mathematischen Modellbildung, die die Bereiche der Geometrie, der
Algebra, der Statistik und der Analysis flir die Problemlosung nutzen.
Réumliche Probleme konnen iiber die Analyse von gesammelten Daten in
Geoinformationssystemen  (GIS) gelost werden. Dabei  werden
gesammelten Daten spezifische Raumkoordinaten oder auch Fldchen
zugeordnet. Mathematische Modelle werden in geographischen
Anwendungen genutzt, um diese Datensidtze auszuwerten. Vorgestellt
werden spezielle Aspekte rdumlicher Logik, die die Giiltigkeit von
Aussagen flir bestimmte Raumkoordinaten nutzt. Deren Giiltigkeit kann
mit Hilfe von Computeralgebrasystemen (CAS) im Raum veranschaulicht
werden.

1. Geoinformationssysteme und mathematische Modellbildung

Ein Geoinformationssystem (GIS) ist ein rechnergestiitztes System,
welches aus Hardware, Software, Daten und Anwendungen besteht. Mit
diesem konnen Daten digital erfasst, gespeichert, reorganisiert und
rdumlich analysiert, sowie auf diverse Arten ausgegeben und graphisch
dargestellt werden.

Solche Daten konnen als Flicheninformationen oder auch als
Punktinformationen vorliegen. Bei Flicheninformationen ist es kein
Problem vorliegenden Informationen iiber bestimme Punkte in diesem
Gebiet zu erhalten, da allen Punkten dieser Flache, das entsprechende
Attribut zugewiesen wurde. Im Gegensatz dazu ist es bei
Punktinformationen nicht ohne weiteres moglich, Aussagen iiber das
umliegende Gebiet zu erhalten.

Hierzu bedient man sich der Interpolation als mathematisches Hilfsmittel,
um diese diskreten Daten zu verstetigen und um somit Aussagen iiber
umliegende Gebiete zu ermdglichen.

Wichtig ist diese Verstetigung beispielsweise im Rahmen einer
Risikobewertung, bei der an bestimmten Punkten ein Risikofaktor aus den
gemessenen Werten bestimmt wurde. Mit Hilfe des Modells kann man
dann eine Risikokarte fiir das gesamte Gebiet erstellen.

2. Logik und unscharfe Logik im Raum

In der klassischen Logik, kann man Aussagen den Wert 1 fiir wahr, bzw. 0
fir falsch zuordnen. Im GIS werden Koordinaten in der xy-Ebene
Wabhrheitswerte als Attribut zugeordnet. Damit ist es mdglich auch
aussagenlogische Regeln auf diese Attribute im Raum anzuwenden. Es
entsteht folgende Funktion:



f:R*SR
(xy)— flxyl€l0,1]
Sieht man diese Funktion unter dem Gesichtspunkt der Risikobewertung,
so kann man sagen, dass jedem Punkt (x,y) ein Risikowert f(x,y)
zugewiesen wird. Ein Risiko liegt vor, wenn diesen Koordinaten das
Attribut 1 zugeordnet wurde (mathematisch ist mit f ein aussagenlogisches
Pridikat auf R® gegeben).
Betrachtet man zum Beispiel Schadstoffe in der Luft oder eine
Ozonbelastung im Punkt (x,y), so kann man mit dieser scharfen logischen
Struktur nur Aussagen treffen, ob an dem Punkt (x,) ein Grenzwert
tiberschritten wurde (f{x,y)=1) oder nicht (f{x,y)=0). Graduelle Ubergiinge
in der unmittelbaren Umgebung der risikobehafteten Koordinaten, sind so
nicht ohne weiteres zu modellieren.
,u:IR2—>IR
(x, y)—ulx, y)=z€[0,1]
Geht man jedoch zur unscharfen Logik iiber, so kann man diese graduellen
Uberginge durch ein "Risikogebirge" als Funktionsgraph von f mit Hilfe
der Interpolation realisieren. Die entstandene Funktion der Form
wird als Zugehorigkeitsfunktion zur entsprechenden Fuzzymenge "hohe
Ozonbelastung" gedeutet. Damit ist es nun moglich, fiir jeden Punkt der xy-
Ebene einen Zugehorigkeitsgrad zu bestimmen und damit fuzzylogische
Folgerung zu erzeugen.
Ein Beispiel fiir eine solche fuzzylogische Struktur wire die folgende
Regel:
WENN Ozonbelastung hoch DANN Verringere korperliche Arbeit.

Der linguistische Wert "Verringere korperliche Arbeit” wird ebenfalls
durch eine Funktion der Form : . RR

I—-y(l)=y€[0,1]
Mathematisch gesehen, erfolgt eine Auswertung dieser Regel iliber die
Funktion: g:R’=R

- (x,y)-g(x,y)=y (u(x,y))=!

Gilt nun #|xy/=0.8 g0 erhidlt man durch die oben genannte Regel einen
Zugehorigkeitsgrad zum linguistischen Wert Verringerung der kérplichen
Arbeit von 0.8. Durch Einsetzen dieses Funktionswerts in die
Umkehrrelation erhdlt man dann den zugehorigen Wert. Um diesen
Prozentsatz sollte die Arbeit reduziert werden, um kein Gesundheitsrisiko
einzugehen.

Schiilerinnen und Schiilern sollen in diesem Zusammenhang eine solche
logische Auswertung rdumlich im 3D-Graphen interpretieren konnen. Fiir
diese Veranschaulichung verwendet man zwei bijektive, streng monotone
Funktionen / und j, die jeweils von den reellen Zahlen in die reellen Zahlen
abbilden, da die Umkehrabbildungen existieren und eindeutig sind und man



diese sehr gut graphisch veranschaulichen kann. Die Funktion /4 soll dabei
die Zugehorigkeitsfunktionen zu dem linuguisten Wert "Ozonbelastung
hoch" sein, j die Zugehorigkeitsfunktion zum Wert "Verringerung der
korperlichen Arbeit".

Als erstes berechnet man den Funktionswert von /4 an der Stelle x. Danach
trigt man im Graphen der Funktion j diesen Wert ab, indem man eine
Parallele zur x-Achse durch den berechneten Wert zeichnet. An der Stelle,
an welchem diese Parallele den Graphen der Funktion j schneidet, fallt man
das Lot auf die x-Achse und erhélt damit den Wert fiir die Verringerung.

In der Anwendung erhdlt man Risikobewertungen im Allgemeinen von
Experten, welche diese auch in der oben genannten linguistischen Struktur
angeben. Mit Hilfe dieses Verfahrens, ist es moglich, solche unscharfen
Aussagen und damit das Expertenwissen, in ein mathematisches Modell zu
implementieren.

3. Veranschaulichung von ridumlicher Logik mit CAS

Fiir rdumliche Interpretation logischer Zusammenhénge ist es hilfreich, die
so entstandene Risikofunktion mit Hilfe eines CAS plotten zu lassen. Das
visualisierte Risikogebirge kann nun als zweite Ebene {iber die
urspriingliche Karte im GIS gelegt werden. So konnen risikobehaftete
Gebiete direkt anhand der Erhebungen abgelesen werden. Jetzt ist es auch
Schiilerinnen und Schiilern moglich ohne grofle Probleme Informationen
aus dem Risikogebirge abzulesen und die vorhandenen Daten in einem 3D-
Graphen zu deuten.

So konnen von den Schiilerinnen und Schiilern beispielsweise Wege von
einem Ort A zu einem Ort B geplant werden, welche nicht durch Gebiete
mit hohem Risiko laufen sollen. Die Risikokarten kénnen in diesem Fall
wie Landkarten in der Geographie gelesen werden, wobei die dritte
Dimension nicht die Hohe {iber dem Meeresspiegel, sondern das Risiko an
diesem Punkt (x,y) angibt.

4. Wiki-Inhalte fiir die Behandlung von riumlicher Logik mit dem
CAS Maxima

Eine Verbindung zwischen den Bereichen Geographie und Mathematik
stellt die rdumliche Logik dar. Die notwendigen mathematischen
Werkzeuge fiir die Abbildung in Geoinformationssystemen findet man
nicht in aktuellen Schulbiichern. In einem Wiki konnen Themen, die in
dieser Form nicht Gegenstand der mathematischen Ausbildung sind, bereits
als inhaltlicher Prototyp dargestellt werden, die als Startpunkt fiir
mathematische Modellbildung zwischen Geographie und Mathematik
verwendet werden konnen. Dadurch konnen innovative wissenschaftliche
Ansédtze bei rdumlich-geographischen Problemen in Schulprojekten
eingesetzt werden. Dafiir ist es notwendig, dass im Wiki eine Anleitung
vorgegeben wird, wie die Schiilerinnen und Schiiler mit einem CAS als



Werkzeug umgehen konnen, um rdumliche Logik zu visualisieren. In dem
Wiki werden fiir die Schiilerinnen und Schiiler Hilfen gegeben, mit denen
siec die FEingabe der Stiitzstellen umsetzen und mit Maxima die
Zugehorigkeitsfunktionen bzw. die Giiltigkeit eines linguistischen Wertes
in einem geographischen Gebiet veranschaulichen konnen. Fiir das
Verstidndnis von mehrdimensionalen Funktionen und das Interpretieren von
3D-Graphen kann die Geographie wiederum als Veranschaulichungshilfe
dienen, denn bei Landkarten wird funktional jedem Punkt der Ebene eine
Hohe zugeordnet. Ziel der Nutzung des CAS ist es, logische bzw. fuzzy-
logische Verkniipfungen in ihren Auswirkungen im Raum zu untersuchen
und zu veranschaulichen. Das CAS wird als Instrument zur Visualisierung
rdumlicher Strukturen verwenden.

5. Fazit

Die Themen Logik und Fuzzy-Logik tauchen im Lehrplan und damit auch
in den Schulbiichern nicht auf. Jedoch stellt gerade die Fuzzy-Logik eine
Moglichkeit dar, verbale Aussagen und Folgerungen aus dem Alltag
mathematisch zu formulieren. Da man die linguistischen Werte durch
Zugehorigkeitsfunktionen darstellen kann, gelingt es, die Leitidee L4,
Funktionaler Zusammenhang, des Rahmenlehrplans mit einem Problem
aus der Realitdt zu verkniipfen. Durch die Implementierung dieser Regeln
in ein GIS, erreicht man einen ficheriibergreifenden Aspekt mit der
Geographie, welche die Anwendungsprobleme liefert. Durch die
graphische Veranschaulichung dieser Fuzzylogischen Folgerungen in
einem CAS ist es moglich, dieses Themas auch in den Klassenstufen,
denen die analytischen Voraussetzungen zur Bearbeitung dieser Thematik
fehlen, zu verwenden, da man diese mehrdimensionale Funktionen als
Graph (Landkarte) interpretiert.
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