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Das Nash-Gleichgewicht — ein zentrales Losungskonzept der
Spieltheorie

1. Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien

Ob Koalitionsabkommen von Regierungen halten, ob Férdermengen- oder
Preisabsprachen gebrochen werden — viele Situationen aus Alltag, Wirt-
schaft oder Politik lassen sich spieltheoretisch modellieren. Kommt es ge-
legen, verwenden auch Medien zur Verstirkung ihrer eigenen Prognosen
gerne solche Modelle, die oft direkt zum spieltheoretischen Klassiker ,,Ge-
fangenendilemma* fithren. Werfen wir daher den Blick zunichst auf dieses
wohl populérste Beispiel der Spieltheorie, in seinem klassischen Gewand.
Zwei Gefangene werden eines gemeinsamen Verbrechens beschuldigt. Es
ist thnen nicht liickenlos nachzuweisen, allerdings liegen Indizien vor. Die
beiden Gefangenen sollen nun getrennt voneinander verhort werden, dazu
wird ihnen folgender Handel vorgeschlagen: Schweigen beide Gefangene,
so erhalten sie wegen nachweisbarer geringfiigigerer Delikte jeweils 2 Jah-
re Haft. Gesteht nur einer der beiden, wihrend der andere schweigt, be-
kommt er keine Haftstrafe. Derjenige, der schweigt, bekommt 5 Jahre Haft.
Gestehen beide Gefangene, erhélt jeder eine Haftstrafe von 4 Jahren. Jeder
Gefangene muss alleine, vollig unabhiingig vom anderen, entscheiden, wie
er nun aussagt. Die iibliche Darstellung solcher Spiele erfolgt mit einer
Bimatrix (Abb. 1). Die Strategie Gestehen ist flir beide Gefangene die je-
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Abb. 1 gen. In der Bimatrix sind sie fett

gedruckt. Damit ist auch optisch zu
erfassen, dass mit der Strategienkombination (Gestehen, Gestehen) beste
Antworten aufeinander treffen. Dieses Aufeinandertreffen von besten Ant-
worten wird als ausgeglichener Zustand angesehen. Denn keiner der beiden
Spieler kann durch einseitiges Abweichen von seiner Strategie seine Aus-
zahlung erhohen. Er wiirde sie sogar verringern, d. h. weniger Lebensjahre
in Freiheit verbringen. In diesem Sinn ist die Strategienkombination (Ge-
stehen, Gestehen) als Losung des Spiels zu betrachten. Dieses Losungskon-
zept, basierend auf dem Ermitteln des Aufeinandertreffens von besten
Antworten und damit dem Finden des so genannten Nash-Gleichgewichts



geht auf J. F. Nash zuriick. Es fallt natiirlich auf, dass beide Gefangene mit
der Strategienkombination (Schweigen, Schweigen) eine hohere Auszah-
lung erhalten héatten. Allerdings wére dann jeder fiir sich mit seiner Wahl
unzufrieden, denn hétte er doch Gestehen gewidhlt (wihrend der andere
schweigt), wére er sogar ohne Haft davon gekommen. Darin besteht das
,Dilemma* der Situation, an dem eine Absprache vor dem Verhor gar
nichts dndern wiirde. Denn im spieltheoretischen Konzept nach Nash wird
immer danach getrachtet, die hochste Auszahlung aus der Sicht eines Spie-
lers zu erreichen. Gestehen ist gerade auch wenn der andere schweigt, beste
Antwort — man kommt ohne Haft davon.

Einsichten aus dem klassischen Gefangenendilemma lassen sich auf ande-
re, realititsnahe Situationen iibertragen, die sich besonders im Sinne eines
facheriibergreifenden Unterrichts zur Behandlung im Schulunterricht an-
Partei 2 bieten. Die Analyse solcher Situationen
bleibt gibt | erfordert Verbalisieren und regt zum
stur nach | Interpretieren und Diskutieren an, in der
bleibt 1 _» | Folge auch zum Modellieren. Als Bei-
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(Abb. 2) gegeben. Das Spiel hat ein
Abb. 2 Nash-Gleichgewicht in der Strategien-
kombination (bleibt stur, bleibt stur). In der Abbildung ist es durch Fett-
druck der entsprechenden Auszahlungen, die als subjektive Nutzen zu in-
terpretieren sind, gekennzeichnet. Bekannte Beispiele wie das ,,Opecspiel*
oder ,,Wettriisten* schlagen in dieselbe Kerbe.

Partei stur

Besonders kreativ gehen Schiiler/innen an Aufgabenstellungen heran, die
aus ihrem direkten Lebensumfeld stammen. Das folgende ,,Schiiler-
Lehrerin-Hauslibungsspiel*“ eignet sich gut zur Behandlung mit sich an-
dernden Matrixeintrdagen, die es zu
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verwei 1 o| eine gute Lernsituation vor. Die
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2 1 kontrolliert (2 > —2) oder nicht (1 >
Abb. 3 0). Aus Sicht der Lehrerin ist im-

mer Kontrollieren beste Antwort und somit dominante Strategie. Damit
stellt sich mit der Strategienkombination (macht HU, kontrolliert) das



Nash-Gleichgewicht ein. Wie wirken sich Anderungen in den Matrixein-

tragen aus? Im Unterricht bietet sich einerseits die Moglichkeit, Matrizen

mit (teilweise) gednderten Eintrdgen zu interpretieren und andererseits

selbst durch Andern der Eintriige Situationen zu modellieren. In der Versi-

on I (Abb. 4) des Spiels liegt eine

Version II Lehrerin nun nicht mehr erfreuliche Lernsi-
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Abb. 4 Gleichgewicht in bis jetzt ge-

wohnter Form vor, nidmlich ein

Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien. Mit dem Nash-Konzept lassen
sich aber auch solche Situationen losen.

2. Nash-Gleichgewicht in gemischten Strategien

Versetzen wir uns in die Situation des Schiilers: Er wird versuchen, die
Wabhrscheinlichkeit, mit der die Lehrerin kontrolliert, einzuschétzen. Gehen
wir also davon aus, dass die Lehrerin mit einer Wahrscheinlichkeit g kon-
trolliert. Welche Auszahlung hat der Schiiler zu erwarten? Verweigert er
die Hausiibung, erhilt er die Auszahlung —1 mit einer Wahrscheinlichkeit
von g und die Auszahlung 4 mit einer Wahrscheinlichkeit von 1— ¢, damit

T insgesamt: ug =—5¢g +4. Macht der

Schiiler hingegen die Hausiibung, hat
er die Auszahlung ug =2g—1 zu er-

warten. Die grafische Darstellung
dieser beiden linearen Funktionen
visualisiert die Situation (Abb. 5):

> Die beiden Geraden schneiden einan-
9 der bei g = 5/7, dort liefert jede Stra-
tegie die gleiche Auszahlung
Abb. 5 (ug = 3/7). Ist die Wahrscheinlichkeit,
dass die Lehrerin kontrolliert, kleiner

als 5/7, bringt das Verweigern (V) der Hausiibung die groBere Auszahlung
und ist damit beste Antwort. Ist ¢ > 5/7 bringt das Machen (M) der Haus-
iibung die hohere Auszahlung ein. Analog analysieren wir nun aus Sicht
der Lehrerin. Nehmen wir an, der Schiiler verweigert die Hausiibung mit
einer Wahrscheinlichkeit von p. Damit hat die Lehrerin bei der Wahl der




Strategie Kontrollieren eine Auszahlung von u, =3p+1 zu erwarten. Ent-
scheidet sie sich dafiir, nicht zu kontrollieren, hat sie mit u, = -2p+2 zu

rechnen. Wie die Grafik (Abb. 6) zeigt, sollte die Lehrerin, falls der Schii-
ler mit einer Wahrscheinlichkeit groBBer als 1/5 die Hausiibung verweigert,
P kontrollieren (K). Ist die Wahrschein-
lichkeit kleiner als 1/5, sollte sie nicht
kontrollieren (NK). Fiir den Fall
p = 1/5 ist es egal fiir welche Strategie
sie entscheidet (up = 8/5).

4-

Wir fassen die Ergebnisse der Uberle-

> gungen nun in der Grafik der Beste-

Antwort-Linien zusammen (Abb. 7):

Das entstandene Bild veranschaulicht

zunidchst das Ergebnis unserer Suche
nach einem Nash-Gleichgewicht in reinen Strategien. In den Ecken des
Einheitsquadrates, die der Kombination von reinen Strategien entsprechen,
haben die Linien keinen Schnittpunkt, beste Antworten treffen nicht auf-
einander. Es gibt aber einen Schnittpunkt im Inneren des Einheitsquadrates,
namlich bei (5/7, 1/5). In diesem Punkt T
treffen also beste Antworten aufeinander, Vv 'T————————————
damit liegt ein Nash-Gleichgewicht vor. '
Kein Spieler kann durch einseitiges Ab-  °™]
weichen seine Auszahlung verbessern. '
Im Gegensatz zu Nash-Gleichgewichten = °°7
in reinen Strategien, werden hier die '

Strategien nur mit einer gewissen Wahr- **1______________

Abb. 6
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scheinlichkeit gespielt. Es handelt sich N
um ein Nash-Gleichgewicht in gemisch- = [~ 0% = o5 75 e
ten Strategien. Im Unterricht muss es INK :

nun daran gehen, diese Losung zu inter- Abb.7

pretieren. Was bedeutet sie? Wohl kaum

eine Verhaltensempfehlung oder -erklérung fiir ein einzelnes Spiel. Erst im
wiederholten Spiel erschlieBt sich der Sinn. Dazu sei auf den in direktem
Zusammenhang mit diesem Beitrag stehenden Artikel von Ch. Ableitinger
im vorliegenden Band verwiesen.
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