Petr EISENMANN, Usti n. L. (Tschechische Republik)
Reale Experimente im Mathematikunterricht

Dieser Beitrag beschreibt ein Experiment aus dem Mathematikunterricht in
der gymnasialen Oberstufe. Die Schiiler filhren mit threm Lehrer ein
Realexperiment durch, stellen ein dazugehoriges mathematisches Modell
zusammen, losen es und vergleichen die Messwerte mit den aus dem
mathematischen Modell erworbenen Werten.

Wir gieflen etwa 0,3 1 kochendes Wasser in ein Blechtopfchen ein. Das
Topfchen muss von der Unterlage gut wirmeisoliert werden. In einem
Laborstinder befestigen wir ein Thermometer und messen die
Lufttemperatur in dem Zimmer (7). Das Thermometer tauchen wir nach
ungefahr 5 Minuten in das Wasser. Nach zirka 3 Minuten notieren wir die
in der Zeit t = 0 gemessene Temperatur. Die Temperatur messen wir dann
in regelmafBigen Abstinden von 4 Minuten. Es ist sehr empfehlenswert, die
Messwerte gleich in Excel einzugeben. Die Messwerte aus unserem
Experiment finden wir in der Tab. 1.

Tab. 1
Zeit | 0|4 |8 1(12]16(20(24|28(32(36|40(44|48|52|56]|60
Temp. |72 69|64 59|56 |53|50(47|45|43|42|40|39|38|37]|35

Wihrend der Messung stellen wir das dazugehorige mathematische Modell
zusammen. Dieser Vorgang ermdglicht es den Schiilern, die
Wassertemperatur am Ende des Experiments vorherzusagen (d.h. nach
ungefihr einer Stunde).

Hat eine Fliissigkeit eine hohere Temperatur als die Umgebungstemperatur,
beginnt sie sich abzukiihlen. Wir setzen voraus, dass das Topfchen sich
nach den oben genannten 5 Minuten auf die Wassertemperatur erwiarmt hat.
Unter der Umgebung verstehen wir also die Luft im Raum. Nach unserem
Modell kiihlt eine Flissigkeit, deren Temperatur hoher als die
Umgebungstemperatur ist, zu jedem Zeitpunkt proportional zur Differenz
von Eigen- und Umgebungstemperatur ab. Dieser Prozess wird durch die
Differentialgleichung

dT
=k(r-1) (1)
dt
beschrieben, in der 7 die Wassertemperatur ist. Fiir die Konstante & gilt

k < 0, denn die Anderung der Wassertemperatur (die Ableitung der



Funktion 7 auf der linken Seite von Gleichung (1)) ist negativ, das Wasser
kiihlt ab.

Bestimmen wir die Losung der Differentialgleichung (1). Durch Separation
der Variablen losen wir zunichst die zugehorige homogene Gleichung

d_T:kT
dt

Ihre allgemeine Losung ist eine Funktion der Form
T =Ce" .
Durch Variation der Konstante erhalten wir dann als allgemeine Losung der
Gleichung (1) die Funktion 7'(¢) mit
T =T, +Ce" .

Jetzt miissen wir die Konstanten C und k& bestimmen. Aus der
Anfangsbedingung 7'(0) = 72 (s. Tab. 1) folgt C = 49 (die Lufttemperatur
betrug bei unserem Experiment 23°C).

Um den Wert der Konstante & zu bestimmen, wahlten wir hinsichtlich des
Zeitverlaufs unseres Experiments die Wassertemperatur in der zwolften
Minute. Aus der Bedingung 7(12) = 59,5 ergibt sich dann k£ = — 0,02454.

Die partikuldre Losung von Gleichung (1), die die Bedingungen 7' (0) = 72
und 7 (12) = 59,5 erfillt, ist die gesuchte Abhingigkeit der
Wassertemperatur von der Zeit, fiir die gilt:

T =23 + 497002454 2

Die berechneten Funktionswerte dieser Funktion iibertragen wir in eine
Tabelle neben den Messwerten (s. Tab. 2). Die zugehdrigen Graphen beider
Abhédngigkeiten sind in Abb. 1 eingezeichnet.

Tab. 2
Zeit 04 |8[12|16[20(24|28(32|36(40(44|48|52|56/|60

Messw. | 7216964 59 |56|53|50[47[45]|43[42140/39|38|37]|35

Modell 7267|6359 (56|53 (50|47 (45|43(41|39|38|36|35|34

Am Ausgang des Experiments am Gymnasium diskutierten wir liber die
Ubereinstimmung der Messwerte mit den Funktionswerten der
Funktion (2). Die Schiiler wiesen selbst auf eine Unvollkommenheit des
gewidhlten mathematischen Modells hin. Wihrend in der Realitit die
Wassertemperatur nach einer Zeit die Umgebungstemperatur erreicht, tritt



sie in unserem mathematischen Modell erst im Grenzwertfall ein. Fur die
Funktion (2) gilt offensichtlich:
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Abb. 1



