Friedhelm PADBERG, Bielefeld
Unser Stellenwertsystem - keineswegs leicht und problemios!

1. Zur Entwicklung und Komplexitat des dezimalen
Stellenwertsystems

Um zu wissen, dass in 234,56 die Ziffer 3 drei Zehner sowie die Ziffer 6
sechs Hundertstel bedeutet, sind jeweils drei Informationen notwendig: Die
Position der Ziffer zum Komma (links/rechts), ihr Stellenwert sowie ihr
Zahlenwert mussen bekannt sein. Unsere Zahlschrift ist daher hoch
abstrakt, aber gerade deswegen ausgesprochen leistungsfahig (vgl. Padberg
2008).

Das dezimale Stellenwertsystem fiir natlrliche Zahlen bzw. seine Vorlaufer
sind erstmalig nachweisbar in Babylonien (2. Jahrtausend v. Chr., Basis
allerdings 60, nicht 10), in Indien (6. Jahrhundert n. Chr.) und im
arabischen Raum (Ende des 8. Jahrhunderts n. Chr.). Das dezimale
Stellenwertsystem erreicht Europa um 1000 n. Chr. und setzt sich hier nach
langem Kampf gegen die romische Zahlschrift erst gegen Mitte des 16.
Jahrhunderts durch. Etwa um die gleiche Zeit (1585) publiziert S. Stevin
den Band ,,De Thiende* und erweitert so den Einsatzbereich des dezimalen
Stellenwertsystems (ber den Bereich der natlrlichen Zahlen hinaus.
Wahrend sich diese Erweiterung des dezimalen Stellenwertsystems im
wissenschaftlichen Bereich rasch durchsetzt, erfolgt dies in der Schule und
im taglichen Leben in Deutschland erst gegen Ende des 19. Jahrhunderts.

2. Untersuchungsergebnisse

Forschungsergebnisse zum dezimalen Stellenwertsystem gibt es bislang nur
sehr wenige. Bei unserer Untersuchung (Heckmann/Padberg), aus der die
Dissertation von K. Heckmann (2006) hervorgegangen ist, handelt es sich
um eine Langsschnittuntersuchung (Dauer: 1 Jahr) an Realschilern des 6.
Schuljahres mit insgesamt knapp 500 schriftlichen Tests (Dauer: 1
Unterrichtsstunde) sowie 47 videodokumentierten Einzelinterviews.

Die Antworten auf die folgenden Aufgaben dokumentieren die
Entwicklung der Kenntnisse und Fehlvorstellungen der untersuchten
Realschiler bezlglich der Anordnung der Stellenwerte vom Beginn (vor



der Bruchrechnung; T1) tber die Mitte (nach der Bruchrechnung; T2) bis
zum Ende des 6. Schuljahres (nach der Dezimalbruchrechnung; T3):

a)|b) Kreuze die a) Zehntel, b) Hundertstel an in 7, 654.
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Vor der Behandlung der Dezimalbruchrechnung (T3) sind die Stellenwerte
Zehntel und Hundertstel den Schilern weitestgehend unbekannt, wie die
geringe Quote richtiger (unter der Ratewahrscheinlichkeit!) sowie der hohe
Anteil ausgelassener Aufgaben (nicht beantwortet: n.b.) klar aufzeigt. Der
Rickgang bei n.b. von T1 zu T2 flhrt tberraschenderweise nicht zu einer
Erhohung der richtigen Losungen, sondern zu einer drastischen Steigerung
der Hauptfehlerstrategie, namlich die erste Stelle nach dem Komma bei
Zahlen mit 3 Dezimalen als Hundertstel, die zweite Stelle als Zehntel (und
die dritte Stelle als Einer/Eintel) aufzufassen. Die wachsende intuitive
Erfahrung (auch durch die Bruchrechnung) von T1 zu T2 flhrt also nicht
zu einer zunehmenden intuitiv-richtigen Interpretation, sondern zu einer
sehr starken Fehlvorstellung, die sich auch nach (!) der systematischen
Behandlung der Dezimalbruchrechnung auf einem sehr hohen Niveau
hartndckig halt und so die Quote richtiger Losungen zu diesem Zeitpunkt
sehr stark driickt.

Diese Hauptfehlvorstellung beruht darauf, dass viele Schuler auch die Zahl
nach dem Komma als natirliche Zahl auffassen, im Beispiel also als
siecbenKOMM  Asechshundertvierundfunfzig(stel), und daher die 6
folgerichtig als Hundertstel deuten. Zu dieser Komma-Trennt-Vorstellung
(vgl. Padberg 2002), die auch in den Interviews ofter sichtbar wurde und
die fatale Konsequenzen hat (keine feste Position der Stellenwerte, falsche
Zusammenhange zwischen den Stellenwerten, Fehler bei der Anordnung
und bei den Rechenoperationen) werden die Schiler verfihrt durch die
Aussprache von GroRen im Alltag (3,45m: drei Meter fiinfundvierzig),
durch  die  entsprechende, problematische  Bezeichnung  von



Dezimalbriichen (3,45: dreiKommafunfundvierzig) in den Medien sowie
durch eine haufige Uberbetonung der Analogien zu den natlrlichen Zahlen
bei der Erweiterung des Stellenwertsystems.

Neben dieser Hauptfehlvorstellung tritt die Fehlvorstellung ,,Komma als
Symmetrieachse® deutlich zuriick, wie die beiden Ergebnistabellen klar
zeigen.

Die Entwicklung der Kenntnisse und Fehlvorstellungen der untersuchten
Realschiiler bezlglich des Zusammenhanges zwischen den Stellenwerten
kann den folgenden Aufgaben entnommen werden:

c) Wieviel Zehntel bilden einen Einer? d) Wieviel Zehntel einen Zehner?
Ergebnisse (%, Auswahl)
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Die Ergebnisse der den Aufgaben c¢) und d) vorgeschalteten
Aufwérmaufgabe (Wieviel Zehner bilden einen Tausender?) Uberraschen
(relativ geringe Quote richtiger Ldsungen, relativ haufige Auslassungen
(n.b.), Fehler) und zeigen, dass auch bzgl. der Behandlung des

Stellenwertsystems im Bereich der natlrlichen Zahlen noch deutlicher
Forschungsbedarf besteht.

Die Losungsquote bei Aufgabe c) ist schon relativ gering, aber
maoglicherweise dennoch (berhoht, da eine Fehlerstrategie (vgl. d)
ebenfalls zur richtigen Losung 10 fuhrt. Die hohe Quote an Auslassungen
deutet auf eine groRe Unsicherheit hin, obwohl diese Aufgabe nach der
Behandlung der Bruchrechnung eigentlich trivial sein misste. Die Ldsung
100 konnte insbesondere auch von Schillern mit der Fehlvorstellung
»Komma als Symmetrieachse* stammen.

Bei Aufgabe d) ist die sehr geringe Quote richtiger Lésungen (zu T3
abfallend!) ebenso wie die hohe Quote von Auslassungen (zu T3 deutlich
ansteigend!) erschreckend. Bei T2 sind deutliche Effekte der
Bruchrechnung erkennbar, die aber rasch wieder verpuffen (siehe T3!). Die



Hauptfehlerstrategie 1 beruht auf der Gleichsetzung von Zehnteln und
Zehnern, also auf der Uberbetonung der Analogie zu [N bzw. auf der KT-
Strategie. ,,“Zehn* kommt in der Aufgabenstellung — sogar zweimal — vor
und wird vermutlich darum berraschend haufig als Losung genannt.

Nicht nur bei der Frage nach dem Zusammenhang, sondern auch nach der
Anordnung der Stellenwerte lasst sich beobachten, dass es trotz der
niedrigen Mittelwerte durchaus auch Klassen gibt, in denen die Schuler
diese Aufgaben erfolgreich losen. Die Bericksichtigung der im folgenden
Abschnitt genannten Konsequenzen flr den Unterricht konnte daher bei
deutlich mehr Lehrern zu héheren Erfolgen flhren.

3. Konsequenzen

Die Erweiterung des Stellenwertsystems in Klasse 5|6 darf nicht — wie oft
ublich — blitzschnell unter Zeitdruck (am Schuljahresende) erfolgen,
sondern muss grindlich thematisiert werden. Eine parallele Behandlung der
gemeinen Briche und der Dezimalbriiche kann den Zeitdruck deutlich
reduzieren und so zu einem vertieften Verstdandnis beitragen. Eine
Betonung der Analogie zu [N ist eher schadlich, wie die
Hauptfehlerstrategie deutlich zeigt, eine Betonung der zentralen
Unterschiede ist dagegen wichtig und hilfreich. So lassen sich gut
Widerstandsniveaus gegen gangige Fehlvorstellungen aufbauen. Eine
Veranschaulichung der Stellenwerte etwa durch Zehnerblécke auch bei der
Erweiterung des Stellenwertsystems in Klasse 5|6 ist nach umfangreichen
amerikanischen Untersuchungen sehr hilfreich. Um hierbei jedoch zu
vermeiden, dass die Zehnerblocke-Welt und die Rechen-Welt in den
Kopfen der Schiler unverbunden nebeneinander existieren, missen
intermodale Transfers zwischen diesen Welten bewusst realisiert werden.
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