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Wechselwirkung von Populationen in einem begrenzten
Lebensraum Modellierung, Simulation und mathematisbe
Analyse im Unterricht

Die Notwendigkeit von Modellierung im Mathematikanicht ist in der
fachdidaktischen Diskussion unumstritten. Dennoebtdht zurzeit noch
ein grofRer Mangel an geeignetem Unterrichtsmaterial

Im Rahmen des Vortrags wird ein Modell aus der ®&je vorgestellt, das
fur Schilerinnen und Schiler zuganglich ist ohneedauf Authentizitat
und Relevanz zu verzichten. Es handelt sich um dnamisches,
computergestitztes Simulationswerkzeug, das auBasis eines einfachen
Konzeptmodells die Entwicklung von Populationen i@ und die
Herleitung einer mathematischen Beschreibung erigfiiglEs kann somit
sowohl im Biologie- als auch im Mathematikuntertieingesetzt werden.

Das reale System

Betrachtet werden zwei Arten, die einen gemeinsani@schrankten
Lebensraum bewohnen. Die Individuen einer Art traiatereinander und
zu Individuen der anderen Art in Wechselwirkung.e§® Phanomene
bezeichnet man als intra- bzw. interspezifische NWelbeziehungen.
Beispiele dafir sind Konkurrenzverhalten um Ressmur oder

Lebensraum, wie es bei Nahrungskonkurrenz und Reariealten der Fall
ist. Die Interaktion zwischen den Arten kann hemdheder fordernd auf
das jeweilige Wachstum wirken, wie es bei Raubeart8e oder

symbiotischen Systemen der Fall ist. Wesentlich dsiss die intra- und
interspezifischen Wechselbeziehungen und die Béscieit des

Lebensraumes die Entwicklung der einzelnen Artestitmenen.

Vom realen System zum Konzeptmodell

Wir wahlen ein einfaches Konzeptmodell, das durshawuch fir Schuler
unterer Jahrgangstufen nachvollziehbar ist. Derebhslaum wird auf ein
Feld mit einer festen Anzahl von Kastchen abgebilikdes Kastchen steht
fur einen Kklar abgrenzbaren Bereich des Lebensraunmel der darin
vorhandenen Nahrungsressourcen. Jedes Individuuetchgs sich in
einem solchen Bereich des Lebensraums befinded, mwirModell durch
einen je nach Spezies gefarbten Punkt im entspndeime Kastchen



dargestellt. Die Bereiche sind so gewahlt, dassvidhgen, die sich
gemeinsam in einem Bereich befinden, interagieren.

Wir betrachten hier die Entwicklung der beiden Arten Generation zu
Generation. Dazu wird die Entwicklung des realest&ys auf diskrete
Zeitpunkte abgebildet. Zur Vereinfachung nehmen weime separierte
Generationenabfolge an, wie sie bei einjahrigear2&n und Insekten zu
beobachten ist.

Vom Konzeptmodell zum stochastischen Modell

Zur Realisierung des Konzeptmodells als stochdstrsProzess wurde ein
computergestitztes Werkzeug entwickelt, das Badjstmit dem die
Schuler die Wechselbeziehungen selbststandig meellkonnen.
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Abbildung 1. Das Basistool

In Abbildung 1 ist die graphische Oberflache desi&aols dargestellt. Im
oberen Bereich kdnnen die Schuler die StartgroB®dpulationen und die
jeweilige Anzahl der direkten Nachkommen eines adpktionsfahigen
Individuums eingeben. Im linken Teil kann die iateand interspezifische
Wechselbeziehung der Arten festgelegt werden. Vet sind Rauber-




Beute-, Konkurrenz-, Parasitismus- und Symbiosadbemgen. Wie in
Abbildung 1 dargestellt, wird beim Starten der Setion die eingegebene
Anzahl an Individuuen zufallig auf dem Feld vettdilas Programm wertet
die Situation kéastchenweise entsprechend der dudel Schiler
festgelegten  Wechselbeziehung aus und bestimmt tsoulie
Individuenanzahlen der beiden Arten fir die nackstaeration.

In Abbildung 1 wird exemplarisch die Simulation @inRauber-Beute-

Beziehung dargestellt. Die Art, in der die Wechselehung festgelegt
wurde, ist im linken Bereich ablesbar. Die in ratgkstellte Spezies 1 steht
fur die rauberische Population. Die Beutetiere wardlurch die blau

dargestellte Spezies 2 abgebildet. Ein Rauber htaBeute, um nicht zu

sterben und sich reproduzieren zu kdénnen. Beutekénnen sich nur

reproduzieren, wenn kein Rauber sie frisst. Protdés sind dabei

allerdings nur genug Nahrungsressourcen fir dierdgetion eines

Beutetiers vorhanden. Befinden sich mehrere Ranleanem Kastchen, so
lost das aufgrund von Revierverhalten Stress bmei deren aus, sodass
keine Reproduktion stattfindet.

Vom stochastischen zum deterministischen Modell

Das Basistool bietet eine Grundlage, um auf furigshgut verstandliche
Weise eine mathematische Beschreibung fir den mrten Prozess zu
entwickeln. Die Anzahlen der Individuen zum Zeitkuh seien mit {t)
und S(t) bezeichnet. Aufgrund der separierten Generatiabfolge, hangt
die Anderung der Individuenanzahlen vom Zeitschritim Zeitschritt t+1
ausschlie8lich von der Reproduktion ab. Die Repkbdosfunktionen
Ri1(S1, ) und R(S;, $) geben an, wie viele Individuen reproduktionsfahig
sind, wenn sich Sindividuen der einen und,Sndividuen der anderen
Spezies zufallig auf dem Feld verteilen. Die Anzdat Nachkommen je
reproduktionsfahigem Individuum seinen durghtr die Spezies 1 ung r
fur die Spezies 2 angegeben. Die Individuuenanmalder einzelnen
Spezies zum Zeitpunkt t+1 ergeben sich aus dereroBektion zum
Zeitpunkt t. Mit den Reproduktionsfunktionen kanimee mathematische
Beschreibung der Entwicklung der beiden Arten durdhte
Differenzengleichungen

Si(t+1) = n Ry( Si(t), (1) )
S(t+1) = b Ro( Si(t), (1) )
angegeben werden.
Eine flr Schiler nachvollziehbare Herleitung depiduktionsfunktion



kann auf dem Wege der Simulation durchgeflhrt werdazu wurde ein
weiteres computergestitztes Werkzeug entwickelGives flr eine Spezies
die Simulation der Reproduktionen bei einer fedtaividuenanzahl der
einen Spezies und einer variablen Individueenandahlandere Spezies
durchfihrt und die resultierende Anzahl an repreéidnkfahigen
Individuuen in einem Koordinatensystem darstelltie Denstehenden
Graphen nahern die Reproduktionsfunktionen an. IBctkdnnen hier mit
diversen bekannten Ansatzen eine passende Furifktiden. Auf einem
eher universitaren Niveau lasst sich eine  Herlgitunder
Reproduktionsfunktion mit Mitteln der Stochastikrchftihren.

Prognosen fur das reale System durch die Modelle
Ein gutes Modell liefert Prognosen fiir das moddtieeale System.

Viele Bi-Systeme entwickeln sich bei unverandeédaferen Einfllissen im
Verlaufe der Zeit Uber verschiedene Stadien hireinem relativ stabilen
Endzustand, dem Klimaxstadium.

Das entwickelte Modell bildet diese Phdnomene deanliRt ab. Zur
besseren Anschauung dieser Tatsache dient das ditagk welches die
Entwicklung der Arten Uber einen langeren Zeitradanstellt. Fir jede
Generation wird die aus der Simulation resultieeehdlividuenanzahl der
Spezies als Punkt in ein Koordinatensystem eingeiraDies liefert eine
anschauliche Darstellung der Langzeitentwicklungtekeden Arten.

Neben dem Langzeittool konnen Schiler die selbstekelte

mathematische Beschreibung zur Herleitung von Agessaiber das reale
System nutzen. Zum Beispiel weisen mittels Grentvegrachtungen
erhaltene Annaherungen an stationdre oder perlogliseunkte auf
Klimaxstadien hin.

Einsatz im Unterricht

Die vorgestellten Modellierungswerkzeuge lassenh sigelfaltig im
Mathematik- und auch im Biologieunterricht einsetzeSie stellen
facheriibergreifendes, anwendungsbezogenes Untematerial dar, das -
je nachdem wie weit in die mathematische Analysgedrungen wird - in
samtlichen Jahrgangstufen des Gymnasiums wie anathera Universitat
sinnstiftend und altersgemal} eingesetzt werden.kann



