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MULTIPLIKATION VON KURVEN ZWEITER ORDNUNG

In der vorliegenden Arbeit definieren wir die Operation ,,Multiplikation“von Kurven
zweiter Ordnung.Die Kurven sind beim einem festen Koordinatensystem gegeben und das
Produkt auch beim demselben. Dazu verwenden wir die Computer Algebra MAPLE.Damit
wollen wir die grossen Moeglichkeiten von Maple zeigen.

I. Produkt von zwei Kurven. Ist 4= (4;) ¢ine Matrix der Ordnung 3,die
entsprechende Kurve zweiter Ordnung hat Gleichung

az= ax"+ anyttagt(a, t ay) (@t a)xt (a4 a,)y= 0.
Genau so ist B = (b;) eine solche Matrix, die entsprechende Kurve zweiter Ordnung hat
Gleichung

b= bllx2 * b22y2 t byt (bt by)xyt (bt by)xt (bt by)y=0

Bezeichne F = A.B mit Elementen F = (f;) Die Kurve mit der Gleichung

f:: ﬁlxz ¥ -f;Zyz ¥ ﬂ:’& * (ﬁZ ¥ ﬂl)xy+ (ﬁ} ¥ »f;l)x.{- (.f;:% * ﬁZ)y: 07

nennen wir Produkt der beiden Kurven und bezeichnen wir f = a.b.

Satz 1.Das Produkt von zwei Kurven mit symmetrischen Matrizen ist kommutativ:
ab=ba.

Beweis . Wir benutzen die Computer Algebra MAPLE. Es sei

Kay  dp  dil Xb, b, bsu KCy G Gl

_3 4 _ 3 4 _ 3 Y
A= 3 @y Gy Ay an T 372 b22 b23 y ,C= 3 G Cpn Cn y
3 Y 3 4 3 4
sy Ay Ay Wby by, by néi G Gy

beliebige Matrizen der Ordnung 3. Die Elemente der Matrix F = A.B sind:



Ju = anby tapb, toash,, f, = ayby, toanb, toasby, fi5 = ayby toayby toasby
o 7 ayby toayby, toayby, £, = ayby toayby, toayby,, foy = aybs toayby toayby

far = @by toapby toayby, £y = ayby toapby, toaghy, fiy = ay by toayby toagbs,
In analogischer Weise,die Elemente der Matriz K = B.4 sind:

ki, = bya, t byay * byay,k, = ba, t b,ay, t bsay .k, = bas t bhay t bias,

by

21 - b21all ¥ b22a21 * b23a31’k22 - b2la12 * b22a22 ¥ b23a32’k23 - b21a13 ¥ b22a23 ¥ b23a33

ks, = bya,, t b,a,, t b,a,,,ky, = ba, t b,a,, t bya,,,ky; = bya,t bya,, t bya.,
Die Kurve, die durch die Matrizx F' = A.B bistimmt ist, hat Gleichung:
[2 /x4 Lot fat (fot o)t (fat fi)xt (St fi)y= 0
Die Kurve, die durch die Matrix K = B.A4 bistimmt ist, hat Gleichung

k= kn)CZ ¥ kzzy2 thg t (ki t k)t (kg t kg)xt (ks + ksy)y= 0

Im Falle ay = Qy,,04 =
Damit ist der Satz1 bewiesen.

Satz 2.Das Produkt von Kurven ist assoziativ:

(ab).c= a.(b.c)
WO

c= cll‘x2 * 022)}2 * c33 ¥ (Cl2 ¥ ch)xy+ (cl3 * C3I)X+ (CZ3 + C32)y - O

ist.

Der Beweis geht in analogischer Weise.Wir berechnen die Elemente der Matrizen
H=FC,G=BC,J=AG- h;,g,,J; Die Kurve h= (ab).c hat Gleichung

h = hnx2 t h22y2 thy t (bt hy)xyt (Bt by )xt (hy t hy)y = 0
und entsprechend - die Kurve j = @.(b.c) hat Gleichung

JF J.11X2 * j22y2 t st Unt L)Xyt (st Js)xt (Ut Jp)y=0

Im Falle a,, = a,,a; = a;;,a;, = a23>b2| = b12>b31 = b135b32 = b23 ,Co1 = CppsCyy =

bekommen wir 2- j= 0,

Ci3,C3p =

Q3,03 = a23>b2| = b12>b31 = b135b32 = b23bek0mmen wir f' k=0,

c23 s



Damit ist der Satz 2 bewiesen.

Bemerkung. Die Rechnungen sind ziemlich umfangreich, aber mit Maple alles geht auf
einmal sehr schnell und macht Vergnuegen und Spass.

Satz 3. Das Quadrat jeder nicht entarteten Kurve ist immer eine imaginere Ellipse.
Beweis.Ist

Xa,, d 4l

_3 Y
A= 3 A, Gy Ay y
3 Y

Nz Gy Ay
eine beliebige symmetrische Matrix,die entsprechende Kurve ist

- 2 2 -
A= anX"t any +ay t 2a,xy+ 2055+ 2a,,y = 0.
Die Elemente der Matriz C = 4° sind:
2 2 2 _ -
ap taptag,c, = oana,t a,ay, t a3a0y,,65 = a0, 1 A0, 1 4505,

Cy 2 ChiCr = altalta,e. = a,a.t a,a,.t a.a
21 12°%22 12 22 23223 12713 22723 237733

_ - _ 2 2 2
Gy = Cp35Cyp = Cy3,C33 = A 1 Ay 1 ay;.
Offenbar

(1) ¢, tey>0
Wir berechnen

- 2 2 2 232
Cyy = €10y~ €, = (ap,ay - aya,) + (ana, - a,a,,)" * (a0, - a,)”

Daraus folgt

) Gy 0
wenn det(A4) NeO

Da det(C) = det(A4)* ,es folgt

3) det(C)> 0.
Aus (10), (2),(3) folgt Satz 3 [1].
Satz 4. Der imaginere Einheitskreis spielt Rolle einer Einheit.
Beweis.Die Matrix der Kurve

¥+ +1=0

ist die Einheitsmatrix £ .Da
AE=EA= A
folgt der Satz 4.



I1. Umkehrung von Kurve. Es sei

Ka, a4l

3 y
A= 3% Gyn Ay
3 Y

i Gy Ay
eine beliebige symmetrische regulaere Matrix.Die entsprechende Kurve zweiter Ordnung
ist

2 2 _
a=anx"tayy tayt2a,xyt2a,xt 2a,y= 0.

. -1 - . . o . . . .
Essei 4 = (4;) die inverse Matrie von 4 .Da die inverse Matrix auch eine symmertrische
Matrie ist, wir definieren: die Kurve

J(a) = Anx2 t Azzy2 t Ayt 24,xpt 24,x4 24,y = 0
nennen wir die Inverse Kurve von is @ . Evidently we have

Satz 5. Das Produkt von jede nichtentartete Kurve und ihre inverse Kurve ist der
Einheitsimaginerekreis.

Als eine Folgerung von den obigen Satzen haben ist zu formulieren:

Satz 6. Die Menge von allen nichtentarteten Kurven zweiter Ordnung ist eine kommutative
und associative Gruppe.

Satz 7. Die Operation “Multiplikation von Kurven” kommutiert mit der Rotation des
Koordinaten Systems.

Der Beweis ist in der CD Darstellung zu finden .

Ohne Beweis teilen wir mit, dass der Satz 7 ist falsch wenn man an der Stelle von Rotation
beliebige Translation nimmit.
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