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Fahigkeiten im Umkehren von Gedankengingen bei mathe-
matisch begabten Grundschulkindern

Die Erforschung spezifischer Charakteristika mathematischer Begabungen
im Grundschulalter hat in letzter Zeit zunehmend an Bedeutung gewonnen.
Als ein Begabungsmerkmal werden héufig besondere Fiahigkeiten im Um-
kehren von Gedankengingen genannt, die hier als Fihigkeiten zu flexiblen
Denkprozessen verstanden werden sollen, bei denen wihrend der Bearbei-
tung einer Aufgabe ein- oder mehrmalig ein Wechsel der Betrachtungswei-
se, der Bearbeitungsrichtung und/oder der verwendeten Relationen erfolgt.
Zur einfiihrenden theoretischen Analyse des Umkehrens von Gedanken-
gingen werden hier zunichst drei verschiedene Aufgabenkategorien be-
schrieben, bei deren Bearbeitung unterschiedliche Umkehrprozesse zum
Tragen kommen konnen:

1.  Aufgaben mit unbekanntem Anfangszustand

Zu dieser Kategorie sind Aufgaben zu zidhlen, in denen ausgehend von ei-
nem unbekannten Anfangszustand verschiedene Transformationen und der
Endzustand beschrieben werden und der Anfangszustand zu ermitteln ist.

Beispiel: Aufgabe 1

Jenny bekommt von ihrer Oma eine Tiite voller Smarties geschenkt. Am
ersten Tag isst sie die Hilfte der Smarties und dann noch einen, am zwei-
ten Tag isst sie von den iibrigen Smarties wieder die Hilfte und dann noch
einen, danach sind noch 6 Smarties iibrig. Wie viele Smarties waren am
Anfang in der Tiite?

Aufgaben dieser Art konnen in jedem Fall durch Ausprobieren gelost wer-
den, wobei fiir den fehlenden Anfangswert ein mehr oder weniger willkiir-
lich gewihlter Wert angenommen wird, auf den die verschiedenen Trans-
formationen angewandt werden. Durch Vergleich des erhaltenen Ergebnis-
ses mit dem in der Aufgabe angegebenen Endwert kann so eine Abschiit-
zung iiber die Veridnderungsrichtung des Anfangswertes vorgenommen
werden. Je nach Systematisierungsgrad des Probierens ist eine mehr oder
weniger schnelle Anndherung an den gesuchten Wert moglich. Umkehren
von Gedankengdngen kommt bei dieser Vorgehensweise jedoch nicht zum
Tragen. Demgegeniiber stellt die heuristische Strategie des Riickwirtsar-
beitens einen Bearbeitungsansatz dar, der bei Aufgaben dieses Typs bei
korrekter Anwendung unmittelbar zum richtigen Ergebnis fiihrt, sofern alle
Transformationen problemlos umkehrbar sind. Korrektes Riickwértsarbei-




ten erfordert hier ein Umkehren von Gedankengingen, da die Bearbei-
tungsrichtung nicht mehr der Aufgabenstellung entspricht. Das Umkehren
bezieht sich dabei auf zwei unterschiedliche Aspekte, ndmlich einerseits
auf die Umkehrung der einzelnen Transformationen und andererseits auf
die Transformationsreihenfolge, die nun in umgekehrter Richtung durch-
laufen werden muss.

2. Aufgaben mit umgekehrter Fragestellung

Beispiel: Aufgabe 2
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a) Hier wichst ein Zauberwald, der immer die Form eines Rechtecks
hat. Jedes Jahr veridndert sich der Wald nach einer bestimmten Re-
gel. Wie viele Bdume enthilt der Wald im 5. Jahr?

b) Wie viele Baume enthilt der Wald im 9. Jahr?

c¢) In einem Jahr werden 110 Bdume gezihlt. Im wievielten Jahr ist
das?

Zu dieser Kategorie sind mehrteilige Aufgaben wie Aufgabe 2 zu zihlen,
bei denen in mindestens einer Teilaufgabe eine umgekehrte Fragestellung
zu bearbeiten ist, in der gegeniiber den vorherigen Teilaufgaben Gegebenes
und Gesuchtes vertauscht wird, die grundlegende Struktur der Aufgabe je-
doch erhalten bleibt. Bei der Bearbeitung der umgekehrten Fragestellung
werden Fahigkeiten im Umkehren von Gedankengingen zum einen dafiir
benotigt, um trotz Umkehrung der Fragestellung die Konstanz der Struktu-
ren erkennen und diese weiter nutzen zu konnen. So konnen Aufgaben die-
ses Typs hiufig gelost werden, indem die Vorgehensweisen der vorange-
gangenen Teilaufgaben (ausprobierend) fortgefiihrt werden. Voraussetzung
ist hierbei, dass schon bei den ersten Fragestellungen sinnvolle Strukturen
erkannt und genutzt wurden. Der Bearbeitungserfolg der umgekehrten Fra-
gestellung ist somit meist von einer korrekten Losung der vorangegangenen
Aufgaben abhingig. Ist das Umkehren der in der Aufgabenstellung ver-
wendeten Relationen eindeutig moglich, kann das Umkehren von Gedan-
kengéngen zum anderen im Umkehren von Operationen bzw. Relationen
zur Anwendung kommen.




3.  Aufgaben, die ein flexibles Umkehren von Relationen erfordern

Zu dieser Kategorie gehoren Aufgaben, die nicht durch ausschlieBliches
Vorwirts- oder Riickwirtsarbeiten zu 10sen sind, sondern deren Bearbei-
tungen einen flexiblen Umgang mit sich oft mehrmals umkehrenden Rela-
tionen erfordert, sofern nicht nur ausprobiert wird.

Beispiel: Aufgabe 3

Tim denkt sich eine Figur aus, in die er immer nach diesen drei Regeln
Zahlen in die Kreise schreibt:

1. Regel: Bei zwei untereinander stehenden Zahlen ist
die untere Zahl immer um 1 groBer als die obere Zahl.
2. Regel: Bei zwei nebeneinander stehenden Zahlen ist
die rechte Zahl immer um 4 groBer als die linke Zahl.

3. Regel: Bei den Diagonalen ergeben die beiden Zah-
len in den Ecken zusammengezidhlt immer die Zahl im
mittleren Kreis.*

Im mittleren Kreis steht die Zahl 15. Welche Zahlen miissen in den ande-
ren Kreisen stehen, damit alle Regeln stimmen?

4. Untersuchungsergebnisse

Untersuchungen mit potentiell mathematisch begabten Zweitklédsslern er-
gaben, dass zwar viele dieser Kinder noch Probleme haben, Gedankengén-
ge umzukehren, es thnen im Schnitt jedoch wesentlich besser gelingt als
,hormal* begabten Kindern gleichen Alters. So konnte kein Kind der nor-
malen Grundschulklassen, die als Vergleichsgruppen (N= 69) eingesetzt
wurden, Aufgabe 1 16sen, wihrend dies immerhin 9% der potentiell begab-
ten Zweitklissler (N=182) gelang und dariiber hinaus bei 35% der Kinder
sinnvolle Losungsansitze zu erkennen waren. Die Mehrheit der potentiell
begabten Zweitkldssler fand die Losung durch Riickwirtsarbeiten und auch
bei vielen anderen Kindern mit nicht ganz korrekten Ergebnissen waren
Losungsversuche ausgehend vom Endwert zu beobachten. Es zeigte sich,
dass den meisten Kinder das Bilden der Umkehroperationen weitgehend
korrekt gelang, wihrend es ithnen hiufig Schwierigkeiten bereitete, die
Operationsreihenfolge umzukehren bzw. alle Operationen bei der Umkeh-
rung zu beriicksichtigen.

Auch die umgekehrte Fragestellung in Aufgabe 2 bereitete vielen potentiell
begabten Zweitklédsslern Schwierigkeiten, es gelang jedoch zwei Drittel der
77 Kinder, die in a) und b) korrekte Strukturen nutzten, diese auch in der
Bearbeitung von c¢) anzuwenden. Besonders erfolgreich waren dabei Kin-
der, die b) multiplikativ 16sten. Auch andere Kinder, die in b) eine falsche




Struktur verwendet hatten, versuchten den eingeschlagenen Losungsweg
fortzusetzen oder gar mit umgekehrten Relationen zu arbeiten und lie3en
damit erkennen, dass sie die Umkehrung der Fragestellung prinzipiell ver-
standen hatten. Der Einsatz anderer Aufgaben dieser Aufgabenkategorie
bestitigte ebenfalls, dass ein Grof3teil der potentiell mathematisch begabten
Kinder, die in vorangegangenen Aufgabenteilen korrekte Strukturen nutzen
konnten, auch bei der Bearbeitung der umgekehrten Fragestellung sinnvolle
Losungsansitze zeigten (ABmus, 2010). Eine hohe Losungsquote war be-
sonders bei den Kindern zu verzeichnen, die vorher den Rechenweg stark
verkiirzende Strukturen verwendet hatten.

Zusammenfassend ldsst sich festhalten, dass die Untersuchungen sowie
Beobachtungen in anschlieBenden FordermaBBnahmen die Féahigkeiten im
Umkehren von Gedankengidngen als Begabungsmerkmal prinzipiell besta-
tigt haben, wobei diese Fihigkeiten bei Grundschulkindern jedoch noch
recht unterschiedlich ausgeprigt sind. Als Erkldrungsansitze fiir den unter-
schiedlichen Auspriagungsgrad der Fihigkeiten kommen m.E. folgende
Hypothesen in Frage: Einerseits konnte die Priferenz fiir das Riickwirtsar-
beiten als Losungsstrategie bei Aufgaben mit unbekanntem Anfangszu-
stand vom jeweiligen Problemlosetyp abhédngen, andererseits konnte eine
besondere Ausprigung der Fihigkeiten im Umkehren von Gedankengin-
gen ein Indikator fiir die ,,Qualitdt” der Begabung sein. Fiir letzteres wiirde
sprechen, dass besondere Fihigkeiten im Umkehren von Gedankengingen
in der Fordersituation kontinuierlich von den leistungsstirksten Kindern
gezeigt wurden.

Auffillig war in den Untersuchungen der bei arithmetischen Aufgaben
wiederholt aufgetretene Zusammenhang zwischen der Nutzung mathemati-
scher Strukturen zur starken Verkiirzung des Rechenweges und dem Lo-
sungserfolg bei nachfolgenden Teilaufgaben mit umgekehrten Fragestel-
lungen. Der erfolgreichen Bearbeitung der umgekehrten Fragestellung ging
haufig die Verwendung eines besonders kurzen Rechenweges voraus. In-
wiefern Zusammenhinge zwischen den Fahigkeiten im Strukturieren in
Form von Superzeichenbildung und den Fihigkeiten im Umkehren von
Gedankengidngen bestehen, wire in anderen Untersuchungen abzukléren.
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