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Fallstudien Uber Schulervorstellungen zu 0,9 Periode

1. Einfihrung

256 Schiilern der Jahrgangsstufen 7 bis 12 aus 11 Klassen von 3 verschied-
nen bayerischen Gymnasien wurde wahrend des Unterrichts ein Fragebo-
gen zur schriftlichen Beantwortung vorgelegt. Eine der Fragen hatte fol-
genden Wortlaut:

Statt 0,99999... (immer so weiter) schreibt man auch 0,9. Welche der fol-
genden Aussagen ist richtig? Kreuze an:

a) 09< [J bo9=10 c) 09 >1[] Begriindung: ......

Schiilerantworten zu dieser "Frage mit Tiefgang" (Danckwerts/Vogel 2006,
S. 27-32) werden analysiert und diskutiert.

2. Mathematikdidaktische Analyse

Mogliche Zugangsweisen bzw. Aktivitaten zu 0,9

—  Rechnerische Verfahren der Bestimmung von 0,9= 1 mit Hilfe von

Briichen bzw. mit Hilfe von geeigneten Gleichungen, z.B.
0,9=0,999...=9-0,111...=9-1=1

—  Rundungsiiberlegungen zu 0,9

— Anschaulich-zeichnerische Darstellung von 0,9; 0,99 usw. auf Aus-
schnitten der Zahlengeraden

— Funktionale Deutungen von f(x) = 1-(0,1)" im Koordinatensystem

—  Abstandsbestimmungen: Vergleich von 1-0,999...9(k) und 0,9 -

0,999...9(k), wobei 0,999...9(k) den Dezimalbruch mit k Ziffern 9
nach dem Komma bezeichnen soll.

— Zweipersonenspiel der Art: Person P; gibt einen (kleinen) Abstand der
Grofle ¢ vor, Person P, soll dann einen Index k bestimmen, sodass
(1-0,999...9(k)<e gilt (mehrfache Durchginge; Beobachtung der Ge-
winnsituation)

— in der Fortsetzung dazu Widerspruchsbeweis: Die Annahme 1-0,9=¢
wird zu einem Widerspruch gefiihrt

0,9 als Summe einer unendlichen geometrischen Reihe: S = =1



Zur Ontologie von 0,9

0,9 kann aufgefasst werden als Bezeichnung fiir ...

den unendlichen Dezimalbruch 0,99999... (unendlich viele Stellen nach
dem Komma mit Ziffer 9); die unendliche Folge der endlichen Dezimal-
briiche 0,9 0,99 0,999 0,9999 usw.; den Grenzwert dieser Dezimal-
bruchfolge; die Folge der Partialsummen 0,9; (0,9+0,09);
(0,9+0,09+0,009); ... usw.; den Grenzwert dieser Partialsummenfolge; die
unendliche geometrische Reihe 0,9 + 0,09 + 0,009 + 0,0009 + ...; die
Summe dieser unendlichen Reihe. Je nachdem wird entweder der unendli-
che Prozess der Entstehung von 0,9 ("potentiell unendlich") oder das Er-
gebnis, also der Grenzwert des Prozesses ("aktual unendlich") betont. Das
Objekt 0,9 ist ontologisch offen bzw. mehrdeutig.

3. Schulervorstellungen zu 0,9 : Quantitative Analyse

Zahl der Schuler

Klasse Gesamt |09 <1 0,9 =1
7a 27 22 81,5% 4 14,8%
7b 31 19 61,3% 10 32,3%
8a 23 19 82,6% 2 8,7%
8b 24 15 62,5% 8 33,3%
8c 24 15 62,5% 7 29,2%
9a 19 13 68,4% 5 26,3%
9b 19 6 31,6% 14 73, 7%
9c 19 15 78,9% 9 47,4%
10a 23 12 52,2% 14 60,9%
10b 26 20  76,9% 6 23,1%
12GK 23 21 91,3% 2 8,7%
Gesamt 256 177 69,1% 81 31,6%

Grobe Gesamtergebnisse: 0,9<1 ca. 70%, 0,9=1 ca. 30%; keine lineare
Entwicklungstendenz in der Abfolge der Jahrgangsstufen.

"Ausreiflerklassen" 9b, 10a: In diesen Klassen erzeugten einzelne Schiiler
eine lebhafte Gruppendiskussion, in deren Verlauf die Forderung nach ei-
ner anonymen Einzelarbeit auller Kraft gesetzt wurde. In der Grundkurs-
klasse 12GK war die Zustimmung zu 0,9<1 mit ca. 91% am hochsten. Die
Infinitesimalmathematik der Oberstufe mit einer ausfiihrlichen Behandlung
von Grenzwerten flihrte offensichtlich (zunéchst?) zu einer Verstirkung der
Position 0,9<1!



4, Schilervorstellungen zu 0,9: Qualitative Analyse

4.1. Argumente fur 0,9 <1

— 0,9 und 1 als feste, unterscheidbare Objekte; vom kleineren 0,9 fehlt
etwas zum grof3eren Objekt 1 (es fehlt immer noch ein Stiickchen).

— 0,9 nihert sich 1, erreicht es aber nicht (Prozess) (0,9 geht gegen 1).

— Dezimalbriiche der Art 0,... sind grundsétzlich kleiner als 1 (Null
Komma etwas ist immer kleiner).

— 0,9 wird erst durch Runden zu 1.

_ 1istein Ganzes, 0,9 ein Teil des Ganzen.

— 0,9 ist zwar mathematisch 1, aber es fehlt noch etwas zu 1.
— 0,9 <1 ist einfach so.

~ 0,9 < 1. Fragen Sie 11880, da werden sie geholfen.

4.2. Argumente fir 0,9 =1
- Esistso.
-~ Weil man es so sagt.
— Das haben wir mal gelernt.
- 0,9= 2 =1 (Umrechnen).
— gleich grof3, wenn man rundet.
— 0,9 nihert sich 1, also kann man sagen 0,9= 1.
— Der Unterschied zwischen beiden ist so klein, dass man sagen kann
0,9=1.

Die letzten drei Aussagetypen stammen zwar aus dem Pool zu 0,9=1, stiit-
zen inhaltlich aber eher die Position 0,9<1.

4.3. Kognitive Auffassung

Die kognitive Auffassung der Schiiler zu 0,9 ist geprigt durch folgende
Kennzeichen: Mathematische Variabilitit; Kognitive Unschérfe ("novizen-
hafte mentale Reprédsentation"); Heterogenitdt, individuelle Verschieden-
heit; Implizitheit, Privatheit; Anschauung, Intuition, Alltagsdenken (domi-
nant); Konstruktiver Charakter des Wissens; Formalismen/rechnerische
Verfahren (ohne inhaltliche Uberlegungen). Offensichtlich wird das Thema



0,9 im Unterricht nach einer kurzen frilhen Behandlung im Rahmen der
Bruchrechnung spéter nicht mehr aufgegriffen.

5. Diskussion

Die Beschiftigung mit Mathematik auf einer formal hoheren Stufe fiihrt
nicht zwingend zum Verstindnis der Mathematik von niederen Stufen! Ein
mathematischer Formalismus (rechnerischer Umgang mit Grenzwerten,
Epsilontik) garantiert nicht automatisch ein urspriingliches, elementares
Verstehen! Man kann die Aussagen der Schiiler idealtypisch formulierten
Denkstilen zuordnen (Przenioslo 2006), z.B. den Typen "pragmatisch ar-
beitender Empiriker", "verfahrensorientierter Schematiker", "holistisch
denkender Intuitionist", "analytisch argumentierender Theoretiker". Der
Mathematikunterricht sollte Ankniipfungspunkte fiir alle diese Typen
schaffen und zulassen. Wichtig ist ein genetisches Arbeiten in kleinen und
damit {iberschaubaren Lernumgebungen (z.B. im Prozess der Entstehung
eines exakten Grenzwertbegriffs durch Prézisierung/Formalisierung an-
schaulich-intuitiver Alltagsvorstellungen zu 0,9 ). Am Exempel 0,9 konnen
grundlegende, typische Vorstellungen, Ideen, Begriffe der Analysis erfahr-
bar und sichtbar gemacht werden (auch ohne systematische Behandlung
von Folgen und Reihen). 0,9 sollte an mehreren Stellen / bei verschiedenen

passenden Gelegenheiten im Curriculum thematisiert werden, insbesondere
wieder mit infinitesimalen Mitteln (Oberstufe Gymnasium, Universitéts-
studium). Dabei sollten anschaulich-intuitive Vorstellungen der Schiiler
problematisiert und mit Angeboten flir eine mathematische Weiterentwick-
lung und Exaktifizierung angereichert werden (siehe 2).
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