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Wie kann Topologiein der Schule sinnvoll unterrichtet
werden?

Mathematisch interessierte Oberstufenschiler kommelen Niederlanden
seit 2007 zusatzlich zu 'Wiskunde B' (Mathematikdd$ Fach "Wiskunde
D' wahlen. Eines der Ziele von Wiskunde D ist es)ifern einen Einblick
in die Entwicklung der modernen Mathematik zu vét@in. An verschie-
denen niederlandischen Universitaten laufen dalementan Projekte in
denen Unterrichtseinheiten fur Wiskunde D entwitkadrden.

Die aufsehenerregende Losung der Poincaré-Vermugabgden Anlass,
neben Themen der angewandten Mathematik auch gieldgie als mdog-
liches Thema von Wiskunde D aufzunehmen. Hieratstard das Interes-
se an der im Titel gestellten Frage. 'De Praktgki, Projektbiro fur natur-
wissenschatftlichen Unterricht, wurde schlie3licth dar Entwicklung einer
20 Schulstunden umfassenden UnterrichtseinheiT apologie beauftragt,
die inzwischen fertiggestellt ist und den NamenpWis Poincaré' tragt
(http://www.diswis.nl/nl/homepage/wat-is-diswisAdis-poincare).

Ein zentraler Lehrinhalt von TopWis Poincaré ist Hiassifikation der ge-

schlossenen Flachen, die besagt, dass jede gesaidoslache entweder zu
einer Kugel mit Henkeln oder zu einer Kugel mit ¥zeauben homaoo-

morph ist. Hierzu werden zunéachst Torus und projeEbene als Beispie-
le fir Flachen eingefuhrt. Danach werden nach dewkBstenprinzip, d.h.

durch Bildung der zusammenhangenden Summe, kompéee Flachen

erzeugt. Dies geschieht auf spielerische WeisenDard festgelegt, dass
zwel Flachen als gleich, man sagt homéomorph, athgeswerden, wenn

sie durch eine Reihe von stetigen Verformungenhesfimmten Schneide-
und Klebeoperationen ineinander tberfihrt werdamka. Die Arbeit der

Schduler ist konstruktiv, die Handlungsorientierumgeerden jedoch durch

schrittweise Instruktion und Anleitung gegeben.

Die geschlossenen nicht-orientierbaren FlacherntZseskein Referenzob-
jekt in der Realitat der Schiler. Ebenso besitet Durchfihrung einer
Homodomorphie oder das Bilden einer zusammenhange8dmme keine
Referenzhandlung in ihrer Realitat, im Gegensatgiéleweise zur Isoto-
pie zweier Knoten. Die betrachteten Objekte undr@gpmen sind daher
abstrakt und werden bei den SuS kaum Assoziatianstosen. Den SuS
fehlen dazu in ihrer Erfahrungswelt Situationens aer sie Handlungs-
orientierungen und Vorstellungen Ubertragen konnes erschwert es
den SuS, eigene Entdeckungen zu machen. Hans Rtbat€1991)pla-

dierte daher dafir, dass Mathematikunterricht ven &rfahrungen der



SuS ausgehen sollte. Hieraus ergibt sich die Healesung einen Unter-
richt zu entwickeln, der die SuS ausgehend vonragien Phanomenen,
durch plausibele Handlungen zur Frage nach dersKikation der Flachen
fuhrt.

Die Frage nach der topologischen Klassifikation lEiéchen wurde zuerst
von Bernhard Riemann (vgl. Volkert, 2002) Zusammenhang mit Pro-
blemen aus der Funktionentheorie gestellt. Dieohsthe Herangehens-
weise ist daher in der Schule wohl nicht durchféhnrb

SuS nehmen die Mathematik haufig als eine fertiges@hschaft wahr, in
der vermutlich nur noch lber vernachlassigbare iBeggestritten wird.
Dieses Bild der Mathematik hangt Imre Lakatos ()9folge mit einer
Vernachlassigung der Entstehung von Fragestellungpeh Begriffen im
Unterricht zusammen. Wir stellen uns hierzu ein¢etfichtssituation vor,
in der den SuS der Eulersche Polyedersatz vorgeledtund zwar in der
folgenden Form: Fir einfache Polyeder mit einfaukaznmenhangenden
Flachen gilt: Ecken — Kanten + Flachen = 2. Estfdiy klassische Beweis
von Cauchy (1813). Wir nehmen an, dass die Begeifdaches Polyeder
und ,einfach zusammenhangende Flache' vor der Heerang des Satzes
definiert wurden. Es mag offensichtlich sein, ddesse beiden Begriffe,
durch Beispiele entstanden sind, auf die sich dmvdss von Cauchy nicht
Ubertragen lief3. Daher wurden sie dem Polyedeadatzusatzliche Bedin-
gungen auferlegt. Den SusS ist dies jedoch nichedmgt bewusst, sodass
es fur sie schwer nachvollziehbar ist, wie je eianstch diese Bedingungen
erraten konnte.

Der Autor winscht sich jedoch, dass die Topologia den SuS als eine
lebendige, sich in stdndiger Entwicklung befindichom Menschen ge-
schaffene Wissenschaft erfahren wird.

Hierzu muss der Entstehung von Begriffen Zeit eiaget werden, sodass
den SuS gezeigt werden kann, wie ein in der Ansamgegrindeter Be-
griff, z.B. der einer Flache, durch natirlich aefénde Fragen und Kon-
flikte gescharft werden kann.

Im Rahmen eines math-il.de Projekts (vgl. Kaend2€4,0) und auf der

Grundlage von TopWis Poincare wird daher von efaaippe erfahrener
niederlandischer Mathematiklehrer zusammen mit demtor an einer Un-

terrichtseinheit zur Topologie der Flachen geadbein der die SuS eine
genetisch nachvollziehbare Entstehung der komhisateen Topologie

nacherleben kdnnen, welche jedoch nicht notwendigise der tatsachli-
chen entspricht.



Es folgt nun ein konkreter Vorschlag, wie man ineesolche Unterrichts-
einheit einsteigen konnte.

Man stelle sich eine Gebirgslandschaft auf einsellrvor. So ein Gebirge
besitzt lokal hochste Punkte, die Berge, und loledste Punkte, die Taler.
Steht man auf einem Berg und méchte zu einem béagem Berg gelan-
gen, so wird man eine Gratwanderung machen. Mdhdann entlang ei-

ner Wasserscheide. Ist man jedoch in einem Tahuiichte ein benachbar-
tes Tal erreichen, so wird man entlang eines Pags®sn. Die Kreuzung
eines Passes mit einer Wasserscheide nennen win &attelpunkt. Die

Anzahl der Berge, Taler und Sattelpunkte auf eingel kann man z&hlen.
Besteht zwischen den Anzahlen ein Zusammenhang?ifdidie Einstiegs-

frage. Sie ist an Referenzobjekte (reale Inselrd Referenzhandlungen
(Gratwanderungen) gebunden und kann daher an drEngswelt der

SuS anknipfen. Es wird sich herausstellen, dase dieage uns tief in die
Flachentopologie hineinzufiihren vermag.

Lasst man die SuS nun ihre eigenen Inseln auseR®alatodellieren und
tragt die Anzahl der Berge, Téler und Sattelpurdde verschiedenen In-
seln in einer Tabelle zusammen, so gelangen diezBu&r Vermutung,
dass gilt: Berge + Taler = Sattelpunkte + 1.

Daraufhin wird mit den SuS ein Beweis dieses Zusanirangs erarbeitet,
der auf James Clerk Maxwell (1872)riickgeht: Man stelle sich eine Sint-
flut vor. Der Meeresspiegel steigt und mit ihm gteler Grundwasserspie-
gel auf der Insel gleichermalRen. Wir beobachten mas passiert, wenn
der Meeresspiegel die Hohe eines Sattelpunktegletréas Wasser na-
hert sich dem Sattelpunkt von zwei Seiten. Einettefpaunkt, bei dem das
Wasser auf beiden Seiten zum gleichen Gewassertgdedeichnen wir
als Landenge; gehort das Wasser zu zwei verscheadérwassern, so be-
zeichnen wir den Sattelpunkt als Meerenge. Die Ahdar Sattelpunkte ist
also gleich der Anzahl der Landengen plus der Anhdan Meerengen.
Man kann sich nun tberlegen, dass die Anzahl der Gieich der Anzahl
der Meerengen und die Anzahl der Berge um 1 grélsedie Anzahl der
Landengen ist. Damit ist die Vermutung bewiesen.



Der bisher skizzierte Ablauf wurde im vorigen Jamreinem Workshop
beim internationalen Mathecamp des Kanguruwettbesvar Eberswalde
durchgefuhrt. Beim Bauen der Inseln fragten eirfigeS, ob auch Inseln
mit H6hlen oder Tunneln zugelassen waren, was hsbhaacht der Fall
war. Nun aber greifen wir diese Ideen auf, um umd&rmutung und den
Beweis einer strengen Probe zu unterziehen. Winvereden nun also die
Methode des Beweisens und Widerlegens, wie sidlat&atos (1976¥ar-
gelegt wurde. Hierdurch verstehen wir den entdecKissammenhang bes-
ser und kdnnen prazisieren, fur welche Inselnler gi

Fur Inseln mit Hohlen gilt der gefundene Zusammaeghaoch stets, je-
doch kann der gegebene Beweis dies nicht ohneregigzklaren. Im Falle
von Inseln mit Tunneln muss auch die Vermutung wvefen werden. Es
muss nach einer neuen allgemeineren Vermutung lgesgrden. Es stellt
sich heraus, dass fiir Inseln mit n Tunneln gilt:

Berge + Taler = Sattelpunkte + 1 — 2n.

Fur zwei Inseln mit gleicher Anzahl von Tunnelnt gilso der gleiche Zu-
sammenhang. Erreicht man diese Stelle mit den SuScheint die Frage
nach der Klassifikation der (orientierbaren) Flacp&tzlich in Reichweite
zu sein.

Der soeben skizzierte Vorschlag ist ein Versucs, ls TopWis Poincaré
auftretende Problem der fehlenden ReferenzobjaktieReferenzhandlun-
gen zu vermeiden und dennoch durch entdeckende®imeuf genetisch
nachvollziehbare Weise zur Klassifikationsfragegelangen.

Der Autor dankt Dr. Ysette Weiss-Pidstrygach fig dnregenden Diskus-
sionen.
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