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Von Daten zur Funktion: Vernetzungen zwischen Modellierungs-
kompetenzen, Geometrie und Statistical Literacy

1. Vom Wechselspiel theoriegeleiteter und datenbezogene Modellierungen

Waéhrend das dialektische Verhaltnis zwischen Kontext und mathematischem Mo-
dell charakteristisch fur jegliche Anwendung von Mathematik ist, so gibt es unter-
schiedliche Ansatze dafiir, wie man Mathematik zu Fragestellungen aullerhalb der
Mathematik in Beziehung setzen kann. Viele Anwendungen von Mathematik sind
durch einen theoriegeleiteten Ansatz bestimmt, bei dem prinzipielle Uberlegungen,
eine Strukturanalyse oder eine umfassende Theorie schon vorhanden ist, die die
Wahl des mathematischen Modells weitgehend festlegt. Zur Validierung des Mo-
dells bietet es sich dann an, die Vorhersagekraft des Modells zu prifen, indem z.B.
Messungen vorgenommen und Daten gesammelt werden, die dann entweder mit
dem Modell kompatibel sind oder eine Anpassung des Modells bzw. einen erneuten
Durchlauf im Modellbildungskreislauf erfordern.

Ein anderer Modellierungsansatz schliet Daten schon von Anfang an mit ein. Die-
se ldee entspricht einer induktiven Vorgehensweise, die methodisch den empiri-
schen Wissenschaften entspricht. Zu Beginn der Problemlésung wird das interes-
sierende Phanomen zundchst genauer und méglichst unbeeinflusst von a priori er-
stellten Theorien betrachtet. Es werden zielgenaue Fragen formuliert, dann werden
Beobachtungen gemacht, die in Form von Messungen quantifiziert werden. Erst
graduell wird ein mathematisches Modell entwickelt, das die beobachteten Phéno-
mene beschreibt und darstellt. Hier steht also zunédchst ein exploratives VVorgehen
im Vordergrund. Spatestens bei der Validierung des Modells kommen bei einem
datenorientierten Ansatz auch theoriegeleitete Uberlegungen ins Spiel: Macht das
aufgestellt Modell tberhaupt Sinn? Ist es kompatibel mit dem, was eine theoreti-
sche Analyse erwarten lasst? Uber 50 Beispiele, Projekte und Aufgaben zu einer
datenorientierten Modellierung funktionaler Abhéngigkeiten finden sich in einem
kirzlich erschienen Lehrbuch zur angewandten Mathematik fur Lehramtsstudie-
rende (Engel 2009).

Egal ob zunichst orientiert an theoretischen Uberlegungen oder an einer Analyse
erhobener Daten— die Darstellung eines aufermathematischen Problems in der
Sprache der Mathematik ist ein kreativer Schritt des modellbildenden Subjekts, der
im Gegensatz zur Ausfihrung von Berechnungen nicht von Maschinen abgenom-
men werden kann. Bei datenbasierten Herangehensweisen liegen Modellierungs-
kompetenzen einerseits und statistical literacy als die F&higkeit, aus Daten Sinn zu
erschlielRen, andererseits nahe beieinander und scheinen schwer voneinander abzu-
grenzen, worauf empirische Untersuchungen mit Lehramtsstudierenden (Engel,



SedImeier und Worn, 2008) sowie Untersuchungen im Projekt RIKO-STAT (Kunt-
ze, Engel, Martignon & Gundlach, 2010) hinweisen.

2. Geometrie und Datenanalyse

Die engen Verknlpfungen zwischen Geometrie und Algebra durchziehen die Ge-
schichte der Mathematik. Ein guter Schulunterricht ist sich dieser Tatsache bewusst
und wird an vielen Stellen auf den vernetzten Charakter mathematischen Wissens
hinweisen. Weniger prasent sind Verknipfungen zwischen Datenanalyse und Geo-
metrie. Dabei legt der Ursprung des Wortes ,,Geo-metrie* als Vermessung der Erde
eine Verbindung mit Messwerten und deren Analyse nahe.

Bei Einfuhrung der Winkelsumme im Dreieck kann man zundchst durch Messen
der Innenwinkel und Addieren zur bekannten Winkelsummen-Formel gelangen.
Wenn jeder Schiler diese Aktivitat mit seinem individuell gezeichneten Dreieck
durchfuhrt, liegen Messdaten im Umfang der Klassenstérke vor, die sich —aufgrund
von Ungenauigkeiten — wohl nicht in jedem Fall exakt zu einem gestreckten Win-
kel addieren, aber dennoch den Winkelsummensatz fir beliebige Dreiecke vermu-
ten lassen. Ein anderes populéres Beispiel ist die empirische Feststellung der Kon-
stanz des Verhéltnisses von Umfang zu Durchmesser von Kreisen. Viele Schulbi-
cher fuhren in dieses Thema ein, indem Schiller zundchst aufgefordert sind, bei
kreisrunden Objekten von der Konservendose bis zum Fahrradreifen z.B. mit einem
Bindfaden den Umfang und den Radius zu messen. Gewiss werden bei diesem
Messvorgang einige Ungenauigkeiten entstehen, die dennoch der Entdeckung der
Proportionalitdt des Zusammenhangs zwischen Radius und Kreisumfang nicht im
Wege stehen. Ahnlich handlungsbezogen geht der Unterricht vor, wenn das Kugel-
volumen zunéchst durch Umfullversuche enaktiv ermittelt wird, bevor theoretische
Uberlegungen die Volumenformel exakt herleiten und begriinden.

Dies sind allseits bekannte und bewéhrte Zugéange, die geometrische Sachverhalte
zundchst von den Schilerinnen und Schilern ,,entdecken® lassen, bevor theoreti-
sche Uberlegungen — in der Regel vom Lehrer vorgetragen — die gewonnenen Er-
kenntnisse prazisieren und festigen. Allen diesen Beispielen ist in der Regel ge-
meinsam, dass man im Unterricht (zun&chst noch) nicht die Mdglichkeiten fur ex-
akte Herleitungen hat und dass die Messungen zu einer besseren Veranschauli-
chung beitragen. Ansatze zu Datenorientierung sind somit im Geometrieunterricht
nicht unbekannt. Sie werden allerdings selten konsequent im Sinne einer Datener-
hebung und Datenanalyse ausgefuhrt und als datengestiitztes Arbeiten explizit the-
matisiert.

Biehler, Prommel & Hofmann (2007) diskutieren ein Beispiel, bei dem am Anfang
eine systematische Datenerhebung und Datenanalyse steht, bevor dann auch theore-
tische Uberlegungen der datenbezogenen Modellierung kontrastierende gegentiber
gestellt werden. Die Aufgabe bezieht sich auf das Falten eines Dreiecks aus einem



rechteckigem Blatt Papier und besteht darin, einen Zusammenhang zwischen
Grundseite und Fl&cheninhalt des resultierenden Rechtecks zu modellieren. Biehler
et al. (2007) behandeln diese Aufgabe detailliert und stellen einer empirischen, d.h.
datenbezogenen Modellierung des funktionalen Zusammenhangs zwischen Flache
F und Grundseite g eine theoriegeleitete Modellierung gegenuber. Ein vergleichba-
res Beispiel, das in Engel (2010) in dhnlicher Weise sowohl aus empirischer wie
theoretischer Perspektive behandelt wird, ist die Bestimmung des optimalen Win-
kels zum Tor eines FuBBballspielers der parallel zur AufRenlinie auf das gegnerische
Tor zu lauft.

Auch ein datenbezogener Mathematikunterricht wird nicht auf der Ebene von em-
pirischen Entdeckungen stehen bleiben, sondern wird die gewonnene Hypothese
durch strukturorientierte Uberlegungen zu einer gefestigten Erkenntnis werden las-
sen. Der empirische Einstieg ermdglicht jedoch auf handlungsorientierte Weise ei-
ne Hypothese herzuleiten, die im weiteren Verlauf des Unterrichts theoretisch zu
begrunden ist. Geometrische Fragestellungen sind hier besonders interessant, da sie
oft beide Formen der Modellierung erlauben: Zundchst kénnen geo-metrische Fra-
gen auf der Basis von Messungen erkundet werden, die dann die empirische Herlei-
tung eines Modells ermdglichen. Andererseits gibt es — zumindest im Kontext der
Schulmathematik — fir geometrische Fragestellungen eine etablierte Theorie, auf
deren Grundlage ein Modell deduziert werden kann. Der durch Messungen und
Modellierungen empirisch entdeckte Zusammenhang provoziert ja gerade die theo-
retische Reflexion: Warum ist das denn so? Ist das entdeckte Resultat allgemein-
gultig, bzw. unter welchen Bedingungen besitzt es Gultigkeit?

Das populére Zitat von George Box (1987, S. 424) ,,All models are wrong, but so-
me are useful“ mag im geometrischen Kontext gar nicht mehr zutreffen, da die
Theorie ein bestimmtes Modell als das ,,richtige Modell* deduzieren lasst. Aller-
dings sollte man nicht vergessen, dass auch die theoriegeleiteten Modelle der Geo-
metrie nur unter bestimmten Annahmen wie z.B. der Gultigkeit der Axiome der
Euklidischen Geometrie Bestand haben

3. Explorativ und konfirmatorisch: VVon der Synergie zweier Heransgehens-
weisen

Im Gegensatz zu vielen deskriptiven Modellierungen wie z.B. in der Populations-
dynamik hat man bei geometrischen Fragestellungen (zumindest im Kontext der
Schulmathematik) in der Regel ein rein theoriegeleitetes Modell verfuigbar. Wohl
waére es frevelhaft, die Geometrie auf eine empirische Wissenschaft zu verkdrzen.
Die Eleganz ihrer Argumentationen und die Allgemeingultigkeit ihrer Aussagen
basiert ja gerade auf theoretischen Erwagungen. In diesem Sinne scheint eine empi-
rische Modellierung geometrischer Fragestellungen vor allem aus datenanalytischer
Perspektive interessant zu sein. Denn fiir die Datenanalyse ist es instruktiv, eine



Situation mit empirischen Methoden anzugehen, zu der es auBerdem ein theorieba-
siertes Modell gibt. Im Gegensatz zu den allermeisten Anwendungen von Daten-
analyse lasst sich hier die empirisch gewonnene Loésung mit der theoriegeleiteten
Ldsung vergleichen: Wir haben somit ein Gitekriterium fir die empirische L6sung
verfiigbar.

Beide Zugange zum Modellieren — sowohl der datenbezogene auf empirischen Me-
thoden beruhende Zugang wie auch das theoriegeleitete Herangehen —bedurfen der
Validierung. Gewiss gibt es — je nach Problemkontext — verschiedene Zugange,
theoriegeleitete Modelle zu validieren. Jedoch eine nahe liegende Methode zur Va-
lidierung theoretischer Modelle besteht darin, ihre Vorhersagekraft mittels neuer
Daten zu prufen. Dann entscheidet sich, ob sich das das Modell bei neuen Beobach-
tungen bewdhrt oder ob es durch ein neues Modell ersetzt werden sollte. Ein theo-
riegeleitetes Modell, das bei dieser Erprobung zu nicht-akzeptablen Abweichungen
zu erhobenen Daten fiihrt, ist genauso wenig zu akzeptieren wie ein empirisch ge-
wonnenes Modell, das unplausibel erscheint und tberzeugenden Theorien wider-
spricht.
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