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Vom Modellieren zum Definieren oder: Mathematik-
(unterricht) rund ums Ei

Mathematische Beschreibung der Realitéit

Wie die Geschichte der Mathematik lehrt, ist es mit mathematischen Theo-
rien manchmal moglich, Fragen aus der Realitit einfach und routineméfig
zu beantworten. Aber ebenso kann das Gegenteil, d. h. Theorie und Realitét
entfernen sich voneinander (vgl. Maal} 1988), eintreten.

Auf der Suche nach Eikurven findet man sowohl Darstellungen, welche in
der Natur praktisch nicht auffindbar sind, als auch Eier, die aufgrund be-
sonderer Formen (z. B. extrem gedrungen oder ldnglich) mit den dargestell-
ten Zugingen nicht beschrieben werden konnen (vgl. Siller et al. 2009).

Eine historische Eikurve

Die historische Dimension des Modellbildens im Mathematikunterricht
sollte Schiiler(inne)n nicht verwehrt bleiben, insbesondere in einem gene-
tisch orientierten Unterricht. Durch die Beriicksichtigung der direkten bzw.
indirekten historischen Methode (vgl. Toeplitz 1927, 92) kdnnen (notwen-
dige) Ansitze dargelegt und Schiiler(inne)n verstidndlich erkliart werden.
Mittels des indirekten Ansatzes und dem Aufgreifen der Definition einer
Eilinie nach Schmidt 1907 kann eine mogliche Unterrichtssequenz stattfin-
den. Schmidt formuliert die folgende Definition: ,.Eine Eilinie ist der geo-
metrische Ort der Fufpunkte aller Lote auf Sekanten, gefdillt von den
Schnittpunkten der Abscisse mit Winkelhalbierenden, welche (stumpfe)
Winkel zwischen den Sekanten und Parallelen zur x-Achse in den Schnitt-
punkten der Sekanten mit der Kreisperipherie halbieren.

Mittels eines DGS kann man durch die Implementierung dieser Definition
die Punkte, die auf der Ortslinie der Eikurve liegen, erzeugen. Ubersetzt
man die Schritte in ein CAS, werden die (Polar- oder kartesischen) Koordi-
naten dieser Punkte allgemein berechnet (vgl. Siller et al. 2009).

Eigentiitigkeit der Schiiler(innen) durch Riickgriff auf Bekanntes

»Ein Ei ist ein Objekt, das aus einer Halbkugel und einem Halbellipsoid
zusammengesetzt ist. “ (Wie) passt das? — Dieser Ansatz ist nachvollziehbar
und die Idee ist im Unterricht umsetzbar (vgl. Siller et al. 2009, 48 ff.).

Mochte man allerdings ein ,,besonders schones* Ei konstruieren, kann man
mit der nun vorliegenden Proportion von Haupt- zu Nebenachsenldnge ex-
perimentieren. Eine — naheliegende — Idee dafiir ist der Goldene Schnitt. So



kann man eine zufriedenstellende Beschreibung eines mathematisch ,,idea-
len“ Eis erreichen, welche wir bewusst nicht als Definition verwenden
mochten, da es zu viele Ei-Objekte (v. a. in der Natur) gibt, welche nicht
der gewiinschten Représentation entsprichen:

, Ein Ei ist ein dreidimensionales Objekt, dessen unte-
rer Teil eine Halbkugel und dessen oberer Teil ein
Halbellipsoid ist. Das Verhdltnis der Ldingen AB zu
CD soll dem Goldenen Schnitt entsprechen. “

Definitionen im Mathematikunterricht

Die Begriffsbildung spielt eine zentrale Rolle in der Mathematik. Folgt
man dem didaktischen Prinzip der Fundamentalen ldeen, dann sollte das
auch fiir den Mathematikunterricht gelten, alleine schon um Eindeutigkeit
in der Kommunikation anzustreben. Definitionen stehen oft am Ende einer
langen Entwicklung von Problem- oder Fragestellungen, z. B. beim Wahr-
scheinlichkeitsbegriff. Beim Reden iiber Mathematik (in einem Vortrag, im
Unterricht) ist es oft gerade umgekehrt (Ausnahme: Siller et al. 2009). Be-
griffsentwicklung und Definitionen stehen in einem wechselseitigen Ver-
hiltnis zueinander, dieses zu beleuchten, fordert das Verstdndnis fiir die
Mathematik (vgl. Vinner 1991).

Andererseits beginnen mathematische Begriffe nach ihrer Festsetzung
(,,Definition*) oft ein Eigenleben zu fiihren, flichenfiillende Kurven (z. B.
die Peanokurve) waren wohl nicht das Ziel des Ringens um den Kurven-
begriff. Begriffe werden erfunden, Zusammenhdinge entdeckt!

Wir unterscheiden nach Ouvrier-Buffet (2002, 384) drei Typen von Defini-
tionsentstehungsprozessen: eine Definition kann erstens ausgehend von
Beispielen und Gegenbeispielen konstruiert werden (z. B. Funktions- oder
Stetigkeitsbegriff), zweitens durch die Losung einer Problemstellung, durch
einen Beweis erzeugt werden (beweiserzeugte Definitionen, z. B. Binomi-
alkoeffizient), und kann schlieBlich drittens durch einen Modellierungspro-
zess motiviert werden. Ein Ei mathematisch zu definieren ist ein solcher
Versuch.

Zum Stetigkeitsbegriff

In Osterreich ist dieser in der zehnten Schulstufe vorgesehen. Wofiir ei-
gentlich? — In Go6tz & Reichel 2005, 238, werden ,, fadenformige “ Funktio-
nen in der Hoffnung charakterisiert, dass Verfahren zur Nullstellensuche
funktionieren, d. h. z. B. Sprungstellen so ausgeschlossen werden konnen.



Ein anderer — eher hochschuldidaktischer — Vorschlag ist, an diesem Bei-
spiel den Aspekt konkurrenzierender Definitionen zu zeigen, d. h. ihre
Wahl, willkiirlich oder absichtsvoll, zu thematisieren. Die iibliche £-6 -
Definition der Stetigkeit einer reellen Funktion f an einer Stelle ¢ (Def. 1)
versus der ebenso iiblichen Folgendefinition (Def. 2) stehen zur Wahl, ihre
Aquivalenz muss gezeigt werden (siehe z. B. Heuser 1986, 212 und 215).
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gerade einsichtig. Umgekehrt ist eine Sprungstelle oft mit Hilfe von Def. 2
einfacher als Unstetigkeitsstelle zu identifizieren. Die Frage nach der ,rich-
tigen* Definition ist also auch eine (hochschul-)didaktische!

Definitionen konne auch Beweise erzeugen: ne-
benstehende Zeichnung zeigt den Graph einer (!)
in einem Punkt stetigen (!) Funktion (!). Die Defi-
nition zeigt warum: f(x)=x, x rational, f(x)=1-x
sonst. Obwohl der Graph nicht aus einem Stiick ist,
die Funktion nicht durch eine Formel gegeben ist
und der Graph nicht kontrollierbar schwankt, ist f

an der Stelle %stetig. Eine Begriindung erfolgt mit

Def. 1: egal, ob x rational oder irrational gewihlt wird, § := ¢ funktioniert.
Stetigkeit ist also eine lokale Eigenschaft (Tall & Vinner 1981, 168).

Kegelschnitte

Sie spielen in Osterreich unterschiedliche Rollen: als Kegelschnitte margi-
nal, als Ortslinien bevorzugt in der Sekundarstufe 1, als algebraische Ob-
jekte in der Sekundarstufe 2, und als Graph gewisser funktionaler Abhdn-
gigkeiten bleiben sie ein Mysterium: warum ist der Graph der indirekten
Proportionalitit eine Hyperbel? — Verschiedene Definitionen (Zugénge)
verlangen nach dem Zeigen von Zusammenhingen!

Eine einfache Hauptachsentransformation klirt das Mysterium auf: x-y=1
in den alten Koordinaten wird zu x> — 3> =2 in den neuen, wobei eigentlich



eine Drehung um 45 Grad geniigt: und ihre Transponierte (so-
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wie vice versa!) leisten das.

Ein gerader Drehkegel mit einem Offnungswinkel von 90 Grad wird senk-
recht zu einer Erzeugenden geschnitten: die sich ergebende Kurve ist eine
Parabel mit der Gleichung y*> =2px, wie man leicht mit dem Hohensatz
und dem Satz von Thales sehen kann. Umgekehrt kann eine als algebrai-
sches Objekt gegebene Parabel y?=2px einfach durch einen solchen

Schnitt erzeugt werden: p an der Erzeugenden von der Spitze aus abtragen,
dort ist dann der Einschnittpunkt (siehe http://www.members.tripod.com/
sfabel/mathematik/themen_kegelschnitte.html, 15.2.2010).

Definitionen enthalten also immer eine Genau dann — wenn-Beziehung.
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